
Êðàòêîå èçëîæåíèå çàÿâêè

Îáúåêò ïðåäëàãàåìîãî èññëåäîâàíèÿ � óñðåäíåííàÿ ôóíêöèÿ Äåíà.

Ïðîâåäåííûå èññëåäîâàíèÿ

Îïðåäåëèì îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, êðàòêî îïèøåì àêòóàëüíîñòü ïðîáëåìû è ñôîðìóëèðóåì
îñíîâíûå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû.

Èçîïåðèìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè îãðàíè÷èâàþò ñâåðõó ïëîùàäü ñëîâà â çàâèñèìîñòè îò
åãî äëèíû. Ôóíêöèÿ Äåíà � ìèíèìàëüíàÿ èç âñåõ èçîïåðèìåòðè÷åñêèõ.

Ñ òåõ ïîð ôóíêöèÿ Äåíà � îäíî èç áàçîâûõ ïîíÿòèé â ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè ãðóïï,
ïîñêîëüêó ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì èíâàðèàíòîì (õàðàêòåð ðîñòà ôóíêöèè Äåíà íå çàâèñèò
îò ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû).

Â 90-õ ãîäàõ XX âåêà â òåîðèè àëãîðèòìîâ è òåîðèè ñëîæíîñòè ïîÿâèëàñü òåíäåíöèÿ
îöåíèâàòü ñëîæíîñòü àëãîðèòìîâ íå â "õóäøåì" ñëó÷àå, à â ñðåäíåì. Ýòîãî âåÿíèÿ íå
èçáåæàëà è ôóêíöèÿ Äåíà.

Óñðåäíåííàÿ ôóíêöèÿ Äåíà ãðóïïû G ïîêàçûâàåò ñðåäíèé õàðàêòåð ðîñòà ïëîùàäåé
ñëîâà ïðè ðîñòå èõ äëèíû. Âïåðâûå ýòî îïðåäåëåíèå ïîÿâëÿåòñÿ â ñòàòüå Ì.Ãðîìîâà
"Àñèìïòîòè÷åñêèå èíâàðèàíòû áåñêîíå÷íûõ ãðóïï". Â ýòîé æå ñòàòüå áåç äîêàçàòåëüñòâà
âûñêàçûâàåòñÿ ãèïîòåçà Ãðîìîâà è çàäàåòñÿ âîïðîñ, îïðåäåëèâøèé îñíîâíîå íàïðàâëåíèå
èññëåäîâàíèé óñðåäíåííîé ôóíêöèè Äåíà ìàòåìàòèêàìè.

Ãèïîòåçà. Óñðåäíåííàÿ ôóíêöèÿ Äåíà ñâîáîäíûõ àáåëåâûõ ãðóïï ñóáêâàäðàòè÷íà.
Âîïðîñ. Âñåãäà ëè óñðåäíåííàÿ ôóíêöèÿ Äåíà ñóáàññèìïòîòè÷íà? (Ò.å. óñðåäíåííàÿ

ôóíêöèÿ Äåíà ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ ñàìîé ôóíêöèåé Äåíà)
Ïðèâåäåì ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ñîèñêàòåëÿ ïî äàííîé òåìàòèêå.
Êóêèíà Å.Ã. è Ðîìàíüêîâ Â.À. â ñîàâòîðñòâå äîêàçàëè ãèïîòåçó Ãðîìîâà,

ñôîðìóëèðîâàííóþ âûøå.
Êóêèíà Å.Ã. äîêàçàëà, ÷òî äëÿ ãðóïïû èç äâóõ ýëåìåíòîâ ýêâèâàëåíòíà

√
n. Ýòî ïåðâûé

ïðèìåð âû÷èñëåííîé òî÷íî óñðåäíåííîé ôóíêöèè Äåíà (à íå ïîëó÷åííîé íà íåå îöåíêè).
Êðîìå òîãî, â ðàáîòå áûëà ïðåäïðèíÿòà ïîïûòêà ïî-äðóãîìó óñðåäíèòü ôóíêöèþ Äåíà

â ñîîòâåòñòâèÿìè ñ èäåÿìè ðàáîò Áîðîâèêà À.Â., Ìÿñíèêîâà À.Ã., Ðåìåñëåííèêîâà Â.Í.,
Øïèëüðàéíà Â. "Ìåðû è èçìåðèìûå ìíîæåñòâà â áåñêîíå÷íûõ ãðóïïàõ".

Åñëè íà ñâîáîäíîì ìîíîèäå ââåñòè âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó è óñðåäíèòü ôóíêöèþ Äåíà â
ñîîòâåòñòâèè ñ ýòîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé, òî (ïðè íåáîëüøèõ åñòåñòâåííûõ îãðàíè÷åíèÿõ
íà ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè) ïîëó÷àåì, ÷òî óñðåäíåííàÿ ïî âåðîÿòíîñòè ôóíêöèÿ Äåíà
àâòîìàòíûõ ãðóïï îãðàíè÷åíà ñâåðõó è ñíèçó ïîëîæèòåëüíûìè ïîñòîÿííûìè.

Ïðîåêò áóäóùèõ èññëåäîâàíèé

Â ïëàíàõ äîêàçàòü íåñêîëüêî òåîðåì îá óñðåäíåííîé ôóíêöèè Äåíà.
Òåîðåìà 1. Óñðåäíåííàÿ ôóíêöèÿ Äåíà ãðóïïû G çàâèñèò îò ïîðîæäàþùèõ ãðóïïû

G.

Â ÷àñòíîñòè, ïðè âêëþ÷åíèè â ìíîæåñòâî ïîðîæäàþùèõ åäèíèöû ãðóïïû, óñðåäíåííàÿ
ôóíêöèÿ Äåíà ñòàíîâèòñÿ ìåíüøå.

Òåîðåìà 2. Óñðåäíåííàÿ ôóíêöèÿ Äåíà öèêëè÷åñêèõ ãðóïï ñóáàññèìïòîòè÷íà â ëþáîì

ïðåäñòàâëåíèè.

×òî äàåò îëîæèòåëüíûé îòâåò íà âîïðîñ Ì.Ãðîìîâà äëÿ ýòèõ ãðóïï.
Òåîðåìà 3. Íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñâîáîäíûõ ÷àñòè÷íî-êîììóòàòèâíûõ

ãðóïï, óñðåäíåííàÿ ôóíêöèÿ Äåíà êîòîðûõ ñêîëü óãîäíî áëèçêà ê òîæäåñòâåííîìó íóëþ.


