
Îò÷åò î íàó÷íîé è ïåäàãîãè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè ïî
ãðàíòó ôîíäà ¾Äèíàñòèÿ¿ çà 2017 ãîä

Êîñàðåâñêàÿ Åêàòåðèíà Ñåðãååâíà

Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ýòîì ãîäó

Èññëåäîâàëñÿ êëàññ ìîäåëåé ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ, èìåþùåé áåñêîíå÷íûé ðåñóðñ,
÷åðåç êîòîðóþ ïðîõîäèò ïóàññîíîâñêèé ïîòîê íåçàâèñèìûõ çàÿâîê. Ìàòåìàòè÷åñêóþ
ìîäåëü ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ ìîæíî óïðîùåííî îïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðà-
áîòà ñèñòåìû ñîñòîèò èç íåçàâèñèìûõ ìåæäó ñîáîé ïðîöåññîâ. Îáñëóæèâàíèå ïðî-
öåññà íà÷èíàåòñÿ â íåêîòîðûé ìîìåíò s, äëèòñÿ u åäèíèö âðåìåíè è âëå÷åò ðàñõîä
ðåñóðñà r. Âðåìÿ íà÷àëà, äëèòåëüíîñòü è ðàñõîä ðåñóðñà � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû.
Îáúåêòîì èçó÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñóììàðíàÿ íàãðóçêà íà ñèñòåìó, êîòîðàÿ âûðàæàåòñÿ
â òåðìèíàõ èíòåãðàëà ïî ïóàññîíîâñêîé ìåðå.

Áûëà ðàññìîòðåíà ìîäåëü ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ, â êîòîðîé èíòåíñèâíîñòü ïî-
òîêà ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé.

Áûëè äîêàçàíû òåîðåìû:

Òåîðåìà 1. Ïóñòü äëèòåëüíîñòü ïðîöåññà îáñëóæèâàíèÿ U èìååò ïëîòíîñòü

p(u) òàêóþ, ÷òî p(u) ∼ cU
u1+ρ

, u → ∞, à ðàñõîä ðåñóðñà R = R∗ · Uκ, ãäå δ = γ−1
κ ,

è ERδ∗ < ∞, ïðè÷åì 1 + β < ρ < 1 + δβ, δ = 2, è âûïîëíåíî óñëîâèå âûñîêîé

èíòåíñèâíîñòè îáñëóæèâàíèÿ λ
aρ−1 →∞, à íîðìèðîâêà b = Baλ

β
ρ−1 .

Òîãäà ïðè a→∞ ïðîöåññ Za(t) ñõîäèòñÿ ê ñëó÷àéíîé ïðÿìîé t · S(1, 0, ρ−1β ), ãäå

S(1, 0, ρ−1β ) � îäíîñòîðîííÿÿ ñòðîãî ρ−1
β -óñòîé÷èâàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü P(UR > x) ∼ C
δxδ
, x → ∞, 1 < α < 2 è a → ∞, aλ → ∞, è äëÿ

íåêîòîðîãî 2 > γ > δ âûïîëíÿåòñÿ E
(
U1{R>t,U>h}

)
6 C1

tδhγ+1∀t > 0, h > 0.
Òîãäà ïðè a → ∞ ïðîöåññ Za(t) ñõîäèòñÿ â ñìûñëå êîíå÷íîìåðíûõ ðàñïðåäåëå-

íèé ê ïðîöåññó Y(t), ãäå Y(t) � ñïåêòðàëüíî ïîëîæèòåëüíûé ñòðîãî δ-óñòîé÷èâûé

ïðîöåññ Ëåâè; Y(1) d
= S(1, 0, δ).

Òåîðåìà 3. Ïóñòü 1 < γ < δ < 2, ñèñòåìà ðàáîòàåò â ðåæèìå ìàëûõ âêëàäîâ

I = aγ−1E
(
URδ1{U>ah}1{R>ε(λ/aγ−1)

1
δ }

)
→ 0 ∀ε > 0, h > 0.
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Òàêæå ïóñòü äëÿ ëþáîãî h > 0 âåðíî E(Uβ(δ−γ)+1Rγ1{U>h}) <∞ è

E(U δ(β+1)−βδRγ1{U>h}) <∞.

Òîãäà ïðè a→∞, λa→∞ ïðîöåññ Za(t) ñõîäèòñÿ ê ïðîöåññó Zγ,δ(t), ãäå ïðîöåññ
Zγ,δ(t) � òåëåêîì-ïðîöåññ:

Zγ,δ(t) =

∫∫
`t(s, u)dX(s, u).

Â ýòîì âûðàæåíèè X � δ-óñòîé÷èâàÿ ñëó÷àéíàÿ ìåðà ñ èíòåíñèâíîñòüþ uβ(δ−γ)rγdsdPUR,
îòâå÷àþùàÿ öåíòðèðîâàííîìó îäíîñòîðîííåìó óñòîé÷èâîìó ðàñïðåäåëåíèþ S(1, 0, δ).

Ïåäàãîãè÷åñêàÿ äåÿòåëüíîñòü

Îñåíü 2016/2017 Ïðåïîäàâàòåëü íà Êàôåäðå ìàòåìàòè÷åñêèõ è èíôîðìà-

öèîííûõ òåõíîëîãèé ÑÏáÀÓ ÐÀÍ

Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé

Îñåíü 2016/2017 Ïðåïîäàâàòåëü â ãèìíàçèè �330 ÑÏá

Äîïîëíèòåëüíûå çàíÿòèÿ ïî ìàòåìàòèêå

Èòîãè 2015�2017

Èññëåäîâàëàñü ñëåäóþùàÿ ìîäåëü. Ïîëîæèì R = (s, u, r) = R × R+ × R+. Êàæäàÿ
òî÷êà (s, u, r) èìååò ñìûñë ïðîöåññà îáñëóæèâàíèÿ, êîòîðûé íà÷èíàåòñÿ â ìîìåíò s,
äëèòñÿ u åäèíèö âðåìåíè è ðàñõîäóåò r åäèíèö ðåñóðñà, ïðè÷åì ìû íå íàêëàäûâàåì

îãðàíè÷åíèé íà çàâèñèìîñòü äëèòåëüíîñòè è ðàñõîäà. Îäíîâðåìåííî ìîãóò âûïîë-
íÿòüñÿ íåñêîëüêî ïðîöåññîâ îáñëóæèâàíèÿ (áåç îãðàíè÷åíèÿ íà ñóììàðíûé ðàñõîä
ðåñóðñà, ò.å. íàãðóçêó íà ñèñòåìó).

Èñõîäíûìè ïàðàìåòðàìè äëÿ îïèñàíèÿ ðàáîòû ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ

• λ > 0 � èíòåíñèâíîñòü ïîòîêà ïðîöåññîâ îáñëóæèâàíèÿ;

• PUR(u, r) � ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå äëèòåëüíîñòè îáñëóæèâàíèÿ è ðàñõîäà
ðåñóðñà.

Îïðåäåëèì íà R ìåðó èíòåíñèâíîñòè µ(ds, du, dr) = λ ds dPUR(u, r). Ïóñòü N �
ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé ñëó÷àéíàÿ ìåðà Ïóàññîíà (ïîäðîáíåå î ñëó÷àéíûõ ïóàññîíîâ-
ñêèõ ìåðàõ è èíòåãðàëàõ ïî íèì ñì., íàïðèìåð, [?]). Ðåàëèçàöèè N (ñëó÷àéíûå ìíî-
æåñòâà òðîåê) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âîçìîæíûå òðàåêòîðèè ðàáîòû ñèñòåìû, à
âñå õàðàêòåðèñòèêè ýòîé ðàáîòû âûðàæàþòñÿ â âèäå ñîîòâåòñòâóþùèõ èíòåãðàëîâ.
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Èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò èçó÷åíèå ñóììàðíîé íàãðóçêè íà ñèñòåìó

W ∗(t) =

∫
R
r · |[s, s+ u] ∩ [0, t]| dN

ïðè óñëîâèè E(UR) <∞.

Ïîëó÷åíèå ïðåäåëüíûõ òåîðåì âîçìîæíî äëÿ ïðîöåññà Za(t) =
W ∗(at)−EW∗(at)

b (òî
åñòü äëÿ íîðìèðîâàííîãî è öåíòðèðîâàííîãî ïðîöåññà ñóììàðíîé íàãðóçêè).

Çîíû äåéñòâèÿ ïðåäåëüíûõ òåîðåì îïðåäåëÿþòñÿ ðåæèìàìè ðàáîòû ñèñòåìû.
Â çàÿâêå áûë ïðåäñòàâëåí ñëåäóþùèé ïëàí èññëåäîâàíèé:

1. Â ïåðâóþ î÷åðåäü ÿ ïëàíèðóþ ïîëó÷èòü ïðåäåëüíûå òåîðåìû â íåðàññìîòðåí-
íîé ðàíåå çîíå. Äëÿ ýòîãî ÿ ðàññìîòðþ åùå íåñêîëüêî ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ. Ïîñëå
ýòîãî ÿ ïëàíèðóþ îáîáùèòü ïîëó÷åííûå â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ ïðåäåëüíûå òåîðå-
ìû íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ äëèòåëüíîñòè îáñëóæèâàíèÿ è ðàñõîäà ðåñóðñà.

2. Ðàññìîòðåòü ñëó÷àé ñõîäèìîñòè ê äðîáíîìó áðîóíîâñêîìó äâèæåíèþ ñ èíäåê-
ñîì H = 1.

3. Îáîáùèòü ìîäåëü ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ, ðàññìîòðåâ íå îáÿçàòåëüíî ïîñòîÿí-
íóþ èíòåíñèâíîñòü ïîòîêà ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ.

Ïîñêîëüêó ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðàññìîòðåíèþ è êëàññèôèêàöèè âñåõ
âîçìîæíûõ ïðåäåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ, áóäåò óäîáíî ðàññìîòðåòü èõ íà ñõåìå (Ðèñ. 1)
äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ (äëèòåëüíîñòü ïðîöåññà îáñëóæèâàíèÿ U èìååò ïëîòíîñòü p(u)
òàêóþ, ÷òî p(u) ∼ cU

u1+ρ
, u→∞, à ðàñõîä ðåñóðñà R = R∗ ·Uβ , ãäå P(R∗ > x) ∼ C

δxδ
):

Ðàíåå áûëè ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (U,R), ÿâ-
ëÿþùèåñÿ â äàííîì ïðèìåðå ïðåäåëüíûìè òåîðåìàìè äëÿ çîí D íà Ðèñ. 1c è Ðèñ.
1a (ñõîäèìîñòü ê âèíåðîâñêîìó ïðîöåññó), çîíû G íà Ðèñ. 1c (ñõîäèìîñòü ê äðîáíî-
ìó áðîóíîâñêîìó äâèæåíèþ) è, íàêîíåö, çîíû B íà Ðèñ. 1a è Ðèñ. 1b è C íà Ðèñ.
1b (ñõîäèìîñòü ê îäíîñòîðîííåìó δ-óñòîé÷èâîìó ïðîöåññó Ëåâè). Â çîíå A íà âñåõ
÷åòûðåõ ðèñóíêàõ îñìûñëåííûå ðåçóëüòàòû îòñóòñòâóþò.

Òàêèì îáðàçîì, îñòàâàëîñü ðàññìîòðåòü çîíó F íà Ðèñ. 1c è çîíû C, E, H íà Ðèñ.
1d, ïîñëå ÷åãî îáîáùèòü ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû.

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå áûëè ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû äëÿ âñåõ çîí, êðîìå H. Îáîáùèòü
óäàëîñü çîíû C è E (Òåîðåìû 2 è 3).

Ñëó÷àé ñõîäèìîñòè ê äðîáíîìó áðîóíîâñêîìó äâèæåíèþ ñ èíäåêñîì H=1, êàê
îêàçàëîñü, â ÷àñòíîì ñëó÷àå èìååò ìåñòî òîëüêî â çîíå F, ñõîäèìîñòü áûëà äîêàçàíà
(ñì. Òåîðåìó 1), îäíàêî îáîáùèòü ðåçóëüòàò äàëåå íà äàííûé ìîìåíò íå óäàëîñü.

È, íàêîíåö, ñëó÷àé, â êîòîðîì ïîòîê ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ èìååò íå îáÿçàòåëü-
íî ïîñòîÿííóþ èíòåíñèâíîñòü, òàêæå áûë ðàññìîòðåí. Óñëîâèå, ïðè êîòîðîì çàÿâêè
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(a) Íèçêàÿ èíòåíñèâíîñòü, δ = 2 (b) Íèçêàÿ èíòåíñèâíîñòü, 1 < δ < 2

(c) Âûñîêàÿ èíòåíñèâíîñòü, δ = 2 (d) Âûñîêàÿ èíòåíñèâíîñòü, 1 < δ < 2

Ðèñ. 1: Äèàãðàììà ïðåäåëüíûõ òåîðåì äëÿ ñëó÷àÿ R = UβR∗
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ïðèõîäÿò ñ ðàçíîé èíòåíñèâíîñòüþ äëÿ ðàçíûõ ìîìåíòîâ âðåìåíè, îïðàâäàííî ïðàê-
òè÷åñêè, îäíàêî îíî íå îáîãàùàåò îïèñûâàåìóþ ìîäåëü, ïîñêîëüêó òðåáóåò ëèøü
ñîîòâåòñòâóþùåãî ìàñøòàáèðîâàíèÿ îñè âðåìåíè.

Òàêèì îáðàçîì, çàÿâëåííûå ðåçóëüòàòû áûëè äîñòèãíóòû ÷àñòè÷íî.
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