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1. Полученные результаты.
1. Найдены спектральные данные для одноточечных коммутирую-

щих разностных операторов ранга один. Коэффициенты таких опера-
торов зависят от одного функционального параметра, а операторы сдви-
га входят в разностные операторы только с положительными сте-
пенями. Эти операторы подробно изучены в случае гиперэллиптиче-
ских спектральных кривых, когда выделенная точка совпадает с точ-
кой ветвления. Построены примеры операторов с полиномиальными и
тригонометрическими коэффициентами. Oператоры с полиномиальны-
ми коэффициентами вложены в дифференциальные операторы с поли-
номиальными коэффициентами. Эта конструкция дает новый способ
построения коммутативных подалгебр в первой алгебре Вейля (резуль-
таты получены совместно с Г.С. Маулешовой).

2. Исследовано действие автоморфизмов первой алгебры Вейля на
множестве коммутирующих обыкновенных дифференциальных опера-
торов с полиномиальными коэффициентами, отвечающих гиперэллип-
тическим спектральным кривым. Совместно с А. Жегловым доказано,
что существуют гиперэллиптические спектральные кривые с бесконеч-
ным множеством орбит.

1.1 Одноточечные коммутирующие разностные операторы
ранга один.

Если два разностных оператора

Lk =
K+∑

j=−K−

uj(n)T
j, Lm =

M+∑
j=−M−

vj(n)T
j, n ∈ Z,

порядков k и m, где k = K−+K+, m =M−+M+, K±, M± ≥ 0, коммути-
руют, то существует ненулевой полином R(z, w) такой, что R(Lk, Lm) = 0
[1]. Полином R определяет спектральную кривую Γ = {(z, w) ∈ C2 :
R(z, w) = 0}. Если Lkψ = zψ, Lmψ = wψ, то P = (z, w) ∈ Γ. Рангом l
пары Lk, Lm называется размерность пространства совместных собствен-
ных функций l = dim{ψ : Lkψ = zψ, Lmψ = wψ} для P = (z, w) ∈ Γ
в общем положении. Любое максимальное коммутативное кольцо раз-
ностных операторов изоморфно кольцу мероморфных функций на спек-
тральной алгебраической кривой с s полюсами (см. [2]). Такие операторы
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называются s — точечными. Спектральные данные, по которым стро-
ятся собственные функции (функции Бейкера – Ахиезера) двухточеч-
ных операторов ранга один, найдены И.М. Кричевером [1]. Спектраль-
ные данные для одноточечных операторов ранга l > 1 получены И.М.
Кричевером и С.П. Новиковым в [2]. В этой же работе найдены одно-
точечные операторы ранга два в случае эллиптических спектральных
кривых. Одноточечные операторы ранга 2, отвечающие гиперэллипти-
ческим спектральным кривым изучались в [3].

Сформулируем наши основные результаты.
Возьмем следующие спектральные данные

S = {Γ, γ1, . . . , γg, q, k−1, Pn},

где Γ — риманова поверхность рода g, γ = γ1+ · · ·+ γg — неспециальный
дивизор на Γ, q ∈ Γ — выделенная точка, k−1 — локальный параметр
около q, Pn ∈ Γ — набор точек, n ∈ Z.

Теорема 1 Существует единственная функция Бейкера – Ахиезера ψ(n, P ),
n ∈ Z, P ∈ Γ, которая обладает следующими свойствами.
1. Дивизор нулей и полюсов ψ имеет вид

γ1(n) + . . .+ γg(n) + P1 + . . .+ Pn − γ1 − . . .− γg − nq,

если n ≥ 0 и имеет вид

γ1(n) + . . .+ γg(n)− P−1 − . . .− Pn − γ1 − . . .− γg − nq,

если n < 0.
2. В окрестности q функция ψ имеет разложение

ψ = kn +O(kn−1).

Для любых мероморфных функций f(P ) и g(P ) на Γ с единственными
полюсами порядков m и s в q с разложениями

f(P ) = km +O(km−1), g(P ) = ks +O(ks−1)

существуют единственные разностные операторы

Lm = Tm + um−1(n)T
m−1 + . . .+ u0(n),
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Ls = T s + vs−1(n)T
s−1 + . . .+ v0(n)

такие, что
Lmψ = f(P )ψ, Lsψ = g(P )ψ.

Операторы Lm, Ls коммутируют.

Замечание 1 Спектральные данные, в которых появляется дополни-
тельный набор точек Pn (аналогично нашей конструкции), рассматри-
вались И.М. Кричевером [4] в случае двумерного дискретного оператора
Шредингера.

Отметим, что дивизор γ1(n) + . . .+ γg(n) определяется по спектраль-
ным данным однозначно. Отметим также, что в частном случае, когда
все точки Pn совпадают, мы получаем двухточечные операторы Криче-
вера [1] ранга один.

Рассмотрим гиперэллиптическую спектральную кривую Γ, заданную
уравнением

w2 = Fg(z) = z2g+1 + c2gz
2g + . . .+ c0, (1)

в качестве выделенной точки выберем q = ∞. Пусть ψ(n, P ) — соответ-
ствующая функция Бейкера – Ахиезера. Тогда существуют коммутиру-
ющие операторы L2, L2g+1 такие, что

L2ψ = ((T + Un)
2 +Wn)ψ = zψ, L2g+1ψ = wψ.

Теорема 2 Имеет место равенство

L2 − z = (T + Un + Un+1 + χ(n, P ))(T − χ(n, P )),

где
χ =

ψ(n+ 1, P )

ψ(n, P )
=
Sn

Qn

+
w

Qn

,

Sn(z) = −Unz
g + δg−1(n)z

g−1 + . . .+ δ0(n), Qn = −Sn−1 + Sn

Un−1 + Un

.

Функции Un,Wn, Sn удовлетворяют уравнению

Fg(z) = S2
n +QnQn+1(z − U2

n −Wn)). (2)
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Уравнение (2) может быть линеаризовано.
Функции Sn(z), Un,Wn удовлетворяют уравнению

(Sn − Sn+1)(Un + Un+1)−Qn(z − U2
n −Wn)+

Qn+2(z − U2
n+1 −Wn+1) = 0.

Теорема 3 В случае эллиптической спектральной кривой Γ, заданной
уравнением

w2 = F1(z) = z3 + c2z
2 + c1z + c0,

оператор L2 = (T + Un)
2 +Wn, где

Un = −
√
F1(γn) +

√
F1(γn+1)

γn − γn+1

, Wn = −c2 − γn − γn+1,

γn — произвольный функциональный параметр, коммутирует с неко-
торым оператором L3.

Можно показать, что в случае гиперэллиптической спектральной кри-
вой и выделенной точки q = ∞ операторы L2, L2g+1 могут быть получены
из одноточечных операторов Кричевера – Новикова ранга два (см. [2]).
Продемонстрируем это при g = 1. При некоторых ограничениях на спек-
тральные данные одноточечный оператор Кричевера – Новикова ранга
два порядка 4 при g = 1 имеет вид (это легко следует из [3])

L4 = (T + Un + VnT
−1)2 +Wn,

где
Un = − εn + εn+1

γn − γn+1

, Wn = −c2 − γn − γn+1,

Vn =
ε2n − F1(γn)

(γn − γn−1)(γn+1 − γn)
.

Оператор L4 коммутирует с некоторым оператором L6 =
∑3

j=−3 uj(n)T
j.

Коэффициенты операторов L4 и L6 выражаются через два функциональ-
ных параметра γn, εn. Если положить εn =

√
F1(γn), то мы получаем

операторы из теоремы 3.
Теорема 2 позволяет строить явные примеры.
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Теорема 4 Оператор

L2 = (T + r1 cos(n))
2 +

1

2
r21 sec

2(g +
1

2
) sin(g) sin(g + 1) cos(2n),

r1 ̸= 0 коммутирует с оператором L2g+1 порядка 2g + 1.

Теорема 5 Оператор

L2 = (T + α2n
2 + α0)

2 − g(g + 1)α2
2n

2, α2 ̸= 0

коммутирует с оператором L2g+1 порядка 2g + 1.

Замечание 2 Можно непосредственно проверить, что при g = 1, . . . , 5
оператор

L2 = (T + α2n
2 + α1n+ α0)

2 − g(g + 1)α2n(α2n+ α1), α2 ̸= 0

коммутирует с L2g+1. По–видимому, это верно для любого g.
Так как

[T, n] = T, [x, (−x∂x)] = x,

то замена T → x, n→ (−x∂x) в операторах

L2 = (T + α2n
2 + α1n+ α0)

2 − g(g + 1)α2n(α2n+ α1)

и L2g+1 дает пару коммутирующих дифференциальных операторов с по-
линомиальными коэффициентами, при этом оператору L2 соответствует
оператор

(x+ α2(x∂x)
2 − α1(x∂x) + α0)

2 − g(g + 1)α2(x∂x)(α2(x∂x)− α1).

Таким образом мы получаем коммутативную подалгебру в первой алгеб-
ре Вейля A1 = C[x][∂x]. Алгебра A1 обладает следующими автоморфиз-
мами φj : A1 → A1, j = 1, 2, 3

φ1(x) = αx+ β∂x, φ1(∂x) = γx+ δ∂x, α, β, γ, δ ∈ C, αδ − βγ = 1,

φ2(x) = x+ P1(∂x), φ2(∂x) = ∂x,

φ3(x) = x, φ3(∂x) = ∂x + P2(x),

где P1, P2 — произвольные полиномы. Диксмье [5] доказал, что группа
автоморфизмов Aut(A1) порождается автоморфизмами вида φj. Если к
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x,−x∂x ∈ A1 применить φ ∈ Aut(A1), то мы получим элементы A =
φ(x), B = φ(−x∂x), которые удовлетворяют уравнению [A,B] = A. Если
заменить T → A, n → B в L2 и L2g+1, то мы получим коммутирующие
элементы в A1. Таким образом возникает следующая важная задача.
Описать решения уравнения

[A,B] = A, A,B ∈ A1

с точностью до действия автоморфизмов Aut(A1). Каждое такое решение
позволяет строить по коммутирующим элементам в кольце разностных
операторов с полиномиальными коэффициентами W1 = C[n][T ] комму-
тирующие элементы в A1. Как нам сообщил П.С. Колесников группа
автоморфизмов Aut(W1) порождается элементами вида φ : W1 →W1,

φ(T ) = T, φ(n) = n+ P (T ),

где P — полином. Таким образом с помощью Aut(W1) и Aut(A1) мы мо-
жем получать из коммутирующих разностных операторов коммутирую-
щие дифференциальные операторы, причем с одной и той же спектраль-
ной кривой. Интересной задачей является задача описания всех комму-
тирующих операторов с полиномиальными коэффициентами с фиксиро-
ванной спектральной кривой, которые могут быть получены из коммути-
рующих разностных операторов с помощью указанной процедуры. Этот
круг вопросов связан с гипотезой Диксмье, о которой пойдет речь далее.
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1.2 Коммутирующие обыкновенные дифференциальные
операторы с полиномиальными коэффициентами и автоморфиз-
мы первой алгебры Вейля.
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Группа автоморфизмов первой алгебры ВейляA1 = {
∑n

j=0 uj(x)∂
j
x, uj ∈

C[x]} действует на множестве решений уравнения

f(X, Y ) =
n∑

j,i=0

αijX
iY j = 0, X, Y ∈ A1, αij ∈ C, (3)

т.е., если X, Y ∈ A1 удовлетворяют (3) и φ ∈ Aut(A1), то φ(X), φ(Y )
также удовлетворяют (3). Как уже упоминалось выше, группа Aut(A1)
порождается следующими автоморфизмами

φ1(x) = αx+ β∂x, φ1(∂x) = γx+ δ∂x, α, β, γ, δ ∈ C, αδ − βγ = 1,

φ2(x) = x+ P1(∂x), φ2(∂x) = ∂x,

φ3(x) = x, φ2(∂x) = ∂x + P2(x),

где P1, P2 — произвольные полиномы. Таким образом, Aut(A1) состоит
из ручных автоморфизмов. Интересной и важной задачей является зада-
ча описания множества орбит действия Aut(A1) на множестве решений
(3). Если удастся описать множество орбит, то это даст шанс сравнить
End(A1) и Aut(A1) (End(A1) состоит из эндоморфизмов φ : A1 → A1, т.е.
[φ(∂x), φ(x)] = 1). Согласно гипотезе Диксмье End(A1) = Aut(A1), или
другими словами, если дифференциальные операторы Ln, Lm с полино-
миальными коэффициентами удовлетворяют уравнению струны

[Ln, Lm] = 1,

то Lm, Ln могут быть получены из x, ∂x с помощью φj.
Берест высказал следующую интересную гипотезу:
Если риманова поверхность, отвечающая уравнению f = 0 с общими

αij ∈ C имеет род g = 1, то множество орбит является бесконечным
и если g > 1, то существует только конечное число орбит.

Можно показать, что если существует конечное число орбит для неко-
торого уравнения (3), то End(A1) = Aut(A1).

В [1] была доказана следующая теорема.

Теорема 1 Множество орбит действия группы Aut(A1) на множестве
решений произвольного уравнения

Y 2 = X3 + c2X
2 + c1X + c0, X, Y ∈ A1, cj ∈ C
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бесконечно.

Эта теорема подтверждает первую часть гипотезы Береста. В [2] было
доказано, что оператор

L♮
4 = (∂2x + α1 coshx+ α0)

2 + α1g(g + 1) coshx, α1 ̸= 0

коммутирует с некоторым оператором L
♮

4g+2 порядка 4g + 2, при этом
спектральная кривая пары L

♮

4, L
♮

4g+2 является гиперэллиптической кри-
вой, заданной уравнением

w2 = z2g+1 + c♮2gz
2g + . . .+ c♮1z + c♮0 (4)

для некоторых c♮j (операторы L
♮

4, L
♮

4g+2 удовлетворяют этому уравнению).
Нами совместно с А.Б. Жегловым доказана следующая теорема.

Теорема 2 Множество орбит действия группы Aut(A1) в множестве
решений уравнения

Y 2 = X2g+1 + c♮2gX
2g + . . .+ c♮1X + c♮0, X, Y ∈ A1

бесконечно.
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