
áìçåâòù éî÷áòéáîôï÷ é 14-ñ ðòïâìåíá çéìøâåòôá

ìÅÔÎÑÑ ÛËÏÌÁ "óÏ×ÒÅÍÅÎÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ", äÕÂÎÁ, 19-25 ÉÀÌÑ 2007 ÇÏÄÁ

úÁÎÑÔÉÅ 1. ðÒÏÂÌÅÍÙ ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ × ÁÌÇÅÂÒÅ

îÁ ÜÔÏÍ ÚÁÎÑÔÉÉ ÍÙ ËÒÁÔËÏ ÎÁÐÏÍÎÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ
ÓÔÒÕËÔÕÒ (ÇÒÕÐÐÁ, ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ, ÐÏÌÅ, ÁÌÇÅÂÒÁ, Á ÔÁËÖÅ ÉÄÅÁÌ), É
ÏÂÓÕÄÉÍ ÐÏÎÑÔÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÎÉÈ.
I. çÒÕÐÐÙ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï G Ó ÂÉÎÁÒÎÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ◦, (g1; g2) → g1 ◦ g2 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÇÒÕÐÐÏÊ, ÅÓÌÉ ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ:
• ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÓÔØ: (g1 ◦ g2) ◦ g3 = g1 · (g2 ◦ g3) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ g1; g2; g3 ∈ G;
• ÎÅÊÔÒÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ: ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ e ∈ G ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ e ◦ g = g ◦ e = g
ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ g ∈ G;
• ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ g ∈ G ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ g−1 ∈ G ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ
g ◦ g−1 = g−1 ◦ g = e.

ðÒÉÍÅÒÙ. 1) (R;+) ⇒ e = 0; ÅÓÌÉ g = a, ÔÏ g−1 = −a.
2) R× = (R \ {0};×) ⇒ e = 1; ÅÓÌÉ g = a, ÔÏ g−1 = 1

a .

3) çÒÕÐÐÁ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË Sn =
{(

1 2 : : : n
�(1) �(2) : : : �(n)

)}
. üÔÏ ËÏÎÅÞ-

ÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ n! ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. îÅÊÔÒÁÌØÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÚÄÅÓØ
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ

(
1 2 : : : n
1 2 : : : n

)
, Á ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë ÜÌÅÍÅÎÔÕ � =

(
1 2 : : : n

�(1) �(2) : : : �(n)

)
{ ÜÌÅÍÅÎÔ �−1 =

(
�(1) �(2) : : : �(n)

1 2 : : : n

)
Ó ÐÅ-

ÒÅÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍÉ ÓÔÏÌÂÃÁÍÉ.
4) çÒÕÐÐÁ ÍÁÔÒÉÃ GLn(R) ÒÁÚÍÅÒÁ n × n Ó ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ É ÏÔ-
ÌÉÞÎÙÍ ÏÔ ÎÕÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃ.
ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. çÒÕÐÐÁ G ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ × ÎÅÊ ÎÁÊ-
ÄÕÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÙ g1; : : : ; gk ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ g ∈ G ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ
× ×ÉÄÅ g = g±1

i1 g
±1
i2 : : : g±1

is . üÌÅÍÅÎÔÙ g1; : : : ; gk ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÍÉ ÜÌÅ-
ÍÅÎÔÁÍÉ ÇÒÕÐÐÙ G, É ÓÁÍ ÆÁËÔ ÐÏÒÏÖÄÅÎÉÑ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ËÁË G = 〈g1; : : : ; gk〉.
úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. 1) ìÀÂÁÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ.
2) ëÁÖÄÁÑ ËÏÎÅÞÎÏÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÓÞÅÔÎÁ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,
ÇÒÕÐÐÙ (R;+), R× É GLn(R) ËÏÎÅÞÎÏÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍÉ ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ.

÷ÏÐÒÏÓ. ðÕÓÔØ H { ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ËÏÎÅÞÎÏÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ
H Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ?
ïÔ×ÅÔ. îÅÔ, ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 1.
ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. çÒÕÐÐÁ G ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ, ÅÓÌÉ g1 ◦ g2 = g2 ◦ g1
ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ g1; g2 ∈ G.
ôÅÏÒÅÍÁ 1. ðÏÄÇÒÕÐÐÁ ËÏÎÅÞÎÏÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ËÏÎÅÞ-
ÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ.
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2 áìçåâòù éî÷áòéáîôï÷

ðÒÉÍÅÒ 1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÒÕÐÐÕ Z2 = {(a1; a2)} ÐÁÒ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ Ó ÏÐÅÒÁÃÉ-
ÅÊ ÐÏËÏÍÐÏÎÅÎÔÎÏÇÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ. üÔÁ ÇÒÕÐÐÁ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ (1; 0) É
(0; 1), ÐÏÓËÏÌØËÕ (a1; a2) = a1(1; 0) +a2(0; 1). ðÏÄÇÒÕÐÐÁ H ÜÔÏÊ ÇÒÕÐÐÙ, ÓÏÓÔÏ-
ÑÝÁÑ ÉÚ ÐÁÒ (a1; a2), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ a1 + a2 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3, ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÐÁÒÁÍÉ
(3; 0); (2; 1); (1; 2); (0; 3). âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÕÖÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ (2; 1) É (1; 2) ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ H,
ÐÏÓËÏÌØËÕ (3; 0) = 2(2; 1)− (1; 2), (0; 3) = 2(1; 2)− (2; 1).

II. ðÏÌÑ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï K Ó Ä×ÕÍÑ ÂÉÎÁÒÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ + É ·
ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ, ÅÓÌÉ (K;+) { ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ Ó ÎÅÊÔÒÁÌØÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎ-
ÔÏÍ e = 0, K× := (K\{0}; ·) { ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ Ó ÎÅÊÔÒÁÌØÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ
e = 1, É Ä×Å ÏÐÅÒÁÃÉÉ Ó×ÑÚÁÎÙ ÚÁËÏÎÏÍ ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉ×ÎÏÓÔÉ: a(b + c) = ab + ac
ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a; b; c ∈ K.
ðÒÉÍÅÒ 2. (Q;+; ·); (R;+; ·); (C;+; ·).
ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. ðÏÌÅ K ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÎÁÊÄÕÔÓÑ
a1; : : : ; ak ∈ K ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÏÌÑ K ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ a1; : : : ; ak
ÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ±; · É a→ a−1.
ðÒÉÍÅÒ 3. ðÏÌÅ Q ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ 1.
ðÒÉÍÅÒ 4. ðÕÓÔØ x1; : : : ; xn { ÆÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ. ôÏÇÄÁ ÐÏÌÅ, ÐÏÒÏÖÄÅÎ-
ÎÏÅ ÞÉÓÌÏÍ 1 É ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ x1; : : : ; xn, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÄÒÏ-
ÂÅÊ, É ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÄÒÏÂÅÊ

f(x1; : : : ; xn)
h(x1; : : : ; xn) ;

ÇÄÅ f(x1; : : : ; xn) É h(x1; : : : ; xn) { ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Ó ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎ-
ÔÁÍÉ, É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ h ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ.
ôÅÏÒÅÍÁ 2. ðÏÄÐÏÌÅ ËÏÎÅÞÎÏÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ.

III. áÌÇÅÂÒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× K[x1; : : : ; xn]. ðÕÓÔØ K { ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÌÅ (ÍÏÖÎÏ ÓÞÉ-
ÔÁÔØ, ÞÔÏ K = Q ÉÌÉ R), É f(x1; : : : ; xn) = ∑�i1;:::;inxi11 : : : xinn , �i1;:::;in ∈ K {
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x1; : : : ; xn. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÍÏÖÎÏ
• ÓËÌÁÄÙ×ÁÔØ É ×ÙÞÉÔÁÔØ;
• ÕÍÎÏÖÁÔØ;
• ÕÍÎÏÖÁÔØ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÌÑ K.
÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ K[x1; : : : ; xn] { ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÁ
ÁÌÇÅÂÒÁ ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ x1; : : : ; xn.

÷ÏÐÒÏÓ. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ × K[x1; : : : ; xn] ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ ?

ðÒÉÍÅÒ 5. ðÕÓÔØ n = 2 É A { ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÞÌÅ-
ÎÏ×, ÚÁ×ÉÓÑÝÉÈ ÔÏÌØËÏ ÏÔ x2. îÅÓÌÏÖÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ A { ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ ×
K[x1; : : : ; xn]. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ f1; : : : ; fk. ëÁ-
ÖÄÙÊ fl ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ fl(x1; x2) = ∑�ijxi1xj2. ÷ÙÞÉÓÌÉÍ M := maxl;i;j ji (ÅÓÌÉ
ÐÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÞÌÅÎÁ 1 = x0

1x0
2 ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ j

i ÒÁ×ÎÏ 1, ÕËÁÚÁÎÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ
ÂÕÄÅÔ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÄÎÏÞÌÅÎ x1x[M ]+1

2 ∈ A, ÇÄÅ [M ] {
ÃÅÌÁÑ ÞÁÓÔØ ÞÉÓÌÁ M , ÎÅÌØÚÑ ×ÙÒÁÚÉÔØ ÞÅÒÅÚ ÜÌÅÍÅÎÔÙ f1; : : : ; fk. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,
(xi11 xj12 )(xi21 xj22 ) = xi1+i2

1 xj1+j2
2 , É ÅÓÌÉ j1

i1 ≤
j2
i2 , ÔÏ j1

i1 ≤
j1+j2
i1+i2 ≤

j2
i2 , ÏÔËÕÄÁ ÄÌÑ

ÌÀÂÏÇÏ ÞÌÅÎÁ xi1xj2 ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, ×ÙÒÁÖÁÅÍÏÇÏ ÞÅÒÅÚ f1; : : : ; fk, ÉÍÅÅÍ j
i ≤ M .

éÔÁË, ÍÙ ÐÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ A ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ.
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ðÒÉÍÅÒ 6. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÕ ÷ ⊂ K[x1; x2], ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×,
ËÁÖÄÙÊ ÞÌÅÎ xi1xj2 ËÏÔÏÒÙÈ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ j <

√
2i. òÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ,

ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÅ × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÐÒÉÍÅÒÅ, ÐÏÚ×ÏÌÑÀÔ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ B ÔÁËÖÅ ÎÅ
ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ.

IV. éÄÅÁÌÙ. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï I ⊆ K[x1; : : : ; xn] ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ, ÅÓÌÉ
• f1 + f2 ∈ I ÄÌÑ ×ÓÅÈ f1; f2 ∈ I;
• ff1 ∈ I ÄÌÑ ×ÓÅÈ f ∈ K[x1; : : : ; xn] É f1 ∈ I.
ðÒÉÍÅÒ 7. ðÕÓÔØ C ⊆ K[x1; : : : ; xn] { ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. ôÏÇÄÁ
I(C) := {h1c1 + · · · + hscs : hi ∈ K[x1; : : : ; xn]; ci ∈ C; s ∈ N} Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÉÍÅÎØ-
ÛÉÍ ÉÄÅÁÌÏÍ ×K[x1; : : : ; xn], ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï C. ïÎ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÄÅ-
ÁÌÏÍ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ C. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÉÄÅÁÌ I ⊆ K[x1; : : : ; xn]
ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÒÏÖÄÅÎ ËÏÎÅÞÎÙÍ
ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ.
ðÒÉÍÅÒ 8. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× {f(x1; : : : ; xn) : f(0; : : : ; 0) = 0} Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÉÄÅÁÌÏÍ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ x1; : : : ; xn.

ôÅÏÒÅÍÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÂÁÚÉÓÅ. ëÁÖÄÙÅ ÉÄÅÁÌ I ⊆ K[x1; : : : ; xn] ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏ-
ÒÏÖÄÅÎ.
óÔÏÉÔ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÓÌÕÞÁÅ× I−III, ÉÄÅÁÌ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑ-
ÔÅÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ, ÜÔÏ ÐÏÄÓÔÒÕËÔÕÒÁ × ÁÌÇÅÂÒÅ K[x1; : : : ; xn].


