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ìÅÔÎÑÑ ÛËÏÌÁ "óÏ×ÒÅÍÅÎÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ", äÕÂÎÁ, 19-25 ÉÀÌÑ 2007 ÇÏÄÁ

úÁÎÑÔÉÅ 3. éÎ×ÁÒÉÁÎÔÙ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÔÏÒÁ

÷ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ K { ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÌÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÒÕÐÐÕ T r =
(K×)r := {(t1; : : : ; tr) : ti ∈ K×} Ó ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ÐÏËÏÍÐÏÎÅÎÔÎÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ. üÔÁ
ÇÒÕÐÐÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ r-ÍÅÒÎÙÍ (ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ) ÔÏÒÏÍ.
äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ � = (a1; : : : ; ar) ∈ Zr É ËÁÖÄÏÇÏ t = (t1; : : : ; tr) ∈ T r
ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ �(t) := ta1

1 ta2
2 : : : tarr .

ìÅÍÍÁ 1. òÁ×ÅÎÓÔ×Ï �(t) = 1 ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ t ∈ T r ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ
ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ � = (0; : : : ; 0).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ñÓÎÏ, ÞÔÏ t01t02 : : : t0r = 1. ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, a1 6= 0.
ôÏÇÄÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ta1

1 = 1 ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÅÛÅÎÉÊ × K É, × ÓÉÌÕ ÂÅÓËÏ-
ÎÅÞÎÏÓÔÉ ÐÏÌÑ K, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ t1 ∈ K ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ta1

1 1a2 : : : 1ar 6= 1. ¤

ìÅÍÍÁ 2. �(t~t ) = �(t)�(~t ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ t = (t1; : : : ; tr), ~t = ( ~t1; : : : ; ~tr), ÔÏ
�(t~t ) = �((t1 ~t1; : : : ; tr ~tr)) = (t1 ~t1)a1 : : : (tr ~tr)ar = ta1

1 : : : tarr ~t1
a1 : : : ~tr

ar = �(t)�(~t ):
¤

úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ �1; : : : ; �n ∈ Zr É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÇÒÕÐÐÙ T r ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ
ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÍÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x1; x2; : : : ; xn:

(∗) x1 → �1(t)x1; x2 → �2(t)x2; : : : ; xn → �n(t)xn; t ∈ T r:
ãÅÌØ ÜÔÏÇÏ ÚÁÎÑÔÉÑ { ÏÐÉÓÁÔØ ÁÌÇÅÂÒÕ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏ× K[x1; : : : ; xn]T r ÔÁËÏÇÏ ÄÅÊ-
ÓÔ×ÉÑ.
äÌÑ � = (a1; : : : ; ar) É �̂ = (â1; : : : ; âr) ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ �+ �̂ := (a1 + â1; : : : ; ar + âr).
úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ

xi11 : : : xinn → �1(t)i1 : : : �n(t)inxi11 : : : xinn = (i1�1 + · · ·+ in�n)(t)xi11 : : : xinn :
ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÄÎÏÞÌÅÎ xi11 : : : xinn Ñ×ÌÑÅÔÓÑ T r-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏÍ ÔÏÇÄÁ É
ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ i1�1 + · · · + in�n = (0; : : : ; 0), É K[x1; : : : ; xn]T r ÅÓÔØ ÌÉ-
ÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ÔÁËÉÈ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏ×.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï C ⊆ Rn ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ ÐÏÌÉ-
ÜÄÒÁÌØÎÙÍ ËÏÎÕÓÏÍ, ÅÓÌÉ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ×ÅËÔÏÒÁ v1; : : : ; vN ∈ Rn Ó ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ
ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ

C = {�1v1 + · · ·+ �NvN : �i ∈ R≥0}:
1
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ôÅÏÒÅÍÁ ÷ÅÊÌÑ. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï C ⊆ Rn Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ ÐÏÌÉÜÄÒÁÌØ-
ÎÙÍ ËÏÎÕÓÏÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÒÅÛÅÎÉÊ
ÓÉÓÔÅÍÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×





b11x1 + · · ·+ b1nxn ≤ 0
· · ·

bm1x1 + · · ·+ bmnxn ≤ 0;

ÇÄÅ bij { ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.

÷ÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÏÄÎÏÞÌÅÎÁÍ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ
� : Rn → Rr, �(y1; : : : ; yn) = y1�1 + · · ·+ yn�n. õÓÌÏ×ÉÅ �(y1; : : : ; yn) = (0; : : : ; 0)
ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × Rn, Á ÕÓÌÏ×ÉÑ y1 ≥ 0; : : : ; yn ≥ 0 { ÒÁÃÉÏÎÁÌØ-
ÎÙÊ ÐÏÌÉÜÄÒÁÌØÎÙÊ ËÏÎÕÓ C × ÜÔÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å (ÉÌÉ × Rn). ïÄÎÏÞÌÅÎ
xi11 : : : xinn Ñ×ÌÑÅÔÓÑ T r-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ (i1; : : : ; in) {
ÔÏÞËÁ × ËÏÎÕÓÅ C Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÔÏÞËÉ (i1; : : : ; in)
É (j1; : : : ; jn) ÌÅÖÁÔ × ËÏÎÕÓÅ C, ÔÏ É ÔÏÞËÁ (i1+j1; : : : ; in+jn), ÏÔ×ÅÞÁÀÝÁÑ ÐÒÏ-
ÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏ×, ÔÁËÖÅ ÌÅÖÉÔ × C. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË C(Z) ËÏÎÕÓÁ C Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÕ,
Ô.Å. ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ. ôÁËÁÑ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ
ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �1; : : : ; �k ∈ C(Z), ÓËÌÁ-
ÄÙ×ÁÑ ËÏÔÏÒÙÅ (×ÏÚÍÏÖÎÏ, Ó ÐÏ×ÔÏÒÅÎÉÑÍÉ) ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÌÀÂÕÀ ÔÏÞËÕ ÉÚ
C(Z).

ìÅÍÍÁ çÏÒÄÁÎÁ. äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÐÏÌÉÜÄÒÁÌØÎÏÇÏ ËÏÎÕÓÁ
C × Rn ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÁ C(Z) ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ C = {�1v1 + · · · + �NvN : �i ∈ R≥0}. ëÏÏÒÄÉÎÁÔÙ
×ÅËÔÏÒÏ× v1; : : : ; vN ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÃÅÌÙÍÉ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï

C(Z)+ := C(Z) ∩ {�1v1 + · · ·+ �NvN : 0 ≤ �i < 1}:
äÌÉÎÁ |v| ÌÀÂÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ v ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ (N maxi(|vi|)),
ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï C(Z)+ ËÏÎÅÞÎÏ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÏÔÎÉÍÁÑ
ÏÔ ÌÀÂÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ v ∈ C(Z) ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ vi, ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÎÏÖÅ-
ÓÔ×Á C(Z)+. üÔÏ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÁ C(Z) ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ v1; : : : ; vN É
ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á C(Z)+. ¤

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÎÁÍÉ ÄÏËÁÚÁÎÁ

ôÅÏÒÅÍÁ 1. áÌÇÅÂÒÁ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏ× K[x1; : : : ; xn]T r ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ.

ðÒÉÍÅÒ 1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ

x1 → t1t2x1; x2 → t1t−1
2 x2; x3 → t2x3; x4 → t−3

1 t−1
2 x4:

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � ÚÄÅÓØ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄ

(y1; y2; y3; y4) → y1(1; 1)+y2(1;−1)+y3(0; 1)+y4(−3;−1) = (y1+y2−3y4; y1−y2+y3−y4):

íÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ y1+y2−3y4 = 0, y1−y2+y3−y4 = 0, ÒÁ×ÎÏÓÉÌØ-
ÎÕÀ y1 = 3y4− y2; y3 = 2(y2− y4), É ÓÉÓÔÅÍÕ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× y2 ≥ 0; y4 ≥ 0; y2− y4 ≥
0; 3y4 − y2 ≥ 0. úÄÅÓØ v1 = (2; 1; 0; 1); v2 = (0; 3; 4; 1) É C(Z)+ = {(1; 2; 2; 1)},
ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏ× K[x1; x2; x3; x4]T 2 ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏ-
ÞÌÅÎÁÍÉ x2

1x2x4; x1x2
2x2

3x4; x3
2x4

3x4.
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ôÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ A ⊆ K[x1; : : : ; xn] { ËÏÎÅÞÎÏÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ ÔÁ-
ËÁÑ, ÞÔÏ

F (�1(t)x1; : : : ; �n(t)xn) ∈ A ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ t ∈ T r É F (x1; : : : ; xn) ∈ A:
ôÏÇÄÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏ× AT r ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ûÁÇ 1. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ × A ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÓÉÓÔÅÍÕ ÐÏÒÏÖÄÁ-
ÀÝÉÈ b1; : : : ; bs ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ

bi(�1(t)x1; : : : ; �n(t)xn) = �i(t)bi(x1; : : : ; xn)
ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ �1; : : : ; �s ∈ Zr. ðÕÓÔØ a1; : : : ; ak { ËÏÎÅÞÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÐÏÒÏÖÄÁ-
ÀÝÉÈ ÁÌÇÅÂÒÙ A. ôÏÇÄÁ a1 = a1�1 + · · ·+ al�l , ÇÄÅ �j ∈ Zr É aj�j { ÓÕÍÍÁ ÞÌÅÎÏ×
a1, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÌÀÂÏÇÏ t ∈ T r ÕÍÎÏÖÁÀÔÓÑ ÎÁ �j(t). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ
ÜÌÅÍÅÎÔ t′ := (2; 3; : : : ; pr) ∈ T r, ÇÄÅ 2; 3; : : : ; pr { ÐÅÒ×ÙÅ r ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ. ôÏÇÄÁ
�1(t′)a1−(�1(t′)a1�1+· · ·+�l(t′)al�l) = (�1(t′)−�2(t′))a2�2+· · ·+(�1(t′)−�l(t′))al�l ∈ A:
ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÜÔÏ ÐÒÏÃÅÓÓ, ÍÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ al�l ∈ A. úÎÁÞÉÔ, ×ÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÙÍ
ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ai ∈ A ×ÓÅ ÅÇÏ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ai�j ÔÁËÖÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ × A. üÔÏ ÄÏËÁ-
ÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÁÂÏÒ ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÈ a1; : : : ; ak ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÎÁÂÏÒ {ai�j},
ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊ ÔÒÅÂÕÅÍÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ.
ûÁÇ 2. ðÕÓÔØ K[y1; : : : ; ys] { ÁÌÇÅÂÒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÒ T r ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ
ËÁË yi → �i(t)yi. éÍÅÅÔÓÑ ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ  : K[y1; : : : ; ys] → A,
ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ  (yi) = bi. ôÏÇÄÁ ËÁÖÄÙÊ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÏÄÎÏÞÌÅÎ ÏÔ
b1; : : : ; bs × A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ÏÄÎÏÞÌÅÎÁ ÏÔ y1; : : : ; ys. úÎÁÞÉÔ,
ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ  ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÙ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏ× K[y1; : : : ; ys]T

r → AT r ÔÁËÖÅ ÓÀÒß-
ÅËÔÉ×ÎÏ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1, ÁÌÇÅÂÒÁ K[y1; : : : ; ys]T

r ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ
ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÈ. ïÂÒÁÚÙ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ AT r . ¤

÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÏÔÍÅÔÉÍ ×ÁÖÎÕÀ ÏÔËÒÙÔÕÀ ÐÒÏÂÌÅÍÕ, Ó×ÑÚÁÎÎÕÀ Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÑÍÉ
ÔÏÒÏ×. ðÒÏÂÌÅÍÁ ÌÉÎÅÁÒÉÚÁÃÉÉ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å (ÉÌÉ ÏÐÒÏ×ÅÒÖÅÎÉÉ)
ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÆÁËÔÁ: ËÁÖÄÏÅ (ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÅ) ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ËÏÍÐÌÅËÓ-
ÎÏÇÏ ÔÏÒÁ T r ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Cn ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÏ Ë ×ÉÄÕ (*) ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÊ
ÏÂÒÁÔÉÍÏÊ (ÎÏ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÊ) ÚÁÍÅÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. éÚ×ÅÓÔ-
ÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÏÂÌÅÍÁ ÒÅÛÁÅÔÓÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÉ r ≥ n − 1. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÅÅ
ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÐÒÉ n ≤ 2. ÷ 90-x ÇÏÄÁÈ XX ×ÅËÁ ÐÒÏÂÌÅÍÁ ÌÉÎÅÁÒÉ-
ÚÁÃÉÉ ÂÙÌÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÒÅÛÅÎÁ ÐÒÉ n = 3, ÏÄÎÁËÏ ÏÎÁ ÄÏ ÓÉÈ ÐÏÒ ÏÔËÒÙÔÁ
ÕÖÅ ÐÒÉ n = 4; r = 1.
ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÕ ÐÒÏÂÌÅÍÙ ÌÉÎÅÁÒÉÚÁÃÉÉ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÇÒÁÄÕÉÒÏ-
×ÁÎÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ. ðÕÓÔØ A = K[x1; : : : ; x] { ÁÌÇÅÂÒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ
É

A =
⊕

u∈Zr
Au

{ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ A × ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, ÉÎÄÅËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ
ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÒÅÛÅÔËÉ Zr ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f ∈ Au É h ∈ Av, ÔÏ fh ∈ Au+v ÄÌÑ
ÌÀÂÙÈ u; v ∈ Zr. ôÁËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ Zr-ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ËÏÊ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅ A, Á
ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× Au ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ. ðÒÏÂÌÅÍÁ
ÌÉÎÅÁÒÉÚÁÃÉÉ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÁ ÔÁË: ×ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ
Zr-ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ËÉ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× K[x1; : : : ; xn] ÜÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ
ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ n ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ?


