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ìÅÔÎÑÑ ÛËÏÌÁ "óÏ×ÒÅÍÅÎÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ", äÕÂÎÁ, 19-25 ÉÀÌÑ 2007 ÇÏÄÁ

úÁÎÑÔÉÅ 4. ëÏÎÔÒÐÒÉÍÅÒ îÁÇÁÔÙ-óÔÅÊÎÂÅÒÇÁ

÷ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ ÐÏÌÅ K ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÐÏÌÅÍ ÎÕÌÅ×ÏÊ
ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï

V := V2 ⊕ V2 ⊕ · · · ⊕ V2 (9 ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ);
ÇÄÅ ËÁÖÄÏÅ V2 ÅÓÔØ Ä×ÕÍÅÒÎÏÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï K2 Ó ËÏÏÒÄÉ-
ÎÁÔÁÍÉ (xi; yi), 1 ≤ i ≤ 9. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÁÌÇÅÂÒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× K[V ] ÎÁ ÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ÅÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÁ K[x1; y1; : : : ; x9; y9]. ðÕÓÔØ Ga = (K;+) É ÇÒÕÐÐÁ
G9
a = Ga × Ga × · · · × Ga (9 ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ) ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ËÁË

xi → xi + ciyi, yi → yi ÄÌÑ ×ÓÅÈ (c1; : : : ; c9) ∈ G9
a.

úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÁÂÏÒ (a1; : : : ; a9), ÇÄÅ ai ∈ K, ai 6= aj ÐÒÉ i 6= j É ∑9
i=1 ai 6= 0.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ × G9
a ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ G ∼= G6

a, ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ
9∑

i=1
ci = 0;

9∑

i=1
aici = 0;

9∑

i=1
a3
i ci = 0:

ôÅÏÒÅÍÁ 1. áÌÇÅÂÒÁ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏ× K[V ]G ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÎÁÍ ÂÕÄÅÔ ÕÄÏÂÎÅÅ ÒÁÓÛÉÒÉÔØ ÇÒÕÐÐÕ G, ÔÅÍ
ÓÁÍÙÍ ÕÍÅÎØÛÉ× ÁÌÇÅÂÒÕ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏ×. ðÕÓÔØ H = GT { ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ
G ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÔÏÒÁ T = T 8 := {(t1; : : : ; t9) : t1t2 : : : t9 = 1}, ËÏÔÏÒÙÊ ÄÅÊÓÔ×Õ-
ÅÔ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ xi → tixi, yi → tiyi. õËÁÚÁÎÎÙÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ
ÄÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ ÇÒÕÐÐ G É H ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ 18× 18:

G =

8
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; H =
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ôÅÏÒÅÍÁ 2. áÌÇÅÂÒÁ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏ× K[V ]H ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÉÍÐÌÉËÁÃÉÉ "ÔÅÏÒÅÍÁ 2 ⇒ ÔÅÏÒÅÍÁ 1". ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ
ÁÌÇÅÂÒÁ K[V ]G ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ. îÅÔÒÕÄÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÇÒÕÐÐÙ
G É ÔÏÒÁ ô ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÙ, ÏÔËÕÄÁ t · f ∈ K[V ]G ÄÌÑ
ÌÀÂÙÈ t ∈ T É f ∈ K[V ]G. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ K[V ]G ⊂ K[V ] Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
T -ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÊ É, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÚÁÎÑÔÉÑ, ÁÌÇÅÂÒÁ
ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏ× (K[V ]G)T = K[V ]H ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ. üÔÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÚÁ-
ËÌÀÞÅÎÉÀ ÔÅÏÒÅÍÙ 2.
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2 é.÷. áòöáîãå÷

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 2 ÍÙ ÒÁÚÏÂØÅÍ ÎÁ ÎÅÓËÏÌØËÏ ×ÐÏÌÎÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ
ÌÅÍÍ. ðÏÌÏÖÉÍ Y := y1y2 : : : y9, Á ÔÁËÖÅ

Z1 :=
9∑

i=1
xiy1 : : : ŷi : : : y9 =

9∑

i=1

xiY
yi

; Z2 :=
9∑

i=1

aixiY
yi

; Z3 :=
9∑

i=1

a3
ixiY
yi

:

ñÓÎÏ, ÞÔÏ Y; Z1; Z2; Z3 ∈ K[V ].
ìÅÍÍÁ 1. Y; Z1; Z2; Z3 ∈ K[V ]H .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ
Y → (t1y1)(t2y2) : : : (t9y9) = (t1t2 : : : t9)(y1y2 : : : y9) = Y ;

Z1 →
9∑

i=1

(tixi + citiyi)Y
tiyi

=
9∑

i=1

xiY
yi

+ (
9∑

i=1
ci)Y = Z1;

Z2 →
9∑

i=1

ai(tixi + citiyi)Y
tiyi

=
9∑

i=1

aixiY
yi

+ (
9∑

i=1
aici)Y = Z2;

Z3 →
9∑

i=1

a3
i (tixi + citiyi)Y

tiyi
=

9∑

i=1

a3
ixiY
yi

+ (
9∑

i=1
a3
i ci)Y = Z3:

¤

ìÅÍÍÁ 2. K[V ]H = K[V ] ∩K[Z1; Z2; Z3; Y; Y −1].

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. çÒÕÐÐÙ G É H ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅ A :=
K[x1; : : : ; x9; y1; : : : ; y9; Y −1]. ðÏÌÏÖÉÍ Wi := xiY

yi . ôÏÇÄÁ xi = yiWiY −1, ÏÔËÕÄÁ

A = K[W1;W2;W3; x4; : : : ; x9; y1; : : : ; y9; Y −1]:
äÁÌÅÅ, Z1 = ∑9

i=1Wi, Z2 = ∑9
i=1 aiWi, Z3 = ∑9

i=1 a3
iWi. ðÅÒÅÎÕÍÅÒÏ×Á× ÜÌÅ-

ÍÅÎÔÙ a1; : : : ; a9, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ

∣∣∣∣∣∣

1 1 1
a1 a2 a3
a3

1 a3
2 a3

3

∣∣∣∣∣∣
= (a2 − a1)(a3 − a1)(a3 − a2)(a1 + a2 + a3)

ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ. ôÏÇÄÁ W1, W2 É W3 ÍÏÖÎÏ ×ÙÒÁÚÉÔØ ËÁË ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ
ÏÔ Z1; Z2; Z3;W4; : : : ;W9. üÔÏ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ

A = K[Z1; Z2; Z3; x4; : : : ; x9; y1; : : : ; y9; Y −1]: (∗)
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ G4 ⊂ G, ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ c5 = · · · = c9 = 0. ÷ÎÏ×Ø
× ÓÉÌÕ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÁ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ c4 ∈ K ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ÎÁÂÏÒ
(c1; c2; c3) ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ (c1; c2; c3; c4; 0; : : : ; 0) ∈ G. ÷ÓÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ (*) ÁÌÇÅÂÒÙ A,
ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ x4, ÎÅ ÉÚÍÅÎÑÀÔÓÑ ÐÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ G4, ÔÏÇÄÁ ËÁË x4 → x4 +c4y4.
üÔÏ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ F (Z1; Z2; Z3; x4; : : : ; x9; y1; : : : ; y9; Y −1) ∈ A Ñ×ÌÑ-
ÅÔÓÑ G4-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ x4.
òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ G5; : : : ; G9, ÍÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ G-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÙ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÔÁË-
ÖÅ ÏÔ x5; : : : ; x9. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÜÌÅÍÅÎÔÙ Z1; Z2; Z3; y1; : : : ; y9; Y −1 Ñ×ÌÑ-
ÀÔÓÑ G-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍÉ, ÏÔËÕÄÁ AG = K[Z1; Z2; Z3; y1; : : : ; y9; Y −1]. üÌÅÍÅÎÔ
(t1; : : : ; t9) ∈ T ÕÍÎÏÖÁÅÔ ÏÄÎÏÞÌÅÎ Za1

1 Za2
2 Za3

3 yb11 : : : yb99 (Y −1)c ÎÁ tb1−c1 : : : tb9−c9 .
ôÁËÏÊ ÏÄÎÏÞÌÅÎ T -ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÅÎ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ b1 = · · · = b9, ÏÔËÕ-
ÄÁ AH = K[Z1; Z2; Z3; Y; Y −1]. îÁËÏÎÅÃ, ×ËÌÀÞÅÎÉÅ K[V ] ⊂ A ×ÌÅÞÅÔ K[V ]H =
K[V ] ∩AH . ¤
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ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ A { ÎÅËÏÔÏÒÁÑ K-ÁÌÇÅÂÒÁ. üÌÅÍÅÎÔÙ a1; : : : ; as ∈
A ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ F (X1; : : : ; Xs) ÏÔ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ X1; : : : ; Xs ÜÌÅÍÅÎÔ
F (a1; : : : ; as) ∈ A ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ.
ìÅÍÍÁ 3. üÌÅÍÅÎÔÙ Z1; Z2; Z3; Y ∈ K[V ] ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ B := K[x1; : : : ; x9] { ÁÌÇÅÂÒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ
ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ K := K(y1; : : : ; y9). ðÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÜÌÅÍÅÎÔÙ x1; : : : ; x9
ÜÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Wi = xiY

yi ÏÔÌÉÞÁ-
ÅÔÓÑ ÏÔ xi ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ Y

yi ∈ K, ÏÔËÕÄÁ W1;W2;W3; x4; : : : ; x9 ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅ-
ÓËÉ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ ÎÁÄ K. äÁÌÅÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÎÁÂÏÒÙ {W1;W2;W3; x4; : : : ; x9} É
{Z1; Z2; Z3; x4; : : : ; x9} ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÉÚ ÄÒÕÇÁ ÏÂÒÁÔÉÍÏÊ K-ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁ-
ÍÅÎÏÊ, ÜÌÅÍÅÎÔÙ Z1; Z2; Z3; x4; : : : ; x9 (Á ÚÎÁÞÉÔ É Z1; Z2; Z3) ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÎÅ-
ÚÁ×ÉÓÉÍÙ ÎÁÄ K.
ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ F (Z1; Z2; Z3; Y ) = ∑

I=(i1;i2;i3) fI(Y )Zi11 Zi22 Zi33 = 0. ôÏÇÄÁ fI(Y )
Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÕÌÅ×ÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÐÏÌÑ K, É ÐÏÔÏÍÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ F { ÎÕÌÅ×ÏÊ. ¤

ìÅÍÍÁ 4. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

K[V ]H =





∑

j

fj(Z1; Z2; Z3)
Y mj



 ;

{ ÇÄÅ fj { ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ Z1; Z2; Z3, ËÏÔÏÒÙÊ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ Y mj ×
ÁÌÇÅÂÒÅ K[V ].

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏ ÌÅÍÍÅ 2 ÌÀÂÏÊ F ∈ K[V ]H ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ ∑ fj(Z1;Z2;Z3)
Ymj ,

ÇÄÅ fj ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ÓÔÅÐÅÎÉ dj ÐÏ Z1; Z2; Z3. îÁÍ ÎÕÖÎÏ
ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ fj(Z1; Z2; Z3) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ Y mj × K[V ]. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ F Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÓÔÅÐÅÎÉ d ÐÏ ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ
x1; : : : ; x9; y1; : : : ; y9. óÔÅÎÅÎØ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ fj(Z1;Z2;Z3)

Ymj ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ x1; : : : ; x9
ÒÁ×ÎÁ dj , Á ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ y1; : : : ; y9 ÒÁ×ÎÁ 8dj − 9mj . ïÔÓÀÄÁ d = 9(dj −mj),
É ÚÎÁÞÉÔ dj ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏ mj É d. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ
fj(Z1;Z2;Z3)

Ymj ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÎÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ F ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎ-
ÎÙÍ x1; : : : ; x9, É ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ K[V ]. ¤

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. îÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ F (x; y) ÉÍÅÅÔ ÎÏÌØ ÐÏÒÑÄËÁ ≥ m ×
ÔÏÞËÅ (�; �), ÅÓÌÉ ÏÎ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÚÁÐÉÓØ

F (x; y) = Fm(x− �; y − �) + Fm+1(x− �; y − �) + : : : ;
ÇÄÅ Fk { ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ k ÏÔ Ä×ÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.
ìÅÍÍÁ 5. îÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(Z1; Z2; Z3) ÓÔÅÐÅÎÉ d ÏÔ ÐÅ-
ÒÅÍÅÎÎÙÈ Z1; Z2; Z3 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ Y m ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ
f̂(Z2

Z1
; Z3
Z1

) := f(Z1;Z2;Z3)
Zd1

ÉÍÅÅÔ × ÔÏÞËÁÈ (a1; a3
1); : : : ; (a9; a3

9) ÎÕÌÉ ÐÏÒÑÄËÁ ≥ m.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÄÅÌÁÅÍ ÚÁÍÅÎÕ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ Z ′1 = Z1, Z ′2 = Z2 − a1Z1, Z ′3 =
Z3−a3

1Z1. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÔÏÞËÁ (a1; a3
1) ÐÅÒÅÍÅÓÔÉÔÓÑ × ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. äÁÌÅÅ,

Z ′1 = x1
Y
y1

+ y1U1, Z ′2 = y1U2, Z ′3 = y1U3, ÇÄÅ

U1 = x2Y
y1y2

+ · · ·+ x9Y
y1y9

; U2 = (a2 − a1)x2Y
y1y2

+ · · ·+ (a9 − a1)x9Y
y1y9

;

U3 = (a3
2 − a3

1)x2Y
y1y2

+ · · ·+ (a3
9 − a3

1)x9Y
y1y9

:
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ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ U1; U2; U3 ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ y1. ÷ ÚÁÐÉÓÉ
f(Z ′1; Z ′2; Z ′3) = fm(Z ′2; Z ′3)Z ′d−m1 + fm+1(Z ′2; Z ′3)Z ′d−m−1

1 + : : :

×ÓÅ ÞÌÅÎÙ ÎÁÞÉÎÁÑ ÓÏ ×ÔÏÒÏÇÏ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ ym+1
1 , Á ÐÅÒ×ÙÊ ÞÌÅÎ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

ym1 fm(U2; U3)(x1
Y
y1

+ y1U1)d−m. õÓÌÏ×ÉÅ ÎÁ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ (ÓÍ. ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï
ÌÅÍÍÙ 2) ×ÌÅÞÅÔ K(x2; : : : ; x9) = K(U2; U3; x4; : : : ; x9), ÇÄÅ K = K(y1; : : : ; y9).
úÎÁÞÉÔ, U2 É U3 ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ ÎÁÄ K (É ÎÁÄ K). ðÏÜÔÏÍÕ ÕÓÌÏ-
×ÉÅ fm(Z ′2; Z ′3) 6= 0 ×ÌÅÞÅÔ fm(U2; U3) 6= 0 ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ xi É yi. éÔÁË,
ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ y1, ÎÁ ËÏÔÏÒÕÀ ÄÅÌÉÔÓÑ f(Z1; Z2; Z3), ÒÁ×ÎÁ ÐÏÒÑÄËÕ
ÎÕÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f̂(Z2

Z1
; Z3
Z1

) × ÔÏÞËÅ (a1; a3
1). òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÔÏÞËÉ

(a2; a3
2); : : : ; (a9; a3

9), ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ. ¤

ìÅÍÍÁ 6. ðÕÓÔØ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ F (x; y) ÓÔÅÐÅÎÉ ≤ 3m ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÉ
ÐÏÒÑÄËÁ ≥ m × ÔÏÞËÁÈ (a1; a3

1); : : : ; (a9; a3
9). ôÏÇÄÁ F (x; y) = �(y−x3)m, � ∈ K×.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÕÖÄÁÔØ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ m. ÷ ÓÌÕÞÁÅ m = 0 ÍÎÏ-
ÇÏÞÌÅÎ F (x; y) ÅÓÔØ ÎÅÎÕÌÅ×ÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ É ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. ðÒÉ m > 0
ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÚÁÐÉÓØ

F (x; y) = c0(x)y3m + c1(x)y3m−1 + · · ·+ c3m(x):
ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ, ÓÔÅÐÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ cj(x) ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ j. úÁÍÅÎÁ y → x3 ÐÒÉ-
×ÏÄÉÔ Ë ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ F (x; x3) = c0x9m + c1(x)x9m−3 + · · · + c3m(x), ÓÏ×ÐÁÄÁÀ-
ÝÅÍÕ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ F (x; y) ÎÁ y − x3. íÎÏÇÏÞÌÅÎ F (x; x3) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ
(x− ai)m, ÐÏÓËÏÌØËÕ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ (x− ai)k(y − a3

i )p ÐÏÓÌÅ ÚÁÍÅÎÙ y → x3 ÄÅÌÉÔ-
ÓÑ ÎÁ (x− ai)k+p. éÔÁË, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ F (x; x3) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ (x− a1)m : : : (x− a9)m.
óÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

c0x9m + c1(x)x9m−3 + · · ·+ c3m(x) = c0(x− a1)m : : : (x− a9)m:
ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ x9m−1 × ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ, ÔÏÇÄÁ ËÁË × ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ
ÏÎ ÒÁ×ÅÎ −c0m

∑9
i=1 ai. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ c0 = 0, É ÚÎÁÞÉÔ F (x; y) ÄÅÌÉÔÓÑ

ÎÁ y − x3. ðÏÓËÏÌØËÕ y − x3 ÉÍÅÅÔ × ÔÏÞËÁÈ (ai; a3
i ) ÎÏÌØ ÐÏÒÑÄËÁ 1, ÍÙ ÍÏÖÅÍ

ÐÒÉÍÅÎÉÔØ Ë ÞÁÓÔÎÏÍÕ F (x;y)
y−x3 ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÉÎÄÕËÃÉÉ É ÐÏÌÕÞÉÔØ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ.

¤

ìÅÍÍÁ 7. (Á) ÷ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅÐÅÎÉ ≤ d ÏÔ ÐÅ-
ÒÅÍÅÎÎÙÈ x É y ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ

(d+ 2
2

)
= (d+ 2)(d+ 1)

2 :

(Â) ðÕÓÔØ d ≥ m. ôÏÇÄÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅÐÅÎÉ ≤ d, ÉÍÅÀ-
ÝÉÈ × ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ P ÎÏÌØ ÐÏÒÑÄËÁ ≥ m, ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ

(d+ 2
2

)
−

(m+ 1
2

)
:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. (Á) îÁÄÏ ÓÏÓÞÉÔÁÔØ ÞÉÓÌÏ ÐÁÒ (i; j) Ó ÃÅÌÙÍÉ i; j ≥ 0, i+ j ≤
d. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ××ÅÄÅÍ ÆÉËÔÉ×ÎÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ k = d − i − j. ôÏÇÄÁ d = i + j + k,
i; j; k ≥ 0. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ d + 2 ËÒÕÖÏÞËÁ, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÈ × ÒÑÄ. úÁËÒÁÛÉ×ÁÎÉÅ
Ä×ÕÈ ÉÚ ÎÉÈ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ d ÎÁ 3 ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ.
(Â) ðÏÓÌÅ ÓÄ×ÉÇÁ ÔÏÞËÉ P × ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÎÁ ÐÏÒÑÄÏË ÎÕÌÑ ÚÁÄÁÅÔÓÑ
ÏÂÒÁÝÅÎÉÅÍ × ÎÏÌØ

(m+1
2

)
ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ. ¤
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ìÅÍÍÁ 8. ðÕÓÔØ d ≥ 3m. ôÏÇÄÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× F (x; y) ÓÔÅÐÅÎÉ
≤ d, ÉÍÅÀÝÉÈ ÎÕÌÉ ÐÏÒÑÄËÁ ≥ m × ÔÏÞËÁÈ (a1; a3

1); : : : ; (a9; a3
9), ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒ-

ÎÏÓÔØ (d+ 2
2

)
− 9

(m+ 1
2

)
:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅÍÍÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÍÎÏÇÏÞÌÅ-
ÎÏ× ÓÔÅÐÅÎÉ ≤ 3m ÒÁ×ÎÁ

(3m+2
2

)
= 9m2+9m+2

2 , ÔÏÇÄÁ ËÁË 9
(m+1

2
)

= 9m2+9m
2 . ðÏ

ÌÅÍÍÅ 6 ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÎÁÛÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÎÁ ÐÏ-
ÒÑÄËÉ ÎÕÌÅÊ, ÏÄÎÏÍÅÒÎÏ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, 9

(m+1
2

)
ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÎÁ F (x; y)

ÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ. ðÒÉ d > 3m ÕËÁÚÁÎÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÔÁËÖÅ
ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÎÉ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ ÐÒÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÉ ÎÁ
ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅÐÅÎÉ ≤ 3m. ¤
ìÅÍÍÁ 9. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ F (x; y) ÓÔÅÐÅÎÉ 3m+1, ÉÍÅÀÝÉÊ × ÔÏÞËÁÈ
(a1; a3

1); : : : ; (a9; a3
9) ÎÕÌÉ ÐÏÒÑÄËÁ ≥ m É ÎÅ ÄÅÌÑÝÉÊÓÑ ÎÁ y − x3.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅÐÅÎÉ≤ 3m+1, ÉÍÅÀÝÉÈ ÎÕÌÉ
ÐÏÒÑÄËÁ ≥ m × ÔÏÞËÁÈ (ai; a3

i ), ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ(3m+ 3
2

)
− 9

(m+ 1
2

)
= (3m+ 3)(3m+ 2)

2 − 9(m+ 1)m
2 = 3m+ 3:

ðÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÜÔÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ É ÄÅÌÑÝÉÈ-
ÓÑ ÎÁ y − x3, ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ(3m

2

)
− 9

(m
2

)
= 3m(3m− 1)

2 − 9m(m− 1)
2 = 3m

(ÜÔÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅÐÅÎÉ ≤ (3m+1)−3, ÉÍÅÀÝÉÈ ×
ÔÏÞËÁÈ (ai; a3

i ) ÎÕÌÉ ÐÏÒÑÄËÁ ≥ m−1). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ. ¤

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 2. ðÕÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÁ K[V ]H ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ. ìÅÍ-
ÍÁ 4 ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ×ÙÂÒÁÔØ ÓÉÓÔÅÍÕ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ×ÉÄÁ

S =
{ Z2

1Z3 − Z3
2

Y ; f1(Z1; Z2; Z3)
Y m1

; : : : ; fr(Z1; Z2; Z3)
Y mr

}
;

ÇÄÅ fj(Z1; Z2; Z3) ÄÅÌÉÔÓÑ Y mj × K[V ]. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ fj(Z1; Z2; Z3) ÎÅ ÄÅ-
ÌÑÔÓÑ ÎÁ Z2

1Z3−Z3
2 , ÉÎÁÞÅ ÚÁÍÅÎÉÍ ÏÂÒÁÚÕÀÝÕÀ fj(Z1;Z2;Z3)

Ymj ÎÁ fj(Z1;Z2;Z3)
(Z2

1Z3−Z3
2 )Ymj−1 .

ðÕÓÔØ dj { ÜÔÏ ÓÔÅÐÅÎØ fj ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Z1; Z2; Z3. óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÙ 6, ÄÌÑ ×ÓÅÈ
mj > 0 ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï dj > 3mj . ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
×ÙÐÏÌÎÅÎÏ É ÐÒÉ mj ≤ 0, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ S ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ
ËÏÎÓÔÁÎÔ.
úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÞÉÓÌÏ m > max(m1; : : : ;mr). ìÅÍÍÁ 9 ÏÂÅÓÐÅÞÉ×ÁÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×Á-
ÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ F (x; y) ÓÔÅÐÅÎÉ 3m + 1, ÉÍÅÀÝÅÇÏ ÎÕÌÉ ÐÏÒÑÄËÁ ≥ m × ÔÏÞ-
ËÁÈ (ai; a3

i ) É ÎÅ ÄÅÌÑÝÅÇÏÓÑ ÎÁ y − x3. ðÕÓÔØ f(Z1; Z2; Z3) := F (Z2
Z1
; Z3
Z1

)Z3m+1
1 .

ðÏ ÌÅÍÍÅ 5 ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ f(Z1;Z2;Z3)
Ym ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ÁÌÇÅÂÒÙ K[V ]H . ðÏËÁ-

ÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÎ ÎÅ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á S. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ
ÔÁËÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎ-
ÎÙÍ Z1; Z2; Z3 É ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ Y (ÚÄÅÓØ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÌÅÍÍÁ 3). ðÏÓËÏÌØËÕ
f ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ Z2

1Z3 − Z3
2 , × ÄÁÎÎÏÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÉ ÉÍÅÅÔÓÑ ÞÌÅÎ, ÎÅ ×ËÌÀÞÁÀ-

ÝÉÊ Z2
1Z3−Z3

2
Y . ðÕÓÔØ ÜÔÏ �∏( fj(Z1;Z2;Z3)

Ymj )ej , � ∈ K×. ðÒÉÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ÓÔÅÐÅÎÉ ÐÏ
Z1; Z2; Z3 É ÐÏ Y , ÐÏÌÕÞÁÅÍ

(1)
∑

djej = 3m+ 1; (2)
∑

mjej = m:
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ôÏÇÄÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ (1)−3(2) É ÐÏÌÕÞÉÍ ∑(dj−3mj)ej = 1. ðÏÓËÏÌØËÕ dj−3mj >
0, ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÏ ej , ÓËÁÖÅÍ ej0 , ÒÁ×ÎÏ 1, Á ÐÒÏÞÉÅ ej ÒÁ×ÎÙ
ÎÕÌÀ. éÚ (2) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ m = mj0 , ÞÔÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ×ÙÂÏÒÕ m. ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ
ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 2.

úÁÄÁÞÉ Ë ÚÁÎÑÔÉÀ 4
úÁÄÁÞÁ 1. ðÕÓÔØ ÇÒÕÐÐÁ G9

a ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ V ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ xi → xi + ciyi,
yi → yi ÄÌÑ ×ÓÅÈ (c1; : : : ; c9) ∈ G9

a. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏ×
K[x1; y1; : : : ; x9; y9]G9

a ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÏÊ K[y1; : : : ; y9].
úÁÄÁÞÁ 2. îÁÊÄÉÔÅ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ 2 ËÁË ÍÏÖÎÏ ÂÏÌØÛÅ ÍÅÓÔ, ÇÄÅ
ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÔÏÞÅË (ai; a3

i ) ÒÁ×ÎÏ 9.
úÁÄÁÞÁ 3. ðÕÓÔØ A = ⊕(a;b)∈Z2A(a;b) | Z2-ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, ÕÄÏ×ÌÅ-
Ô×ÏÒÑÀÝÁÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ:
• A(a;b) 6= 0 ⇒ a ≥ 0, a ≥ 3b;
• dimA(3b;b) = 1 ÐÒÉ ×ÓÅx b ≥ 0;
• A(3b+1;b) 6= A(3b−2;b−1)A(3;1) ÐÒÉ ×ÓÅÈ b ≥ 1.
äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ A ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ.
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