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ÂÂÅÄÅíÈÅ 5

Ââåäåíèå

Ýòà êíèãà ïîñâÿùåíà îáñóæäåíèþ ôðàêòàëüíûõ ìíîæåñòâ, èëè ïðî-
ñòî ôðàêòàëîâ. Òàêèå ìíîæåñòâà èçâåñòíû óæå áîëüøå ñòà ëåò è ïîÿâ-
ëÿëèñü â ðàçíûõ îáëàñòÿõ íàóêè. Íî òîëüêî íåäàâíî (îêîëî 30 ëåò òîìó
íàçàä) îíè ñòàëè ïðåäìåòîì ìàòåìàòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ.

Ïèîíåðîì òåîðèè ôðàêòàëîâ áûë Á. Ìàíäåëüáðîò. Åãî êíèãà [Man82]
âïåðâûå ïîÿâèëàñü â 1977 ãîäó, à âòîðîå, ðàñøèðåííîå èçäàíèå âûøëî
â 1982 ãîäó. Ïîñëå ýòîãî ñåðü¼çíûå ðàáîòû, îáçîðû, ïîïóëÿðíûå ñòàòüè
è êíèãè î ôðàêòàëàõ ñòàëè ïîÿâëÿòüñÿ äåñÿòêàìè (åñëè íå ñîòíÿìè). Ñ
1993 ãîäà â èçäàòåëüñòâå World Scienti�c âûõîäèò ñïåöèàëüíûé ïåðèî-
äè÷åñêèé æóðíàë "Ôðàêòàëû". Òàê ÷òî, çà÷åì ïèñàòü åù¼ îäíó êíèãó î
ôðàêòàëàõ?

Âî-ïåðâûõ, íåñìîòðÿ íà îáøèðíóþ ëèòåðàòóðó, ìíîãèå ëþäè, âêëþ-
÷àÿ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è çíà÷èòåëüíóþ ÷àñòü ðàáîòàþùèõ ìàòåìà-
òèêîâ, èìåþò äîâîëüíî ñìóòíîå ïðåäñòàâëåíèå î ôðàêòàëàõ.

Âî-âòîðûõ, âî ìíîãèõ ïîïóëÿðíûõ êíèãàõ ÷èòàòåëü óâèäèò ìàññó
öâåòíûõ êàðòèíîê è ëþáîïûòíûõ ïðèìåðîâ, íî íå íàéä¼ò íè òî÷íûõ
îïðåäåëåíèé, íè ñòðîãî äîêàçàííûõ ðåçóëüòàòîâ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðà-
áîòû ïðîôåññèîíàëüíûõ ìàòåìàòèêîâ, êàê ïðàâèëî, ñëèøêîì òðóäíû
äëÿ íà÷èíàþùèõ. Îíè îáû÷íî ïîñâÿùåíû äîâîëüíî ñïåöèàëüíûì âîïðî-
ñàì è ÷àñòî ïðåäïîëàãàþò çàðàíåå èçâåñòíûìè âñå ñâÿçè è ìîòèâèðîâêè.

Ïîñëåäíÿÿ è, ìîæåò áûòü, ñàìàÿ âàæíàÿ ïðè÷èíà ñîñòîèò â òîì, ÷òî
ñàìîñòîÿòåëüíîå èçó÷åíèå ãåîìåòðèè, àíàëèçà è àðèôìåòèêè ôðàêòàëîâ,
íà ìîé âçãëÿä ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ëó÷øèõ ñïîñîáîâ äëÿ ìîëîäîãî ìàòåìà-
òèêà àêòèâíî è ïðî÷íî îâëàäåòü îñíîâíûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè çíàíèÿìè.

Ìíå êàæåòñÿ òàêæå, ÷òî ýòî � ïðåêðàñíàÿ âîçìîæíîñòü ïðîâåðèòü
ñâîþ ñïîñîáíîñòü ê òâîð÷åñêîé ðàáîòå â ìàòåìàòèêå.1 ß èìåþ â âèäó
íå òîëüêî ðåøåíèå òî÷íî ñôîðìóëèðîâàííûõ çàäà÷, íî è ðàñïîçíàíèå
ñêðûòûõ çàêîíîìåðíîñòåé è ïîñòàíîâêó íîâûõ ïëîäîòâîðíûõ âîïðîñîâ.

Ìîé ëè÷íûé èíòåðåñ ê ôðàêòàëàì âîçíèê, êîãäà ÿ ÷èòàë ñïåöèàëü-
íûé êóðñ î ôðàêòàëàõ â 1995 ãîäó ïî ïðîñüáå íåñêîëüêèõ ñòóäåíòîâ ðàç-
íûõ ñïåöèàëüíîñòåé. ß ïîâòîðÿë ýòîò êóðñ â 1999, 2003 è 2005 ãã. Â 2004
ãîäó ÿ èìåë âîçìîæíîñòü èçëîæèòü ÷àñòü ýòîãî ìàòåðèàëà â ëåêöèÿõ äëÿ
ó÷àñòíèêîâ Ëåòíåé Ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëû â Äóáíå ïîä Ìîñêâîé, îðãà-
íèçîâàííîé äëÿ øêîëüíèêîâ è ïåðâîêóðñíèêîâ îòëè÷èâøèõñÿ íà Ðîññèé-
ñêîé Ìàòåìàòè÷åñêîé Îëèìïèàäå. ß áûë ïðèÿòíî óäèâë¼í àêòèâíîñòüþ
àóäèòîðèè è òåì, êàê áûñòðî ñëóøàòåëè âîñïðèíèìàëè íîâóþ äëþ íèõ
èíôîðìàöèþ.

1Ïî îïðåäåëåíèþÞ.È.Ìàíèíà, òâîðèòü â ìàòåìàòèêå � ýòî âû÷èñëÿòü, âîëíóÿñü.
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Â ýòîé êíèãå ÿ íàìåðåííî îãðàíè÷èâàþñü òîëüêî äâóìÿ ïðèìåðàìè
ôðàêòàëüíûõ ìíîæåñòâ: êîâðàìè Ñåðïèíñêîãî è Àïîëëîíèÿ. Ìû ðàñ-
ñìàòðèâàåì è òî÷íî ôîðìóëèðóåì ñåðèþ çàäà÷, âîçíèêàþùèõ ïðè èçó-
÷åíèè ýòèõ ôðàêòàëîâ. Áîëüøèíñòâî èç íèõ ìîæíî ñòàâèòü è ðåøàòü
íåçàâèñèìî îò îñòàëüíûõ, íî òîëüêî âñÿ èõ ñîâîêóïíîñòü äàåò ðåàëüíîå
ïðåäñòàâëåíèå î ìèðå ôðàêòàëîâ.

Íåêîòîðûå èç ýòèõ çàäà÷ ÿâëÿþòñÿ ïðîñòî óïðàæíåíèÿìè íà ïîíèìà-
íèå òåðìèíîâ è ëîãèêè èçëîæåíèÿ, äðóãèå ïðåäñòàâëÿþò ñðàâíèòåëüíî
íåäàâíèå ðåçóëüòàòû, à íåñêîëüêî íàèáîëåå èíòåðåñíûõ ÿâëÿþòñÿ íåðå-
ø¼ííûìè ïðîáëåìàìè íåèçâåñòíîé ñòåïåíè òðóäíîñòè. Ðåøåíèå (è äàæå
ïîíèìàíèå ôîðìóëèðîâêè) ýòèõ çàäà÷ òðåáóåò íåêîòîðûõ ïðåäâàðèòåëü-
íûõ çíàíèé. Â ÷àñòíîñòè, ìû ïðåäïîëàãàåì èçâåñòíûìè:

• Ýëåìåíòû àíàëèçà: ôóíêöèè îäíîé âåùåñòâåííîé ïåðåìåííîé,
äèôôåðåíöèàëüíîå è èíòåãðàëüíîå èñ÷èñëåíèå, ÷èñëîâûå ðÿäû
è ðÿäû ôóíêöèé.

• Ýëåìåíòû ëèíåéíîé àëãåáðû: âåùåñòâåííûå è êîìïëåêñíûå ëè-
íåéíûå ïðîñòðàíñòâà, ðàçìåðíîñòü, ëèíåéíûå îïåðàòîðû, êâàä-
ðàòè÷íûå ôîðìû, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòî-
ðû, êîîðäèíàòû è ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.

• Ýëåìåíòû ãåîìåòðèè: ïðÿìûå ëèíèè, ïëîñêîñòè, îêðóæíîñòè,
êðóãè è ñôåðû â R3, îñíîâíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôîðìóëû,
íà÷àëà ñôåðè÷åñêîé è ãèïåðáîëè÷åñêîé ãåîìåòðèè.

• Ýëåìåíòû àðèôìåòèêè: ïðîñòûå ÷èñëà, âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñ-
ëà, í.î.ä.(íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü), ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà,
ïîíÿòèå îá àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñëàõ.

• Ýëåìåíòû òåîðèè ãðóïï: ïîäãðóïïû, íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû,
îäíîðîäíûå ïðîñòðàíñòâà, êëàññû ñìåæíîñòè, ìàòðè÷íûå ãðóï-
ïû.

Âñå ýòî îáû÷íî âõîäèò â ïðîãðàììó ïåðâûõ äâóõ èëè òð¼õ ëåò óíè-
âåðñèòåòà. Ðàçíîîáðàçèå ýòèõ ñâåäåíèé è èõ âçàèìîñâÿçü ÿ ðàññìàòðèâàþ
êàê áîëüøîå ïðåèìóùåñòâî òåîðèè ôðàêòàëîâ è êàê õàðàêòåðíóþ ÷åðòó
ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè.

Íåñêîëüêî ñëîâ î ñòèëå èçëîæåíèÿ. ß ñòàðàëñÿ èçáåæàòü äâóõ ãëàâ-
íûõ îïàñíîñòåé: ñäåëàòü êíèãó ñêó÷íîé, îáúÿñíÿÿ ñëèøêîì ïîäðîáíî
ïðîñòûå äåòàëè è ñäåëàòü åå íåïîíÿòíîé, èñïîëüçóÿ íàèáîëåå ýôôåêòèâ-
íóþ ñîâðåìåííóþ òåõíèêó, êîòîðàÿ ïîðîé ñëèøêîì àáñòðàêòíà. ×èòàòå-
ëþ ñóäèòü, íàñêîëüêî ýòî ìíå óäàëîñü.

ß òàêæå ñòàðàëñÿ äîâåñòè äî ÷èòàòåëåé íåôîðìàëüíîå ïîíèìàíèå
ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ, êîòîðîå îòëè÷àåò (ïî÷òè ëþáîãî) ïðîôåññèî-
íàëà îò íà÷èíàþùåãî ëþáèòåëÿ. Èíîãäà îäíà ôðàçà îáúÿñíÿåò áîëüøå,
÷åì äëèííàÿ ñòàòüÿ èëè òîëñòàÿ êíèãà. Â ìîåé ïðàêòèêå ýòî ñëó÷àëîñü,
êîãäà ÿ ïûòàëñÿ ïîíÿòü, ÷òî òàêîå èíäóöèðîâàíèå â òåîðèè ïðåäñòàâ-
ëåíèé, ñïåêòðàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â àëãåáðàè÷åñêîé òîïîëîãèè,
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ÿçûê ñõåì â àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Ïîýòîìó ÿ èíîãäà èñïîëüçóþ
"âûñîêîíàó÷íûå"òåðìèíû è ïîíÿòèÿ, îáúÿñíÿÿ âñÿêèé ðàç, ÷òî îíè çíà-
÷àò, åñëè îòáðîñèòü íåçàáóäêè 2

Äîïîëíèòåëüíàÿ èíôîðìàöèÿ âêëþ÷åíà â òåêñò â âèäå êðàòêèõ "Èí-
ôî"(èëè "ñõîëèé"). Êîíåö êàæäîé ñõîëèè îòìå÷åí çíàêîì ♦.

ß òàêæå èñïîëüçóþ "Çàìå÷àíèÿ"êàê ôîðìó äîïîëíèòåëüíîé èíôîð-
ìàöèè. Êîíåö çàìå÷àíèÿ îòìå÷àåòñÿ çíàêîì ♥.

Êîíåö äîêàçàòåëüñòâà, èëè åãî îòñóòñòâèå îòìå÷åíî çíàêîì �.

2Ñì. Êîçüìà Ïðóòêîâ, Íåçàáóäêè è çàïÿòêè, Áàñíÿ. À òàêæå "Èçáðàííûå àíåê-
äîòû è ïðèò÷è Ñåìèíàðà È.Ì.Ãåëüôàíäà"(ïëàíèðóåìàÿ ñòàòüÿ).





×àñòü 1

Êîâ¼ð Ñåðïèíñêîãî





Ãëàâà 1

Îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà

1.1. Âîçíèêíîâåíèå è íàèâíîå îïðåäåëåíèå

ß íå áóäó îïèñûâàòü ïåðâîíà÷àëüíûå ïîÿâëåíèÿ ôðàêòàëîâ â åñòå-
ñòâåííûõ íàóêàõ (òàêèå êàê èññëåäîâàíèÿ äëèíû áåðåãîâîé ëèíèè èëè
ãðàíèö íåìåöêèõ êíÿæåñòâ ÕVII âåêà, ñòðîåíèÿ öâåòíîé êàïóñòû èëè
ôîðìû ñíåæèíîê, è ò.ä.); ïî ýòîìó ïîâîäó åñòü äîñòàòî÷íî ïðèìåðîâ â
ïîïóëÿðíûõ èçëîæåíèÿõ òåîðèè ôðàêòàëîâ (ñì. íàïðèìåð [Man82] èëè
î÷åíü çàáàâíóþ íåäàâíþþ êíèæêó [LGRE00]).

Äëÿ ìàòåìàòèêîâ, ïðîñòåéøèì è íàèáîëåå èçâåñòíûì ïðèìåðîì ôðàê-
òàëà ÿâëÿåòñÿ çíàìåíèòîå êàíòîðîâî ìíîæåñòâî. Èç íåãî òðóäíî ñäåëàòü
êðàñèâóþ êàðòèíêó, íî çàòî çíàêîìñòâî ñ êàíòîðîâûì ìíîæåñòâîì �
î÷åíü õîðîøèé òåñò ÷òîáû îòëè÷èòü òåõ, êòî äåéñòâèòåëüíî ïîíèìàåò
àíàëèç îò òåõ, êòî ôîðìàëüíî ñäàë ýêçàìåí. Ìû íå áóäåì âäàâàòüñÿ â
äåòàëè çäåñü, íî â ðàçäåëå 1.2 ìû âåðí¼ìñÿ ê ýòîìó ïðèìåðó è ïîêàæåì,
÷òî îí ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ îáùåé òåîðèè ñàìîïîäîáíûõ ôðàêòàëîâ.

Ãîðàçäî áîëåå èíòåðåñíûå ïðèìåðû ôðàêòàëîâ ñóùåñòâóþò íà ïëîñ-
êîñòè R2. Ìû íà÷íåì ñ ïîäðîáíîãî ðàññìîòðåíèÿ îäíîãî ïðèìåðà.

Ìíîãèå ñëûøàëè î òàê íàçûâàåìîì òðåóãîëüíèêå Ïàñêàëÿ ñîñòî-
ÿùåì èç áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ

(
n
k

)
. Îí âûãëÿäèò òàê:

1
1 1

1 2 1
1 3 3 1

1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Î÷åíü ëåãêî ïðîäîëæèòü ýòîò òðåóãîëüíèê, çàìåòèâ, ÷òî êàæäîå ÷èñëî
â í¼ì ÿâëÿåòñÿ ñóììîé äâóõ, ñòîÿùèõ íàä íèì.

11
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Òåïåðü äàâàéòå çàìåíèì ýòè ÷èñëà èõ âû÷åòàìè ïî ìîäóëþ 2. Äðóãè-
ìè ñëîâàìè, ïîñòàâèì âìåñòî êàæäîãî ÷¼òíîãî ÷èñëà 0, à âìåñòî íå÷¼ò-
íîãî ÷èñëà 1. Ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ òàáëèöó:

1
1 1

1 0 1
1 1 1 1

1 0 0 0 1
1 1 0 0 1 1

1 0 1 0 1 0 1
1 1 1 1 1 1 1 1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Êàê ìîæíî îïèñàòü ýòó êàðòèíó? Çàìåòèì, ÷òî âåñü íàø òðåóãîëüíèê
ñî ñòîðîíîé 8 ñîñòîèò èç òð¼õ îäèíàêîâûõ òðåóãîëüíèêîâ ñî ñòîðîíîé 4
(ëåâîãî, ïðàâîãî è âåðõíåãî); êàæäûé èç íèõ ñîäåðæèò òðè îäèíàêîâûõ
òðåóãîëüíèêà ñî ñòîðîíîé 2, ñîñòîÿùèõ èç òð¼õ åäèíèö. Âñå îñòàëüíûå
ìåñòà çàíÿòû íóëÿìè.

Ïîïðîáóåì âîîáðàçèòü, ÷òî ïîëó÷èòñÿ, åñëè ìû ïðîäîëæèì íàø òðå-
óãîëüíèê äî 2N -îãî ðÿäà, ãäå N � áîëüøîå ÷èñëî. Åñëè ìû ñîæì¼ì íàø
òðåóãîëüíèê äî ðàçìåðà êíèæíîé ñòðàíèöû è çàìåíèì åäèíèöû ÷¼ðíû-
ìè òî÷êàìè, à íóëè � áåëûìè, òî ìû ïîëó÷èì òàêóþ êàðòèíó:

Ðèñ. 1.1. Òðåóãîëüíèê Ïàñêàëÿ mod 2

Çäåñü öåëûé òðåóãîëüíèê ñîñòîèò èç òð¼õ òðåóãîëüíèêîâ ïîëîâèí-
íîãî ðàçìåðà, êîòîðûå âûãëÿäÿò ïîäîáíî öåëîé êàðòèíå. Ïðîñòðàíñòâî,
îãðàíè÷åííîå ýòèìè òðåóãîëüíèêàìè, çàïîëíåíî áåëûìè òî÷êàìè.

Äîâîëüíî ÿñíî, ÷òî êîãäà N ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, íàøà êàðòè-
íà ñòðåìèòñÿ ê íåêîòîðîìó ïðåäåëó.1 Ýòîò ïðåäåë � òàê íàçûâàåìûé êî-
â¼ð Ñåðïèíñêîãî, îòêðûòûé â 1916 ãîäó ïîëüñêèì ìàòåìàòèêîì Âàö-
ëàâîì Ñåðïèíñêèì.

1Ñì. íèæå Èíôî À ïî ïîâîäó ñòðîãîãî îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà â ýòîé ñèòóàöèè.
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Äðóãîé ïðèìåð ïîÿâëåíèÿ òîãî æå ìíîæåñòâà ñâÿçàí ñî ñëåäóþùåé
çàäà÷åé ëèíåéíîé àëãåáðû. Ïóñòü EN � ìàòðèöà ðàçìåðîì N ×N ñ ýëå-
ìåíòàìè èç ïðîñòåéøåãî êîíå÷íîãî ïîëÿ F2 = Z/2Z, çàäàííàÿ óñëîâèÿ-
ìè:

(EN )i,j =

{
1 åñëè i < j

0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ñîãëàñíî îáùåé òåîðèè, ýòà ìàòðèöà ïðèâîäèòñÿ ê æîðäàíîâîé íîð-
ìàëüíîé ôîðìå, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé îäèí áëîê JN ãäå

(JN )i,j =

{
1 åñëè j = i+ 1
0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ïîïðîáóåì íàéòè ìàòðèöó AN , êîòîðàÿ óñòàíàâëèâàåò ýêâèâàëåíò-
íîñòü ENAN = ANJN . Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî òàêàÿ ìàòðèöà ìîæåò áûòü
âûáðàíà â âèäå

Ðèñ. 1.2. Òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà Ïàñêàëÿ

Ìû îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ îáúÿñíèòü ýòîò ôàêò è íàéòè ñâÿçü ìåæäó
òðåóãîëüíèêîì Ïàñêàëÿ è ìàòðèöåé AN .

Ïðåæäå, ÷åì èäòè äàëüøå, ìû äîëæíû îáîáùèòü ïîíÿòèå ïðåäåëà,�
îñíîâíîå ïîíÿòèå àíàëèçà,� òàê ÷òîáû îíî áûëî ïðèìåíèìî íå òîëüêî
ê ÷èñëîâûì ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì, íî ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì îáúåêòîâ
ëþáîé ïðèðîäû. Â ÷àñòíîñòè, ìû õîòèì ïðèäàòü òî÷íûé ñìûñë âûðà-
æåíèþ: "ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ {Xn} ñòðåìèòñÿ ê ïðåäåëüíîìó
ìíîæåñòâó X".
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Ñîîòâåòñòâóþùèé ðàçäåë ìàòåìàòèêè íàçûâàåòñÿ òåîðèåé ìåòðè÷å-
ñêèõ ïðîñòðàíñòâ. Èñïîëüçóÿ ýòó òåîðèþ, ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ôðàêòà-
ëû (êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ äîâîëüíî ñëîæíûìè ìíîæåñòâàìè) êàê ïðåäåëû
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé áîëåå ïðîñòûõ ìíîæåñòâ.

Info A. Ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà

Ìû íà÷í¼ì ñ äîâîëüíî îáùèõ è àáñòðàêòíûõ îïðåäåëåíèé, êîòîðûå
ïîçæå áóäóò ïðîèëëþñòðèðîâàíû è îáúÿñíåíû íà ìíîãèõ êîíêðåòíûõ
ïðèìåðàõ. Âîçìîæíî, äëÿ íåêîòîðûõ ÷èòàòåëåé íàøå èçëîæåíèå ïîêà-
æåòñÿ ñëèøêîì àáñòðàêòíûì è òðóäíûì äëÿ ïîíèìàíèÿ è çàïîìèíàíèÿ.
Íî âû âñêîðå óáåäèòåñü, ÷òî íîâûå ïîíÿòèÿ î÷åíü ïîëåçíû âî ìíîãèõ
ñëó÷àÿõ. Îíè ïîçâîëÿþò ðàññìàòðèâàòü ñ åäèíîé òî÷êè çðåíèÿ ìíîãî
çàäà÷, êîòîðûå âûãëÿäÿò ñîâåðøåííî ðàçëè÷íî.

A.1.

Definition A.1. Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî � ýòî ïàðà (M, d), ãäåM
� ìíîæåñòâî, à d : M ×M −→ R � ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ êàæäîé ïàðå òî÷åê
x è y èç M ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî d(x, y) � ðàññòîÿíèå ìåæäó x
è y. Ïðè ýòîì òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ñëåäóþùèå àêñèîìû áûëè âûïîëíåíû:

• Ïîëîæèòåëüíîñòü: Äëÿ âñåõ x, y ∈ M âåëè÷èíà d(x, y) � íåîòðè-
öàòåëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî, êîòîðîå ðàâíî íóëþ òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà x = y.

• Ñèììåòðè÷íîñòü: d(x, y) = d(y, x) äëÿ âñåõ x, y ∈M .

• Íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà: d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) äëÿ âñåõ
x, y, z ∈M .

Ìîäåëüíûìè ïðèìåðàìè ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ÿâëÿþòñÿ:
1. Âåùåñòâåííàÿ ïðÿìàÿ (R, d), ãäå ðàññòîÿíèå îïðåäåëåíî îáû÷íîé

ôîðìóëîé

(A.1) d(x, y) = |x− y|.

2. Ïëîñêîñòü (R2, d) ñ îáû÷íûì ðàññòîÿíèåì ìåæäó x = (x1, x2) è
y = (y1, y2):

(A.2) d(x, y) =
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2.

3. Òð¼õìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ îáû÷íûì ðàññòîÿíèåì

(A.3) d(x, y) =
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 + (x3 − y3)2.

.

Definition A.2. Ìû ãîâîðèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} òî÷åêM
ñõîäèòñÿ ê òî÷êå a ∈ M , èëè èìååò ïðåäåë a, åñëè d(xn, a) → 0 êîãäà
n→∞.
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Definition A.3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåí-
òàëüíîé, èëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè, åñëè îíà îáëàäàåò ñâîé-
ñòâîì:

(A.4) lim
m,n→∞

d(xm, xn) = 0.

Ëåãêî ïîêàçàòü (ïîïðîáóéòå ñàìè), ÷òî ëþáàÿ ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé. Îáðàòíîå íå âñåãäà âåðíî. Íà-
ïðèìåð, åñëè íàøå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî � ýòî ëó÷ R>0, ñîñòîÿùèé
èç âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, ñ îáû÷íûì ðàññòîÿíèåì (A.1), òî ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü xn = 1

n ôóíäàìåíòàëüíà, íî íå èìååò ïðåäåëà.

Definition A.4. Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (M, d) íàçûâàåòñÿ ïîë-
íûì åñëè êàæäàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â í¼ì èìååò
ïðåäåë.

Â íàøåé êíèãå ìû ðàññìàòðèâàåì, êàê ïðàâèëî, ïîëíûå ìåòðè÷åñêèå
ïðîñòðàíñòâà. Íàïðèìåð, ïðîñòðàíñòâà(A.1-3) ïîëíû ñîãëàñíî èçâåñòíîé
òåîðåìå àíàëèçà.

Definition A.5. ÏîäìíîæåñòâîX â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (M, d)
íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì â M , åñëè îíî ñîäåðæèò âñå ñâîè ïðåäåëüíûå
òî÷êè (òî-åñòü, ïðåäåëû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {xn} ⊂ X.

Exercise 1. Ïóñòü (M, d) � ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è X �
ïîäìíîæåñòâî â M . Òîãäà (X, d) ñàìî ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàí-
ñòâîì.

Äîêàæèòå, ÷òî ýòî ïðîñòðàíñòâî ïîëíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
X çàìêíóòî â M .

Hint. Ýòî � ïðîñòî óïðàæíåíèå íà çíàíèå è ïîíèìàíèå îïðåäåëåíèé.
Ñôîðìóëèðóéòå àêêóðàòíî, ÷òî äàíî è ÷òî òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, è âû
ïîëó÷èòå äîêàçàòåëüñòâî.

Ïðåäóïðåæäåíèå. Åñëè ýòî óïðàæíåíèå êàæåòñÿ âàì òðóäíûì, ïî-
ïðîáóéòå åù¼ ðàç è ïîñîâåòóéòåñü ñî ñâîèì ïðåïîäàâàòåëåì.

Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå è çàäà÷à ïîëåçíû âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ.

Definition A.6. Ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} â ìåòðè÷å-
ñêîì ïðîñòðàíñòâå (M, d) èìååò êîíå÷íóþ äëèíó, åñëè ðÿä

∑∞
n=1 d(xn, xn+1)

ñõîäèòñÿ.

Exercise 2. Äîêàæèòå, ÷òî
à) êàæäàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíå÷íîé äëèíû ôóíäàìåíòàëüíà;
á) êàæäàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîäåðæèò ïîäïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü êîíå÷íîé äëèíû.

A.2.
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Definition A.7. Îòîáðàæåíèå f èç ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (M, d)
â ñåáÿ íàçûâàåòñÿ ñæèìàþùèì, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà λ ∈ (0, 1)
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

(A.5) d
(
f(x), f(y)

)
≤ λ · d(x, y) äëÿ âñåõ x, y ∈M.

Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ

Theorem (Òåîðåìà î ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèÿõ). Ïóñòü M � ïîë-
íîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è f � ñæèìàþùåå îòîáðàæåíèå M â
ñåáÿ. Òîãäà â M ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà äëÿ
îòîáðàæåíèÿ f , òî-åñòü òàêàÿ òî÷êà, ÷òî f(x) = x.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû î÷åíü êîðîòêî è ïîó÷èòåëüíî. Êðîìå
òîãî, îíî äà¼ò ïðîñòîé ìåòîä äëÿ íàõîæäåíèÿ íåïîäâèæíîé òî÷êè. Ïî-
ýòîìó ìû ïðèâåä¼ì äîêàçàòåëüñòâî çäåñü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x0 � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà èç M . Ðàññìîò-
ðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}n≥0, îïðåäåëÿåìóþ èíäóêòèâíî ôîðìóëîé
xn = f(xn−1) äëÿ n ≥ 1.

Îêàçûâàåòñÿ, ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âñåãäà ñõîäèòñÿ. À èìåííî, ìû
ïîêàæåì, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè. Â ñàìîì äåëå,
ïóñòü d(x0, x1) = d. Òîãäà èç A.5 ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî

d(x1, x2) ≤ λ · d, d(x2, x3) ≤ λ2 · d, . . . d(xn, xn+1) ≤ λn · d.

Ïîýòîìó, äëÿ ëþáûõ m < n ìû èìååì d(xm, xn) ≤
∑n−1

k=m λ
k · d ≤ λm

1−λ · d.
Çíà÷èò,

lim
m,n→∞

d(xm, xn) → 0

è ôóíäàìåíòàëüíîñòü {xn} äîêàçàíà.
Ïîñêîëüêó M ïîëíî, íàøà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè èìååò ïðåäåë,

êîòîðûé ìû îáîçíà÷èì x∞. Äàëåå, ôóíêöèÿ f , êàê âñÿêîå ñæèìàþùåå
îòîáðàæåíèå, íåïðåðûâíà.

Ïîýòîìó f(x∞) = limn→∞ f(xn) = limn→∞ xn+1 = x∞, ò.å. x∞ ÿâëÿ-
åòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé.

Íàêîíåö, åñëè áû ñóùåñòâîâàëè äâå íåïîäâèæíûå òî÷êè x è y, òî
áûëî áû ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî d(x, y) = d

(
f(x), f(y)

)
≤ λ · d(x, y).

Íî ýòî âîçìîæíî ëèøü ïðè d(x, y) = 0, ñëåäîâàòåëüíî, x = y.
�

Äîêàçàííàÿ òåîðåìà, ðåøàåò, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóþùóþ øóòî÷íóþ çà-
äà÷ó, ïðåäëàãàâøóþñÿ íà íåêîòîðûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îëèìïèàäàõ äëÿ
øêîëüíèêîâ.

Problem 1. Ìàëü÷èê Ïåòÿ âûøåë èç ñâîåãî äîìà è ïîø¼ë â øêîëó.
Íà ïîëïóòè ê øêîëå îí ðåøèë ïðîãóëÿòü øêîëó è ïîéòè íà êàòîê. Íà
ïîëïóòè ê êàòêó, îí ïîäóìàë, ÷òî ëó÷øå ïîéòè â êèíî. Îäíàêî, íà ïîë-
ïóòè ê êèíîòåàòðó îí ñíîâà ïåðåäóìàë è ñâåðíóë ê øêîëå. Êóäà ïðèäåò
ìàëü÷èê Ïåòÿ, åñëè îí áóäåò ïðîäîëæàòü äâèãàòüñÿ òàêèì îáðàçîì?
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Ðèñ. A.3. Ëåíèâûé Ïåòÿ

A.3.

Definition A.8. Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (M, d) íàçûâàåòñÿ êîì-
ïàêòíûì åñëè êàæäàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} òî÷åê â M ñîäåðæèò
ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Definition A.9. Ïîäìíîæåñòâî S ∈ M íàçûâàåòñÿ ε-ñåòüþ â M ,
åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè m ∈ M íàéä¼òñÿ òî÷êà s ∈ S, äëÿ êîòîðîé
d(m, s) < ε.

Theorem (Òåîðåìà îá ε-ñåòè). Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (M, d)
êîìïàêòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ïîëíî è äëÿ êàæäîãî ε > 0
â M ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ε-ñåòü.

Exercise 3. Äîêàæèòå, ÷òî ïîäìíîæåñòâî X â R, â R2 èëè â R3

êîìïàêòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî çàìêíóòî è îãðàíè÷åíî.

Hint. Åñëè ïîäìíîæåñòâî X íå çàìêíóòî èëè íå îãðàíè÷åíî, ëåã-
êî ïîñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} òî÷åê â X, êîòîðàÿ íå ñîäåðæèò
ñõîäÿùèõñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

ÅñëèX îãðàíè÷åíî, òî îíî ñîäåðæèòñÿ â êàêîì-íèáóäü îòðåçêå (êâàä-
ðàòå, èëè êóáå) ðàçìåðà R äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî R. Èç òåîðåìû
îá ε-ñåòè ìîæíî âûâåñòè, ÷òî êàæäîå çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî îòðåç-
êà (êâàäðàòà, êóáà) êîìïàêòíî.

♦
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1.2. Ñàìîïîäîáíûå ôðàêòàëû

Òåïåðü ìû ìîæåì ââåñòè ãëàâíîå òåõíè÷åñêîå ñðåäñòâî äëÿ ðàáîòû
ñ ôðàêòàëüíûìè ìíîæåñòâàìè.

Ïóñòü M � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç K(M) ñî-
âîêóïíîñòü âñåõ íåïóñòûõ êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâ â M . Ìû õîòèì
îïðåäåëèòü ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ ïîäìíîæåñòâàìè òàê ÷òîáû K(M)
áûëî òàêæå ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì. Äëÿ ýòîãî ìû ñíà÷àëà îïðåäå-
ëèì ðàññòîÿíèå d(x, Y ) ìåæäó òî÷êîé x è êîìïàêòíûì íåïóñòûì ìíî-
æåñòâîì Y :2

(1.2.1) d(x, Y ) := min
y∈Y

d(x, y).

Ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ êîìïàêòíûìè íåïóñòûìè ìíîæåñòâàìè X
è Y îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

(1.2.2) d(X, Y ) := max
x∈X

d(x, Y ) + max
y∈Y

d(y, X).

Áîëåå ïðÿìîå îïðåäåëåíèå, íå èñïîëüçóþùåå ïðîìåæóòî÷íûõ ïîíÿ-
òèé, âûãëÿäèò áîëåå ãðîìîçäêî:

(1.2.3) d(X, Y ) := max
x∈X

min
y∈Y

d(x, y) + max
y∈Y

min
x∈X

d(x, y)

Îäíàêî, åñëè ïîäóìàòü íåìíîãî, êàê îïðåäåëèòü ðàññòîÿíèå ìåæäó
äâóìÿ ïîäìíîæåñòâàìè òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü àêñèîìû 1 � 3, âû óâè-
äèòå, ÷òî (1.2.2), èëè (1.2.3), ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåéøèì âûáîðîì.

Íà êàðòèíêå 1.4 ïåðâîå è âòîðîå ñëàãàåìûå â (1.2.3) � ýòî äëèíû
îòðåçêîâ AB è CD ñîîòâåòñòâåííî.

Exercise 4. Äîêàæèòå, ÷òî ìèíèìóì â (1.2.1) è ìàêñèìóì â (1.2.2)
äåéñòâèòåëüíî äîñòèãàþòñÿ.

Hint. Èñïîëüçóéòå êîìïàêòíîñòü X è Y .

Exercise 5. Ïîäñ÷èòàéòå ðàññòîÿíèÿ: a) ìåæäó ãðàíèöåé êâàäðà-
òà ñî ñòîðîíîé 1 è åãî äèàãîíàëüþ; b) ìåæäó åäèíè÷íîé îêðóæíîñòüþ
è åäèíè÷íûì êðóãîì, îãðàíè÷åííûì ýòîé îêðóæíîñòüþ.

Answer. a) 1+
√

2
2 b) 1.

Theorem 1.1. Åñëè ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî M ïîëíî (ñîîòâ.
êîìïàêòíî), òî ïðîñòðàíñòâî K(M) òîæå ïîëíî (ñîîòâ. êîìïàêòíî).

2Çíàê � := �, êîòîðûé ìû èñïîëüçóåì çäåñü, ÷èòàåòñÿ "ðàâíî ïî îïðåäåëåíèþ".
Îí îçíà÷àåò, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèåì ëåâîé ÷àñòè.

Àíàëîãè÷íûé ñìûñë èìååò çíàê � =: �.
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Ðèñ. 1.4. Õàóñäîðôîâî ðàññòîÿíèå

Hint. Ïóñòü {Xn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïàêòíûõ íåïóñòûõ ïîä-
ìíîæåñòâ â M êîòîðàÿ îáðàçóåò ôóíäàìåíòàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
òî÷åê â K(M). Ðàññìîòðèì ñîâîêóïíîñòü X òàêèõ òî÷åê x ∈ M äëÿ
êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}, îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâàìè:
xn ∈ Xn è lim

n→∞
xn = x.

Äîêàæèòå ïîñëåäîâàòåëüíî, ÷òî X íåïóñòî, êîìïàêòíî è ÿâëÿåòñÿ
ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Xn} â K(M).

Â äîêàçàòåëüñòâå ïåðâîãî è òðåòüåãî óòâåðæäåíèé ïîëåçíà çàäà÷à 2
á), à â äîêàçàòåëüñòâå âòîðîãî � òåîðåìà îá ε-ñåòè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäàíî ñåìåéñòâî ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé {f1, f2, . . . , fk}
èç M â ñåáÿ. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå F : K(M) −→ K(M) ñ ïîìîùüþ
ôîðìóëû

(1.2.4) F (X) = f1(X) ∪ f2(X) ∪ · · · ∪ fk(X)

Theorem 1.2. Îòîáðàæåíèå F � ñæèìàþùåå. Ñëåäîâàòåëüíî, ñó-
ùåñòâóåò åäèíñòâåííîå íåïóñòîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî X ⊂ M ,
îáëàäàþùåå ñâîéñòâîì F (X) = X.

Definition 1.10. Ìíîæåñòâî X èç òåîðåìû 2 íàçûâàåòñÿ îäíîðîä-
íûì ñàìîïîäîáíûì ôðàêòàëüíûì ìíîæåñòâîì èëè, êîðî÷å, ñà-
ìîïîäîáíûì ôðàêòàëîì. Ñåìåéñòâî ôóíêöèé f1, . . . , fk îáû÷íî íà-
çûâàþò ïîðîæäàþùåé ñèñòåìîé ôóíêöèé (ï.ñ.ô. äëÿ êðàòêîñòè),
îïðåäåëÿþùåé ôðàêòàë X.

Èíîãäà èñïîëüçóåòñÿ áîëåå îáùåå îïðåäåëåíèå. À èìåííî, âìåñòî
(1.2.4) çàäàäèì îòîáðàæåíèå F ôîðìóëîé

(1.2.5) F (X) = f1(X)
⋃
f2(X)

⋃
· · ·
⋃
fk(X)

⋃
Y
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ãäå Y � ôèêñèðîâàííîå êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî â M . Íîâîå îòîáðà-
æåíèå F áóäåò òàêæå ñæèìàþùèì. Ýòî ëåãêî âûâåñòè èç ñëåäóþùåãî
ôàêòà

Exercise 6. Ïîêàæèòå, ÷òî �ïîñòîÿííîå� îòîáðàæåíèå fY , êîòîðîå
ïåðåâîäèò ëþáîå ìíîæåñòâî X ∈ K(M) â Y ∈ K(M), ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþ-
ùèì.

Çíà÷èò, äëÿ ëþáîãî X ∈ K(M) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Xn}n≥1, ãäå

Xn := Fn(X) := F (F (· · ·F (X0) · · · )

ñõîäèòñÿ â K(M) è å¼ ïðåäåë X∞ ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé äëÿ
ïðåîáðàçîâàíèÿ F â K(M).

Definition 1.11. Ìíîæåñòâî X∞, îïðåäåë¼ííîå âûøå, íàçûâàåòñÿ
íåîäíîðîäíûì ñàìîïîäîáíûì ôðàêòàëîì.

Òåïåðü ïîðà îò îáùèõ ñëîâ ïåðåéòè ê êîíêðåòíûì ïðèìåðàì.
1.Êàíòîðîâî ìíîæåñòâî C ⊂ [0, 1]. Â ýòîì ñëó÷àåM = [0, 1], f1(x) =

1
3x, f2(x) = x+2

3 . Ïîó÷èòåëüíî, êàê ìíîæåñòâî C, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ
íåïîäâèæíîé òî÷êîé äëÿ îòîáðàæåíèÿ F , ïðèáëèæàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòüþ ìíîæåñòâ {Cn}, îïðåäåë¼ííûõ ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì Cn+1 =
F (Cn).

Ïîëîæèì ñíà÷àëà C1 = [0, 1]; òîãäà

C2 = [0, 1/3]∪ [2/3, 1], C3 = [0, 1/9]∪ [2/9, 1/3]∪ [2/3, 7/9]∪ [8/9, 1]...

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Cn} � óáûâàþùàÿ: Cn+1 ⊂ Cn è ïðåäåëüíîå ìíî-
æåñòâî â ýòîì ñëó÷àå � ýòî ïðîñòî ïåðåñå÷åíèå C =

⋂
n≥1Cn. (Íàïîìíèì,

÷òî ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî ñåìåéñòâà íåïóñòûõ êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ êîì-
ïàêòíî è íåïóñòî.)

Òåïåðü ïîëîæèì C ′1 = {0, 1}. Òîãäà

C ′2 = {0, 1/3, 2/3, 1}, C ′3 = {0, 1/9, 2/9, 1/3, 2/3, 7/9, 8/9, 1}, . . .

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {C ′n} � âîçðàñòàþùàÿ: C ′n+1 ⊃ C ′n. Â ýòîì ñëó÷àå
ìû ìîãëè áû îæèäàòü, ÷òî ïðåäåë �ýòî îáúåäèíåíèå C ′∞ :=

⋃
n≥1C

′
n.

Îäíàêî, ýòî îáúåäèíåíèå íå çàìêíóòî, ñëåäîâàòåëüíî, íå ÿâëÿåòñÿ òî÷-
êîé K(M) è íå ìîæåò áûòü ïðåäåëîì {C ′n}. Íî ýòî ëåãêî ïîïðàâèòü:
îêàçûâàåòñÿ, ÷òî èñêîìûé ïðåäåë ÿâëÿåòñÿ çàìûêàíèåì C ′∞.

Íà ýòîì ïðèìåðå õîðîøî âèäíî îñíîâíîå ñâîéñòâî ñàìîïîäîáíûõ
ôðàêòàëîâ: åñëè ìû ðàññìàòðèâàåì êóñîê Êàíòîðîâà ìíîæåñòâà ïîä
ìèêðîñêîïîì, óâåëè÷èâàþùèì â 3n ðàç, ìû âèäèì â òî÷íîñòè òó æå
êàðòèíó, ÷òî è íåâîîðóæ¼ííûì ãëàçîì.

2. Iα-ôðàêòàë. Ïóñòü Y � îòðåçîê íà ïëîñêîñòè R2 çàäàííûé óñëî-
âèÿìè x = 0, −1 ≤ y ≤ 1. Âûáåðåì âåùåñòâåííîå ÷èñëî α ∈ (0, 1√

2
) è

îïðåäåëèì îòîáðàæåíèÿ

(1.2.6) f1(x, y) = (−αy, αx+ 1); f2(x, y) = (−αy, αx− 1).
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Íåîäíîðîäíûé ñàìîïîäîáíûé ôðàêòàë, îïðåäåëÿåìûé ýòèìè îòîáðàæå-
íèÿìè è ïîäìíîæåñòâîì Y , ïîêàçàí íà èëëþñòðàöèè 1.5.

Ðèñ. 1.5. Iα-ôðàêòàë äëÿ α = 0.5

Íàçâàíèå ýòîãî ôðàêòàëà ïðîèñõîäèò èç òîãî, ÷òî åãî ïåðâîå ïðè-
áëèæåíèå Y

⋃
f1(Y )

⋃
f2(Y ) äëÿ ìàëûõ α âûãëÿäèò êàê çàãëàâíàÿ ëà-

òèíñêàÿ áóêâà I.

Exercise 7. Âû÷èñëèòå
a) Äèàìåòð D ìíîæåñòâà Iα êàê ïîäìíîæåñòâà ìåòðè÷åñêîãî ïðî-

ñòðàíñòâà R2 (òî-åñòü íàèáîëüøåå âîçìîæíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè
Iα).

b) Ìàêñèìàëüíóþ âîçìîæíóþ äëèíó L íåñàìîïåðåñåêàþùåãîñÿ ïóòè
â Iα.

Answer. a) D = 2
√

1+α2

1−α2 ; b) L = 2
1−α .

3. Êîâ¼ð Ñåðïèíñêîãî S. Ïóñòü M = C � êîìïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü
ñ îáû÷íûì ðàññòîÿíèåì d(z1, z2) = |z1 − z2|.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ω := e
πi
3 êîðåíü øåñòîé ñòåïåíè èç 1. Îïðåäåëèì

f1(z) =
z

2
, f2(z) =

z + ω

2
, f3(z) =

z + 1
2

.

Definition 1.12. Ñàìîïîäîáíûé ôðàêòàë, îïðåäåë¼ííûé ñ ïîìîùüþ
{f1, f2, f3}, íàçûâàåòñÿ êîâðîì Ñåðïèíñêîãî.

Ýòî � îäèí èç äâóõ ãëàâíûõ ïðèìåðîâ, èçó÷àåìûõ â íàøåé êíèãå.
Åñòü òðè íàèáîëåå åñòåñòâåííûõ âûáîðà íà÷àëüíîãî ìíîæåñòâà, êîòî-
ðûå ìû îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî S1, S

′
1, S

′′
1 , . Êàê ñëåäóåò èç îáùåé

òåîðèè, ïðåäåë àïïðîêñèìèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå çàâèñèò îò
âûáîðà íà÷àëüíîãî ìíîæåñòâà. Íî ñàìè ïîñëåäîâàòåëü íîñòè âûãëÿäÿò
ïî-ðàçíîìó.
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Ñíà÷àëà âûáåðåì â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ìíîæåñòâà ñïëîøíîé òðå-
óãîëüíèê ñ âåðøèíàìè 0, ω, 1, êîòîðûé ìû îáîçíà÷èì S′′1 . Òîãäà ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü S′′n = Fn−1(S′′1 ) � óáûâàþùàÿ è åå ïðåäåëîì ÿâëÿåòñÿ ïå-
ðåñå÷åíèå S = limn→∞ S′′n =

⋃
S′′n, ñì. Ðèñ. 1.6.

Ðèñ. 1.6. Ïðèáëèæåíèå S′′6

Ñëåäóþùèé êàíäèäàò â íà÷àëüíîå ìíîæåñòâî � îáû÷íûé (ïóñòîé)
òðåóãîëüíèê S′0 ñ òåìè æå âåðøèíàìè 0, ω, 1. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
S′n = Fn−1(S′1) � âîçðàñòàþùàÿ è å¼ ïðåäåëîì ÿâëÿåòñÿ çàìûêàíèå S
îáúåäèíåíèÿ S′∞ =

⋂
n≥0 S

′
n.

Exercise 8. Ïóñòü Vn, En, Fn îçíà÷àþò ñîîòâåòñòâåííî ÷èñëî âåð-
øèí, ð¼áåð è ïóñòûõ òðåóãîëüíèêîâ â S′n. Ïîäñ÷èòàéòå Vn, En, Fn, äî-
êàçàâ ïðåäâàðèòåëüíî ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ

Vn+1 = 3Vn − 3, En+1 = 3En, Fn+1 = 3Fn + 1.

Íàêîíåö, ïðèìåì â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ìíîæåñòâà S1 òðè òî÷êè
0, ω, 1. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Sn = Fn−1(S1) � âîçðàñòàþùàÿ è ñî-
ñòîèò èç êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ. Â ýòîì ñëó÷àå, êàê è â ïðåäûäóùåì, ïðåäåë
S ÿâëÿåòñÿ çàìûêàíèåì îáúåäèíåíèÿ S∞ =

⋂
n≥0 Sn. Çàìåòèì, ÷òî ïî-

ñëåäíåå ìíîæåñòâî ñ÷¼òíî è ñîñòîèò èç âñåõ âåðøèí âî âñåõ ìíîæåñòâàõ
S′n, n ≥ 1.

Ìû áóäåì íàçûâàòü àïïðîêñèìàöèè {S′′n}, {S′n} è {Sn} ñîîòâåòñòâåí-
íî 2-ìåðíûìè, 1-ìåðíûìè è 0-ìåðíûìè. Äâóìåðíûå àïïðîêñèìàöèè ïðè-
áëèæàþò íàøå ìíîæåñòâî ñâåðõó, à îäíîìåðíûå è íóëüìåðíûå � ñíèçó.

Info B. Õàóñäîðôîâà ìåðà è õàóñäîðôîâà ðàçìåðíîñòü

Ìû îöåíèâàåì ðàçìåð êðèâîé ñ ïîìîùüþ å¼ äëèíû, ðàçìåð ïîâåðõ-
íîñòè ñ ïîìîùüþ å¼ ïëîùàäè, à ðàçìåð òð¼õìåðíîãî òåëà ñ ïîìîùüþ åãî
îáú¼ìà. À êàê èçìåðèòü âåëè÷èíó ôðàêòàëà?
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Ðèñ. 1.7. Ïðèáëèæåíèå S′6

Ðèñ. 1.8. Ïðèáëèæåíèå S6

Ðåøåíèå ýòîé ïðîáëåìû áûëî íàéäåíî â 1915 ãîäó íåìåöêèì ìàòåìà-
òèêîì Ô.Õàóñäîðôîì. Îí ïðåäëîæèë äëÿ êàæäîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà
p > 0 ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå p-ìåðíîé ìåðû.

Ïóñòü X � êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî â Rn ñ îáû÷íûì ðàññòîÿíèåì.
Òîãäà äëÿ êàæäîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ε-ñåòü äëÿ X. Äðóãèìè
ñëîâàìè, ìû ìîæåì ïîêðûòü X êîíå÷íûì ÷èñëîì øàðîâ ðàäèóñà ε. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç N(ε) íàèìåíüøåå ÷èñëî øàðîâ ðàäèóñà ε, êîòîðûìè ìîæíî
ïîêðûòü X. ßñíî, ÷òî N(ε) ðàñò¼ò ïðè óìåíüøåíèè ε è, êàê ïðàâèëî,
ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, êîãäà ε ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.
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Âîïðîñ: êàêîâà ñêîðîñòü ýòîãî ñòðåìëåíèÿ? Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðîñò
N(ε) èìååò ñòåïåííîé õàðàêòåð, à èìåííî, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë

(B.1) c = lim
ε→0

N(ε) · εp

Â ýòîì ñëó÷àå ìû ïèøåì N(ε) ∼= c · ε−p. Êîíñòàíòà c, âîçíèêàþùàÿ
çäåñü, íàçûâàåòñÿ p-ìåðíîé ìåðîé Õàóñäîðôà ìíîæåñòâà X è îáîçíà-
÷àåòñÿ µp(X).

Ìû íå áóäåì îáñóæäàòü çäåñü îáùåå ïîíÿòèå ìåðû. Äëÿ íàøèõ öåëåé
äîñòàòî÷íî çíàòü ÷òî ìåðà Õàóñäîðôà èìååò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1. Ìîíîòîííîñòü: åñëè X ⊂ Y , òî µp(X) ≤ µp(Y ).
2. Ïîëóàääèòèâíîñòü: åñëè X ⊂

⋃∞
k=1 Yk, òî

(B.2) µp(X) ≤
∞∑
k=1

µp(Yi).

3. Àääèòèâíîñòü: åñëè Xi, 1 ≤ i ≤ n, � êîìïàêòíûå ìíîæåñòâà è
µp (Xi

⋂
Xj) = ∅ äëÿ i 6= j, òî

(B.3) µp
( n⋃
i=1

Xi

)
=

n∑
i=1

µp(Xi).

4. Îäíîðîäíîñòü: åñëè X ⊂ Rn, òî äëÿ ëþáîãî λ ∈ R ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî

(B.4) µp(λ ·X) = |λ|p · µp(X).

Çäåñü λ ·X îçíà÷àåò ìíîæåñòâî, ïîëó÷åííîå èç X óìíîæåíèåì âñåõ åãî
òî÷åê íà λ.

Íà ñàìîì äåëå, ïåðâîå ñâîéñòâî ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì âòîðîãî,
íî ìû ïðåäïî÷ëè ôîðìóëèðîâàòü åãî îòäåëüíî, ââèäó åãî ïðîñòîòû è
âàæíîñòè.

Åñëè p-ìåðíàÿ ìåðà ìíîæåñòâà X êîíå÷íà, ìû ãîâîðèì, ÷òî X èìååò
õàóñäîðôîâó ðàçìåðíîñòü ≤ p.

Åñëè ýòà ìåðà ïîëîæèòåëüíà, ìû ãîâîðèì, ÷òî X èìååò õàóñäîðôîâó
ðàçìåðíîñòü p.

Exercise 9. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè X èìååò õàóñäîðôîâó ðàçìåðíîñòü
d, òî ïðåäåë (B.1) ðàâåí 0 äëÿ p > d è áåñêîíå÷íîñòè äëÿ p < d.

Remark 1. Èìååòñÿ ìíîãî âàðèàíòîâ îïðåäåëåíèÿ p-ìåðíîé ìåðû è
ñîîòâåòñòâóþùåé ðàçìåðíîñòè. Íàïðèìåð, âìåñòî øàðîâ ðàäèóñà ε ìîæ-
íî èñïîëüçîâàòü ëþáûå ìíîæåñòâà äèàìåòðà ε, èëè, â ñëó÷àå M = Rn,
n-ìåðíûå êóáû ñî ñòîðîíîé ε.

Ìîæíî òàêæå ðàññìàòðèâàòü ïîêðûòèÿ X ïîäìíîæåñòâàìè Xk ðàç-

íûõ ðàçìåðîâ εk ≤ ε è âìåñòî N(ε) èññëåäîâàòü âåëè÷èíó p

√∑
k ε

p
k.

Ýòè ïîäõîäû ìîãóò íà ïðàêòèêå ïðèâîäèòü ê ðàçëè÷íûì çíà÷åíèÿì
p-ìåðíîé ìåðû, íî äëÿ �ïðèëè÷íûõ� ìíîæåñòâ, âêëþ÷àÿ ñàìîïîäîáíûå
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ôðàêòàëû, äàþò ýêâèâàëåíòíûå îïðåäåëåíèÿ õàóñäîðôîâîé ðàçìåðíî-
ñòè.

♥
Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ íåëåãêî äîêàçàòü, ÷òî ïðåäåë (B.1) ñóùåñòâóåò è

åù¼ òðóäíåå âû÷èñëèòü ýòîò ïðåäåë. Íî ÷àñòî âûïîëíÿåòñÿ áîëåå ñëàáîå
óñëîâèå, êîòîðîå ëåã÷å ïðîâåðèòü:

N(ε) = O∗(ε−p),

òî-åñòü 0 < c · ε−p ≤N(ε) ≤ C · ε−p <∞ äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî ε

(B.5)

Â ýòîì ñëó÷àå ìû òàêæå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîæåñòâî X èìååò õàóñäîð-
ôîâó ðàçìåðíîñòü p. Êîíñòàíòû c è C â B.5 äàþò íèæíþþ è âåðõíþþ
îöåíêó äëÿ ìåðû µp(X), åñëè ýòà ìåðà îïðåäåëåíà.

Exercise 10. Ïîêàæèòå, ÷òî õàóñäîðôîâà ðàçìåðíîñòü ìíîæåñòâà
X, åëè îíà ñóùåñòâóåò, ìîæåò áûòü çàäàíà ôîðìóëîé

(B.6) dH(X) = − lim
ε↘0

log N(ε)
log ε

.

Exercise 11. Ïîêàæèòå, ÷òî õàóñäîðôîâà ðàçìåðíîñòü îòðåçêà âå-
ùåñòâåííîé îñè ðàâíà 1, ðàçìåðíîñòü êâàäðàòà íà ïëîñêîñòè ðàâíà 2, à
ðàçìåðíîñòü êóáà â ïðîñòðàíñòâå ðàâíà 3.

Òàêèì îáðàçîì, âî âñåõ ýòèõ ñëó÷àÿõ õàóñäîðôîâà ðàçìåðíîñòü ñîâ-
ïàäàåò ñ îáû÷íîé.3

Ïðèìåðû. Âû÷èñëèì õàóñäîðôîâó ðàçìåðíîñòü ñàìîïîäîáíûõ ôðàê-
òàëîâ, îïðåäåë¼ííûõ âûøå. Âî âñåõ ýòèõ ñëó÷àÿõ ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî
íå òîëüêî õàóñäîðôîâà ðàçìåðíîñòü ñóùåñòâóåò, íî è ñîîòâåòñòâóþùàÿ
õàóñäîðôîâà ìåðà îïðåäåëåíà. Ýòîò ôàêò íå î÷åâèäåí, íî íàñòîé÷èâûé
÷èòàòåëü ìîæåò ïîïûòàòüñÿ äîêàçàòü åãî ñàìîñòîÿòåëüíî.

Ïîñëå ýòîãî ìû èñïîëüçóåì ïðîñòîå ñîîáðàæåíèå, êîòîðîå ïðîèëëþ-
ñòðèðóåì íà ïðèìåðàõ.

1. Êàíòîðîâî ìíîæåñòâî C. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî C èìååò õàóñäîðôîâó
ðàçìåðíîñòü d è èìååò êîíå÷íóþ íåíóëåâóþ d-ìåðó µd(C).

Äàëåå, C ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé, ïîäîáíûõ ñàìîìó ìíîæåñòâó C
ñ êîýôôèöèåíòîì 1

3 . Èç îäíîðîäíîñòè d-ìåðû ñëåäóåò, ÷òî êàæäàÿ èç

ýòèõ ÷àñòåé èìååò d-ìåðó 1
3dµd(C). Òåïåðü èç àääèòèâíîñòè ìåðû ìû

3×òîáû ÷èòàòåëü îöåíèë ýòî ñ âèäó ïðîñòîå çàìå÷àíèå ïî äîñòîèíñòâó, ÿ çàìå÷ó,
÷òî òàê íàçûâàåìàÿ �îáû÷íàÿ ðàçìåðíîñòü� ñòðîãî îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî â ñïåöèàëü-
íûõ êóðñàõ òîïîëîãèè èëè (äëÿ î÷åíü ñïåöèàëüíûõ ìíîæåñòâ) â êóðñàõ ëèíåéíîé
àëãåáðû. Òàê ÷òî ïîäõîä Õàóñäîðôà ïîëåçåí íå òîëüêî äëÿ èçó÷åíèÿ ôðàêòàëîâ, íî
è â îáû÷íîé ìàòåìàòèêå.
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ïîëó÷àåì óðàâíåíèå 2 ·
(

1
3

)d = 1, èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî 3d = 2, èëè

d = log3 2 =
log 2
log 3

≈ 0.63093....

Çàìåòüòå, ÷òî â ýòîì ðàññóæäåíèè òî÷íîå çíà÷åíèå õàóñäîðôîâîé ìåðû
íå ó÷àñòâóåò. Âû ìîæåòå ïîïûòàòüñÿ íàéòè ýòî çíà÷åíèå, íî åãî ãåîìåò-
ðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ íå òàê íàãëÿäíà (è íå òàê âàæíà), êàê îáû÷-
íàÿ äëèíà, ïëîùàäü èëè îáú¼ì, ïîòîìó ÷òî íåò åñòåñòâåííîãî ýòàëîíà
d-ìåðíîãî ìíîæåñòâà, òàêîãî, êàê åäèíè÷íûé îòðåçîê, êâàäðàò èëè êóá.

2. I-ôðàêòàë Iα. ×òîáû âû÷èñëèòü èìååò õàóñäîðôîâó ðàçìåðíîñòü
Iα, ìû èñïîëüçóåì òó æå ñõåìó. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà
d ìû èìååì 0 < µd(Iα) <∞. Íàïîìíèì ðàçëîæåíèå

Iα = f1(Iα)
⋃
f2(Iα)

⋃
Y.

Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâà f1(Iα) è f2(Iα) ïîäîáíû Iα ñ êîýôôèöèåíòîì α,
ìû ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ µd(Iα) = 2αdµd(Iα) + µd(Y ).

Çàìåòèì, ÷òî 1 ≤ d ≤ 2, ïîñêîëüêó Iα ñîäåðæèò îòðåçîê Y õàóñäîð-
ôîâîé ðàçìåðíîñòè 1 è ñîäåðæèòñÿ â êâàäðàòå õàóñäîðôîâîé ðàçìåð-
íîñòè 2. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî d > 1. Òîãäà, ñîãëàñíî çàäà÷å 9,
µd(Y ) = 0; ïîýòîìó ìû ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ 2 · αd = 1 è ïîëó÷àåì

(B.7) d = logα
1
2

= − log 2
logα

Ïðàâàÿ ÷àñòü B.7 óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó 1 ≤ d ≤ 2 â òî÷íîñòè
êîãäà α ∈ [12 ,

1√
2
] (ñð. îïðåäåëåíèå Iα).

Exercise 12. Äîêàæèòå, ÷òî (B.7) äà¼ò ïðàâèëüíîå çíà÷åíèå õàó-
ñäîðôîâîé ðàçìåðíîñòè Iα, êîãäà α ∈ (1

2 ,
1√
2
).

Ìû îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ ðàçîáðàòü ñàìîñòîÿòåëüíî ñëó÷àè α = 1
2 , α =

1√
2
è α /∈ [12 ,

1√
2
].

♦



Ãëàâà 2

Îïåðàòîð Ëàïëàñà íà êîâðå Ñåðïèíñêîãî

Ìîùíûì ìàòåìàòè÷åñêèì ìåòîäîì èçó÷åíèÿ äàííîãî ìíîæåñòâà X
ÿâëÿåòñÿ ðàññìîòðåíèå ïðîñòðàíñòâ ôóíêöèé íà ýòîì ìíîæåñòâå.

Íàïðèìåð, åñëè X � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, ïîëåçíî ââåñòè ëèíåéíîå
ïðîñòðàíñòâî âñåõ âåùåñòâåííûõ èëè êîìïëåêñíûõ ôóíêöèé íà X; åñëè
X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ìîæíî èçó÷àòü ïðîñòðàíñòâî íåïðå-
ðûâíûõ ôóíêöèé íà X, åñëè X � îáëàñòü â Rn èëè, áîëåå îáùî, ãëàä-
êîå ìíîãîîáðàçèå, òî óìåñòíî ðàññìîòðåíèå âñåõ ãëàäêèõ ôóíêöèé íà
X; åñëè X � ìíîãîîáðàçèå, íà êîòîðîì äåéñòâóåò ãðóïïà G, òî îñîáûé
èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ôóíêöèè, êîòîðûå èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî G
èëè ïðåîáðàçóþòñÿ èçâåñòíûì îáðàçîì. Ýòîò ïîñëåäíèé ñëó÷àé ïîäðîá-
íî èçó÷àåòñÿ â òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé.

Åñëè M � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, òî íà íåì ÷àñòî îïðåäåëåíû åñòå-
ñòâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû è òîãäà ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ
èçó÷åíèå ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé òàêèõ îïåðàòîðîâ. Ðåçóëüòàòû òàêîãî
èçó÷åíèÿ øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ.

Â ïîñëåäíèå ïîë-ñòîëåòèÿ âîçíèêëî íîâîå îáøèðíîå ìàòåìàòè÷åñêîå
íàïðàâëåíèå: òàê íàçûâàåìàÿ ñïåêòðàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ. Ãëàâíûé îáú-
åêò ýòîãî íàïðàâëåíèÿ � èçó÷åíèå ñïåêòðîâ åñòåñòâåííûõ (òî-åñòü ãåî-
ìåòðè÷åñêè îïðåäåë¼ííûõ) äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ.

Ñàìîé èçâåñòíîé ïóáëèêàöèåé ñïåêòðàëüíîé ãåîìåòðèè ñòàëà ñòàòüÿ
Ìàðêà Êàöà "Ìîæíî ëè óñëûøàòü ôîðìó áàðàáàíà"? Ýòîò âîïðîñ íà
ñòðîãèé ìàòåìàòè÷åñêèé ÿçûê ïåðåâîäèòñÿ òàê:

ìîæíî ëè âîññòàíîâèòü ôîðìó ïëîñêîé îáëàñòè, åñëè èçâåñòåí
ñïåêòð îïåðàòîðà Ëàïëàñà íà íåé?

Â ïîñëåäíèå 30 ëåò ñïåêòðàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ âêëþ÷àåò â ñåáÿ àíàëèç
íà ôðàêòàëüíûõ ìíîæåñòâàõ. Ìû îòñûëàåì ÷èòàòåëÿ ê ïðåêðàñíûì îá-
çîðàì [Str99, TAV00] è îðèãèíàëüíûì ñòàòüÿì [Str00,MT95, Ram84] ïî
ïîâîäó äåòàëåé. Â ýòîé êíèãå ìû òîëüêî êðàòêî êîñíåìñÿ ýòîé òåîðèè è
ñîñðåäîòî÷èìñÿ íà èçó÷åíèè ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé, òî-åñòü ñîáñòâåí-
íûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà Ëàïëàñà, îòâå÷àþùèõ íóëåâîìó ñîáñòâåííîìó
çíà÷åíèþ.

Info C. Îïåðàòîð Ëàïëàñà è ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè

C.1. Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïðåäïîëàãàåì îò ÷èòàòåëÿ çíàêîìñòâî ñ
ýëåìåíòàìè äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè íà ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ

27
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(äîñòàòî÷íî, íàïðèìåð, çíàíèå òåîðèè äâóìåðíûõ ïîâåðõíîñòåé â òðåõ-
ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.) Ôîðìàëüíî, ñîäåðæàíèå ýòîãî ðàçäåëà íå èñïîëü-
çóåòñÿ â äàëüíåéøåì, íî îíî äà¼ò ìîòèâèðîâêó äëÿ èçó÷åíèÿ îïåðàòîðà
Ëàïëàñà è ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé íà ôðàêòàëàõ.

Îäèí èç ñàìûõ èçâåñòíûõ, åñëè íå ñàìûé èçâåñòíûé, äèôôåðåíöè-
àëüíûé îïåðàòîð � ýòî îïåðàòîð Ëàïëàñà ∆ íà Rn, îïðåäåë¼ííûé ôîð-
ìóëîé

(C.1) ∆ f =

(
n∑
k=1

(
∂

∂ xk

)2
)
f.

Çàìå÷àòåëüíûì ñâîéñòâîì ýòîãî îïåðàòîðà ÿâëÿåòñÿ åãî èíâàðèàíò-
íîñòü îòíîñèòåëüíî ãðóïïû En âñåõ äâèæåíèé Rn.1

ïåðàòîð âòîðîãî ïîðÿäêà ñ òàêèìè ñâîéñòâàìè ìîæíî îïðåäåëèòü íà
ëþáîì ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè M . Ïóñòü x1, x2, . . . , xn � ëîêàëüíàÿ
ñèñòåìà êîîðäèíàò íàM ; äëÿ êðàòêîñòè ÷åðåç ∂k ìû îáîçíà÷èì îïåðàòîð
∂
∂xk âçÿòèÿ ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé2 ïî ïåðåìåííîé xk.

Êàñàòåëüíûé âåêòîð ê ìíîãîîáðàçèþM â êàêîé-íèáóäü òî÷êå x ∈M ,
ïîêðûâàåìîé âûáðàííîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò, èìååò âèä

(C.2) ~v =
n∑
k=1

vk∂k

ãäå {vk} � êîîðäèíàòû âåêòîða ~v.
Âåêòîðíîå ïîëå â îáëàñòè, ïîêðûâàåìîé ñèñòåìîé, èìååò òîò æå âèä

(C.2), íî òåïåðü {vk} óæå íå ÷èñëà, à ôóíêöèè îò êîîðäèíàò x1, x2, . . . , xn

òî÷êè x.
Ïóñòü g = gi,j(x) � êîîðäèíàòû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà íà M , îáðàçó-

þùèå âåùåñòâåííóþ ñèììåòðè÷åñêóþ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííóþ ìàò-
ðèöó ïîðÿäêà n = dimM . Äëèíà êàñàòåëüíîãî âåêòîða v = {vk} â òî÷êå
x0 ∈M ñ êîîðäèíàòàìè x1

0, x
2
0, . . . , x

n
0 îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

|v|2 =
∑
i,j

gi,j(x0)vivj .

Êàê èçâåñòíî, ýòî âûðàæåíèå äà¼ò îäíî è òî æå çíà÷åíèå äëÿ |v| ïðè
ëþáîì âûáîðå ëîêàëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ìàòðèöó, îáðàòíóþ ê ||gi,j || è îáîçíà÷èì å¼ ||gi,j ||.
Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ýòîé ìàòðèöû � ýòî êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà â òàê
íàçûâàåìîì êîêàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå, äâîéñòâåííîì ê êàñàòåëü-
íîìó ïðîñòðàíñòâó. Ìîæíî òàêæå èíòåðïðåòèðîâàòü ||gi,j || êàê ìàòðèöó

1È äàæå îòíîñèòåëüíî ãðóïïû âñåõ èçîìåòðèé Rn, âêëþ÷àþùåé äâèæåíèÿ è
îòðàæåíèÿ.

2Ïî òðàäèöèè, â äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè êîîðäèíàòû îáû÷íî ñíàáæàþòñÿ
âåðõíèìè, à äèôôåðåíöèðîâàíèÿ � íèæíèìè èíäåêñàìè. Ïîäðîáíåå î òîì, ïî÷åìó
ýòî óäîáíî è âàæíî, áóäåò ñêàçàíî íèæå.
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ñèììåòðè÷íîãî3 ëèíåéíîãî îïåðàòîðà ǧ èç êîêàñàòåëüíîãî â êàñàòåëüíîå
ïðîñòðàíñòâî.

Äèôôåðåíöèàë ãëàäêîé ôóíêöèè f íà M ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì êîâåê-
òîðíûì ïîëåì. Â êàæäîé ëîêàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò îí èìååò âèä

(C.3) df(x) =
n∑
k=1

∂kfdx
k.

Èñïîëüçóÿ îïåðàòîð ǧ ìû ìîæåì �ïîäíÿòü èíäåêñ"è ïðåîáðàçîâàòü êî-
âåêòîðíîå ïîëå df â âåêòîðíîå ïîëå v ñ êîîðäèíàòàìè

(C.4) ∗vk(x) :=
n∑
j=1

gk,j(x) (∂jf) (x)

Ýòî âåêòîðíîå ïîëå íàçûâàåòñÿ ãðàäèåíòîì ôóíêöèè f è îáîçíà÷àåòñÿ
grad f . Òàêèì îáðàçîì,

grad f =
n∑
k=1

(grad f)k∂k =
n∑
j=1

gk,j∂jf∂k.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íà ïðîñòðàíñòâå âåêòîðíûõ ïîëåé íà ðèìàíîâîì ìíî-
ãîîáðàçèè M îïðåäåëåíà åñòåñòâåííàÿ îïåðàöèÿ äèâåðãåíöèÿ, êîòîðàÿ
ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå âåêòîðíîìó ïîëþ v ôóíêöèþ div v. Ýòà îïåðàöèÿ
âûãëÿäèò îñîáåííî ïðîñòî, åñëè âûáðàòü ëîêàëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò
òàê, ÷òî det ||gi,j(x)|| ≡ 1 (òàêèå ñèñòåìû íàçûâàþò óíèìîäóëÿðíû-
ìè; èçâåñòíî, ÷òî ëþáóþ ñèñòåìó ìîæíî ñäåëàòü óíèìîäóëÿðíîé, èçìå-
íèâ îäíó êîîðäèíàòó.) Â óíèìîäóëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò äèâåðãåíöèÿ
îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

(C.5) ∗div v =
∑
k

∂kv
k.

Íàêîíåö, ìû ôîðìóëèðóåì ãëàâíîå â ýòîì ðàçäåëå

Definition C.1. Îïåðàòîð Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè ∆ íà ðèìàíîâîì
ìíîãîîáðàçèè M çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé:

(C.6) ∗∆ f = div grad f.

Â êàæäîé òî÷êå ìíîãîîáðàçèÿ îïåðàòîð Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè ìîæåò
áûòü çàïèñàí â ïðîñòåéøåì âèäå C.1 çà ñ÷¼ò âûáîðà ïîäõîäÿùåé ëîêàëü-
íîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Îäíàêî, òàêîå âûðàæåíèå â öåëîé îêðåñòíîñòè
äàííîé òî÷êè, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâîçìîæíî. Ïðåïÿòñòâèåì ñëóæèò êðè-
âèçíà ìåòðèêè íà M .

3Òî-åñòü ñîâïàäàþùåãî ñî ñâîèì äâîéñòâåííûì; äëÿ ïîíèìàíèÿ ýòîãî óòâåðæäå-
íèÿ îñâåæèòå ñâîè çíàíèÿ ëèíåéíîé àëãåáðû, èëè ïðîñòî ÷èòàéòå äàëüøå.
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Ñóùåñòâóåò äðóãîå, áîëåå ãåîìåòðè÷åñêîå îïðåäåëåíèå îïåðàòîðà Ëàïëàñà-
Áåëüòðàìè. Ðàññìîòðèì ε-îêðåñòíîñòü Uε(x0) òî÷êè x0. Èíòåãðàë ôóíê-
öèè f ïî ýòîé îêðåñòíîñòè ïðè ε → 0 äîïóñêàåò ñëåäóþùåå àñèìïòîòè-
÷åñêîå âûðàæåíèå

(C.7)

∫
Uε(x0)

f(x)dnx = anε
n · f(x0) + bnε

n+2 · (∆ f)(x0) + o(εn+2)

ãäå n � ðàçìåðíîñòü ìíîãîîáðàçèÿ, an = πn/2

Γ(1+n
2
) � îáú¼ì åäèíè÷íîãî øàðà

â Rn, à bn = n
n+2an. Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì îïðåäåëèòü çíà÷åíèå

(∆ f)(x0) êàê ïðåäåë

(C.8) (∆ f)(x0) = lim
ε→0

1
bnεn+2

∫
Uε(x0)

(
f(x)− f(x0)

)
dnx

êîòîðûé çàâåäîìî ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáîé ôóíêöèè ñ íåïðåðûâíûìè âòî-
ðûìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè.

Definition C.2. Ôóíêöèÿ f íà ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè, óäîâëåòâî-
ðÿþùàÿ óðàâíåíèþ ∆ f = 0 íàçûâàåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé.

Èçâåñòíî, ÷òî íà êàæäîì ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè ïîñòîÿííîé êðè-
âèçíû (íàïðèìåð, íà åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rn, íà ñôåðå Sn èëè íà
ïðîñòðàíñòâå Ëîáà÷åâñêîãî Hn) ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè õàðàêòåðèçó-
þòñÿ ñâîéñòâîì:

1
vol(Uε(x0))

∫
Uε(x0)

f(x)dnx = f(x0),

òî-åñòü, ñðåäíåå ïî ëþáîé ñôåðè÷åñêîé îêðåñòíîñòè ðàâíî çíà÷åíèþ â
öåíòðå. Ýòî ñâîéñòâî èìååò î÷åíü âàæíîå ñëåäñòâèå.

Theorem C.1 (Ïðèíöèï ìàêñèìóìà). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî M � ñâÿç-
íîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå ñ ãðàíèöåé. Òîãäà ëþáàÿ íåïîñòîÿííàÿ ãàð-
ìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ íà M ìîæåò äîñòèãàòü ìàêñèìóìà òîëüêî íà
ãðàíèöå ∂M .

Èçâåñòíî òàêæå, ÷òî åñëèM êîìïàêòíî, èìååò ãëàäêóþ ãðàíèöó ∂M
è ϕ � ëþáàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà ∂M , òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ
ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f íà M , äëÿ êîòîðîé f |∂M = ϕ.

Áîëåå òîãî, äëÿ êàæäîé òî÷êè m ∈ M ñóùåñòâóåò âåðîÿòíîñòíàÿ
ìåðà µm íà ∂M òàêàÿ, ÷òî f(m) =

∫
∂M ϕ(x)dµ(x). Ýòà ìåðà íàçûâàåòñÿ

ìåðîé Ïóàññîíà è çàäà¼òñÿ ãëàäêîé ïëîòíîñòüþ íà ìíîãîîáðàçèè ∂M .
Èìååòñÿ êðàñèâàÿ è ïðîñòàÿ ôèçè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ãàðìîíè÷å-

ñêèõ ôóíêöèé (êàê ðàâíîâåñíûõ ðàñïðåäåëåíèé òåïëà) è âåðîÿòíîñòíàÿ
èíòåðïðåòàöèÿ ìåðû Ïóàññîíà µm(A) (êàê âåðîÿòíîñòè âûõîäà íà ãðà-
íèöó â äàííîé îáëàñòè A ⊆ ∂M ïðè ñëó÷àéíîì áëóæäàíèè ïî M ñ
íà÷àëüíîé òî÷êîé m ∈M .
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C.2. Âîçìîæåí ÷èñòî àëãåáðàè÷åñêèé ïîäõîä ê îïðåäåëåíèÿ îïåðà-
òîðà Ëàïëàñà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà âåùåñòâåííîì ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå V çàäà-
íû äâå êâàäðàòè÷íûå ôîðìû Q0 è Q1. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî Q0 ïî-
ëîæèòåëüíà: Q0(v) > 0 äëÿ âñåõ v 6= 0, à Q1 � íåîòðèöàòåëüíà: Q0(v) ≥ 0
.

Òîãäà ìû ìîæåì ââåñòè â V ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

(C.9) (v1, v2) :=
Q0(v1 + v2)−Q0(v1)−Q0(v2)

2

Åñëè V áåñêîíå÷íîìåðíî, ìû ïðåäïîëîæèì äîïîëíèòåëüíî, ÷òî îíî ïîë-
íî îòíîñèòåëüíî íîðìû ||v||2 := (v, v) = Q0(v). Òàêèì îáðàçîì, V � âå-
ùåñòâåííîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî. Íà ñàìîì äåëå, óñëîâèå ïîëíîòû
ëåãêî âûïîëíèòü: äîñòàòî÷íî çàìåíèòü V åãî ïîïîëíåíèåì V îòíîñè-
òåëüíî ââåäåííîé íîðìû.

Äðóãàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà Q1 îïðåäåëåíà òîëüêî íà ïëîòíîì ïîä-
ïðîñòðàíñòâå V ⊂ V . Èç òåîðèè îïåðàòîðîâ â ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ ìû çíàåì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâî

Proposition C.1. Ñóùåñòâóåò ñèììåòðè÷íûé íåîòðèöàòåëüíûé
îïåðàòîð A â V , òàêîé ÷òî

Q1(v) = (Av, v) äëÿ âñåõ v ∈ Dom(A) ⊃ V1.

Remark 2. Èíîãäà A íàçûâàþò îòíîøåíèåì êâàäðàòè÷íûõ ôîðì Q1

è Q0. Â ñàìîì äåëå, ëþáàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà Q îïðåäåëÿåò ñèììåò-
ðè÷íóþ áèëèíåéíóþ ôîðìó BQ : V × V → V ïî ôîðìóëå:

(C.10) BQ(v1, v2) :=
Q(v1 + v2)−Q(v1)−Q(v2)

2

Âñÿêàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà B, â ñâîþ î÷åðåäü, ìîæåò ðàññìàòðèâàòü-

ñÿ êàê îòîáðàæåíèå B̃ : V → V ∗. À èìåííî, âåêòîðó v ∈ V ñòàâèòñÿ â
ñîîòâåòñòâèå ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë f ∈ V ∗ ïî ôîðìóëå

(C.11) f(w) = Q̃(v, w).

Òàêèì îáðàçîì, èç äâóõ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì ìû ïîëó÷àåì äâà ëè-

íåéíûõ îïåðàòîðà èç V â V ∗: B̃Q0 è B̃Q1

Ìû ïðåäîñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ óáåäèòüñÿ, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûé îïå-

ðàòîð A ìîæíî çàïèñàòü êàê îòíîøåíèå A = B̃Q0

−1
◦ B̃Q1 .

♥
Â ñëó÷àå, êîãäà V êîíå÷íîìåðíî, ìû ìîæåì ïðèìåíèòü ñòàíäàðòíóþ

òåîðåìó àíàëèçà îá óñëîâíîì ýêñòðåìóìå ê çàäà÷å îòûñêàíèÿ ýêñòðå-
ìóìîâ ôîðìû Q1 íà ìíîæåñòâå, îïðåäåëÿåìîì óñëîâèåì Q0(v) = 1. Â
êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà ìû ïîëó÷àåì
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Corollary. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû îïåðà-
òîðà A ÿâëÿþòñÿ â òî÷íîñòè êðèòè÷åñêèìè çíà÷åíèÿìè è êðèòè÷å-
ñêèìè òî÷êàìè ôóíêöèè Q1(v) íà ñôåðå4 Q0(v) = 1.

Â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîìåðíîãî V àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò òàêæå èìååò
ìåñòî ïðè äîïîëíèòåëüíîì îãðàíè÷åíèè: ñôåðà Q0(v) = 1 êîìïàêòíà â
òîïîëîãèè, îïðåäåëÿåìîé ôîðìîé Q1.

C.3. Ïðèìåíèì îáùóþ ñõåìó, îïèñàííóþ âûøå, â ñëåäóþùåé ñèòóà-
öèè. ÏóñòüM � ãëàäêîå êîìïàêòíîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå ñ ãðàíèöåé.
Âîçüì¼ì â êà÷åñòâå V ïðîñòðàíñòâî ãëàäêèõ ôóíêöèè íà M , óäîâëåòâî-
ðÿþùèõ íåêîòîðîìó ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ � ñì. íèæå.

Íà V èìåþòñÿ äâå êâàäðàòè÷íûå ôîðìû:

(C.12) Q0(v) =
∫
M
v2(m) dm è Q1(v) =

∫
M
|grad v|2dm

ãäå ìåðà m íà M è ñêàëÿðíûé êâàäðàò |grad v|2 îïðåäåëÿþòñÿ ìåòðè÷å-
ñêèì òåíçîðîì.

Ñîãëàñíî îáùåé ñõåìå, ñóùåñòâóåò îïåðàòîð A íà V = L2(M, dm)
òàêîé, ÷òî

(C.13)

∫
M

(grad v1, grad v2)dm =
∫
M
Av1(m) · v2(m) dm.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðÿìîå âû÷èñëåíèå ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Ñòîêñà äà¼ò
äëÿ èíòåãðàëà â ëåâîé ÷àñòè âûðàæåíèå

(C.14)

∫
∂M

v1∂νv2 dn−
∫
M

∆ v1(m) · v2(m) dm

ãäå ∂ν � ïðîèçâîäíàÿ â íàïðàâëåíèè âíóòðåííåé íîðìàëè ê ãðàíèöå, à
dn � ìåðà íà ãðàíèöå ∂M , ðàññìàòðèâàåìîé êàê ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå
ñ ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì, íàñëåäóåìûì îò M .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ âûáðàíû òàê, ÷òî èíòåãðàë ïî

ãðàíèöå îáðàùàåòñÿ â íóëü. Òîãäà îïåðàòîð A = B̃Q0

−1
◦ B̃Q1 ñîâïàäàåò

ñ îïåðàòîðîì −∆.
Äâà ÷àñòíûõ ñëó÷àÿ ýòîé ñèòóàöèè õîðîøî èçâåñòíû: çàäà÷à Äè-

ðèõëå êîãäà ãðàíè÷íîå óñëîâèå èìååò âèä

(C.15) v
∣∣
∂M

= 0

è çàäà÷à Íåéìàíà ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì

(C.16) ∂νv
∣∣
∂M

= 0

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ èíòåãðàë ïî ãðàíèöå îáðàùàåòñÿ â íóëü è îïåðàòîð −∆
ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíûì ñàìîñîïðÿæ¼ííûì îïåðàòîðîì â L2(M, dm).

4Ýêâèâàëåíòíàÿ ôîðìóëèðîâêà: Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû
îïåðàòîðà A � ýòî â òî÷íîñòè êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ è êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèè

Q(v) := Q1(v)
Q0(v)

íà V \{0}.
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Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ Dom(∆) ñîñòîèò èç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóå-
ìûõ ôóíêöèé v íà M , óäîâëåòâîðÿþùèõ ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ è òàêèõ,
÷òî ∆v ∈ L2(M, dm) â ñìûñëå îáîáù¼ííûõ ôóíêöèé.

Îïèñàííàÿ çäåñü ñâÿçü îïåðàòîðà ∆ ñ âàðèàöèîííûìè çàäà÷àìè äà-
¼ò çàìå÷àòåëüíîå ôèçè÷åñêîå èñòîëêîâàíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîá-
ñòâåííûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè. À èìåííî, ìíîãîîá-
ðàçèå M ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê óïðóãàÿ ìåìáðàíà â Rn+1. Ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ îïðåäåëÿþò ÷àñòîòó ìàëûõ êîëåáàíèé ýòîé ìåìáðàíû, à ñîá-
ñòâåííûå ôóíêöèè � ôîðìó ýòèõ êîëåáàíèé.

Âîïðîñ: �êàêèì ìîæåò áûòü ñïåêòð îïåðàòîðà Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè
íà êîìïàêòíîì ãëàäêîì ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè?� ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç
îñíîâíûõ â ñïåêòðàëüíîé ãåîìåòðèè. Ïîñêîëüêó ôðàêòàëû èãðàþò âñ¼
á�oëüøóþ ðoëü â ñîâðåìåííûõ èññëåäîâàíèÿõ, â ïîñëåäíèå ãîäû ñòàëî
ïîïóëÿðíûì èçó÷åíèå àíàëîãîâ îïåðàòîðà Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè íà ôðàê-
òàëàõ Ìû îòñûëàåì ÷èòàòåëÿ ê îáçîðàì [TAV00,Str99] è îðèãèíàëüíûì
ñòàòüÿì, êîòîðûå òàì óêàçàíû.

♦

2.1. Îïåðàòîð Ëàïëàñà íà SN
Â ïåðâîíà÷àëüíîì âàðèàíòå ýòîé êíèãè ÿ ïîïûòàëñÿ ïðèâåñòè òî÷-

íîå îïðåäåëåíèå îïåðàòîð Ëàïëàñà íà Sn è S, à òàêæå îïèñàòü ïîäðîá-
íî èõ ñïåêòð. Ïîòîì ÿ îáíàðóæèë, ÷òî ýòà ïðîãðàììà óæå ðåàëèçîâà-
íà íåçàâèñèìî íåñêîëüêèìè ôèçèêàìè è ìàòåìàòèêàìè (ñì., íàïðèìåð,
[Ram84,FS92,LMHC97]). Ïî ýòîé ïðè÷èíå ÿ ðåøèë íå ïîâòîðÿòü åù¼ ðàç
îäíè è òå æå ðåçóëüòàòû, à ñîñðåäîòî÷èòüñÿ íà äðóãèõ, ìåíåå èçâåñòíûõ
çàäà÷àõ. Òàêèì îáðàçîì, çäåñü ÿ îãðàíè÷èâàþñü êðàòêèì îïèñàíèåì äî-
âîëüíî èíòåðåñíîé òåõíèêè, èñïîëüçóåìîé ïðè èçó÷åíèè ñïåêòðà.

×òîáû îïðåäåëèòü àíàëîã îïåðàòîðà Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè íà êîâðå
Ñåðïèíñêîãî S, ìû ðàññìîòðèì ñíà÷àëà åãî êîíå÷íîå ïðèáëèæåíèå SN .
Ïîïðîáóåì ñëåäîâàòü îïèñàííîé âûøå ñõåìå. Ïóñòü Sn îçíà÷àåò n-îå
íóëüìåðíîå ïðèáëèæåíèå ê S. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Vn ëèíåéíîå ïðîñòðàí-
ñòâî âñåõ âåùåñòâåííûõ ôóíêöèé íà Sn. Ïîñêîëüêó Sn ñîñòîèò èç 3n+3

2

òî÷åê, ðàçìåðíîñòü Vn ðàâíà dn = 3n+3
2 .

Îïðåäåëèì íà Vn äâå êâàäðàòè÷íûå ôîðìû:

(2.1.1) Q0(v) =
∑
s∈Sn

v(s)2; Q1(v) =
∑
s′↔s′′

(
(v(s′)− v(s′′)

)2
ãäå ïåðâàÿ ñóììà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà âñå òî÷êè Sn, à âòîðàÿ � íà âñå
ïàðû ñîñåäíèõ òî÷åê.

ßñíî, ÷òî ýòè êâàäðàòè÷íûå ôîðìû ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûìè àíàëîãàìè
ôîðì, îïðåäåë¼ííûõ â (C2), Èíôî Ñ. Êàê è â ñëó÷àå îáû÷íîãî îïåðà-
òîðà Ëàïëàñà, ìû èñïîëüçóåì ôîðìó Q0 äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñêàëÿðíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ â Vn:

(f1, f2) =
∑
s∈Sn

f1(s)f2(s).
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Òîãäà âòîðàÿ ôîðìà ìîæåò áûòü çàïèñàíà êàê

(2.1.2) Q1(f) = (∆nf, f) ãäå
(
∆nf

)
(s) = k(s)f(s)−

∑
s′↔s

f(s′).

Çäåñü k(s) îçíà÷àåò ÷èñëî òî÷åê, ñîñåäíèõ ñ s, òî-åñòü, k(s) = 4 äëÿ
âíóòðåííèõ òî÷åê è k(s) = 2 äëÿ òî÷åê ãðàíèöû. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî
ãðàíèöà ∂Sn â ýòîì ñëó÷àå ñîñòîèò èç òð¼õ òî÷åê, îáðàçóþùèõ ïåðâîå
ïðèáëèæåíèå S1.

Ââåä¼ì äâà òèïà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.
Óñëîâèå Äèðèõëå äà¼òñÿ ôîðìóëîé

(2.1.3) f(s) = 0 äëÿ s ∈ ∂Sn.

Ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ ýòîìó óñëîâèþ, îáîçíà÷àåòñÿ

V
(D)
n . Åãî ðàçìåðíîñòü ðàâíà dn − 3 = 3n−3

2 . Îïåðàòîð ∆(D)
n äåéñòâóåò â

V
(D)
n ïî ôîðìóëå

(2.1.4)
(
∆(D)
n f

)
(s) = 4f(s)−

∑
s′↔s

f(s′), s ∈ Sn\∂Sn.

Óñëîâèå Íåéìàíà äà¼òñÿ ôîðìóëîé

(2.1.5) 2f(s) = f(s′) + f(s′′), s ∈ ∂Sn, s′, s′′ − ñîñåäè s.

Ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ Íåéìàíà, îáîçíà÷à-

åòñÿ V
(N)
n . Åãî ðàçìåðíîñòü òàêæå ðàâíà dn − 3 = 3n−3

2 . Îïåðàòîð ∆(N)
n

äåéñòâóåò â V
(N)
n ïî òîé æå ôîðìóëå (2.1.4).

Îáà îïåðàòîðà ∆(D)
n è ∆(N)

n ñàìîñîïðÿæåíû è èõ ñïåêòðû õîðîøî
èçâåñòíû (ñì., íàïðèìåð, [FS92]).

×òîáû äàòü ÷èòàòåëþ ïðåäñòàâëåíèå îá ýòèõ ðåçóëüòàòàõ, ìû ðàñ-
ñìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî ñëó÷àé n = 2.

Ïóñòü ñíà÷àëà V = V
(D)
2 . Ýòî � 3-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé íà

S2, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ ïîêàçàíû íà Ðèñ. 2.1.

0

0

0

x

z

y

Ðèñ. 2.1. Ôóíêöèè íà S2 ñ óñëîâèåì Äèðèõëå
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Îïåðàòîð ∆(D)
2 ïåðåâîäèò òðîéêó çíà÷åíèé (x, y, z) â íîâóþ òðîéêó

(4x − y − z, 4y − x − z, 4z − x − y). Îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåííîãî áàçèñà

ýòîò îïåðàòîð èìååò ìàòðèöó
(

4 −1 −1
−1 4 −1
−1 −1 4

)
. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýòîé

ìàòðèöû ëåãêî ñîñ÷èòàòü èñïîëüçóÿ ñëåäóþùèé ïîëåçíûé ôàêò.

Lemma 2.1. Ïóñòü ìàòðèöà A ðàçìåðà n× n èìååò ýëåìåíòû

aij =

{
a åñëè i = j

b åñëè i 6= j.

Òîãäà ñïåêòð A ñîñòîèò èç ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ a− b ñ êðàòíîñòüþ
n− 1 è åù¼ îäíîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ a+ (n− 1)b.

�
Â íàøåì ñëó÷àå ìû ïîëó÷àåì äâóêðàòíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå 5

è ïðîñòîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå 2. Äâóìåðíîå ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàí-
ñòâî ñîñòîèò èç âåêòîðîâ (x, y, z) ñ x+ y + z = 0, à ïðîñòîå ñîáñòâåííîå
ïîäïðîñòðàíñòâî � èç âåêòîðîâ (x, y, z) ñ x = y = z.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìåìáðàíà (ñ çàêðåïë¼ííîé ãðàíè-

öåé) èìååò äâå ÷àñòîòû êîëåáàíèé ñ îòíîøåíèåì
√

5
2 ≈ 1.581.

Ïóñòü òåïåðü V = V
(N)
2 . Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè èç ýòîãî ïðîñòðàíñòâà

ïîêàçàíû íà Ðèñ. 2.2

x+z
2

x+y
2

y+z
2

x

z

y

Ðèñ. 2.2. Ôóíêöèè íà S2 ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì Íåéìàíà

ß îñòàâëÿþ ÷èòàòåëþ ïðîâåðêó òîãî, ÷òî ∆(N)
2 ïåðåâîäèò òðîéêó

(x, y, z) â òðîéêó
(
3x− 3

2(y+z), 3y− 3
2(y+z), 3z− 3

2(y+z)
)
. Ïîýòîìó ìàò-

ðèöà îïåðàòîðà èìååò âèä

(
3 − 3

2
− 3

2

− 3
2

3 − 3
2

− 3
2
− 3

2
3

)
. Ñïåêòð ñîñòîèò èç äâóêðàòíîãî

ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ 41
2 è ïðîñòîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ 0.
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Ýòî çíà÷èò, ÷òî ìåìáðàíà ñ íåçàêðåïë¼ííîé ãðàíèöåé èìååò îäíó
÷àñòîòó êîëåáàíèé (íåñêîëüêî íèæå, ÷åì áîëåå âûñîêàÿ ÷àñòîòà â ïåðâîì
ñëó÷àå) è îäíî ðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå x = y = z.

2.2. Ñðàâíåíèå ñïåêòðîâ ∆n è ∆n−1

Âû÷èñëåíèÿ, êîòîðûå ìû ïðîäåëûâàåì â ýòîì ðàçäåëå, äîâîëüíî ñêó÷-
íû è ãðîìîçäêè, íî îíè íåîáõîäèìû äëÿ ïîëó÷åíèÿ â äàëüíåéøåì ãëó-
áîêèõ è êðàñèâûõ ðåçóëüòàòîâ î ñïåêòðå îïåðàòîðà Ëàïëàñà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç V λ
n ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé íà Sn, óäîâëåòâîðÿþùèõ

óñëîâèþ

(2.2.1) (4− λ)f(s) =
∑
s↔s′

f(s′)

âî âñåõ âíóòðåííèõ òî÷êàõ s ∈ Sn.
Âûáåðåì ôóíêöèþ f ∈ V (λ)

n è ïðåäïîëîæèì, ÷òî å¼ çíà÷åíèå â íåêî-
òîðîé òî÷êå s ∈ Sn−1 ðàâíî x 6= 0. Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ÷àñòü Sn,
îêðóæàþùóþ òî÷êó s. Íà ïðèëàãàåìîì ðèñóíêå íàäïèñàíû çíà÷åíèÿ f
â òî÷êå s è â áëèçêèõ òî÷êàõ. Çíà÷åíèÿ, íå èñïîëüçóåìûå â íàøèõ âû-
÷èñëåíèÿõ, ïîìå÷åíû çíàêîì '?'.

?
? ?

y ? z
u q r v

b p x s c

Ïîñêîëüêó f ∈ V λ
n , ìû èìååì ñèñòåìó óðàâíåíèé

(2.2.2)

(4− λ)x = p+ q + r + s;

(4− λ)u = b+ y + p+ q; (4− λ)v = c+ z + r + s;

(4− λ)p = b+ u+ q + x; (4− λ)q = y + u+ p+ x;

(4− λ)r = z + v + s+ x; (4− λ)s = c+ v + r + x

Ñëîæèâ ïîñëåäíèå 4 ðàâåíñòâà, ìû ïîëó÷àåì

(2.2.3) (4−λ)(p+q+r+s) = (p+q+r+s)+(b+y+z+c)+2(u+v)+4x

à ñëîæèâ äâà ïðåäûäóùèõ, ïîëó÷àåì

(2.2.4) (4− λ)(u+ v) = (p+ q + r + s) + (b+ y + z + c).

Èç (2.2.3), (2.2.4) Ìû ìîæåì âûðàçèòü (p+ q + r+ s) è (u+ v) ÷åðåç
(b+ y + z + c) è x. Òîãäà ïåðâîå óðàâíåíèå (2.2.2) äà¼ò

(2.2.5) (λ− 6)(b+ y + z + c) = (λ− 6)(4− λ)(1− λ)x.

Ìû ïðèõîäèì ê àëüòåðíàòèâå: èëè λ = 6, èëè îãðàíè÷åíèå ôóíêöèè f íà
Sn−1 ïðèíàäëåæèò ïîäïðîñòðàíñòâó V

µ
n−1, ãäå µ íàõîäèòñÿ èç ðàâåíñòâà

(2.2.6) 4− µ = (4− λ)(1− λ), èëè µ = λ(5− λ).
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Ïåðâûì âàæíûì ñëåäñòâèåì ýòîé àëüòåðíàòèâû ÿâëÿåòñÿ

Theorem 2.2. Åñëè f � ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ íà Sn, òî å¼ îãðà-
íè÷åíèå íà Sn−1 � òîæå ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ.

Â ñàìîì äåëå, äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé λ = 0, ñëåäîâàòåëüíî,
µ = λ(5− λ) òàêæå ðàâíî íóëþ..

Ýòîò ôàêò ïðèâîäèò ê åñòåñòâåííîìó îïðåäåëåíèþ ãàðìîíè÷åñêèõ
ôóíêöèé íà S∞.

Definition 2.3. Ôóíêöèÿ íà S∞ íàçûâàåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé, åñëè
òàêîâî å¼ îãðàíè÷åíèå íà êàæäîå ïîäìíîæåñòâî Sn ⊂ S∞.

2.3. Ñïåêòð îïåðàòîð Ëàïëàñà íà Sn

Çäåñü ìû ðàññìîòðèì êðàòêî ïðèðîäó ñïåêòðîâ îïåðàòîðîâ ∆(D)
n ,

èìåÿ â âèäó ïîñòðîåíèå îïåðàòîðà Ëàïëàñà ∆(D) íà S.
Ñíà÷àëà, èññëåäóåì äèíàìèêó ïðåîáðàçîâàíèÿ êîìïëåêñíîé ïëîñêî-

ñòè, çàäàííîãî êâàäðàòíûì ìíîãî÷ëåíîì P (λ) = λ(5− λ). Äëÿ êàæäîãî
âåùåñòâåííîãî ÷èñëà µ ìû íàçîâ¼ì µ-îðáèòîé ëþáóþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü µk, k = 0, 1, 2..., äëÿ êîòîðîé µ0 = µ, à îñòàëüíûå ÷ëåíû ñâÿçàíû
ñîîòíîøåíèÿìè: P (µk) = µk−1 äëÿ k ≥ 1.

Åñëè ìû õîòèì ïðîäîëæèòü íåíóëåâóþ ôóíêöèþ f ∈ V µn
n íà Sn+1

òàê,÷òîáû ïðîäîëæåííàÿ ôóíêöèÿ ïðèíàäëåæàëà V
µn+1

n+1 , òî èç (2.2.6) ìû
âèäèì, ÷òî ýòî âîçìîæíî ëèøü åñëè µn è µn+1 ëåæàò íà îäíîé µ-îðáèòå.

Îáðàòíî, äëÿ ëþáîé µ-îðáèòû {µk} ìû ìîæåì ïîñòðîèòü ôóíêöèþ
f íà S∞ òàêóþ, ÷òî å¼ îãðàíè÷åíèå íà Sn (êîòîðîå ìîæåò òîæäåñòâåííî
îáðàùàòüñÿ â íóëü!), ïðèíàäëåæàëî V µn

n äëÿ âñåõ n.
Åñëè ìû õîòèì òåïåðü ïðîäîëæèòü ïîñòðîåííóþ òàêèì îáðàçîì ôóíê-

öèþ f ñ S∞ äî íåïðåðûâíîé ôóíêöèè íà S, ìû äîëæíû óáåäèòüñÿ, ÷òî
f ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà S∞. Â ñëó÷àå, êîãäà ýòî òàê, ìû íàçûâàåì

ïðîäîëæåííóþ ôóíêöèþ f̃ ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé îïåðàòîðà Ëàïëàñà
íà âñ¼ì S. Ñîîòâåòñòâóþùåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì
ðåíîðìàëèçîâàííîé ïîäõîäÿùèì îáðàçîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {µn}.

Â ýòîé êíèãå ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî î÷åíü ÷àñòíûé ñëó÷àé µn = 0
(òî-åñòü, ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè íà S). Çàòî ìû äåëàåì ýòî ïîäðîáíî
èñïîëüçóÿ âåñü ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò: ãåîìåòðèþ, àíàëèç, àðèôìåòè-
êó è òåîðèþ âåðîÿòíîñòåé.





Ãëàâà 3

Ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè íà êîâðå Ñåðïèíñêîãî

Â ýòîé ãëàâå ìû èçó÷èì ïîäðîáíåå ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè íà êîâðå
Ñåðïèíñêîãî. Çàìåòèì, ÷òî ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè óäîâëåòâîðÿþùèå
óñëîâèþ Äèðèõëå, îáðàùàþòñÿ â íóëü, à ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè óäîâëå-
òâîðÿþùèå óñëîâèþ Íåéìàíà, äîëæíû áûòü êîíñòàíòû. Ïîýòîìó çäåñü
ìû ðàññìàòðèâàåì ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè, íà êîòîðûå íå íàëàãàåòñÿ
íèêàêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.

Íàïîìíèì, ÷òî ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè êîâðà S ÿâëÿþòñÿ òðè òî÷êè

0, 1, ω = 1+i
√

3
2 . Îòðåçîê [0, 1] âåùåñòâåííîé îñè ïðèíàäëåæèò S è ìû

ìîæåì ðàññìàòðèâàòü îãðàíè÷åíèÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé íà ýòîò îò-
ðåçîê êàê îáû÷íûå âåùåñòâåííûå ôóíêöèè íà [0, 1]. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî
ýòè ôóíêöèè èìåþò âåñüìà íåòðèâèàëüíûå àíàëèòè÷åñêèå è àðèôìåòè-
÷åñêèå ñâîéñòâà.

3.1. Îñíîâíûå ñâîéñòâà ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé

Íà÷í¼ì ñ ðàññìîòðåíèÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé íà ïîäìíîæåñòâàõ
Sn è S∞. Ìû âèäåëè âûøå, ÷òî êàæäàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ íà Sn
ïðîäîëæàåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì äî ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè íà S∞
è óäîâëåòâîðÿåò ïðèíöèïó ìàêñèìóìà íà êàæäîé òðåóãîëüíîé ÷àñòè êîâ-
ðà Ñåðïèíñêîãî, ïîäîáíîé ñàìîìó êîâðó.

Lemma 3.1. Ìíîæåñòâî H(S∞) âñåõ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé íà S∞
ÿâëÿåòñÿ 3-ìåðíûì âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì (âåùåñòâåííûì èëè êîì-
ïëåêñíûì â çàâèñèìîñòè îò âèäà ðàññìàòðèâàåìûõ ôóíêöèé).

Åñòåñòâåííûìè òðåìÿ êîîðäèíàòàìè ôóíêöèè f ∈ H(S∞) ÿâëÿ-
þòñÿ å¼ çíà÷åíèÿ â òð¼õ ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ëèíåéíîé àëãåáðû ìû çíàåì, ÷òî åñëè îäíî-
ðîäíàÿ ñèñòåìà N ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ N íåèçâåñòíûìè èìååò òîëüêî
òðèâèàëüíîå ðåøåíèå, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ íåîäíîðîäíàÿ ñèñòåìà ðàç-
ðåøèìà ïðè ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè è èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Â íà-

øåì ñëó÷àå óñëîâèå ãàðìîíè÷íîñòè ôóíêöèè f íà Sm � ýòî N = 3m+1−3
2

ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (ïî îäíîìó äëÿ êàæäîé âíóòðåííåé òî÷êè) ñ N
íåèçâåñòíûìè (çíà÷åíèÿìè f âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ). Èç ïðèíöèïà ìàê-
ñèìóìà ñëåäóåò, ÷òî îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå,
ïîýòîìó äëÿ ëþáûõ ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ãàð-
ìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ íà Sm ñ òàêèìè ãðàíè÷íûìè çíà÷åíèÿìè.

�
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Íàì ïîíàäîáèòñÿ òàêæå ñëåäóþùåå ïðîñòîå íàáëþäåíèå

Ðèñ. 3.1. Îòíîøåíèå 1:2:2

Lemma 3.2. Ïóñòü x, y, z � òðè ñîñåäíèå òî÷êè íà Sm, îáðàçóþùèå
ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê. Ïîëîæèì α = y+z

2 , β = x+z
2 , γ = x+y

2 . Òîãäà
α, β, γ òàêæå îáðàçóþò ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê è ÿâëÿþòñÿ ñîñåäíè-
ìè òî÷êàìè íà Sm+1 (ñì. Ðèñ. 3.1). Äëÿ ëþáîé ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè
f íà Sm+1 ìû èìååì

f(α) =
f(x) + 2f(y) + 2f(z)

5
, f(β) =

2f(x) + f(y) + 2f(z)
5

,

f(γ) =
2f(z) + 2f(y) + f(x)

5
.

(3.1.1)

Íåôîðìàëüíûé ñìûñë ýòîãî ðåçóëüòàòà: ñîñåäíÿÿ òî÷êà îêàçûâàåò
âäâîå áîëüøåå âëèÿíèå, ÷åì ïðîòèâîïîëîæíàÿ.

Òåïåðü ìû ìîæåì äîêàçàòü ñëåäóþùèé âàæíûé ôàêò.

Theorem 3.1. Êàæäàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ íà S∞ ðàâíîìåð-
íî íåïðåðûâíà, ñëåäîâàòåëüíî, èìååò åäèíñòâåííîå ïðîäîëæåíèå ïî
íåïðåðûâíîñòè íà S.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç f cab ãàðìîíè÷åñêóþ ôóíêöèþ
íà S∞ ñ ãðàíè÷íûìè çíà÷åíèÿìè

f(0) = a, f(1) = b, f(ω) = c.

Íàçîâ¼ì âàðèàöèåé ôóíêöèè f íà ìíîæåñòâå X âåëè÷èíó

varX f = sup
x,y∈X

|f(x)− f(y)|.

Èç ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî

varS f
c
ab = max {|a− b|, |b− c|, |c− a|}.

Èç 3.2 ñ ïîìîùüþ èíäóêöèè ïî n ëåãêî âûâîäèòñÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ
ñîñåäíèõ òî÷åê x, y èç Sn ìû èìååì:

|f cab(x)− f cab(y)| ≤ var f ·
(

3
5

)n
≤ const · d(x, y)β, β = log2

5
3
.

Çíà÷èò, ôóíêöèÿ f cab ïðèíàäëåæèò êëàññó Ã¼ëüäåðà Hβ . Ñëåäîâàòåëüíî,
îíà ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà è ïðîäîëæàåòñÿ ïî íåïðåðûâíîñòè íà S. Ìû
ñîõðàíèì òî æå îáîçíà÷åíèå f cab äëÿ ïðîäîëæåííîé ôóíêöèè.

�

Òåïåðü ìû îáñóäèì âîïðîñ: ÷òî çíà÷èò âû÷èñëèòü ãàðìîíè÷åñêóþ
ôóíêöèþ? Äëÿ ýòîãî íóæíî êàêèì-òî îáðàçîì ïàðàìåòðèçîâàòü òî÷êè
êîâðà Ñåðïèíñêîãî. Ïðèìåð êàíòîðîâà ìíîæåñòâà ïîäñêàçûâàåò åñòå-
ñòâåííûé ñïîñîá íóìåðàöèè òî÷åê S áåñêîíå÷íûìè òðîè÷íûìè äðîáÿìè.
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À èìåííî, ïóñòü x ∈ S; òîãäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ äðîáü ñòðîèòñÿ òàêèì îá-
ðàçîì. Ïåðâûé çíàê ýòîé äðîáè � 0, 1 èëè 2, óêàçûâàåò â êàêîé òðåòè
êîâðà íàõîäèòñÿ òî÷êà x � â ëåâîé, ïðàâîé èëè âåðõíåé. Çàòåì ýòà òðåòü
äåëèòñÿ îïÿòü íà òðè ÷àñòè è ñëåäóþùèé çíàê äðîáè óêàçûâàåò â êàêîé
èç íèõ ëåæèò òî÷êà x è ò. ä. Îáðàòíî, åñëè çàäàíà áåñêîíå÷íàÿ òðîè÷íàÿ
äðîáü, ìû ìîæåì ïîñëåäîâàòåëüíî âûáðàòü îäíó èç òð¼õ ÷àñòåé S ñîîá-
ðàçíî ñ ïåðâûì çíàêîì äðîáè, çàòåì òðåòüþ ÷àñòü ýòîé òðåòè ñîîáðàçíî
ñî âòîðûì çíàêîì è ò. ä. Ìû ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ
êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâ S, êîòîðûå èìåþò åäèíñòâåííóþ îáùóþ òî÷-
êó. Îíà è ñîîòâåòñòâóåò äàííîé òðîè÷íîé äðîáè.

Íà ñàìîì äåëå, ïîñòðîåííîå ñîîòâåòñòâèå íå áóäåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íûì.
Â òî âðåìÿ êàê áåñêîíå÷íàÿ òðîè÷íàÿ äðîáü îïðåäåëÿåò òî÷êó x ∈ S
îäíîçíà÷íî, îáðàòíîå ñîîòâåòñòâèå íàðóøàåò ýòî ñâîéñòâî, êîãäà íàøà
òî÷êà ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé îäíîãî èç òðåóãîëüíèêîâ â S∞. Â ýòîì ñëó-
÷àå ìû èìååì âûáîð: êàêîìó èç äâóõ òðåóãîëüíèêîâ ñ äàííîé âåðøèíîé
îòíåñòè íàøó òî÷êó.

Exercise 13. Ïîêàæèòå, ÷òî äâå òðîè÷íûå äðîáè, ñîîòâåòñòâóþùèå
îäíîé òî÷êå S, ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç äðóãà çàìåíîé "õâîñòà"âèäà xyyyy...
íà "õâîñò"âèäà yxxxx....

Exercise 14. Ïîêàæèòå, ÷òî òî÷êà x, ñîîòâåòñòâóþùàÿ äðîáè 0.a1a2a3...,
âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

x =
∞∑
k=1

bk
2k
, ãäå bk =


0 åñëè ak = 0
1 åñëè ak = 1
ω åñëè ak = 2

Îòìåòèì ñïåöèàëüíûé ñëó÷àé, êîãäà òðîè÷íàÿ äðîáü ñîäåðæèò òîëü-
êî öèôðû 0 è 1. Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ òî÷êà x ëåæèò íà îòðåçêå [0, 1]
è íàøà òðîè÷íàÿ äðîáü ôàêòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ äâîè÷íîé è ñîâïàäàåò ñ
äâîè÷íûì ïðåäñòàâëåíèåì x.

3.2. Áàçèñíûå ôóíêöèè χ, ϕ, ψ, ξ

Îáîçíà÷èì ucab îãðàíè÷åíèå ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè f cab íà îòðåçîê
[0, 1], êîòîðûé ñîñòàâëÿåò ãîðèçîíòàëüíóþ ñòîðîíó S.

Ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ äîâîëüíî î÷åâèäíû è âûâîäÿòñÿ èç äåé-
ñòâèÿ ãðóïïû ïåðåñòàíîâîê S3 íà S è íà H(S):

(3.2.1) ucab(t) = ucba(1− t); ucab(t) + uabc(t) + ubca(t) ≡ a+ b+ c.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî çíà÷åíèÿ ëþáîé ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè â ëþ-
áîé òî÷êå Sm ëåãêî íàõîäèòñÿ, åñëè èçâåñòíà åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ
ϕ := u0

01 íà [0, 1].

Exercise 15. Âûâåäèòå èç 3.2.1, ÷òî

(3.2.2) ucab(t) = c+ (b− c)ϕ(t) + (a− c)ϕ(1− t).
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Ïîýòîìó âàæíî ïîëó÷èòü êàê ìîæíî áîëüøå èíôîðìàöèè î ïðèðîäå
ôóíêöèè ϕ. Îäíàêî, êàê ìû âñêîðå óâèäèì, óäîáíåå ââåñòè íàðÿäó ñ ϕ
òðè äðóãèõ ôóíêöèè:

χ(t) := u−1
01 (t) = −1 + 2ϕ(t) + ϕ(1− t),

ψ(t) := u1
01(t) = 1− ϕ(1− t),

ξ(t) := u2
01(t) = 2− ϕ(t)− 2ϕ(1− t).

(3.2.3)

Ìû áóäåì íàçûâàòü ýòè ôóíêöèè áàçèñíûìè. Ïðè÷èíà, ïî êîòî-
ðîé ââîäèòñÿ ÷åòûðå ôóíêöèè âìåñòî îäíîé, çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì.
Ïóñòü H îçíà÷àåò ïðîñòðàíñòâî âñåõ âåùåñòâåííûõ ôóíêöèé íà îòðåç-
êå [0, 1], ñîñòîÿùåå èç îãðàíè÷åíèé ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé íà S. Îíî
èìååò ðàçìåðíîñòü 3; â êà÷åñòâå áàçèñà ìîæíî âçÿòü êîíñòàíòó è ëþáûå
äâå ôóíêöèè èç ÷åòâ¼ðêè χ, ϕ, ψ, ξ. Ðàññìîòðèì òðè îòîáðàæåíèÿ îò-
ðåçêà [0, 1] â ñåáÿ: α0(t) = t

2 , α1(t) = 1+t
2 è τ(t) = 1− t. Îíè ïîðîæäàþò

ëèíåéíûå îïåðàòîðû â ïðîñòðàíñòâå C([0, 1]) íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà
îòðåçêå:
(3.2.4)(
A0f

)
(t) = f

(
t

2

)
,

(
A1f

)
(t) = f

(
1 + t

2

)
è

(
Tf
)
(t) = f (1− t) .

Îêàçûâàåòñÿ, âñå òðè îïåðàòîðà A0, A1 è T ïåðåâîäÿò â ñåáÿ 3-ìåðíîå
ïîäïðîñòðàíñòâî H ⊂ C([0, 1]). Áîëåå òîãî, îïåðàòîðû A0 è A1 èìåþò â
H îäèíàêîâûé ñïåêòð, ñîñòîÿùèé èç òð¼õ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé: 1, 3

5 ,
1
5 .

Ñîîòâåòñòâóþùèìè ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè ÿâëÿþòñÿ 1, ψ, χ äëÿ A0

è 1, 1− ξ, 1− ϕ äëÿ A1.
Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè ìû ââåäåì âåêòîð-ôóíêöèè

(3.2.5) ~f(x) =

ψ(x)
χ(x)

1

 è ~g(x) =

ϕ(x)
ξ(x)

1

 ,

òî ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

(3.2.6) ~f

(
t

2

)
= A0

~f(t), ~g

(
1 + t

2

)
= A1~g(t), ~f(1− t) = T~g(t)

ãäå
(3.2.7)

A0 =

3/5 0 0
0 1/5 0
0 0 1

 , A1 =

3/5 0 2/5
0 1/5 4/5
0 0 1

 , T =

−1 0 1
0 −1 1
0 0 1

 .

Exercise 16. Ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâ (3.2.6), (3.2.7), çàïîëíèòå ïóñòûå
ìåñòà â òàáëèöå çíà÷åíèé áàçèñíûõ ôóíêöèé χ, ϕ, ψ, ξ â òî÷êàõ k/8, k =
0, 1, . . . , 7, 8.
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Ôóíêöèÿ\Àðãóìåíò 0 1
8

1
4

3
8

1
2

5
8

3
4

7
8 1

χ 0 1
125

1
25

1
5 1

ϕ 0 2
5

98
125 1

ψ 0 27
125

9
25

3
5

24
25 1

ξ 0 4
5 1

Èç (3.2.6) ìû âûâåäåì íåñêîëüêî óäèâèòåëüíûõ ñâîéñòâ ââåäåííûõ
âûøå ôóíêöèé. Íàïðèìåð, ìû èññëåäóåì ïîâåäåíèå ýòèõ ôóíêöèé â
îêðåñòíîñòè ëþáîé äâîè÷íî-ðàöèîíàëüíîé òî÷êè r = k

2n .

Lemma 3.3. Âñå ÷åòûðå ôóíêöèè χ, ϕ, ψ è ξ ñòðîãî ìîíîòîííî âîç-
ðàñòàþò îò 0 äî 1 íà îòðåçêå [0, 1].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ϕ(t) = ξ(t)+2χ(t)
3 , à ψ(t) = 2ξ(t)+χ(t)

3 ,
äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî ξ(t) è χ(t) ñòðîãî ìîíîòîííî âîçðàñòàþò. Ïóñòü
0 ≤ t < s ≤ 1. Ìû äîëæíû ïîêàçàòü, ÷òî ξ(t) < ξ(s) è χ(t) < χ(s). Ââå-

ä¼ì âåêòîð-ôóíêöèþ ~h(t) :=

ξ(t)χ(t)
1

.
Èç (3.2.6) âûòåêàþò ñëåäóþùèå ïðàâèëà ïðåîáðàçîâàíèÿ ~h:

(3.2.8) ~h

(
t

2

)
= B0

~h(t); ~h

(
1 + t

2

)
= B1

~h(t)

ãäå

(3.2.9) B0 =

3/5 1/5 0
0 1/5 0
0 0 1

 ; B1 =

1/5 0 4/5
1/5 3/5 1/5
0 0 1

 .

Ðàññìîòðèì äâîè÷íóþ çàïèñü ÷èñåë t è s:

t = 0.t1t2 . . . tk . . . , s = 0.s1s2 . . . sk . . . .

Ìû ìîæåì ïðåäïîëîæèòü, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî m ñïðàâåäëèâû ñîîòíî-
øåíèÿ: ti = si äëÿ i < m, tm = 0, sm = 1.

Ïðèìåíÿÿ íåñêîëüêî ðàç (3.2.8), ïîëó÷àåì:

~h(t) = Bt1 · · ·Btk−1
A0

~f(z), ~h(s) = Bt1 · · ·Btk−1
B1

~f(w)

äëÿ íåêîòîðûõ z ∈ [0, 1), w ∈ (0, 1]. Ïîñêîëüêó ìàòðèöà Bi èìååò

íåîòðèöàòåëüíûå êîýôôèöèåíòû, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî B1
~h(w) >

B0
~f(z). (Çäåñü ìû ïðèäåðæèâàåìñÿ ñîãëàøåíèÿ: ~a > ~b, åñëè ïåðâûå äâå

êîîðäèíàòû âåêòîðà ~a áîëüøå, ÷åì ñîîòâåòñòâóþùèå êîîðäèíàòû âåêòî-

ðà ~b.)
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Íî

B1
~h(w) =

1/5 0 4/5
1/5 3/5 1/5
0 0 1

ξ(t)χ(t)
1

 >

0.8
0.2
1


â òî âðåìÿ, êàê

B0
~f(z) =

3/5 1/5 0
0 1/5 0
0 0 1

ξ(z)χ(z)
1

 <

0.8
0.2
1

 .

�

Theorem 3.2. Äëÿ âñåõ x ∈ [0, 1] èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

A−1xα ≤ ψ(x) ≤ Axα, B−1xβ ≤ χ(x) ≤ Bxβ

ãäå A =
5
3
, α = log2

5
3
, B = 5, β = log2 5.

(3.2.10)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó 3
5 ≤ ψ(x) ≤ 1 äëÿ 1

2 ≤ x ≤ 1, ìû
çàêëþ÷àåì èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà, ÷òî(

3
5

)n+1

≤ ψ(x) ≤
(

3
5

)n
äëÿ

1
2n+1

≤ x ≤ 1
2n
.

Äëÿ äàííîãî çíà÷åíèÿ α ìû òàêæå èìååì(
3
5

)n+1

≤ xα ≤
(

3
5

)n
äëÿ

1
2n+1

≤ x ≤ 1
2n
.

Îòñþäà ñëåäóåò ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû. Âòîðîå äîêàçûâàåòñÿ òåì
æå îáðàçîì.

�

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû 3, ìû ïîëó÷àåì
Ñëåäñòâèå Åñëè u � îäíà èç ÷åòûð¼õ áàçèñíûõ ôóíêöèé χ, ϕ, ψ, ξ

è åñëè r = k
2n � ëþáîå äâîè÷íî-ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî èç îòðåçêà [0, 1], òî

(3.2.11) u′(r) = +∞,

çà èñêëþ÷åíèåì ðîâíî äâóõ ñëó÷àåâ: χ′(0) = ξ′(1) = 0 (ñì. Ðèñ.3.2).
Äîâîëüíî òðóäíî ïðåäñòàâèòü ñåáå (è åù¼ òðóäíåå íàðèñîâàòü) ãðà-

ôèê ôóíêöèè, êîòîðàÿ âî âñåõ äâîè÷íî-ðàöèîíàëüíûõ òî÷êàõ èìååò áåñ-
êîíå÷íóþ ïðîèçâîäíóþ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç òåîðèè ôóíêöèé èçâåñòíî, ÷òî ëþáàÿ ìîíîòîí-
íàÿ ôóíêöèÿ íà îòðåçêå [0, 1] èìååò ïî÷òè âñþäó êîíå÷íóþ ïðîèçâîäíóþ.
Êàê íåäàâíî ïîêàçàëà ñòóäåíòêà âòîðîãî êóðñà Óíèâåðñèòåòà Ïåííñèëü-
âàíèè Òàëèÿ Øàìàø, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî χ ′(1

3) = 0. Âîçìîæíî, å¼
ìåòîä ïîäñ÷¼òà ðàáîòàåò äëÿ âñåõ ðàöèîíàëüíûõ òî÷åê.

Problem 2. Âû÷èñëèòü ïðîèçâîäíóþ u′(t) âî âñåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà
ýòî ìîæíî ñäåëàòü (íàïðèìåð, âî âñåõ ðàöèîíàëüíûõ òî÷êàõ).
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Ðèñ. 3.2. Áàçèñíûå ôóíêöèè χ, ϕ, ψ, ξ.
?! Ôàêòè÷åñêè åñòü òîëüêî χ, ψ ?!

Ñëåäóþùåå èíòåðåñíîå ñâîéñòâî ôóíêöèé u(t) � ýòî òî, ÷òî ìîæíî
ÿâíî âû÷èñëèòü èíòåãðàë îò ýòèõ ôóíêöèé ïî îòðåçêó [0, 1].

Lemma 3.4.

(3.2.12)

∫ 1

0
uca,b(t)dt =

3a+ 3b+ c

7
.

ß îñòàâëÿþ äîêàçàòåëüñòâî ÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå íåòðèâèàëüíîãî óïðàæ-
íåíèÿ íà ïîíèìàíèå ïðèðîäû ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé (â ÷àñòíîñòè, ñî-
îòíîøåíèé (3.2.6), (3.2.7)).

3.3. Ïðîäîëæåíèå è âû÷èñëåíèå ôóíêöèé χ(t) è ψ(t)

Ñóùåñòâóåò ìåòîä áûñòðîãî ïîäñ÷¼òà çíà÷åíèé ôóíêöèè χ(t) â äâîè÷íî-
ðàöèîíàëüíûõ òî÷êàõ. Îí îñíîâàí íà ñîîòíîøåíèÿõ:

(3.3.1) χ(2t) = 5χ(t), χ

(
1 + t

2

)
+ χ

(
1− t

2

)
=

2 + 3χ(t)
5

,

êîòîðûå ñëåäóþò èç (3.2.6), (3.2.7). Åù¼ áîëåå ïðîñòîé âûâîä ýòèõ ñîîò-
íîøåíèé ñîñòîèò â ïðîâåðêå ñîâïàäåíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ ãàðìî-
íè÷åñêèõ ôóíêöèé, ñòîÿùèõ â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ èñêîìîãî ðàâåí-
ñòâà. Íàïðèìåð, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ äîñòàòî÷íî
ñðàâíèòü ôóíêöèþ u−1

01 è å¼ îãðàíè÷åíèå íà ëåâóþ íèæíþþ ÷àñòü êîâðà

Ñåðïèíñêîãî ñ ôóíêöèåé u
− 1

5

0 1
5

.
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Ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü ïåðâîå ðàâåíñòâî äëÿ ïðîäîëæåíèÿ ôóíê-
öèè χ(t) íà âñþ ïîëîæèòåëüíóþ ïîëóîñü, ïîëàãàÿ
(3.3.2)

χ(t) := 5Nχ(2−N |t|), ãäå N äîñòàòî÷íî âåëèêî, ÷òîáû |t| ≤ 2N .

Ãåîìåòðè÷åñêè íàñòðîåííûé ÷èòàòåëü ëåãêî èíòåðïðåòèðóåò ïðîäîë-
æåííóþ ôóíêöèþ êàê ãðàíè÷íîå çíà÷åíèå ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè íà
"áåñêîíå÷íîì êîâðå Ñåðïèíñêîãî".

Àíàëèòè÷åñêèì ñëåäñòâèåì ïåðâîãî ðàâåíñòâà ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò,

÷òî îòíîøåíèå R(t) := χ(t)
tβ
, ãäå β = log2 5 = 2.3219281..., îáëàäàåò ñâîé-

ñòâîì R(2t) = R(t) è ïîýòîìó äîñòàòî÷íî çíàòü åãî, ñêàæåì, íà îòðåçêå
[12 , 1] èëè [1, 2]. Ïîñëå íåêîòîðûõ âû÷èñëåíèé âîçíèêàåò

Ãèïîòåçà 1. Îòíîøåíèå R(t) äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ
1.044... â òî÷êå tmax ≈ 8

15 è ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ 0.912... â òî÷êå

tmin ≈ 93
127 .

Äàëåå, âòîðîå ðàâåíñòâî äëÿ t = k
2n ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

(3.3.3) χ(2n + k) + χ(2n − k)− 2χ(2n) = 3χ(k) äëÿ 0 ≤ k ≤ 2n.

Íàïîìíèì îïåðàöèþ âòîðîé ðàçíîñòíîé ïðîèçâîäíîé äëÿ ôóíêöèé
öåëîãî àðãóìåíòà:(

∆2
kf
)
(n) =

f(n+ k)− 2f(n) + f(n− k)
2

.

Òîãäà ìû ìîæåì íàïèñàòü

(3.3.4)
(
∆2
kχ
)
(2n) = 3χ(k) äëÿ 0 ≤ k ≤ 2n.

Èç (3.3.4) ëåãêî âûâîäèòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Theorem 3.3. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî k çíà÷åíèå χ(k) ÿâëÿåòñÿ
òàêæå íàòóðàëüíûì ÷èñëîì. Áîëåå òîãî, χ(k) ≡ k mod 3.

Çíà÷åíèå ýòîãî íàáëþäåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìû òåïåðü èìååì äåëî
ñ öåëî÷èñëåííîé ôóíêöèåé öåëîãî àðãóìåíòà: ïðîäîëæåííàÿ ôóíêöèÿ χ
ïðèíèìàåò öåëûå çíà÷åíèÿ âî âñåõ öåëûõ òî÷êàõ. Òàêèì îáðàçîì ìû
àâòîìàòè÷åñêè ïîïàäàåì â öàðñòâî òåîðèè ÷èñåë.

Àíàëîãè÷íûé ïîäõîä âîçìîæåí è â ñëó÷àå äðóãèõ îñíîâíûõ ôóíê-
öèé. Íàïðèìåð, äëÿ ïðîäîëæåíèÿ è èçó÷åíèÿ ôóíêöèè ψ ìîæíî èñïîëü-
çîâàòü ðàâåíñòâà:

(3.3.5)
(
∆2
kψ
)
(2n) = −1

3
χ(k) äëÿ 0 ≤ k ≤ 2n.

Â òàáëèöå, ïðèâåäåííîé íèæå äëÿ ñâåäåíèÿ ÷èòàòåëþ, ìû óêàçûâàåì
çíà÷åíèÿ χ(k) è çíà÷åíèÿ ψ(k) (óìíîæåííûå íà 36 = 729, ÷òîáû ñäåëàòü
èõ öåëûìè). Ìû òàêæå ïðèâîäèì çíà÷åíèÿ ïåðâîé ðàçíîñòíîé ïðîèçâîä-
íîé ∆ψ(k) := ψ(k) − ψ(k − 1) äëÿ ôóíêöèè ψ(k) è âòîðîé ðàçíîñòíîé
ïðîèçâîäíîé ∆2

1χ(k) äëÿ ôóíêöèè χ(k).
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Çàìåòèì, ÷òî ïåðâàÿ ðàçíîñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ∆ψ(k) äåìîíñòðèðóåò
ñèììåòðèþ çíà÷åíèé íà îòðåçêàõ [2l, 2l+1]. Àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå
ýòîé ñèììåòðèè òàêîâî:

(3.3.6) ψ(3 + t) + ψ(3− t) = 2ψ(3) =
40
3

äëÿ |t| ≤ 1

Íàïðèìåð, ïîëàãàÿ t = k
16 , 0 ≤ k ≤ 16, ìû ïîëó÷àåì:

ψ(48 + k) + ψ(48− k) =
25000
729

.

Òàêàÿ æå ñèììåòðèÿ íàáëþäàåòñÿ äëÿ ϕ:

(3.3.7) ϕ
(

1
4 + t

)
+ ϕ

(
1
4 + t

)
= 2ϕ

(
1
4

)
äëÿ |t| ≤ 1

4 .

Âñ¼ ýòî ïîäâîäèò ê çàäà÷å î ìèíèìàëüíûõ "âîëíóøêàõ"1 òàêèõ, ÷òî
ãðàôèêè âñåõ îñíîâíûõ ôóíêöèé ìîãóò áûòü ñîñòàâëåíû èç àôôèííûõ
îáðàçîâ ýòèõ âîëíóøåê.

Êàíäèäàòàìè â âîëíóøêè ÿâëÿþòñÿ êóñêè ãðàôèêà ôóíêöèè χ íà
[12 , 1] è ãðàôèêà ψ íà [34 , 1].

ß ãîðÿ÷î ðåêîìåíäóþ ÷èòàòåëþ ïîèñêàòü äðóãèå çàêîíîìåðíîñòè â
ýòîé òàáëèöå è äîêàçàòü ñîîòâåòñòâóþùèå îáùèå óòâåðæäåíèÿ. Íàïðè-
ìåð, ïîñìîòðèòå íà çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ∆ψ â òî÷êàõ 2n, 2n ± 1, 2n +
2n−1 è 2n + 2n−1 + 1.

Î÷åíü èíòåðåñíî òàêæå èññëåäîâàòü p-àäè÷åñêîå ïîâåäåíèå ôóíêöèè
χ(n) è âîçìîæíîå ïðîäîëæåíèå χ(n) äî ôóíêöèè èç Q2 â Q5.

Íàêîíåö, ÿ ñîâåòóþ íàðèñîâàòü ãðàôèê ôóíêöèè k → ∆ψ(k) íà îò-
ðåçêå [2n + 1, 2n+1] è ïîäóìàòü, ÷òî ïðîèñõîäèò ïðè n→∞.

Info D. Ïðîèçâîäíûå è èíòåãðàëû äðîáíîãî ïîðÿäêà

Ïðîèçâîäíàÿ ïîðÿäêà n îïðåäåëÿåòñÿ îáû÷íî êàê n-àÿ èòåðàöèÿ ïåð-
âîé ïðîèçâîäíîé. Èíîãäà îïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë

∫ x
0 f(t)dt ñ ïåðåìåííûì

âåðõíèì ïðåäåëîì íàçûâàþò àíòèïðîèçâîäíîé, èëè ïðîèçâîäíîé ïîðÿä-
êà −1. Ìîæíî òàêæå îïðåäåëèòü ïðîèçâîäíóþ ïîðÿäêà −n êàê n-óþ
èòåðàöèþ àíòèïðîèçâîäíîé. ßâíàÿ ôîðìà ýòîé îïåðàöèè òàêîâà:

f (−n)(x) =
∫ x

0
dt1

∫ t1

0
dt2 · · ·

∫ tn−1

0
f(tn)dtn.

Ýòîò ïîâòîðíûé èíòåãðàë ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå n-ìåðíîãî èíòå-
ãðàëà ∫

∆x

f(tn)dt1dt2 · · · dtn,

ãäå ∆x � ñèìïëåêñ â Rn ñ êîîðäèíàòàìè t1, t2, . . . tn ïîä÷èí¼ííûìè íåðà-
âåíñòâàì

0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ · · · ≤ tn ≤ x.

1Ïåðåâîä Â.È.Àðíîëüäà òåðìèíà �wavelets� .
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Òàáëèöà 3.1. Òàáëèöà çíà÷åíèé ôóíêöèé χ(k), 26ψ(k) è
èõ ðàçíîñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

k χ(k) 1
3∆2χ 36ψ(k) 36∆ψ k χ(k) 1

3∆2χ 36ψ(k) 36 ·∆ψ
1 1 1 729 729 34 3745 -11 9985 245

2 5 1 1215 486 35 3965 5 10191 206

3 12 2 1620 405 36 4200 -2 10400 209

4 25 1 2025 405 37 4429 -11 10597 197

5 41 1 2403 378 38 4625 5 10755 158

6 60 2 2700 297 39 4836 26 10916 161

7 85 5 2997 297 40 5125 1 11125 209

8 125 1 3375 378 41 5417 -23 11331 206

9 168 -2 3744 369 42 5640 -2 11480 149

10 205 1 74005 261 43 5857 17 11617 137

11 245 5 4239 234 44 6125 5 11775 158

12 300 2 4500 261 45 6408 -2 11936 161

13 361 1 4761 261 46 6685 17 12085 149

14 425 5 4995 234 47 7013 53 12255 170

15 504 14 5256 261 48 7500 2 12500 245

16 625 1 5625 369 49 7993 -47 12745 245

17 749 -11 5991 366 50 8345 -11 12915 170

18 840 -2 6240 249 51 8664 14 13064 149

19 925 5 6453 213 52 9025 1 13225 161

20 1025 1 6675 222 53 9389 -11 13383 158

21 1128 -2 6888 213 54 9720 14 13520 137

22 1225 5 7065 177 55 10093 53 13669 149

23 1337 17 7251 186 56 10625 5 13875 206

24 1500 2 7500 249 57 11172 -33 14084 209

25 1669 -11 7749 249 58 11605 1 14245 161

26 1805 1 7935 186 59 12041 41 14403 158

27 1944 14 8112 177 60 12600 14 14600 197

28 2125 5 8325 213 61 13201 1 14809 209

29 2321 1 8547 222 62 13805 41 15015 206

30 2520 14 8760 213 63 14532 122 15260 245

31 2761 41 9009 249 64 15625 1 15625 365

32 3125 1 9375 366 65 16721 -119 159892
3 3642

3

33 3492 -38 9740 365 66 17460 -38 162331
3 2432

3
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Èçìåíÿÿ ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ, ìîæíî ñâåñòè ýòîò èíòåãðàë ê
äðóãîìó îäíîìåðíîìó èíòåãðàëó

(D.1)

∫
∆x

f(tn)dt1dt2 · · · dtn =
∫ x

0
vol∆x(t)f(t)dt =

∫ x

0

(x− t)n−1

(n− 1)!
f(t)dt.

Çäåñü ∆x(t) � (n− 1)-ìåðíûé ñèìïëåêñ, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ ïåðåñå-
÷åíèåì ñèìïëåêñà ∆x ñ ãèïåðïëîñêîñòüþ tn = t.

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî âûðàæåíèå (x−t)n−1

(n−1)! èìååò ñìûñë íå òîëüêî äëÿ

n ∈ N, íî è äëÿ ëþáîãî âåùåñòâåííîãî n. Ïîýòîìó ìû çàìåíèì îáîçíà÷å-
íèå n íà α è îïðåäåëèì àíòèïðîèçâîäíóþ ïîðÿäêà α, èëè ïðîèçâîäíóþ
ïîðÿäêà −α, ôîðìóëîé

(D.2) f (−α)(x) =
∫ x

0

(x− t)α−1

Γ(α)
f(t)dt =

∫ x

0

tα−1

Γ(α)
f(x− t)dt.

Ðàçóìååòñÿ, ìû äîëæíû óòî÷íèòü, êàêîé êëàññ ôóíêöèé ìû áóäåì ðàñ-
ñìàòðèâàòü è êàê ïîíèìàòü èíòåãðàë äëÿ ýòîãî êëàññà ôóíêöèé. Äëÿ
íà÷àëà áóäåò äîñòàòî÷íî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî íàøè ôóíêöèè îïðåäåëåíû
è ãëàäêè íà (0, ∞), à òàêæå îáðàùàþòñÿ â íóëü ñ äîñòàòî÷íî áîëüøîé
êðàòíîñòüþ â íà÷àëå êîîðäèíàò.

Exercise 17. 19. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Φβ(x) ôóíêöèþ xβ−1

Γ(β) . Ïîêàæèòå,
÷òî

(D.3) Φ(−α)
β (x) = Φβ−α(x).

Hint. Èñïîëüçóéòå B-ôóíêöèþ Ýéëåðà, çàäàâàåìóþ ôîðìóëîé

B(α, β) =
∫ 1

0
tα−1(1− t)β−1dt

è å¼ ñâîéñòâî:

B(α, β) =
Γ(α)Γ(β)
Γ(α+ β)

.

Îòìåòèì ñâÿçü äðîáíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñ îïåðàöèåé ñâ¼ðòêè
íà ãðóïïå R+ äëÿ ôóíêöèé ñ íîñèòåëåì íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè:

(f1 ∗ f2)(x) =
∫ x

0
f1(t)f2(x− t)dt.

À èìåííî, ïðîèçâîäíàÿ ïîðÿäêà α � ýòî ñâ¼ðòêà ñ Φ−α, à èíòåãðàë ïî-
ðÿäêà α � ýòî ñâ¼ðòêà ñ Φα.

♦

3.4. Íåêîòîðûå àðèôìåòè÷åñêèå ñâîéñòâà îñíîâíûõ ôóíêöèé

Êàê ïîêàçàíî â 3.3, ôóíêöèÿ χ(t) ïðèíèìàåò öåëûå çíà÷åíèÿ â öå-
ëûõ òî÷êàõ. Òàêèå ôóíêöèè ÷àñòî èìåþò èíòåðåñíûå àðèôìåòè÷åñêèå
ñâîéñòâà.
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Ìû òàêæå ïðîäîëæèì îñòàëüíûå îñíîâíûå ôóíêöèè ψ, ϕ, ξ íà ïî-
ëîæèòåëüíóþ ïîëóîñü ïî ôîðìóëàì

(3.4.1) ψ(2t) =
5
3
ψ(t), ϕ(t) =

χ(t) + ψ(t)
2

, ξ(t) =
3ψ(t)− χ(t)

2
Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ýòè ôóíêöèè êàê ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ ãàðìîíè-
÷åñêèõ ôóíêöèé íà áåñêîíå÷íîì êîâðå Ñåðïèíñêîãî, îãðàíè÷åííîì

ëó÷àìè x ≥ 0, y = 0 è x ≥ 0, y = x
√

3
2 .

Ðèñ. 3.3. Áåñêîíå÷íûé êîâ¼ð Ñåðïèíñêîãî �.

Èçó÷èì ëîêàëüíîå ïîâåäåíèå ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé â îêðåñòíîñòè
íåêîòîðîé äâîè÷íî-ðàöèîíàëüíîé òî÷êè r = k

2n .
Ìû íà÷í¼ì ñ ôóíêöèè χ. Ââèäó ñîîòíîøåíèé (3.3.1), äîñòàòî÷íî ðàñ-

ñìàòðèâàòü òîëüêî ñëó÷àé n = 0 è íå÷¼òíûå ïîëîæèòåëüíûå k = 2m+1.

Theorem 3.4. Äëÿ ëþáîãî íå÷¼òíîãî ïîëîæèòåëüíîãî k è ëþáîãî
τ ∈ [0, 1] ìû èìååì:

(3.4.2) χ(k ± τ) = χ(k) + ∆2 · χ(τ)±∆1 ·
(
2χ(τ) + 3ψ(τ)

)
ãäå ∆2 = χ(k−1)+χ(k+1)−2χ(k)

2 , ∆1 = χ( k+1
2

)−χ( k−1
2

)

2 .

Corollary. Äëÿ ëþáîãî n, ëþáîãî k ëþáîãî íå÷¼òíîãî ïîëîæè-
òåëüíîãî l < 2n ìû èìååì2

(3.4.3) χ(2nk + l) ≡ χ(2nk − l) mod
(
2χ(l) + 3n+1ψ(l)

)
è

(3.4.4) χ(2nk + l) + χ(2nk − l)− 2χ(2nk) ≡ 0 mod χ(l)

Íåêîòîðûå ÷àñòíûå ñëó÷àè ïîëó÷åííûõ ñðàâíåíèé:
a) n = 1, k = 2m+ 1, l = 1 : χ(4m+ 3) ≡ χ(4m+ 1) mod 11
b) n = 2, k = 2m+ 1, l = 3 : χ(8m+ 7) ≡ χ(8m+ 1) mod 84

2Çàìåòèì, ÷òî 3n+1ψ(l) � öåëîå ÷èñëî, êîãäà l < 2n.
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c) k = 1 : χ(2n + l) ≡ χ(2n − l) mod
(
2χ(l) + 3n+1ψ(l)

)
(íà

ñàìîì äåëå, ýòî íå òîëüêî ñðàâíåíèå, íî äàæå ðàâåíñòâî,ïîñêîëüêó â
ýòîì ñëó÷àå 2∆1 = 1.)

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíûé êóñîê áåñ-
êîíå÷íîãî êîâðà, îïèðàþùèéñÿ íà îòðåçîê [k − 1, k + 1]. Îí ïîêàçàí íà
Ðèñ. 3.4.

a−

c

a+

b−

a0

b+

k − 1 k k + 1

Ðèñ. 3.4. Ôðàãìåíò áåñêîíå÷íîãî êîâðà Ñåðïèíñêîãî
!! Ïîïðàâèòü: −, b−, k − 1 !!

Îáîçíà÷èì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè χ â òî÷êàõ k−1, k, k+1 ÷åðåç a−, a, a+

ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà çíà÷åíèÿ b+, b−, c, ïðèíèìàåìûå â îñòàëüíûõ
âåðøèíàõ, êàê ïîêàçàíî íà Ðèñ. 3.3, ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû èç ðàâåíñòâ:

5a = 2a− + 2a+ + c, 5b± = 2a± + 2c+ a∓.

Â ðåçóëüòàòå ýòîãî âû÷èñëåíèÿ, ïîëó÷àåì:

c = 5a− 2a− − 2a+, b+ = 2a− 3a− + 2a+

5
, b− = 2a− 2a+ + 3a−

5
.

Ââåä¼ì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèè g± : τ → χ(k ± τ). Çíàÿ ãðàíè÷íûå
çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé íà âûáðàííîì êóñêå
S, ìû ìîæåì íàïèñàòü:

g±(τ) = a+
a± + b± − 2a

2
· ψ(τ) +

a± − b±
2

· χ(τ).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû îñòà¼òñÿ çàìåòèòü, ÷òî

a± + b± − 2a
2

= ± 3
10

(a+ − a−) = ±3 ·∆1

è
a± − b±

2
=
a− + a+ − 2a

2
± 1

5
(a+ − a−) = ∆2 ± 2∆1.

�
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Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ. Ïîëîæèì τ = l
2n â (3.4.2). Òîãäà

ìû ïîëó÷àåì

χ(2nk + l)− χ(2nk − l) = 5n
(
χ(k + l

2n )− χ(k − l
2n )
)

=

2 · 5n∆1

(
2χ( l

2n ) + 3ψ( l
2n )
)

= 2 ·∆1 ·
(
2χ(l) + 3n+1ψ(l)

)
.

Ïîñêîëüêó 2∆1 ∈ Z, ìû äîêàçàëè (3.4.3). Ñðàâíåíèå (3.4.4) äîêàçûâàåòñÿ
òàê æå. �

Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ðàçäåëà ìû ââåä¼ì è íà÷í¼ì èçó÷åíèå åù¼ îäíîé
öåëî÷èñëåííîé ôóíêöèè íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòà. À èìåííî ïîëîæèì

(3.4.5) D(k) :=
χ(k − 1)− 2χ(k) + χ(k + 1)

3
Ïî ñóùåñòâó � ýòî âòîðàÿ ðàçíîñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè χ, ïîäå-

ë¼ííàÿ íà 3. Çíà÷åíèÿ D(k) äëÿ ìàëûõ k ïðèâåäåíû â òàáëèöå

Òàáëèöà çíà÷åíèé D(k).

k χ(k) ∆χ(k) ∆2χ(k) D(k)
0 0

1
1 1 3 1

4
2 5 3 1

7
3 12 6 2

13
4 25 3 1

16
5 41 3 1

19
6 60 6 2

25
7 85 15 5

40
8 125 3 1

43
9 168 -6 -2

37
10 205 3 1

40
11 245 15 5

55
12 300 6 2

61
13 361
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Ýòà òàáëèöà äà¼ò åù¼ áîëüøå ïîâîäîâ äëÿ íàáëþäåíèé è îòêðûòèé,
÷åì òàáëèöà 1.1. Íàïðèìåð, óæå èìåþùèåñÿ äàííûå ïîçâîëÿþò ïðåäïî-
ëîæèòü, ÷òî ôóíêöèÿ D îáëàäàåò ñâîéñòâîì

(3.4.6) D(2k) = D(k).

Ýòî çàìåòíî ñîêðàùàåò å¼ âû÷èñëåíèå: äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü çíà÷å-
íèÿ â íå÷¼òíûõ òî÷êàõ.

Äàëåå, áîëåå òîíêîå íàáëþäåíèå ïîçâîëÿåò ðåøèòü è ýòó çàäà÷ó:
ôóíêöèÿ D óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

(3.4.7) D(2k − 1) +D(2k + 1) = 3D(k).

Ìû îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ äîêàçàòü ñâîéñòâà (3.4.6) è (3.4.7) ôóíêöèè
D(k). Ïîëüçóÿñü ýòèìè ñâîéñòâàìè, ëåãêî ïðîäîëæèòü òàáëèöó çíà÷åíèé
D(k) êàê óãîäíî äàëåêî.

Îêàçûâàåòñÿ, â îòëè÷èå îò ôóíêöèè χ(k), ôóíêöèÿ D(k) ðàñò¼ò çà-
ìåòíî ìåäëåííåå, ïðèìåðíî êàê kγ , γ = log2 3, è áîëüøèå çíà÷åíèÿ ñî-
ñðåäîòî÷åíû "êëàñòåðàìè"âáëèçè ñòåïåíåé äâîéêè. ß î÷åíü ñîâåòóþ ÷è-
òàòåëþ ïîðàçìûøëÿòü è ïîýêñïåðèìåíòèðîâàòü íà ýòó òåìó.

Íàïðèìåð, èíòåðåñíî îïèñàòü ïðîîáðàç D−1(n) äëÿ ðàçíûõ n, íà÷è-
íàÿ ñ n = 1.

3.5. Ôóíêöèè x(t), y(t) è y(x)

Òåîðåìà 3.4 è ïðèâåäåííîå âûøå å¼ ñëåäñòâèå è çàñòàâëÿþò çàäóìàòü-
ñÿ íàä òåì, ÷òî, âîçìîæíî, êîîðäèíàòà t ÿâëÿåòñÿ íå ëó÷øèì âûáîðîì
àðãóìåíòà äëÿ ôóíêöèé ucab. Áîëåå åñòåñòâåííûé âûáîð àðãóìåíòà x è
ôóíêöèè y(x) òàêîâ:

(3.5.1) x = ϕ+ ψ − 1 = χ+ ξ − 1; y = ξ − ψ = ψ − ϕ = ϕ− χ.

Êîãäà t ìåíÿåòñÿ îò 0 äî 1, x âîçðàñòàåò îò −1 äî 1, â òî âðåìÿ, êàê y
ðàñò¼ò îò çíà÷åíèÿ 0 äî ìàêñèìóìà 1

5 ïðè x = 0, à ïîòîì óáûâàåò îïÿòü
äî 0.

Àëüòåðíàòèâíîå îïðåäåëåíèå: x = u0
−1,1, y = u1

0,0.

Theorem 3.5. Âåëè÷èíà y ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèåé

îò x. Áîëåå òî÷íî, ïðîèçâîäíàÿ y′ = dy
dx ñóùåñòâóåò è ÿâëÿåòñÿ íåïðå-

ðûâíîé ñòðîãî óáûâàþùåé ôóíêöèåé x.

Ìû âåðí¼ìñÿ ê ýòîìó âîïðîñó â ×àñòè II.
Ñëåäóþùèå òðè ïðîáëåìû îòêðûòû:

Problem 3. Ïîäñ÷èòàòü ìîìåíòû

(3.5.2) mn : =
∫ 1

−1
xnydx.

Problem 4. Ïîäñ÷èòàòü êîýôôèöèåíòû Ôóðüå

(3.5.3) cn : =
∫ 1

−1
e−πinxydx.
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Problem 5. Èññëåäîâàòü äðîáíûå ïðîèçâîäíûå îñíîâíûõ ôóíêöèé.
Íàïðèìåð, èíòåðåñíî íàéòè ïðîèçâîäíóþ ïîðÿäêà β = log2 5 îò ôóíê-

öèè χ(t) è ïðîèçâîäíóþ ïîðÿäêà β = log2
5
3 îò ôóíêöèè ψ(t) â îêðåñòíî-

ñòè íóëÿ.

Âñå áàçèñíûå ôóíêöèè ëåãêî âûðàæàþòñÿ â òåðìèíàõ x è y:
(3.5.4)

χ =
x+ 1− 3y

2
, ϕ =

x+ 1− y

2
, ψ =

x+ 1 + y

2
, ξ =

x+ 1 + 3y
2

Äðóãîå ïðåèìóùåñòâî âåëè÷èí x è y çàêëþ÷àåòñÿ â èõ ïðîñòîì ïî-
âåäåíèè îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà T : Tx = −x, Ty = y.

Íåäîñòàòêîì ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñëîæíîå ïîâåäåíèå îòíîñèòåëüíî îïåðà-

òîðîâA0 èA1. Èìåííî, åñëè ìû ââåä¼ì âåêòîð-ôóíêöèþ ~h(t) = (x(t), y(t), 1)t,
òî çàêîíû ïðåîáðàçîâàíèÿ áàçèñíûõ ôóíêöèé (3.2.7) ïåðåõîäÿò â íåñêîëü-
êî áîëåå ñëîæíûå ôîðìóëû:

(3.5.5) ~h

(
t

2

)
= C0

~h(t), ~h

(
1 + t

2

)
= C1

~h(t)

ãäå

(3.5.6) C0 =
1
10

5 3 −5
1 3 1
0 0 10

 , C1 =
1
10

 5 −3 5
−1 3 1
0 0 10


Îáå âåëè÷èíû x è y ïåðâîíà÷àëüíî áûëè ôóíêöèÿìè îò t ∈ [0, 1].

Ïîñêîëüêó x çàäà¼ò áèåêöèþ [0, 1] → [−1, 1], ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü
îòîáðàæåíèå

ỹ := y ◦ x−1 : [−1, 1] → [0, 1].
×àñòî ìû íå áóäåì äåëàòü ðàçëè÷èÿ ìåæäó y è ỹ è ïèñàòü ïðîñòî y(x).
Óòâåðæäåíèå, ÷òî x � ëó÷øèé ïàðàìåòð, ÷åì t ïîäòâåðæäàåòñÿ ñôîðìó-
ëèðîâàííîé âûøå òåîðåìîé 3.5. Íà ìîé âçãëÿä, ëó÷øèé ñïîñîá äîêàçà-
òåëüñòâà ýòîé òåîðåìû � ïîêàçàòü, ÷òî y ÿâëÿåòñÿ âîãíóòîé ôóíêöèåé
îò x, òî åñòü îáëàäàåò ñâîéñòâîì

(3.5.7) y

(
x1 + x2

2

)
>

y(x1) + y(x2)
2

Exercise 18. Äîêàæèòå, ÷òî y ′(x) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì:

(3.5.8) y ′(x( t2)) =
3y ′(x(t)) + 1
3y ′(x(t)) + 5

, y ′(x(1+t
2 )) =

3y ′(x(t))− 1
5− 3y ′(x(t))

Hint. Äîêàæèòå è èñïîëüçóéòå ðàâåíñòâà

x

(
t

2

)
=

1
2
x(t) +

3
10
y(t)− 1

2
; y

(
t

2

)
=

1
10
x(t) +

3
10
y(t) +

1
10

x

(
1 + t

2

)
=

1
2
x(t)− 3

10
y(t) +

1
2
; y

(
1 + t

2

)
= − 1

10
x(t) +

3
10
y(t)− 1

10
.

(3.5.9)

êîòîðûå ñëåäóþò èç (3.5.5) è (3.5.6).
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Ñîîòíîøåíèÿ (3.5.8) ïîçâîëÿþò ÿâíî íàéòè ïðîèçâîäíóþ y ′(x) â íåêî-
òîðûõ òî÷êàõ (çíàÿ çàðàíåå, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ñóùåñòâóåò).

Íàïðèìåð, åñëè ìû ïîëîæèì t = 0 â ïåðâîì ñîîòíîøåíèè, ìû ïîëó-

÷èì óðàâíåíèå äëÿ ïðîèçâîäíîé â òî÷êå 0: y ′(0) = 3y ′(0)+1
3y ′(0)+5 , èëè 3y ′(0)2+

2y ′(0)− 1 = 0.
Ýòî êâàäðàòíîå óðàâíåíèå èìååò äâà êîðíÿ: 1

3 è−1. Ïîñêîëüêó y(−1) =
0 è y(−1 + ε) > 0, òîëüêî ïåðâûé êîðåíü äà¼ò ïðàâèëüíîå çíà÷åíèå äëÿ
ïðîèçâîäíîé. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì y ′(−1) = 1

3 .
Àíàëîãè÷íî, ïîëàãàÿ t = 1 âî âòîðîì ñîîòíîøåíèè, ìû ïîëó÷àåì

y ′(1) = −1
3 .

Ãðàôèêè ôóíêöèé y(x) è y ′(x) ïîêàçàíû íà Ðèñ. 3.5

x

y

1−1

−1
3

1
3

1
5

y(x)

y′(x)

Ðèñ. 3.5. Ãðàôèêè ôóíêöèé y(x) è y ′(x)

Èñïîëüçîâàííûé çäåñü ìåòîä íàõîæäåíèÿ ïðîèçâîäíîé ïðèìåíèì äëÿ
âû÷èñëåíèÿ y ′(x) äëÿ ëþáîé òî÷êè x âèäà x(t) ñ ðàöèîíàëüíûì t. Â
ñàìîì äåëå, ëþáîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî r ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå
ñìåøàííî-ïåðèîäè÷åñêîé äâîè÷íîé äðîáè. Òîãäà r = k

2m(2n−1) ãäå n �

äëèíà ïåðèîäà äâîè÷íîé äðîáè, ïðåäñòàâëÿþùåé r, à m � ÷èñëî öèôð
äî íà÷àëà ïåðèîäà.

Íàïðèìåð, äëÿ 5
6 = 0.11010101... = 0.1(10) = 5

2(22−1)
.

×èñëî r′ = k
2n−1 ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé îäíîãî èç ïðåîáðàçî-

âàíèé âèäà α := αi1αi2 · · ·αin (ñì. section 3.2). À ñàìî ÷èñëî r ÿâëÿåòñÿ
îáðàçîì r′ îòíîñèòåëüíî äðóãîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ α′ := αj1αj2 · · ·αjm òîãî
æå âèäà.

Ãåîìåòðè÷åñêè, ïðåîáðàçîâàíèå α � ýòî ñæàòèå â 2n ðàç ê òî÷êå 2−n.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèè x−x(r′) è y−y(r′) ïðåîáðàçóþòñÿ ëèíåéíî
ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîé ìàòðèöû ôîðìàòà 2 × 2 ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè. Ýòî äà¼ò êâàäðàòíîå óðàâíåíèå äëÿ ïðîèçâîäíîé y ′(x) â
òî÷êå x(r′). Çíà÷åíèå y ′(x(r)) ìîæåò áûòü íàéäåíî èç (3.5.6).

Exercise 19. Íàéòè x
(

5
6

)
, y
(

5
6

)
è çíà÷åíèåy ′(x) â òî÷êå x

(
5
6

)
.

Ñëåäóþùàÿ ïðîáëåìà îòêðûòà.
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Problem 6. Ïóñòü Γ ⊂ R2 � ãðàôèê ôóíêöèè y(x). Îí ñîäåðæèò
áîëüøîå ìíîæåñòâîX òî÷åê ñ ðàöèîíàëüíûìè êîîðäèíàòàìè. Íàïðèìåð,
òàêîâû âñå òî÷êè, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàöèîíàëüíûì çíà÷åíèÿì ïàðàìåò-
ðà t. Î÷åíü èíòåðåñíî íàéòè çàìûêàíèå Xp â p-àäè÷åñêîé òîïîëîãèè (ñì.
Èíôî G íèæå).

3.6. Ãàðìîíè÷åñêèé îáðàç êîâðà S

Çàêàí÷èâàÿ ïåðâóþ ÷àñòü êíèãè, ÿ õî÷ó ïîêàçàòü, ÷òî êîâ¼ð Ñåðïèí-
ñêîãî ñâÿçàí ñ äðóãèì çàìå÷àòåëüíûì ôðàêòàëîì � êîâðîì Àïîëëîíèÿ,
êîòîðûé ñòàíåò ãëàâíûì ñþæåòîì âòîðîé ÷àñòè.

Ðàññìîòðèì êîìïëåêñíóþ ãàðìîíè÷åñêóþ ôóíêöèþ f cab íà S. Îíà
çàäà¼ò îòîáðàæåíèå S â êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü, ïðè êîòîðîì òðè ãðà-
íè÷íûå òî÷êè ïåðåõîäÿò â òî÷êè a, b, c. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ ðàç-
íûõ òðîåê a, b, c, íå ëåæàùèõ íà îäíîé ïðÿìîé, îáðàçû S îòëè÷àþò-
ñÿ ëèøü àôôèííûì ïðåîáðàçîâàíèåì. Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøåå èç òàêèõ
îòîáðàæåíèé, ïðè êîòîðîì ãðàíè÷íûå òî÷êè îñòàþòñÿ íà ìåñòå, òî åñòü
a = 0, b = 1, c = ω. Îáðàç S â ýòîì ñëó÷àå ïîêàçàí íà Ðèñ.3.6. Ìû

îáîçíà÷èì åãî S̃.

Ðèñ. 3.6. Ãàðìîíè÷åñêèé îáðàç S̃ êîâðà Ñåðïèíñêîãî.

Ìû âèäèì, ÷òî ýòîò îáðàç ïîõîæ íà êóñîê òàê íàçûâàåìîãî êîâðà

Àïîëëîíèÿ � ñì. ÷àñòü II. Ïðàâäà, êðèâûå, ñîñòàâëÿþùèå S̃, íå ÿâëÿþò-
ñÿ îêðóæíîñòÿìè. Íàïðèìåð, íèæíÿÿ ãðàíèöà � ýòî êðèâàÿ, çàäàííàÿ
ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè

(3.6.1) x = u
1
2
0 1 =

ϕ(t) + ψ(t)
2

y = u

√
3

2
0 0 =

√
3 · ψ(t)− ϕ(t)

2
Âñïîìèíàÿ îïðåäåëåíèå ôóíêöèé x(t)è y(t), ìû âèäèì, ÷òî ýòà êðè-

âàÿ � àôôèííûé îáðàç ãðàôèêà ôóíêöèè y(x). Êàê ìû âèäåëè âûøå,
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ôóíêöèÿ y(x) èìååò ëèøü äâå ïðîèçâîäíûå, òàê ÷òî íàøà êðèâàÿ çàâåäî-
ìî íå ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòüþ. Âñå îñòàëüíûå äóãè êðèâûõ, îáðàçóþùèå

S̃, ÿâëÿþòñÿ àôôèííûìè îáðàçàìè ãðàíè÷íîé êðèâîé è, ñëåäîâàòåëüíî,
òîæå íå ÿâëÿþòñÿ îêðóæíîñòÿìè.

Òåì íå ìåíåå, S̃ î÷åíü áëèçîê ê êîâðó Àïîëëîíèÿ A è, âîçìîæíî,
èìååò òó æå õàóñäîðôîâó ðàçìåðíîñòü. Ìû ðàññìîòðèì êîâ¼ð Àïîëëîíèÿ
áîëåå ïîäðîáíî âî âòîðîé ÷àñòè. Çäåñü ÿ òîëüêî ñôîðìóëèðóþ îáùóþ
ïðîáëåìó

Problem 7. Èñïîëüçîâàòü áëèçîñòü ôðàêòàëîâ S̃ è A, ÷òîáû ëó÷øå
ïîíÿòü êàæäûé èç íèõ.

3.7. Ìíîãîìåðíûå àíàëîãè êîâðà S

Êîâ¼ð Ñåðïèíñêîãî èìååò åñòåñòâåííûå àíàëîãè â âûñøèõ ðàçìåð-
íîñòÿõ. Ýòî � ñàìîïîäîáíûå ôðàêòàëû S(n) â Rn, çàäàâàåìûå ñèñòåìîé
ñæàòèé

(3.7.1) fi(x) =
x+ pi

2
,

ãäå òî÷êè pi ∈ Rn, 1 ≤ i ≤ n+ 1, íå ëåæàò â îäíîé ãèïåðïëîñêîñòè.

Ðèñ. 3.7. 3-ìåðíûé êîâ¼ð Ñåðïèíñêîãî

Êîíòðîëüíûé âîïðîñ: ÷òî òàêîå îäíîìåðíûé êîâ¼ð Ñåðïèíñêîãî?
Íåòðóäíî âû÷èñëèòü, ÷òî n-ìåðíûé êîâ¼ð Ñåðïèíñêîãî èìååò õàó-

ñäîðôîâó ðàçìåðíîñòü log2(n+ 1).
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Exercise 20. Ïîñòðîèòü ïðîåêöèþ (2n − 1)-ìåðíîãî êîâðà Ñåðïèí-
ñêîãî íà n-ìåðíóþ ïëîñêîñòü òàê, ÷òî îáðàçîì ÿâëÿåòñÿ n-ìåðíûé âû-
ïóêëûé ìíîãîãðàííèê è ïî÷òè âñå òî÷êè åãî èìåþò åäèíñòâåííûé ïðî-
îáðàç â S(2n−1)

Òåîðèÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé íà ìíîãîìåðíûõ êîâðàõ Ñåðïèíñêî-
ãî âïîëíå àíàëîãè÷íà òåîðèè, îïèñàííîé âûøå. Îáñóäèì íåêîòîðûå ôàê-
òû ýòîé òåîðèè. Ìû âûáèðàåì îäíî èç îäíîìåðíûõ ð¼áåð ïåðâîíà÷àëü-
íîãî n-ñèìïëåêñà {p1, p2, . . . , pn+1}, ñêàæåì, p1p2, îòîæäåñòâëÿåì åãî ñ
îòðåçêîì [0, 1] è îãðàíè÷èâàåì âñå ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè íà ýòî ðåáðî.

Lemma 3.5. Îãðàíè÷åíèå ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè f íà ðåáðî p1p2

çàâèñèò òîëüêî îò çíà÷åíèé f(p1), f(p2) è îò ñóììû
∑n+1

k=3 f(pk).

Hint. Èñïîëüçóéòå èíâàðèàíòíîñòü îãðàíè÷åíèÿ îòíîñèòåëüíî ãðóï-
ïû ïåðåñòàíîâîê âåðøèí p3, . . . , pn+1.

Ñëåäñòâèå. Îãðàíè÷åíèÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé íà S(n) íà ëþáîå
ðåáðî pipj îáðàçóþò 3-ìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî.

Ïóñòü f ca,b îçíà÷àåò ëþáóþ ãàðìîíè÷åñêóþ ôóíêöèþ íà S(n) ñ ãðà-

íè÷íûìè çíà÷åíèÿìè f(p1) = a, f(p2) = b è
∑n+1

k=3 f(pk) = c.. Òîãäà
îãðàíè÷åíèå ýòîé ôóíêöèè íà îòðåçîê [p1, p2] ' [0, 1] îäíîçíà÷íî îïðå-
äåëåíî ÷èñëàìè a, b, c. Ìû îáîçíà÷èì ýòî îãðàíè÷åíèå uca,b(t).

Îïðåäåëèì áàçèñíûå ôóíêöèè ôîðìóëàìè

(3.7.2) χ(t) = u−1
0,1(t), ϕ(t) = u0

0,1(t), ψ(t) = un−1
0,1 (t), ξ(t) = un0,1(t),

à òàêæå ôóíêöèè x, y ñ ïîìîùüþ

(3.7.3) x(t) = u0
−1,1(t), y(t) = u1

0,0(t).

Òîãäà

x = χ+ ξ − 1 = ϕ+ ψ − 1, y = ϕ− χ = ξ − ψ =
ψ − ϕ

n− 1
.

Îòìåòèì, â ÷àñòíîñòè, ÷òî un−1
1,1 (t) ≡ 1.

Îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó áàçèñíûìè ôóíêöèÿìè âûâîäÿòñÿ êàê
â äâóìåðíîì ñëó÷àå. Îíè èìåþò âèä:

(3.7.4) χ(2t) = (n+ 3) · χ(t), ψ(2t) =
n+ 3
n+ 1

· ψ(t);

(3.7.5)

χ(1 + τ) + χ(1− τ) = 2 + (n+ 1)χ(τ)

χ(1 + τ)− χ(1− τ) = 2
n+ 1
n

ψ(τ) +
(n− 1)(n+ 2)

n
χ(τ);

(3.7.6)

ψ(1 + τ) + ψ(1− τ) = 2− n− 1
n+ 1

χ(τ)

ψ(1 + τ)− ψ(1− τ) =
2
n
ψ(τ) +

(n− 1)(n+ 2)
n(n+ 1)

χ(τ).
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Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ïîçâîëÿþò ðàçâèòü àðèôìåòè÷åñêóþ òåîðèþ áà-
çèñíûõ ôóíêöèé äëÿ ëþáîãî3 öåëî÷èñëåííîãî çíà÷åíèÿ n, ïàðàëëåëüíî
ñëó÷àþ n = 2.

Â ÷àñòíîñòè, ôóíêöèÿ χ(t) âñåãäà ïðèíèìàåò öåëûå çíà÷åíèÿ â öåëûõ
òî÷êàõ.

Íåêîòîðûå çíà÷åíèÿ n ïðåäñòàâëÿþò îñîáûé èíòåðåñ.
Ïðè n = 1 ìû ïîëó÷àåì χ(t) = t2, ϕ(t) = ψ(t) = t, ξ(t) = 2t− t2.
Ïðè n = 0 ìû ïîëó÷àåì y = 0, ïîýòîìó χ(t) = ϕ(t) = ψ(t) = ξ(t) è

ýòà ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâàì

(3.7.7) χ(2t) = 3χ(t), χ(2m + k) + χ(2m − k) = 2 · 3m + χ(k).

Çäåñü, êàê è â äâóìåðíîì ñëó÷àå, ïîëåçíî ââåñòè íîâóþ ôóíêöèþ D
ïî ôîðìóëå

(3.7.8) D(k) := χ(k+ 1)− 2χ(k) + χ(k− 1) äëÿ ëþáîãî öåëîãî k > 0.

Theorem 3.6. Ôóíêöèÿ D(k) îáëàäàåò ñâîéñòâàìè:
(3.7.9)

f(2k) = f(k), f(2n + k) + f(2n − k) = f(k) äëÿ 0 < k < 2n.

Äåòàëüíîå èçó÷åíèå ôóíêöèè D(k) î÷åíü èíòåðåñíî è ìîæåò áûòü
ïðåäìåòîì ñàìîñòîÿòåëüíîãî èññëåäîâàíèÿ.

Ïðè n = −1 ìû ïîëó÷àåì χ(t) = t è íåÿñíî, êàê îïðåäåëèòü îñòàëü-
íûå áàçèñíûå ôóíêöèè.

Íàêîíåö, ïðè n = −2 ìû ïîëó÷àåì χ(k) =

{
1 åñëè k 6≡ 0 mod 3
0 åñëè k ≡ 0 mod 3.

Àíàëîãè÷íûå ôîðìóëû ñïðàâåäëèâû äëÿ îñòàëüíûõ áàçèñíûõ ôóíê-
öèé.

Ìû îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ èññëåäîâàòü îñòàëüíûå çíà÷åíèÿ n è ïîèñ-
êàòü èíòåðåñíûå ïðèìåðû.

Info E. ×èñëîâûå ñèñòåìû

E.1. Ñòàíäàðòíûå ñèñòåìû. Áîëüøèíñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë
èððàöèîíàëüíû, òî åñòü íå ìîãóò áûòü çàïèñàíû êàê îòíîøåíèå äâóõ
öåëûõ ÷èñåë. Áîëåå òîãî, âåùåñòâåííûå ÷èñëà îáðàçóþò íåñ÷¼òíîå ìíî-
æåñòâî è ïîýòîìó íå ìîãóò áûòü çàíóìåðîâàíû ñëîâàìè, ñîäåðæàùèìè
êîíå÷íîå ÷èñëî áóêâ èç êîíå÷íîãî èëè ñ÷¼òíîãî àëôàâèòà.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñòü ìíîãî ÷èñëîâûõ ñèñòåì, ïîçâîëÿþùèõ çàïè-
ñûâàòü âñå âåùåñòâåííûå ÷èñëà, èñïîëüçóÿ áåñêîíå÷íûå (ñ÷¼òíûå) ñëîâà
ñ áóêâàìè èç êîíå÷íîãî èëè ñ÷¼òíîãî àëôàâèòà. Ñàìûå èçâåñòíûå ñèñòå-
ìû � ýòî îáû÷íàÿ äåñÿòè÷íàÿ ñèñòåìà è å¼ äâîè÷íûé àíàëîã.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñèñòåìû S òàêîãî òèïà íóæíû ñëåäóþùèå íà÷àëü-
íûå äàííûå:

• Âåùåñòâåííîå èëè êîìïëåêñíîå ÷èñëî b, |b| > 1,, íàçûâàåìîå áàçîé.

3ß íå çíàþ ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè ýòèõ ôóíêöèé äëÿ n ≤ 0.
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• Ìíîæåñòâî D = {d1, d2, . . . } èñïîëüçóåìûõ öèôð, êîòîðûå ìîãóò
áûòü ëþáûìè âåùåñòâåííûìè èëè êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè, íî îáû÷íî
âûáèðàþòñÿ èç íàòóðàëüíîãî ðÿäà, âêëþ÷àÿ 0.

Êàæäîé ïîëóáåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âèäà

a = anan−1 · · · a1a0.a−1a−2 · · · a−n · · · , ak ∈ Z+,

÷èñëîâàÿ ñèñòåìà S ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî

(E.1) val(a) =
k=n∑
−∞

dak
· bk.

Â ñòàíäàðòíûõ ÷èñëîâûõ ñèñòåìàõ áàçîé ÿâëÿåòñÿ íàòóðàëüíîå ÷èñ-
ëî m, à öèôðàìè � ýëåìåíòû ìíîæåñòâà Xm = {0, 1, . . . , m−1}. Õîðîøî
èçâåñòíî, ÷òî ëþáîå íåîòðèöàòåëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî x çàïèñûâàåò-
ñÿ â ôîðìå

(E.2) x = val(a) =
n∑
−∞

aj · bj .

Áîëåå òî÷íî, êàæäîå íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå ÷èñëî çàïèñûâàåòñÿ â
âèäå (E.2) îäíîçíà÷íî è èìååò äîïîëíèòåëüíîå ñâîéñòâî: ak = 0 äëÿ
k < 0.

Â òî æå âðåìÿ, êàæäîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî èç îòðåçêà [0, 1] ïî÷òè
îäíîçíà÷íî çàïèñûâàåòñÿ â âèäå (E.2) è èìååò äîïîëíèòåëüíîå ñâîéñòâî:
ak = 0 äëÿ k ≥ 0. Íååäèíñòâåííîñòü âîçíèêàåò èç òîæäåñòâà∑

k≥1

(m− 1) ·m−k = 1.

Îáùåïðèíÿòûé ñïîñîá èçáåæàòü ýòîé íååäèíñòâåííîñòè � çàïðåòèòü
èñïîëüçîâàíèå áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè öèôð m− 1.

Ðóêîâîäñòâóÿñü ýòèì ïðèìåðîì, ìû îïðåäåëèì äëÿ ëþáîé ÷èñëîâîé
ñèñòåìû S òàêîãî òèïà ìíîæåñòâî Ö(S) öåëûõ ÷èñåë, êîòîðûå îáëàäàþò
ñâîéñòâîì ak = 0 äëÿ k < 0, è ìíîæåñòâî Ä(S) äðîáíûõ ÷èñåë, êîòîðûå
îáëàäàþò ñâîéñòâîì ak = 0 äëÿ k ≥ 0.

Äëÿ ñòàíäàðòíûõ ñèñòåì S ìû èìååì Ö(S) = Z+, Ä(S) = [0, 1].

E.2. Íåñòàíäàðòíûå ñèñòåìû. Íåñòàíäàðòíûå ñèñòåìû èñïîëü-
çóþòñÿ ðåäêî, íî èõ ñâîéñòâà áîëåå èíòåðåñíû.

Exercise 21. Ðàññìîòðèì ÷èñëîâóþ ñèñòåìó S ñ áàçîé b = −2 è
öèôðàìè {0, 1}.

Ïðîâåðüòå, ÷òî äëÿ ýòîé ñèñòåìû Ö(S) = Z, à Ä(S) = [−2
3 ,

1
3 ]. Ïîêà-

æèòå, ÷òî ëþáîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî � ïîëîæèòåëüíîå èëè îòðèöàòåëü-
íîå � çàïèñûâàåòñÿ â âèäå (E.2) ïî÷òè îäíîçíà÷íî.

Exercise 22. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó S ñ áàçîé b = 1 + i è öèôðàìè
{0, 1}.

Ïîêàæèòå, ÷òî Ö(S) = Z[i] � ìíîæåñòâî öåëûõ ãàóññîâñêèõ ÷èñåë
âèäà a+ ib, a, b ∈ Z.
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×òî êàñàåòñÿ Ä(S), òî ýòî � êîìïàêòíîå ôðàêòàëüíîå ìíîæåñòâî ðàç-
ìåðíîñòè 2, îïðåäåëÿåìîå ñâîéñòâîì:

(E.3) Ä =
1− i

2
·
(
Ä
⋃

(1 +Ä)
)

Çäåñü, êàê îáû÷íî, êîãäà àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè ïðèìåíÿþòñÿ ê
íåêîòîðîìó ìíîæåñòâó ÷èñåë, ýòî çíà÷èò, ÷òî îíè ïðèìåíÿþòñÿ ê êàæ-
äîìó ýëåìåíòó ìíîæåñòâà. Èçîáðàæåíèå ýòîãî ìíîæåñòâà ìîæíî íàéòè
âî ìíîãèõ êíèãàõ î ôðàêòàëàõ (ñì. íàïðèìåð, [Edg90]) èëè ïîñòðîèòü
ñàìîìó, ïîëüçóÿñü ðàâåíñòâîì (E.3). Îíî ïîêàçàíî íà Ðèñ. E.8.

Ðèñ. E.8. Ìíîæåñòâî Ä(S)

Exercise 23. Ïóñòü ε = e
2πi
3 � êóáè÷åñêèé êîðåíü èç 1. Ñóùåñòâó-

åò ëè íåñòàíäàðòíàÿ ÷èñëîâàÿ ñèñòåìà ñ áàçîé è öèôðàìè èç Z[ε], äëÿ
êîòîðîé Ö(S) = Z[ε]? Êàêîâî ìíîæåñòâî Ä(S) äëÿ òàêîé ñèñòåìû?

E.3. Íåïðåðûâíûå äðîáè. Ñóùåñòâóåò åù¼ áîëåå íåñòàíäàðòíàÿ
÷èñëîâàÿ ñèñòåìà, ñâÿçàííàÿ ñ ïîíÿòèåì íåïðåðûâíîé äðîáè. Ïóñòü
k = {k1, k2, . . . } � êîíå÷íàÿ èëè ñ÷¼òíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëü-
íûõ ÷èñåë. Ìû ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñëî
(E.4)

val(k) =
1

k1 +
1

k2 +
1

k3 + · · ·+
1
kn

åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü k êîíå÷íà,

èëè ïðåäåë âûðàæåíèÿ (E.4) ïðè n → ∞, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü k
áåñêîíå÷íà.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ïðåäåë â äàííîì ñëó÷àå âñåãäà ñóùåñòâóåò.
Áîëåå òîãî, ëþáîå èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî x èç èíòåðâàëà (0, 1) ñîîòâåò-
ñòâóåò åäèíñòâåííîé áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè k. Ãîâîðÿò, ÷òî x
ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèåì áåñêîíå÷íîé íåïðåðûâíîé äðîáè, çàäàâàåìîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòüþ k.

×òî êàñàåòñÿ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë r ∈ (0, 1), òî êàæäîå èç íèõ ÿâëÿ-
åòñÿ çíà÷åíèåì ðîâíî äâóõ êîíå÷íûõ íåïðåðûâíûõ äðîáåé:

k = {k1, . . . , kn−1, 1} è k′ = {k1, . . . , kn−1 + 1}.
Ñóùåñòâóåò ïðîñòîé àëãîðèòì, êàê âîññòàíîâèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

k ïî çíà÷åíèþ val(k). Èìåííî, ïóñòü [x] îçíà÷àåò òàê íàçûâàåìóþ öåëóþ
÷àñòü ÷èñëà x, òî åñòü íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå x.
×åðåç {x} îáîçíà÷àåòñÿ äðîáíàÿ ÷àñòü x, ðàâíàÿ x− [x]. Äëÿ êàæäîãî
÷èñëà x ∈ (0, 1) ìû îïðåäåëÿåì ïîñëåäîâàòåëüíî

x1 =
1
x
, k1 = [x1]; x2 =

1
{x1}

, k2 = [x2], . . . , xn =
1

{xn−1}
, kn = [xn], ...
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Äëÿ ðàöèîíàëüíîãî x ýòîò ïðîöåññ îñòàíàâëèâàåòñÿ, êîãäà äëÿ íåêîòî-
ðîãî n ìû ïîëó÷àåì {xn+1} = 0. Òîãäà íåïðåðûâíàÿ äðîáü, ñîîòâåòñòâó-
þùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè k = {k1, . . . , kn} èìååò çíà÷åíèå x.

Äëÿ èððàöèîíàëüíîãî x ïðîöåññ ïðîäîëæàåòñÿ áåñêîíå÷íî è îïðåäå-
ëÿåò áåñêîíå÷íóþ íåïðåðûâíóþ äðîáü ñî çíà÷åíèåì x.

Ïðèìåð. Ïóñòü kn = 2 äëÿ âñåõ n. Òîãäà x = val(k), î÷åâèäíî,
óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ 1

x = 2+x. Ïîýòîìó x2+2x−1 = 0 è x = −1±
√

2.
Ïîñêîëüêó x ∈ (0, 1), ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî x =

√
2− 1.

Òàêèì îáðàçîì, êâàäðàòíûé êîðåíü èç 2 çàäà¼òñÿ âûðàæåíèåì

√
2 = 1 +

1
2 + 1

2+ 1

2+ 1
2+...

,

ñëåäîâàòåëüíî, íå ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì ÷èñëîì.
Ýòîò ðåçóëüòàò4 áûë èçâåñòåí åù¼ âî âðåìåíà Ïèôàãîðà è äåðæàëñÿ â

ñåêðåòå, ïîñêîëüêó îí ìîã ïîäîðâàòü âåðó â ìîãóùåñòâî (ðàöèîíàëüíûõ)
÷èñåë.

Åñòü íåñêîëüêî ñëó÷àåâ, êîãäà çíà÷åíèå áåñêîíå÷íîé íåïðåðûâíîé
äðîáè âûðàæàåòñÿ ÷åðåç èçâåñòíûå ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé. ß çíàþ
äâà òàêèõ ñëó÷àÿ.

1. Ïåðâûé ñëó÷àé: èñõîäíàÿ äðîáü k ïåðèîäè÷íà èëè õîòÿ áû ñìå-
øàííî ïåðèîäè÷íà.

Â ýòîì ñëó÷àå ÷èñëî val(k) óäîâëåòâîðÿåò êâàäðàòíîìó óðàâíåíèþ ñ
öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè è ìîæåò áûòü âû÷èñëåíî ÿâíî.

Îáðàòíîå òàêæå âåðíî: ëþáîé âåùåñòâåííûé êîðåíü êâàäðàòíîãî óðàâ-
íåíèÿ ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè5 ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå ñìåøàííî
ïåðèîäè÷åñêîé íåïðåðûâíîé äðîáè.

2. Âòîðîé ñëó÷àé: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {kn} ÿâëÿåòñÿ àðèôìåòè÷å-
ñêîé ïðîãðåññèåé èëè å¼ ìîäèôèêàöèåé. Çäåñü ÿ îãðàíè÷óñü òðåìÿ ïðè-
ìåðàìè:

tanh 1 =
e2 − 1
e2 + 1

=
1

1 + 1
3+ 1

5+ 1

7+ 1
9+...

; tanh
1
2

=
e− 1
e+ 1

=
1

2 + 1
6+ 1

10+ 1

14+ 1
18+...

;

e = 2 +
1

1 + 1
2+ 1

1+ 1

1+ 1

4+ 1

1+ 1

1+ 1
6+...

4Áîëåå òî÷íî, åãî ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ, ïîêàçûâàþùàÿ, ÷òî äèàãîíàëü
êâàäðàòà íåñîèçìåðèìà ñ åãî ñòîðîíîé.

5Âñå òàêèå ÷èñëà èìåþò âèä a+
√

b
c

, a, b, c ∈ Z, è íàçûâàþòñÿ êâàäðàòíûìè

èððàöèîíàëüíîñòÿìè.
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E.4. Îáîáù¼ííûå ÷èñëîâûå ñèñòåìû. Îêàçûâàåòñÿ, âñå ÷èñëî-
âûå ñèñòåìû, ïàññìîòðåííûå íàìè äî ñèõ ïîð ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó-
÷àÿìè ñëåäóþùåé îáùåé ñõåìû. Âûáåðåì ìíîæåñòâî D ⊂ Z âîçìîæíûõ
öèôð. Êàæäîé öèôðå d ∈ D ñîîòâåòñòâóåò âåùåñòâåííàÿ èëè êîìïëåêñ-
íàÿ ìàòðèöà Ad ôîðìàòà n× n. Âûáåðåì òàêæå n× n-ìàòðèöó Ω.

Êàæäîé ïîëóáåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè öèôð a = {a0, a1 . . . }
ìû ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî

(E.5) val(a) = tr(Ω ·Aa0 ·Aa1 · · · )

â ñëó÷àå, êîãäà áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå èìååò ñìûñë.
Ïîêàæåì, êàê ýòà êîíñòðóêöèÿ ñâÿçàíà ñ ïðåäûäóùèìè ÷èñëîâûìè

ñèñòåìàìè.

Ïóñòü Aa =
(
m 0
a 1

)
, 0 ≤ a ≤ m− 1. Òîãäà

Aan · · ·Aa1Aa0 =

 mn+1 0∑n
j=0 ajm

j 1

 .

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ìû ïîëîæèì Ω =
(

0 1
0 0

)
, ìû ïîëó÷èì:

(E.6)
val(a0, a1 . . . , an) = tr(Ω·Aa0 · · ·Aan) = tr(Aa0 ·Aa1 · · ·Aan ·Ω) = a0+a1m+· · ·+anmn.

Ïóñòü òåïåðü Ak =
(
k 1
1 0

)
. Ðàññìîòðèì ìàòðèöû

Ak =
(
k 1
1 0

)
, AkAl =

(
kl + 1 k
l 1

)
, AkAlAm =

(
klm+m+ k kl + 1

lm+ 1 l

)
è ñðàâíèì èõ ñ íåïðåðûâíûìè äðîáÿìè:

1
k

;
1

k + 1
l

=
l

kl + 1
;

1
k + 1

1+ 1
m

=
lm+ 1

klm+m+ k
.

Ýòî ñðàâíåíèå ïîäñêàçûâàåò îáùåå òîæäåñòâî:

Lemma E.6. Çíà÷åíèå íåïðåðûâíîé äðîáè k = {k1, . . . , kn} ìîæíî
âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå:

(E.7) val(k) =
1

k1 +
1

k2 +
1

k3 +
. . .

+
1
kn

=
tr(Ω ·Ak1 ·Ak2 · · ·Akn)
tr(Ω0 ·Ak1 ·Ak2 · · ·Akn)

ãäå ìàòðèöà Ω îïðåäåëåíà âûøå è Ω0 =
(

1 0
0 0

)
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3.8. Ïðèìåíåíèÿ îáîáù¼ííûõ ÷èñëîâûõ ñèñòåì

3.8.1. Ïðèìåíåíèå ê êîâðó Ñåðïèíñêîãî. Ìû íà÷í¼ì ñ ïàðà-
ìåòðèçàöèè òî÷åê S, íåñêîëüêî îòëè÷íîé îò òîé, êîòîðóþ ìû ââåëè â
íà÷àëå ýòîé ãëàâû.

Ðàññìîòðèì àëôàâèò èç òð¼õ áóêâ: −1, 0, 1. Êàæäîìó êîíå÷íîìó
ñëîâó a = a1a2 . . . an ìû ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå êîìïëåêñíîå ÷èñëî

(3.8.1) val(a) =
εa1

2
+
εa2

4
+ · · ·+ εan

2n
ãäå ε = e2πi/3.

Ïóñòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîîòâåòñòâóåò ÷èñëî 0.

Ïîäóìàåì, êàêîå ìíîæåñòâî çàïîëíÿþò çíà÷åíèÿ val(a) êîãäà a ïðî-
áåãàåò ìíîæåñòâî âñåõ áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ïóñòü ñíà÷àëà
âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a îäèíàêîâû è ðàâíû m. Òîãäà çíà÷åíèÿ
val(a) = εm � ýòî òðè êóáè÷åñêèõ êîðíÿ èç 1. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
a ñîäåðæèò òîëüêî öèôðû 1 è −1, òî âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü ðÿäà (3.8.1)
èìååò âèä

∑∞
k=1−

1
2k+1 = 1

2 . Çíà÷èò, âåëè÷èíû val(a) â ýòîì ñëó÷àå ëå-

æàò íà ïðÿìîé x = 1
2 . Áîëåå âíèìàòåëüíîå ðàññìîòðåíèå ïîêàçûâàåò,

÷òî çíà÷åíèÿ val(a) ïðîáåãàþò îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé êóáè÷åñêèå êîðíè
ε è ε−1 = ε̄. Ñîîáðàæåíèÿ ñèììåòðèè (îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ íà ε)
ïîêàçûâàþò, ÷òî íàøå ìíîæåñòâî ëåæèò âíóòðè âûïóêëîé îáîëî÷êè òî-
÷åê 1, ε è ε̄. ß îñòàâëÿþ ÷èòàòåëþ äîêàçàòü, ÷òî íà ñàìîì äåëå èñêîìîå
ìíîæåñòâî � ýòî êîâ¼ð Ñåðïèíñêîãî S ñ âåðøèíàìè â òð¼õ êóáè÷åñêèõ
êîðíÿõ èç 1.

Exercise 24. Ïîêàæèòå, ÷òî val(a) äëÿ 3n ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëè-
íû n ðàñïîëîæåíû â öåíòðàõ òðåóãîëüíèêîâ ðàíãà n−1, äîïîëíèòåëüíûõ
ê S.

Exercise 25. Ïîêàæèòå, ÷òî çíà÷åíèÿ val(a) è val(a′) äëÿ áåñêîíå÷-
íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé a è a′ ñîâïàäàþò, òîëüêî åñëè a′ ïîëó÷àåòñÿ èç
a çàìåíîé õâîñòà âèäà xyyyy . . . íà õâîñò yxxxx . . . .

Exercise 26. Êàêèå áåñêîíå÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a ñîîòâåòñòâó-
þò

a) ãðàíè÷íûì òî÷êàì? b) òî÷êàì ð¼áåð, ñîåäèíÿþùèõ ãðàíè÷íûå
òî÷êè?

c) âåðøèíàì Sn? d) òî÷êàì ð¼áåð, ñîåäèíÿþùèõ, âåðøèíû Sn?

Òåïåðü ïîñòàâèì ñëåäóþùóþ îñíîâíóþ çàäà÷ó:

Âû÷èñëèòü çíà÷åíèå ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè íà S ñ äàííûìè
ãðàíè÷íûìè çíà÷åíèÿìè b−1, b0, b1 â òî÷êå, ñîîòâåòñòâóþùåé äàííîé

áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a.

Îòâåò äà¼òñÿ â ñëåäóþùåé ôîðìå:

Ñóùåñòâóåò îáîáù¼ííàÿ ÷èñëîâàÿ ñèñòåìà S, çàäàííàÿ òðåìÿ
ìàòðèöàìè A−1, A0, A1 è ìàòðèöåé Ω = Ω(b−1, b0, b1) ôîðìàòà 3× 3

òàêàÿ, ÷òî èñêîìîå çíà÷åíèå ðàâíî val(a) â ñèñòåìå S.
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3.9. Ïðèìåíåíèå ê ôóíêöèè "Âîïðîñèòåëüíûé çíàê"

Òàê íàçûâàåìàÿ ôóíêöèÿ Âîïðîñèòåëüíûé çíàê áûëà îïðåäåëåíà
Ìèíêîâñêèì â 1904 ãîäó äëÿ íóìåðàöèè âñåõ êâàäðàòè÷íûõ èððàöèî-
íàëüíîñòåé íà èíòåðâàëå (0, 1) ñ ïîìîùüþ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë íà òîì
æå èíòåðâàëå ñ ñîõðàíåíèåì íåïðåðûâíîñòè è ïîðÿäêà. Ïîçæå, â 1938
ãîäó, À. Äàíæóà äàë îïðåäåëåíèå ýòîé ôóíêöèè íà âñåé âåùåñòâåííîé
ïðÿìîé.

Ñîãëàñíî îäíîìó èç âîçìîæíûõ îïðåäåëåíèé (ñì. íèæå), ôóíêöèÿ
?(·) ïåðåâîäèò ÷èñëî a, çàäàííîå áåñêîíå÷íîé íåïðåðûâíîé äðîáüþ

a =
1

a1 +
1

a2 +
1

a3 + · · ·+
1
ak

+ . . .

â ÷èñëî, çàïèñûâàåìîå â äâîè÷íîé ñèñòåìå êàê

?(a) :=
∑
k

(−1)k−1

2a1+···+ak−1
=

a1︷ ︸︸ ︷
0.0 . . . 0

a2︷ ︸︸ ︷
1 . . . 1

a3︷ ︸︸ ︷
0 . . . 0 ...

Íàïðèìåð, ?
(√

2
2

)
= 0.11001100... = 4

5 , ?
(
e2−1
e2+1

)
=
∑

k≥0 2−k
2
.

Ìû ñìîæåì ñêàçàòü áîëüøå îá ýòîé ôóíêöèè âî âòîðîé ÷àñòè êíèãè.
Çäåñü ìû òîëüêî çàìåòèì, ÷òî ýòî � åù¼ îäíà ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ íàèáîëåå
ïðîñòî âûãëÿäèò ïðè èñïîëüçîâàíèè îáîáù¼ííûõ ÷èñëîâûõ ñèñòåì.





×àñòü 2

Êîâ¼ð Àïîëëîíèÿ



Ââåäåíèå

Â ýòîé ÷àñòè êíèãè ìû ðàññìîòðèì äðóãîé çàìå÷àòåëüíûé ôðàêòàë:
òàê íàçûâàåìûé êîâ¼ð Àïîëëîíèÿ A. Îí âûãëÿäèò ñîâñåì ïî-äðóãîìó,
÷åì êîâ¼ð Ñåðïèíñêîãî S. Íàïðèìåð,A íå ÿâëÿåòñÿ ñàìîïîäîáíûì ôðàê-
òàëîì, õîòÿ äëÿ ëþáîãî k ≥ 0 îí ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí êàê îáúåäè-
íåíèå 3k + 2 ïîäìíîæåñòâ, ãîìåîìîðôíûõ S.

Òåì íå ìåíåå, ñóùåñòâóåò ãëóáîêàÿ è êðàñèâàÿ ñâÿçü ìåæäó îáîèìè
ôðàêòàëàìè è íàøà öåëü, òîëüêî ÷àñòè÷íî äîñòèãíóòàÿ çäåñü, ñîñòîèò â
òîì, ÷òîáû ïîíÿòü è îáúÿñíèòü ýòó ñâÿçü.

Ìíîãèå ôàêòû, îáñóæäàåìûå íèæå, îòíîñÿòñÿ ê ýëåìåíòàðíîé ãåî-
ìåòðèè. Îäíàêî, â ñîâðåìåííîì ìàòåìàòè÷åñêîì îáðàçîâàíèè åâêëèäîâà
ãåîìåòðèÿ çàíèìàåò íåîïðàâäàííî ìàëîå ìåñòî, òàê ÷òî ìû íå ìîæåì
ïîëàãàòüñÿ íà èíôîðìàöèþ, ïîëó÷åííóþ â øêîëå. Ïîýòîìó èíîãäà íàì
ïðèõîäèòñÿ èñïîëüçîâàòü áîëåå ñëîæíûå ñðåäñòâà äëÿ âûâîäà íóæíûõ
íàì ðåçóëüòàòîâ.

Êàê è â ïåðâîé ÷àñòè, ìû èçó÷àåì íàø ôðàêòàë ñ ðàçíûõ òî÷åê çðå-
íèÿ: ãåîìåòðè÷åñêîé, òåîðåòèêî-ãðóïïîâîé, è òåîðåòèêî-÷èñëîâîé. Èìåí-
íî âçàèìîäåéñòâèå ýòèõ ïîäõîäîâ äåëàåò íàøó çàäà÷ó î÷åíü èíòåðåñíîé
è îáåùàþùåé.



Ãëàâà 4

Êðóãè íà ñôåðàõ

4.1. Òåîðåìà Äåêàðòà

Ìû íà÷í¼ì ñ ïðîñòîãî ãåîìåòðè÷åñêîãî âîïðîñà:

Îïèñàòü âñå êîíôèãóðàöèè ÷åòûð¼õ ïîïàðíî êàñàþùèõñÿ
îêðóæíîñòåé íà ïëîñêîñòè.

Ïðèìåðû òàêèõ êîíôèãóðàöèé ïîêàçàíû íèæå íà Ðèñ. 4.1. Ìû âêëþ-
÷èëè ñþäà è òå ñëó÷àè, êîãäà îäíà èëè äâå èç íàøèõ îêðóæíîñòåé âû-
ðîæäàþòñÿ â ïðÿìóþ ëèíèþ (êîòîðóþ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îêðóæ-
íîñòü áåñêîíå÷íîãî ðàäèóñà) à òàêæå ñëó÷àè, êîãäà âñå îêðóæíîñòè êà-
ñàþòñÿ îäíîé èçíóòðè. Âïîñëåäñòâèè ìû ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå
óäîáíî ðàññìàòðèâàòü âíåøíþþ îêðóæíîñòü êàê îêðóæíîñòü ñ îòðèöà-
òåëüíûì ðàäèóñîì.

Ðèñ. 4.1. ×åòâ¼ðêè êàñàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé

Íàðÿäó ñ ýòèì, ñóùåñòâóþò êîíôèãóðàöèè, êîòîðûå íàì õîòåëîñü
áû èñêëþ÷èòü, ïîñêîëüêó áåç íèõ òåîðèÿ ñòàíîâèòñÿ áîëåå ïðîñòîé è
ñòðîéíîé. Íåñêîëüêî òàêèõ íåæåëàòåëüíûõ êîíôèãóðàöèé ïîêàçàíî íà
Ðèñ.4.2. Âî âñåõ ýòèõ êîíôèãóðàöèÿõ âñå ÷åòûðå îêðóæíîñòè èìåþò
îáùóþ òî÷êó, êîíå÷íóþ èëè áåñêîíå÷íî óäàë¼ííóþ. Ïðè÷èíà, ïî êîòî-
ðîé íóæíî èñêëþ÷èòü ýòè êîíôèãóðàöèè ñòàíåò ÿñíåå, êîãäà ìû òî÷íåå
ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó è ïåðåéä¼ì îò îêðóæíîñòåé ê êðóãàì.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîëíîå è ÿñíîå ðåøåíèå íàøåé çàäà÷è èñïîëüçóåò
ñâåäåíèÿ èç ðàçíûõ îáëàñòåé ìàòåìàòèêè. Áîëåå òîãî, çàäà÷à èìååò åñòå-
ñòâåííîå ìíîãîìåðíîå îáîáùåíèå è òðåáóåò áîëåå òî÷íîé ôîðìóëèðîâêè.

Ìû íà÷í¼ì ñ òîãî, ÷òî íà âïîëíå ýëåìåíòàðíîì óðîâíå ïîêàæåì íåîá-
õîäèìîñòü èçìåíåíèÿ è óòî÷íåíèÿ ôîðìóëèðîâêè. Äëÿ ýòîãî ñäåëàåì

69



70 4. ÊðóÃÈ íÀ ñôÅðÀõ

øàã íàçàä è ðàññìîòðèì âìåñòî ÷åòâ¼ðêè òðîéêó ïîïàðíî êàñàþùèõñÿ
îêðóæíîñòåé. Èìåþòñÿ òðè òèïà òàêèõ òðîåê � ñì. íèæå Ðèñ. (4.3), (4.4),
(4.5). Ýòè òðè òèïà ðàçëè÷àþòñÿ ïî âèäó òðåóãîëüíèêà, îáðàçóåìîãî òî÷-
êàìè êàñàíèÿ. À èìåííî, ýòîò òðåóãîëüíèê îñòðîóãîëüíûé â ñëó÷àå a),
ïðÿìîóãîëüíûé â ñëó÷àå b) è òóïîóãîëüíûé â ñëó÷àå c).

Â ñëó÷àå a) äîâîëüíî ÿñíî, ÷òî íàøè òðè îêðóæíîñòè ìîãóò èìåòü
ïðîèçâîëüíûå ïîëîæèòåëüíûå ðàäèóñû r1, r2, r3. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü
O1, O2, O3 � öåíòðû èñêîìûõ îêðóæíîñòåé. Ìû âñåãäà ìîæåì ïîñòðîèòü
òðåóãîëüíèê O1O2O3, ïîñêîëüêó äëèíû åãî ñòîðîí èçâåñòíû: |OiOj | =
ri + rj è óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà:

(4.1.1) |OiOj |+ |OjOk| = (ri + rj) + (rj + rk) > ri + rk = |OiOk|.

Â ñëó÷àå c) ìû èìååì |O1O2| = r1 + r2, |O2O3| = r3 − r2, |O3O1| =
r3 − r1 è r1 + r2 < r3.

Îêàçûâàåòñÿ, åñëè çàìåíèòü â íàøèõ ôîðìóëàõ r3 íà −r3, òî ìîæíî
îáúåäèíèòü ñëó÷àè a) è c) â îäíîé îáùåé ôîðìóëå:

(4.1.2) |OiOj | = |ri + rj |.

Â ñëó÷àå b) öåíòð O3 ðàñïîëîæåí â áåñêîíå÷íî óäàë¼ííîé òî÷êå. Ìû
ïîëàãàåì â ýòîì ñëó÷àå r3 = ∞ è ðàâåíñòâî (4.1.2), ïðè åñòåñòâåííîé åãî
èíòåðïðåòàöèè òàêæå âûïîëíÿåòñÿ.

Â ñëó÷àå, êîãäà ÷åòûðå îêðóæíîñòè ïîïàðíî êàñàþòñÿ, èõ ðàäèóñû
íå ïðîèçâîëüíû, à óäîâëåòâîðÿþò íåêîòîðîìó óðàâíåíèþ. Ýòî óðàâíå-
íèå è/èëè íåêîòîðûå åãî ñëåäñòâèÿ áûëè èçâåñòíû óæå ìàòåìàòèêàì
äðåâíåé Ãðåöèè áîëåå ÷åì äâå òûñÿ÷è ëåò òîìó íàçàä.

Â áîëåå áëèçêîå äëÿ íàñ âðåìÿ ýòî óðàâíåíèå áûëî ÿâíî âûïèñàíî
Ðåíå Äåêàðòîì, çíàìåíèòûì ôðàíöóçñêèì ìàòåìàòèêîì è ôèëîñîôîì
ïåðâîé ïîëîâèíû 17-ãî ñòîëåòèÿ.

Óðàâíåíèå Äåêàðòà âûãëÿäèò íàìíîãî ïðîùå, åñëè âìåñòî ðàäèóñîâ
ri ðàññìàòðèâàòü îáðàòíûå âåëè÷èíû

ci := r−1
i , 1 ≤ i ≤ 4.

Ðèñ. 4.2. �Íåïðàâèëüíûå ÷åòâ¼ðêè�
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r1

r1

r2

r2

r3
r3

Ðèñ. 4.3. Òðîéêà êàñàòåëüíûõ îêðóæíîñòåé òèïà a)

r1

r1

r2

r2

Ðèñ. 4.4. Òðîéêà êàñàòåëüíûõ îêðóæíîñòåé òèïà b)

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë âåëè÷èíû ci � ýòî êðèâèçíà îêðóæíîñòè ñ ðàäè-
óñîì ri.

1

Óðàâíåíèå, î êîòîðîì òàê äîëãî øëà ðå÷ü, âûãëÿäèò äîâîëüíî ïðî-
ñòî:

(4.1.3) (c1 + c2 + c3 + c4)2 − 2(c21 + c22 + c23 + c24) = 0.

Ìû îñòàâëÿåì ëþáèòåëÿì ãåîìåòðèè äàòü äîêàçàòåëüñòâî ôîðìóëû
Äåêàðòà, èñïîëüçóÿ ñâåäåíèÿ, åù¼ íåäàâíî âõîäèâøèå â îáû÷íóþ øêîëü-
íóþ ïðîãðàììó. Ñëåäóþùåå óïðàæíåíèå, à òàêæå Ðèñ.4.6 áóäóò äëÿ ýòî-
ãî ïîëåçíûìè.

Exercise 27. Íàéòè îáùóþ ôîðìóëó, ïðèãîäíóþ äëÿ âû÷èñëåíèÿ
ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà O1O2O3, ââåä¼ííîãî âûøå, â ñëó÷àÿõ a) è c).

1Ïðè÷èíà, ïî êîòîðîé êðèâèçíû âåäóò ñåáÿ ïðîùå, ÷åì ðàäèóñû, áóäåò îáúÿñíåíà
ïîçæå, êîãäà ìû ââåä¼ì òåîðåòèêî-ãðóïïîâîé ïîäõîä ê íàøåé çàäà÷å.
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Hint. Èñïîëüçóéòå ôîðìóëó Ãåðîíà S =
√
p(p− a)(p− b)(p− c).

Answer. S =
√
r1r2r3(r1 + r2 + r3). Çàìåòèì, ÷òî âûðàæåíèå ïîä

çíàêîì êîðíÿ âñåãäà ïîëîæèòåëüíî.

Ñóùåñòâóåò ÷àñòíûé ñëó÷àé òåîðåìû Äåêàðòà, êîòîðûé ãîðàçäî ëåã-
÷å äîêàçàòü, ÷åì îáùèé ñëó÷àé. À èìåííî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî îäíà èç
÷åòûð¼õ îêðóæíîñòåé âûðîæäàåòñÿ â ïðÿìóþ ëèíèþ. Ïóñòü, íàïðèìåð,
c4 = 0 òàê ÷òî çàâèñèìîñòü ìåæäó îñòàâøèìèñÿ êðèâèçíàìè èìååò âèä:

(4.1.4) (c1 + c2 + c3)2 − 2(c21 + c22 + c23) = 0.

Ïî ñ÷àñòüþ, ëåâàÿ ÷àñòü (4.1.4) ðàçëàãàåòñÿ íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè,
êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè êðèâèçí. ×òîáû óâèäåòü ýòî,
ðàññìîòðèì ëåâóþ ÷àñòü êàê êâàäðàòè÷íûé ìíîãî÷ëåí îò c1:

−c21 + 2c1(c2 + c3)− c22 + 2c2c3 − c23
Ýòîò êâàäðàòè÷íûé ìíîãî÷ëåí èìååò êîðíè

c1 = c2 + c3 ± 2
√
c2c3 = (

√
c2 ±

√
c3)2.

Ïîýòîìó, îí ìîæåò áûòü çàïèñàí êàê

−
(
c1 − (

√
c2 +

√
c3)2

)(
c1 − (

√
c2 −

√
c3)2

)
=

(
√
c1 +

√
c2 +

√
c3)(−

√
c1 +

√
c2 +

√
c3)(

√
c1 −

√
c2 +

√
c3)(

√
c1 +

√
c2 −

√
c3).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî (4.1.4) ñïðàâåäëèâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå çíàêîâ âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

(4.1.5)
√
c1 ±

√
c2 ±

√
c3 = 0, èëè

√
r2r3 ±

√
r1r2 ±

√
r1r3 = 0.

O3

O2

O1

r1

r2

r3

r3

Ðèñ. 4.5. Òðîéêà êàñàòåëüíûõ îêðóæíîñòåé òèïà c)
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O1 O2

O3

O4

Ðèñ. 4.6. Ê äîêàçàòåëüñòâó ôîðìóëû Äåêàðòà

rR

ρ

2
√

Rρ 2
√

rρ{
2
√

Rr

Ðèñ. 4.7. Âûðîæäåííîå óðàâíåíèå Äåêàðòà

Ïðàâèëüíûé âûáîð çíàêîâ çàâèñèò îò îòíîñèòåëüíûõ ðàçìåðîâ ðàäè-
óñîâ. Åñëè, íàïðèìåð, ìû çàíóìåðóåì ðàäèóñû òàê, ÷òî r1 ≥ r2 ≥ r3 > 0,
òî ïðàâèëüíîå ðàâåíñòâî èìååò âèä

√
r1r2 =

√
r2r3 +

√
r3r1. Âû ìîæåòå

ñàìè äîêàçàòü ýòî ðàâåíñòâî, èñïîëüçóÿ Ðèñ. 4.7 è 4.8.
Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ìû äîêàæåì áîëåå îáùåå óòâåðæäåíèå, èñ-

ïîëüçóÿ ìàòðè÷íóþ àëãåáðó è ãåîìåòðèþ ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî.
Íî ïåðåä ýòèì ìû äîëæíû èñïðàâèòü íåàêêóðàòíîñòè â íàøåì ïåðâîíà-
÷àëüíîì èçëîæåíèè è äàòü òî÷íóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è.

Âñå íàøè áåäû ïðîèñõîäÿò îòòîãî, ÷òî ìû íå ó÷èòûâàëè çíàê êðè-
âèçíû, à ýòî ìîæåò ïðèâåñòè ê îøèáî÷íîìó èñòîëêîâàíèþ ôîðìóëû Äå-
êàðòà. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ÷åòûðå îêðóæíîñòè, ïîêàçàííûå íèæå íà
Ðèñ. 4.9.
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d

r1

r1

r2

r2-r1

Ðèñ. 4.8. Âûðîæäåííàÿ òðîéêà ñ d = 2
√
r1r2

Åñëè ìû çäåñü ïîëîæèì c1 = 1, c2 = c3 = 2, c4 = 3, òî ïðèä¼ì ê
íåâåðíîìó ðàâåíñòâó

64 = (1 + 2 + 2 + 3)2 = 2(1 + 4 + 4 + 9) = 36.

Íî åñëè ìû áóäåì ñ÷èòàòü êðèâèçíó âíåøíåé îêðóæíîñòè ðàâíîé −1, òî
ïîëó÷èì âåðíîå ðàâåíñòâî

36 = (−1 + 2 + 2 + 3)2 = 2(1 + 4 + 4 + 9) = 36.

Åù¼ ðàç âçãëÿíóâ íà ðèñóíîê 4.9, ìû âèäèì, ÷òî âíåøíÿÿ îêðóæ-
íîñòü íàõîäèòñÿ â îñîáîì ïîëîæåíèè: îñòàëüíûå îêðóæíîñòè êàñàþòñÿ
å¼ èçíóòðè. À ìû óæå ãîâîðèëè, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå óäîáíî ñ÷èòàòü êðè-
âèçíó îòðèöàòåëüíîé âåëè÷èíîé.

×òîáû ñäåëàòü èçëîæåíèå ñòðîãèì, åñòü äâå âîçìîæíîñòè: ëèáî ââå-
ñòè îðèåíòàöèþ îêðóæíîñòåé, ëèáî ðàññìàòðèâàòü âìåñòî îêðóæíîñòåé
äâóìåðíûå êðóãè, îãðàíè÷åííûå ýòèìè îêðóæíîñòÿìè. Îáà ïîäõîäà íà
ñàìîì äåëå ýêâèâàëåíòíû. Â ñàìîì äåëå, êàæäûé êðóã íàñëåäóåò îðèåí-
òàöèþ ó äâóìåðíîé ïëîñêîñòè (èëè ñôåðû) íà êîòîðîé îí íàõîäèòñÿ, à
ãðàíèöà îðèåíòèðîâàííîãî êðóãà ñàìà èìååò âûäåëåííóþ îðèåíòàöèþ. Â
íàøåì ñëó÷àå îíà îïðåäåëÿåòñÿ èçâåñòíûì "ïðàâèëîì ëåâîé ðóêè": êî-
ãäà ìû îáõîäèì ãðàíèöó â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè, îáëàñòü äîëæíà
îñòàâàòüñÿ ñëåâà.

Â ÷àñòíîñòè, âíåøíÿÿ îêðóæíîñòü íà Ðèñ.4.9 ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé îá-
ëàñòè, äîïîëíèòåëüíîé ê åäèíè÷íîìó êðóãó. Ïîýòîìó å¼ îðèåíòàöèÿ ïðî-
òèâîïîëîæíà îðèåíòàöèÿì äðóãèõ îêðóæíîñòåé, êîòîðûå îãðàíè÷èâàþò
îáû÷íûå êðóãè.
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r1=1

r
2
= 1

2
r

2
= 1

2

r3 = 1
3

Ðèñ. 4.9. "Íàðóøåíèå"óðàâíåíèÿ Äåêàðòà

Âîçíèêàåò âîïðîñ, íóæíî ëè âîîáùå ðàññìàòðèâàòü íåîãðàíè÷åííûå
îáëàñòè è èõ ãðàíèöû è íåëüçÿ ëè îáîéòèñü îáû÷íûìè êðóãàìè. Îòâåò
çäåñü � òâ¼ðäîå "íåò". Äåëî â òîì, ÷òî ïîñëå ïåðåõîäà îò ïëîñêîñòè R2 ê

ðàñøèðåííîé ïëîñêîñòè R2
, ðàçíèöà ìåæäó îãðàíè÷åííûìè è íåîãðàíè-

÷åííûìè îáëàñòÿìè ñòèðàåòñÿ (ïîòîìó ÷òî áåñêîíå÷íî óäàë¼ííàÿ òî÷êà
òåðÿåò ñâî¼ ïðèâèëåãèðîâàííîå ïîëîæåíèå è óðàâíèâàåòñÿ â ïðàâàõ ñî
âñåìè îñòàëüíûìè òî÷êàìè).2

Òàêèì îáðàçîì, ìû îêîí÷àòåëüíî óñòàíîâèëè, ÷òî ÿâëÿåòñÿ îñíîâ-
íûì ïðåäìåòîì íàøèõ èññëåäîâàíèé: ýòî � ìíîæåñòâî D êðóãîâ íà äâó-

ìåðíîé ñôåðå S2, èëè íà ðàñøèðåííîé ïëîñêîñòè R2
, èëè íà ðàñøè-

ðåííîé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C. Êàæäîìó òàêîìó êðóãó ñîîòâåòñòâóåò
îðèåíòèðîâàííàÿ îêðóæíîñòü íà ñôåðå (îêðóæíîñòü èëè ïðÿìàÿ ëèíèÿ

íà R2
èëè C).

2Ðàçóìååòñÿ, ìîæíî äåðæàòüñÿ ñòàðûõ óáåæäåíèé è íàñòàèâàòü íà "îñîáîì ïî-
ëîæåíèè"áåñêîíå÷íî óäàë¼ííîé òî÷êè. Ïðè ýòîì òîæå ïîëó÷àåòñÿ íåïðîòèâîðå÷èâàÿ
òåîðèÿ. Íî ôîðìóëû ýòîé òåîðèè ñèëüíî ïðîèãðûâàþò â ïðîñòîòå è ÿñíîñòè � êàê
ñëîæíàÿ òåîðèÿ öèêëîâ Ïòîëåìåÿ óñòóïàåò ïðîñòîé è ïîíÿòíîé òåîðèè Êîïåðíèêà.
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Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äâà êðóãà êàñàþòñÿ, åñëè îíè èìåþò ðîâíî
îäíó îáùóþ òî÷êó. Â òåðìèíàõ îðèåíòèðîâàííûõ îêðóæíîñòåé èëè ïðÿ-
ìûõ ýòî îçíà÷àåò "îòðèöàòåëüíîå"êàñàíèå: â îáùåé òî÷êå îðèåíòàöèè
äâóõ ãðàíèö ïðîòèâîïîëîæíû. Òåïåðü ñòàíîâèòñÿ ïîíÿòíî, ïî÷åìó ìû
èñêëþ÷èëè êîíôèãóðàöèè, ïîêàçàííûå íà Ðèñ. 4.2: îíè äàþò ïðèìåðû
"ïîëîæèòåëüíîãî"êàñàíèÿ è íå ñîîòâåòñòâóþò êîíôèãóðàöèÿì ÷åòûð¼õ
ïîïàðíî êàñàþùèõñÿ êðóãîâ.

Òåïåðü ðàçáåð¼ìñÿ ñ ïîíÿòèåì êðèâèçíû. Ïóñòü C � îðèåíòèðîâàííàÿ
îêðóæíîñòü ñ (îáû÷íûì) ðàäèóñîì r íà C. Ìû ïðèïèñûâàåì îêðóæíîñòè
C ïîëîæèòåëüíóþ êðèâèçíó c = r−1, åñëè C îãðàíè÷èâàåò, ïî ïðàâèëó
ëåâîé ðóêè, îáû÷íûé äèñê. Åñëè æå C � ãðàíèöà äîïîëíåíèÿ ê îáû÷íîìó
äèñêó, òî ìû ñ÷èòàåì, ÷òî êðèâèçíà îêðóæíîñòè C îòðèöàòåëüíà è ðàâíà
c = −r−1 Êðèâèçíà ïðÿìîé ëèíèè ñ÷èòàåòñÿ ðàâíîé íóëþ.

Îêàçûâàåòñÿ, ïðè òàêîì ïîíèìàíèè êàñàíèÿ è êðèâèçíû, ôîðìóëà
Äåêàðòà âåðíà áåç âñÿêèõ èñêëþ÷åíèé.

Remark 3. Ïîñìîòðèì áîëåå âíèìàòåëüíî íà çíàêè ÷èñåë {ci}1≤i≤4,
ñîñòàâëÿþùèõ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.1.3). Çàìåòèì, ÷òî åñëè ÷åòâ¼ð-
êà (c1, c2, c3, c4) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì, òî ïðîòèâîïîëîæíàÿ åé ÷åòâ¼ðêà
(−c1, −c2, −c3, −c4) � òîæå ðåøåíèå. Îäíàêî, ìû óâèäèì âñêîðå, ÷òî
èç äâóõ ïðîòèâîïîëîæíûõ ÷åòâ¼ðîê òîëüêî îäíà ðåàëèçóåòñÿ êàê íàáîð
êðèâèçí äëÿ ÷åòâ¼ðêè ãðàíèö ïîïàðíî êàñàþùèõñÿ êðóãîâ.

Óðàâíåíèå (4.1.3) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â ôîðìå

(4.1.6) 2(c1 + c2)(c3 + c4) = (c1 − c2)2 + (c3 − c4)2.

Îòñþäà ìû âèäèì, ÷òî ëèáî c1 + c2 ≥ 0 è c3 + c4 ≥ 0, èëè æå c1 + c2 ≤ 0
è c3 + c4 ≤ 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íóìåðàöèÿ ÷èñåë {ci} âûáðàíà òàê, ÷òî
c1 ≥ c2 ≥ c3 ≥ c4.

Òîãäà â ïåðâîì ñëó÷àå ìû èìååì |c4| ≤ c3 ≤ c2 ≤ c1, à âî âòîðîì
c4 ≤ c3 ≤ c2 ≤ −|c1|.

×èòàòåëü óáåäèòñÿ ñàì, ÷òî òîëüêî ïåðâûé ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò ÷åò-
â¼ðêå êðèâèçí ãðàíèö ïîïàðíî êàñàþùèõñÿ êðóãîâ. Ïîýòîìó òîëüêî òà-
êèå ðåøåíèÿ ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü â äàëüíåéøåì. Ïðè ýòîì ìû íå
òåðÿåì èíôîðìàöèè îá îñòàëüíûõ ðåøåíèÿõ óðàâíåíèÿ Äåêàðòà: îíè ñî-
ñòîÿò èç ïðîòèâîïîëîæíûõ ÷åòâ¼ðîê.

Òàêèì îáðàçîì, íà÷èíàÿ ñ ýòîãî ìåñòà ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååò
ìåñòî îäíà èç ñëåäóþùèõ âîçìîæíîñòåé:

a) âñå ÷èñëà ci ïîëîæèòåëüíû, èëè
b) òðè ÷èñëà ïîëîæèòåëüíû, à ÷åòâ¼ðòîå îòðèöàòåëüíî è ïî àáñîëþò-

íîé âåëè÷èíå ìåíüøå êàæäîãî èç îñòàëüíûõ, èëè
c) òðè ÷èñëà ïîëîæèòåëüíû, à ÷åòâ¼ðòîå ðàâíî íóëþ, èëè, íàêîíåö,
d) äâà ÷èñëà ïîëîæèòåëüíû è ðàâíû äðóã äðóãó, à îñòàëüíûå äâà

ðàâíû íóëþ.
Ýòîò ðåçóëüòàò îòðàæàåò î÷åâèäíûé ãåîìåòðè÷åñêèé ôàêò: èç ÷å-

òûð¼õ ïîïàðíî êàñàþùèõñÿ îáîáù¼ííûõ êðóãîâ ïî êðàéíåé ìåðå äâà
ÿâëÿþòñÿ îáûêíîâåííûìè îãðàíè÷åííûìè êðóãàìè.
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♥

Info F. Êîíôîðìíàÿ ãðóïïà è ñòåðåîãðàôè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ

F.1. Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìàòðèâàåì îáùèé n-ìåðíûé ñëó÷àé. Îä-
íàêî, âñå ðàññóæäåíèÿ è âû÷èñëåíèÿ ïðàêòè÷åñêè îäèíàêîâû âî âñåõ
ðàçìåðíîñòÿõ. Ïîýòîìó, ÷èòàòåëü, íåçíàêîìûé ñ ïðåäìåòîì, ìîæåò äëÿ
íà÷àëà ïîëàãàòü, ÷òî n = 1 èëè 2.

Ïóñòü Rn � ìíîæåñòâî, ïîëó÷àåìîå èç Rn äîáàâëåíèåì áåñêîíå÷íî
óäàë¼ííîé òî÷êè ∞. Òîïîëîãèÿ â Rn îïðåäåëÿåòñÿ òàê, ÷òî

xk →∞ â òîïîëîãèè Rn ⇐⇒ xk →∞ â ñìûñëå îáû÷íîãî àíàëèçà

Ñóùåñòâóåò çàìå÷àòåëüíîå âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå è âçàèìíî-íåïðåðûâíîå
ñîîòâåòñòâèå ìåæäó n-ìåðíîé ñôåðîé Sn è Rn. Îíî íàçûâàåòñÿ ñòåðåî-
ãðaôè÷åñêîé ïðîåêöèåé. Çäåñü ìû äàäèì îïðåäåëåíèå ýòîãî ñîîòâåò-
ñòâèÿ è óêàæåì åãî îñíîâíûå ñâîéñòâà.

Ïóñòü Rn+1 � åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ñ êîîðäèíàòàìè (α0, α1, . . . , αn).
Åäèíè÷íàÿ ñôåðà Sn ⊂ Rn+1 çàäà¼òñÿ óðàâíåíèåì α2

0 + α2
1 + . . . α2

n = 1.
Òî÷êó P = (1, 0, 0, . . . , 0) ∈ Sn ìû áóäåì íàçûâàòü Ñåâåðíûì ïîëþñîì.

Ïóñòü Rn � äðóãîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ñ êîîðäèíàòàìè (x1, x2, . . . , xn).
Óäîáíî ñ÷èòàòü, ÷òî Rn � ïîäïðîñòðàíñòâî â Rn+1, ñîñòîÿùåå èç òî÷åê ñ
êîîðäèíàòàìè (0, x1, . . . , xn).

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå s èç Sn\{P} íà Rn ïî ôîðìóëå:

(F.1) s(α) =
(

0,
α1

1− α0
,

α2

1− α0
, . . . ,

αn
1− α0

)
.

Îáðàòíîå îòîáðàæåíèå èìååò âèä:

(F.2) s−1(x) =
(
|x|2 − 1
|x|2 + 1

,
2x1

1 + |x|2
,

2x2

1 + |x|2
, . . . ,

2xn
1 + |x|2

)
ãäå |x|2 = x2

1 + x2
2 + · · ·+ x2

n.

Exercise 28. Ïðîâåðüòå, ÷òî òî÷êè P, α = (α0, α1, . . . , αn) è s(α) =(
0, x1(α), x2(α), . . . , xn(α)

)
ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé â Rn+1.

Òàêèì îáðàçîì, ãåîìåòðè÷åñêè, îòîáðàæåíèå s ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé
Sn\{P} èç Ñåâåðíîãî ïîëþñà íà êîîðäèíàòíóþ ïëîñêîñòü Rn ∈ Rn+1,
îïðåäåëÿåìóþ óðàâíåíèåì α0 = 0.

Êàê àíàëèòè÷åñêîå, òàê è ãåîìåòðè÷åñêîå îïðåäåëåíèå íåïðèìåíèìû
ê ñàìîìó Ñåâåðíîìó ïîëþñó. Ìû ïîñòàíîâèì îòäåëüíî, ÷òî s(P ) = ∞ ∈
Rn. Òàê îïðåäåë¼ííîå îòîáðàæåíèå s áóäåò, î÷åâèäíî, áèåêöèåé Sn íà
Rn. Ýòà áèåêöèÿ íåïðåðûâíà ïî îïðåäåëåíèþ òîïîëîãèè íà Rn.

Îäíî èç çàìå÷àòåëüíûõ ñâîéñòâ ñòåðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèè � å¼
êîíôîðìíîñòü. Ýòî çíà÷èò, ÷òî óãëû ìåæäó ïåðåñåêàþùèìèñÿ êðèâûìè
ñîõðàíÿþòñÿ.

Âòîðîå çàìå÷àòåëüíîå ñâîéñòâî ñîñòîèò â òîì, ÷òî âñå îêðóæíîñòè
íà Sn ïåðåõîäÿò ïðè ñòåðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèè â îêðóæíîñòè èëè
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ïðÿìûå íà Rn. Áîëåå òîãî, âñå k-ìåðíûå ñôåðû íà Sn ïåðåõîäÿò â k-
ìåðíûå ñôåðû èëè k-ìåðíûå ïëîñêîñòè íà Rn. Ïðè ýòîì k-ìåðíûå øàðû
íà Sn ïåðåõîäÿò â îáîáù¼ííûå k-ìåðíûå øàðû íà Rn.

Ìû äàäèì çäåñü äîêàçàòåëüñòâî ïîñëåäíåãî ñâîéñòâà äëÿ n-ìåðíûõ
øàðîâ íà Sn. Ëþáîé òàêîé øàð D ⊂ Sn ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
ïåðåñå÷åíèå Sn ñ ïîëóïðîñòðàíñòâîì â Rn+1, çàäàííûì â êîîðäèíàòàõ
α0, α1, . . . , αn ëèíåéíûì íåðàâåíñòâîì

(F.3) p0α0 + p1α1 + · · ·+ pnαn + pn+1 ≤ 0.

Çàìåòèì, ÷òî ãèïåðïëîñêîñòü p0α0 + p1α1 + · · · + pnαn + pn+1 = 0
ïåðåñåêàåò åäèíè÷íóþ ñôåðó Sn ïî íåòðèâèàëüíîé (n−1)-ìåðíîé ñôåðå
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

(F.4) p2
n+1 − p2

0 − p2
1 − · · · − p2

n < 0.

Ìû âèäèì, ÷òî åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü âåêòîð p êàê ýëåìåíò ïðî-
ñòðàíñòâà R1,n+1 è ïèñàòü ëåâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà F.4 êàê |p|2. Ïî-
ñêîëüêó óìíîæåíèå p íà ïîëîæèòåëüíûé ìíîæèòåëü íå ìåíÿåò ñìûñëà
íåðàâåíñòâà F.3, ìû ìîæåì íîðìàëèçîâàòü p óñëîâèåì3 |p|2 = −1.

Âûðàæàÿ {αi} ÷åðåç êîîðäèíàòû {xj} òî÷êè s(α), ìû ïåðåïèøåì
íåðàâåíñòâî, çàäàþùåå s(D) â âèäå

p0(|x|2 − 1) + 2p1x1 + · · ·+ 2pnxn + pn+1(|x|2 + 1) ≤ 0.

Â òåðìèíàõ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â Rn ýòî çíà÷èò

(F.5) a+ (~p, ~x) + c|~x|2 ≤ 0.

ãäå a = pn+1 − p0, c = pn+1 + p0, ~p = (p1, . . . , pn) è ~x = (x1, . . . , xn).
Òåïåðü ìû èñïîëüçóåì ðàâåíñòâî |p|2 = ac − |~p|2 è íîðìàëèçàöèþ

|p|2 = −1, ÷òîáû ïðèäàòü íàøåìó íåðàâåíñòâó îêîí÷àòåëüíóþ ôîðìó

(F.6) c ·
∣∣∣x+

~p

c

∣∣∣2 ≤ c−1.

Ýòî íåðàâåíñòâî, ïðè c > 0 çàäà¼ò çàìêíóòûé øàð â Rn ñ öåíòðîì â

òî÷êå − ~p
c è ñ êðèâèçíîé c. Â ýòîì ñëó÷àå èñõîäíûé äèñê D íå ñîäåðæèò

Ñåâåðíîãî ïîëþñà.
Åñëè æå c < 0, òî F.6 çàäà¼ò äîïîëíåíèå ê îòêðûòîìó øàðó ñ öåíòðîì

â òî÷êå − ~p
c è ðàäèóñîì −1

c . Ìû óñëîâèëèñü ñ÷èòàòü êðèâèçíîé ãðàíè-
öû ýòîãî îáîáù¼ííîãî øàðà îòðèöàòåëüíóþ âåëè÷èíó c. Â ýòîì ñëó÷àå
èñõîäíûé øàð D ñîäåðæèò Ñåâåðíûé ïîëþñ âíóòðè.

Íàêîíåö, åñëè c = 0, òî F.6 íå èìååò ñìûñëà, à F.5 çàäà¼ò çàìêíóòîå
ïîëóïðîñòðàíñòâî â Rn Â ýòîì ñëó÷àå Ñåâåðíûé ïîëþñ ëåæèò íà ãðàíèöå
èñõîäíîãî øàðà D.

3Íå ñïóòàéòå âåêòîð p ∈ R1,n+1 ñ âåêòîðîì ~p ∈ Rn, êîòîðûé áóäåò îïðåäåë¼í
íèæå.
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F.2. Ñóùåñòâóåò áîëüøàÿ ãðóïïà Confn (èëè, êîðî÷å, Cn) òàê íàçû-
âàåìûõ êîíôîðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, äåéñòâóþùàÿ íà Sn è íà Rn

òàê, ÷òî ñòåðåîãðàôè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ s ÿâëÿåòñÿ Cn-êîâàðèàíòíûì
îòîáðàæåíèåì. Ýòî çíà÷èò, ÷òî äëÿ ëþáîãî g ∈ Cn ñëåäóþùàÿ äèàãðàì-
ìà êîììóòàòèâíà:

(F.7)

Sn
s−−−−→ Rn

g·
y yg·
Sn −−−−→

s
Rn

,

ãäå g· îçíà÷àåò äåéñòâèå g ∈ Cn, íà Sn è íà Rn.
Íàïîìíèì, ÷òî äèàãðàììà, ñîñòîÿùàÿ èç ìíîæåñòâ è îòîáðàæåíèé,

íàçûâàåòñÿ êîììóòàòèâíîé, åñëè äëÿ ëþáîãî ïóòè, ñîñòàâëåííîãî èç
ñòðåëîê äèàãðàììû, ïðîèçâåäåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ îòîáðàæåíèé çàâè-
ñèò òîëüêî îò íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé òî÷åê ïóòè. Â íàøåì ñëó÷àå åñòü
äâà ïóòè, âåäóùèõ èç ëåâîãî âåðõíåãî óãëà â ïðàâûé íèæíèé óãîë äèà-
ãðàììû è êîììóòàòèâíîñòü çíà÷èò, ÷òî s ◦ g = g ◦ s.

Ãðóïïà Cn ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà ìíîãèìè ñïîñîáàìè. Ìû äàäèì
çäåñü òðè ýêâèâàëåíòíûõ îïðåäåëåíèÿ.

Ãåîìåòðè÷åñêîå îïðåäåëåíèå (òîëüêî äëÿ n > 1). Íàïîìíèì, ÷òî
ãëàäêîå îòîáðàæåíèå g : Rn → Rn èìååò â êàæäîé òî÷êå x ∈ Rn ïðîèç-
âîäíóþ g′(x) êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì g′(x) : Rn → Rn.
Ìû ãîâîðèì, ÷òî g êîíôîðìíî, åñëè g′(x) â êàæäîé òî÷êå x ÿâëÿåòñÿ
êîìïîçèöèåé âðàùåíèÿ è ïîäîáèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, â áåñêîíå÷íî ìàëîì, êîíôîðìíûå îòîáðàæåíèÿ ñî-
õðàíÿþò ôîðìó ôèãóð. Ýòî îáúÿñíÿåò ïðîèñõîæäåíèå òåðìèíà �êîí-
ôîðìíûé�.

Â ñëó÷àå n = 1 ãðóïïà êîíôîðìíûõ â ýòîì ñìûñëå îòîáðàæåíèé
ñëèøêîì âåëèêà (áåñêîíå÷íîìåðíà). À èìåííî, îíà ñîâïàäàåò ñ ãðóïïîé
âñåõ ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé S1.

Â ñëó÷àå n = 2 ãðóïïà âñåõ êîíôîðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïëîñêîñòè
R2 òàêæå áåñêîíå÷íîìåðíà è ñîñòîèò èç âñåõ ãîëîìîðôíûõ (èëè àíàëè-
òè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé C. Îäíàêî, äëÿ ðàñøèðåííîé ïëîñêîñòè C ñè-
òóàöèÿ äðóãàÿ: êàæäîå êîíôîðìíîå ïðåîáðàçîâàíèå C ÿâëÿåòñÿ äðîáíî-
ëèíåéíûì (ñì. íèæå).

Òåïåðü ìû äàäèì äðóãîå, òåîðåòèêî-ãðóïïîâîå îïðåäåëåíèå, êîòîðîå
äëÿ n > 1 ýêâèâàëåíòíî ãåîìåòðè÷åñêîìó è çàäà¼ò êîíå÷íîìåðíóþ ãðóï-
ïó â ëþáîé ðàçìåðíîñòè n.

Ïóñòü En(R) � ãðóïïà âñåõ äâèæåíèé Rn, òî-åñòü âðàùåíèé è ïàðàë-
ëåëüíûõ ïåðåíîñîâ. Äåéñòâèå ýòîé ãðóïïû íà Rn åñòåñòâåííî ïðîäîëæà-
åòñÿ íà Rn òàê, ÷òî áåñêîíå÷íî óäàë¼ííàÿ òî÷êà îñòà¼òñÿ íåïîäâèæíîé.
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Íàçîâ¼ì èíâåðñèåé, èëè îòðàæåíèåì â åäèíè÷íîé ñôåðå, ïðå-
îáðàçîâàíèå Inv : Rn → Rn çàäàâàåìîå ôîðìóëîé:

(F.8) Inv(x) =


x
|x|2 , åñëè x 6= 0, ∞
∞, åñëè x = 0
0, åñëè x = ∞.

Òåîðåòèêî-ãðóïïîâîå îïðåäåëåíèå. Ñíà÷àëà ìû îïðåäåëèì òàê
íàçûâàåìóþ ðàñøèðåííóþ êîíôîðìíóþ ãðóïïó Confn êàê ãðóïïó,
ïîðîæä¼ííóþ En(R) è Inv.

Ãðóïïà Confn ñîñòîèò èç äâóõ ñâÿçíûõ êîìïîíåíò. Ïðåîáðàçîâàíèÿ
èç îäíîé êîìïîíåíòû ñîõðàíÿþò îðèåíòàöèþ Rn. Îíè ÿâëÿþòñÿ êîìïî-
çèöèåé äâèæåíèé è ÷åòíîãî ÷èñëà èíâåðñèé: g1◦Inv◦g2◦Inv◦· · ·◦g2n◦Inv.
Ýòà êîìïîíåíòà ñàìà ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé è, ïî îïðåäåëåíèþ, íàçûâàåòñÿ
êîíôîðìíîé ãðóïïîé Confn

Ïðåîáðàçîâàíèÿ èç äðóãîé êîìïîíåíòû îáðàùàþò îðèåíòàöèþ Rn.
Îíè èíîãäà íàçûâàþòñÿ êîíôîðìíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè âòîðîãî
ðîäà (â ñëó÷àå n = 2 ýòî � àíòèàíàëèòè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ).

Îáùèé ýëåìåíò âòîðîé êîìïîíåíòû ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì äâèæå-
íèé è íå÷åòíîãî ÷èñëà èíâåðñèé: g1 ◦ Inv ◦ g2 ◦ Inv ◦ · · · ◦ g2n+1 ◦ Inv

Íàêîíåö, íàèáîëåå ðàáî÷åå îïðåäåëåíèå � ýòî ñëåäóþùåå, êîòîðîå ìû
íàçîâ¼ì ìàòðè÷íûì îïðåäåëåíèåì.

Ïóñòü R1,n+1 îçíà÷àåò âåùåñòâåííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ êîîð-
äèíàòàìè (x0, x1, . . . , xn+1) è ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì çàäàííûì
ñèììåòðè÷íîé áèëèíåéíîé ôîðìîé

B(x, y) = x0y0 − x1y1 − . . . − xn+1yn+1.

Ãðóïïà ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ñîõðàíÿþùèõ ýòó ôîðìó íàçûâàåòñÿ
ïñåâäî-îðòîãîíàëüíîé ãðóïïîé è îáîçíà÷àåòñÿ O(1, n + 1; R). Îòíî-
ñèòåëüíî âûáðàííîãî áàçèñà ýëåìåíòû ýòîé ãðóïïû çàäàþòñÿ áëî÷íûìè

ìàòðèöàìè âèäà g =
(
a ~b t

~c D

)
ãäå a � âåùåñòâåííîå ÷èñëî, ~b, ~c � âåêòîð-

ñòîëáöû ðàçìåðà (n + 1), èíäåêñ t îçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå, à D �
ìàòðèöà ôîðìàòà (n + 1) × (n + 1). Òîò ôàêò, ÷òî g ∈ O(1, n + 1; R),
âûðàæàåòñÿ óðàâíåíèÿìè

(F.9) a2 = 1 + |~c |2, DtD = 1n+1 +~b~b t, Dt~c = ~ba,

ãäå 1n+1 îçíà÷àåò åäèíè÷íóþ ìàòðèöó ïîðÿäêà n+ 1.
Èç F.9 ñëåäóåò, ÷òî a è D îáðàòèìû (ïðîâåðüòå ñàìîñòîÿòåëüíî, ÷òî

D−1 = 1n+1−
~b~b t

1+|b|2 ). Ïîýòîìó ãðóïïà O(1, n+1; R) ðàçáèâàåòñÿ íà ÷åòû-
ðå ÷àñòè ñîãëàñíî çíàêàì a è det D. Íà ñàìîì äåëå, ýòè ÷àñòè ÿâëÿþò-
ñÿ ñâÿçíûìè êîìïîíåíòàìè. Áîëåå òî÷íî, íàøà ãðóïïà äèôôåîìîðôíà
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ïðîèçâåäåíèþ O(n, R)× Sn × R× Z2: êàæäîé ÷åòâ¼ðêå (A, ~v, τ, ±1) ñî-
îòâåòñòâóåò ýëåìåíò

(F.10) g = ±
( cosh τ ~v t · sinh τ
sinh τ ·A~v cosh τ ·A

)
∈ O(1, n+ 1; R)

è îáðàòíî, êàæäàÿ ìàòðèöà èç O(1, n + 1; R) çàïèñûâàåòñÿ â òàêîé
ôîðìå.

Ïñåâäî-îðòîãîíàëüíàÿ ãðóïïà äåéñòâóåò íà ïðîñòðàíñòâå R1,n+1, ñî-
õðàíÿÿ êîíóñ

C : x2
0 = x2

1 + · · ·+ x2
n+1.

Îíà äåéñòâóåò òàêæå íà ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå, ñâÿçàííîì ñ R1,n+1.
Ïîñêîëüêó ñêàëÿðíûå ìàòðèöû äåéñòâóþò òðèâèàëüíî, ìû èìååì ôàê-
òè÷åñêè äåéñòâèå ñîîòâåòñòâóþùåé ïðîåêòèâíîé ãðóïïû PO(1, n+1; R) =
O(1, n+1; R)/{±1}, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ôàêòîð-ãðóïïîé O(1, n+1; R) ïî
å¼ öåíòðó {±1n+2}. Ýòà ãðóïïà èìååò òîëüêî äâå ñâÿçíûå êîìïîíåíòû
PO±(1, n+ 1; R), ðàçëè÷àåìûå çíàêîì âåëè÷èíû det (a−1D).

Ïðîåêòèâèçàöèÿ êîíóñà C (ñ âûáðîøåííîé âåðøèíîé) ìîæåò áûòü
îòîæäåñòâëåíà ñî ñôåðîé Sn ñ ïîìîùüþ êîîðäèíàò αi = xi

x0
, 1 ≤ i ≤ n+1,

è ñ R n ñ ïîìîùüþ êîîðäèíàò wj = xj

x0−xn+1
, 1 ≤ j ≤ n.

Îáðàòíî, êîîðäèíàòû òî÷êè êîíóñà ìîãóò áûòü âîññòàíîâëåíû, ñ òî÷-
íîñòüþ äî ïðîïîðöèîíàëüíîñòè, ïî ôîðìóëàì:
(F.11)

x0 =

∑
j w

2
j + 1
2

, xj = wj äëÿ 1 ≤ j ≤ n, xn+1 =

∑
j w

2
j − 1
2

.

Ñëåäóþùèé ôàêò õîðîøî èçâåñòåí è ìû èñïîëüçóåì åãî äëÿ ìàòðè÷íîãî
îïðåäåëåíèÿ êîíôîðìíîé ãðóïïû.

Theorem F.1. Ãðóïïà PO(1, n + 1; R), äåéñòâóþùàÿ íà Sn (èëè

íà Rn
), ñîâïàäàåò ñ Confn, à å¼ ñâÿçíàÿ ïîäãðóïïà PO+(1, n + 1; R)

ñîâïàäàåò ñ Confn.

Exercise 29. Èíâåðñèÿ Inv ∈ Confn â ïîñëåäíåé ðåàëèçàöèè ñî-
îòâåòñòâóåò íåêîòîðîìó ýëåìåíòó PO(1, n + 1; R), òî-åñòü ïàðå ìàòðèö
±g ∈ O(1, n+ 1; R). Íàéäèòå ýòó ïàðó.

Hint. Èñïîëüçóéòå F.11.

Answer.

g = diag (1, 1, . . . , 1, −1).

F.3. Â îñíîâíîì òåêñòå ìû ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ñëó÷àé n = 2, à
òàêæå n = 3, n = 4. Âî âñåõ ýòèõ ñëó÷àÿõ êîíôîðìíàÿ ãðóïïà èìååò
äîïîëíèòåëüíûå ñâîéñòâà, êîòîðûå ìû îáñóäèì çäåñü.

Ñëó÷àé n = 2. Ãðóïïà Conf2 èçîìîðôíà PO+(1, 3; R), à òàêæå ãðóï-
ïå Ì¼áèóñà PSL(2, C). Ðàñøèðåííàÿ êîíôîðìíàÿ ãðóïïà Conf2 èçî-
ìîðôíà PO(1, 3; R), à òàêæå ðàñøèðåííîé ãðóïïå Ì¼áèóñà.
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Íàïîìíèì, ÷òî ãðóïïà Ì¼áèóñà äåéñòâóåò íà ðàñøèðåííîé êîìïëåêñ-
íîé ïëîñêîñòè C òàê íàçûâàåìûìè äðîáíî-ëèíåéíûìè èëèÌ¼áèóñî-
âûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè:

(F.12) w → αw + β

γ w + δ
ãäå

(
α β
γ δ

)
∈ SL(2, C).

Ðàñøèðåííàÿ ãðóïïà Ì¼áèóñà ñîäåðæèò òàêæå êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå
è, ñëåäîâàòåëüíî, âñå ïðåîáðàçîâàíèÿ âèäà

(F.13) w → αw + β

γ w + δ
ãäå

(
α β
γ δ

)
∈ SL(2, C).

Ñðåäè ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé âûäåëÿþòñÿ òàê íàçûâàåìûå îòðàæåíèÿ r,
îáëàäàþùèå ñâîéñòâîì r2 = 1 è èìåþùèå â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà íåïî-
äâèæíûõ òî÷åê îêðóæíîñòü èëè ïðÿìóþ ëèíèþ. Îáîçíà÷èì ýòî ìíîæå-
ñòâî Mr è íàçîâ¼ì åãî çåðêàëîì, à ïðåîáðàçîâàíèå r � îòðàæåíèåì â
ýòîì çåðêàëå. Îáðàòíî, äëÿ êàæäîé îêðóæíîñòè èëè ïðÿìîé ëèíèè M
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå îòðàæåíèå r, äëÿ êîòîðîãî Mr = M ; ìû îáî-
çíà÷èì åãî rM .

Åñëè çåðêàëî M ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ëèíèåé l, ïðåîáðàçîâàíèå rM ÿâ-
ëÿåòñÿ îáû÷íûì åâêëèäîâûì îòðàæåíèåì â ïðÿìîé l.

Åñëè M � åäèíè÷íàÿ îêðóæíîñòü C ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò,
òî rM ñîâïàäàåò ñ èíâåðñèåé Inv, îïðåäåë¼ííîé (F.8).

Â îáùåì ñëó÷àå îòðàæåíèå â îêðóæíîñòèM ìîæíî çàäàòü ôîðìóëîé
rMg = ◦Inv ◦ g−1, ãäå g ∈ Conf2 � ëþáîå êîíôîðìíîå ïðåîáðàçîâàíèå,
ïåðåâîäÿùåå C â M .

Exercise 30. Ïîêàæèòå, ÷òî âñå îòðàæåíèÿ îáðàçóþò îäèí êëàññ
ñîïðÿæ¼ííîñòè â ãðóïïå Conf2.

Hint. Ïðîâåðüòå, ÷òî Conf2 äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî íà D.

Exercise 31. Ïîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà Conf2 ïîðîæäàåòñÿ îòðàæåíè-
ÿìè.

Hint. Èñïîëüçóéòå õîðîøî èçâåñòíûé ôàêò, ÷òî SL(2, C) ïîðîæäà-
åòñÿ ýëåìåíòàìè

(F.14) g(t) =
(

1 t
0 1

)
, t ∈ C, è s =

(
0 1
−1 0

)
.

Exercise 32. Ïîêàæèòå, ÷òî êëàññû ñîïðÿæ¼ííûõ åëåìåíòîâ â Conf2

� ýòî â òî÷íîñòè ìíîæåñòâà óðîâíÿ I(g) = const äëÿ ôóíêöèè

(F.15) I(g) :=
(tr g)2

det g
− 4

ñ åäèíñòâåííûì èñêëþ÷åíèåì: ìíîæåñòâî I(g) = 0 ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíå-
íèåì äâóõ êëàññîâ: {e} è êëàññà, ñîäåðæàùåãî Æîðäàíîâ áëîê J2.
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Exercise 33. Ïîêàæèòå, ÷òî âñå èíâîëþòèâíûå îòîáðàæåíèÿ â Conf2

îáðàçóþò äâà êëàññà ñîïðÿæ¼ííûõ ýëåìåíòîâ: åäèíè÷íûé êëàññ è êëàññ,
ñîñòîÿùèé èç âðàùåíèé ñôåðû S2 íà 180◦ âîêðóã êàêîé-íèáóäü îñè.

Exercise 34. Ïîêàæèòå, ÷òî âñå èíâîëþöèè â PO−(1, 3; R), êîòîðûå
íå ÿâëÿþòñÿ îòðàæåíèåì â îêðóæíîñòè, îáðàçóþò îäèí êëàññ ñîïðÿæ¼í-
íûõ ýëåìåíòîâ, ñîäåðæàùèé àíòèïîäàëüíîå îòîáðàæåíèå S2.

Ìû ïðèâåä¼ì çäåñü äâà îñíîâíûõ ñâîéñòâà ãðóïïû Ì¼áèóñà G.

Proposition F.1. Äëÿ ëþáûõ òðîåê ðàçëè÷íûõ òî÷åê (z1, z2, z3) è
(w1, w2, w3) íà C ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå g ∈ G òà-
êîå, ÷òî g(zi) = wi, i = 1, 2, 3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ïðîâåðèì ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ ñëó÷àÿ
w1 = 0, w2 = 1, w3 = ∞. Ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå gz1,z2,z3 ìî-
æåò áûòü âûïèñàí ÿâíî:

(F.16) gz1,z2,z3(z) =
z − z1
z − z3

:
z2 − z1
z2 − z3

Â îáùåì ñëó÷àå èñêîìîå ïðåîáðàçîâàíèå g ðàâíî g = g−1
w1,w2,w3

◦ gz1,z2,z3 .
�

Proposition F.2. Ëþáàÿ îêðóæíîñòü èëè ïðÿìàÿ ëèíèÿ ïåðåõîäèò
ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ g ∈ G â îêðóæíîñòü èëè ïðÿìóþ ëèíèþ. (Èëè:
ëþáîé êðóã ïåðåõîäèò â êðóã).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàì ïîíàäîáèòñÿ

Lemma F.1. Ïóñòü a, c � âåùåñòâåííûå ÷èñëà , à b � êîìïëåêñíîå
÷èñëî òàêèå, ÷òî ac− |b|2 < 0. Òîãäà íåðàâåíñòâî

(F.17) a+ b̄w + bw̄ + cww̄ ≤ 0

çàäà¼ò êðóã D ∈ D. Áîëåå òî÷íî, ýòî �
a) çàìêíóòûé êðóã ñ öåíòðîì − b

c è ðàäèóñîì r = c−1, åñëè c > 0;
b) äîïîëíåíèå ê îòêðûòîìó êðóãó ñ öåíòðîì − b

c è ðàäèóñîì r =
−c−1, åñëè c < 0;

c) çàìêíóòàÿ ïîëóïëîñêîñòü, åñëè c = 0.
Áîëåå òîãî, êàæäûé îáîáù¼ííûé êðóã D ∈ D çàäà¼òñÿ íåðàâåí-

ñòâîì âèäà (F.17).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî � ÷àñòíûé ñëó÷àé (F.5). �

Ïðåäëîæåíèå F.1 ñëåäóåò èç ëåììû F.1, ïîñêîëüêó íåðàâåíñòâî (F.17)
ñîõðàíÿåò ñâîþ ôîðìó ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ âèäà (F.14), ñëåäîâàòåëüíî,
ïðè âñåõ äðîáíî-ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ.

Remark 4. Ìíîæåñòâî Conf2\Conf2 êîíôîðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
âòîðîãî ðîäà íå îáðàçóåò ãðóïïû. Îíî ÿâëÿåòñÿ äâóñòîðîííèì ñìåæíûì
êëàññîì â Conf2 îòíîñèòåëüíî Conf2.
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Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî ïðåîáðàçîâàíèé îáëàäàåò îáîè-
ìè ñâîéñòâàìè, óïîìÿíóòûìè â ïðåäëîæåíèÿõ F.1 è F.2: îíî äåéñòâóåò
ïðîñòî òðàíçèòèâíî íà òðîéêàõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê â C è ñîõðàíÿåò îáîá-
ù¼ííûå îêðóæíîñòè è äèñêè.

♥
Ñëó÷àé n = 3. Ãðóïïà Conf3 = PSO0(1, 4; R) èçîìîðôíà ãðóïïå

PU(1, 1; H), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ôàêòîð-ãðóïïîé êâàòåðíèîííîé ïñåâäî-
óíèòàðíîé ãðóïïû U(1, 1; H) ïî å¼ öåíòðó {±12}.

Ãðóïïà U(1, 1; H) ñîñòîèò èç êâàòåðíèîííûõ ìàòðèö âòîðîãî ïîðÿä-

êà g =
(
a b
c d

)
, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèÿì:

|a|2 = |d|2 = 1 + |b|2 = 1 + |c|2, āb = c̄d.

Ïîëîæèì a = u cosh t, d = v cosh t, ãäå t ∈ R, à u, v � êâàòåðíèîíû
åäèíè÷íîé íîðìû. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé êâàòåðíèîí åäèíè÷íîé íîðìû
w, ÷òî b = w sinh t è c = w̄uv̄ sinh t.

Åñëè ìàòðèöà g íå äèàãîíàëüíà, ïàðàìåòðû u, v, w è t îïðåäåëåíû
îäíîçíà÷íî. Äëÿ äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö ìû èìååì t = 0 è çíà÷åíèå w
íå âëèÿåò íà g. Òàêèì îáðàçîì, íàøà ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì
S3 × S3 × S3 × (R\{0}) è S3 × S3.

Ãðóïïà U(1, 1; H) äåéñòâóåò íà äâóìåðíîì ïðàâîì êâàòåðíèîííîì

ïðîñòðàíñòâå H2. Ýëåìåíòû H2 � âåêòîðû-ñòîëáöû

(
q1
q2

)
ñ äâóìÿ êâà-

òåðíèîííûìè êîîðäèíàòàìè; óìíîæåíèå íà ÷èñëà (êâàòåðíèîíû) ïðîèç-
âîäèòñÿ ñïðàâà, à äåéñòâèå ãðóïïû � óìíîæåíèåì ñëåâà íà ìàòðèöó èç
íàøåé ãðóïïû.

Ýòî äåéñòâèå ñîõðàíÿåò êîíóñ |q1|2 − |q2|2 = 0 è ïåðåíîñèòñÿ íà åãî
ïðîåêòèâèçàöèþ, êîòîðàÿ èçîìîðôíà ñôåðå S3. ßâíûé âèä ïîñëåäíåãî
äåéñòâèÿ äà¼òñÿ ôîðìóëîé: u 7→ (au+ b)(cu+ d)−1

Exercise 35. Ïðîâåðüòå, ÷òî åñëè |u| = 1 è ìàòðèöà

(
a b
c d

)
∈

U(1, 1), òî
∣∣(au+ b)(cu+ d)−1

∣∣ = 1.

Ñëó÷àé n = 4. Ãðóïïà Conf4 = PO+(1, 5; R) èçîìîðôíà äðóãîé ïðî-
åêòèâíîé êâàòåðíèîííîé ãðóïïå PGL(2, H) = GL(2, H)/R× · 12.

ßâíàÿ ôîðìóëà äåéñòâèÿ ñíîâà èìååò âèä äðîáíî-ëèíåéíîãî ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ q 7→ (aq + b)(cq + d)−1. Íî òåïåðü íàøà ãðóïïà äåéñòâóåò íà

êâàòåðíèîííîé ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé P1(H) ' H ' R4 ' S4.
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Ñòðîãîå îïðåäåëåíèå êîâðà Àïîëëîíèÿ

F. Îñíîâíûå ôàêòû

Ðàññìîòðèì ÷åòûðå ïîïàðíî êàñàþùèõñÿ êðóãà D1, D2, D3 íà äâó-
ìåðíîé ñôåðå S2. Åñëè ìû óäàëèì èç ñôåðû âíóòðåííèå òî÷êè âñåõ ÷åòû-
ð¼õ êðóãîâ, òî îñòàíåòñÿ ÷åòûðå êðèâîëèíåéíûõ òðåóãîëüíèêà. Âïèøåì
â êàæäûé èç íèõ ìàêñèìàëüíûé âîçìîæíûé êðóã è óäàëèì åãî âíóò-
ðåííèå òî÷êè. Âìåñòî êàæäîãî êðèâîëèíåéíîãî òðåóãîëüíèêà îñòàíåòñÿ
3 ì�åíüøèõ òðåóãîëüíèêà, à âñåãî � 9 òðåóãîëüíèêîâ. Îïÿòü âïèøåì â
êàæäûé èç íèõ ìàêñèìàëüíûé âîçìîæíûé êðóã è óäàëèì åãî âíóòðåí-
íèå òî÷êè. Îñòàíåòñÿ 27 òðåóãîëüíèêîâ.

Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ìû óäàëèì èç ñôåðû ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî îò-
êðûòûõ êðóãîâ. Îñòàâøååñÿ íåïóñòîå êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâîA èìååò
ôðàêòàëüíóþ ïðèðîäó è íàçûâàåòñÿ êîâðîì Àïîëëîíèÿ â ÷åñòü äðåâ-
íåãðå÷åñêîãî ìàòåìàòèêà Àïîëëîíèÿ Ïåðãñêîãî, æèâøåãî â III-II ñòîëå-
òèÿõ äî íàøåé ýðû.

Ñîãëàñíî ñëîæèâøåéñÿ ïðàêòèêå, òåðìèíîì "êîâ¼ð Àïîëëîíèÿ"ïîëüçóþòñÿ
òàêæå äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ìíîæåñòâà êðóãîâ (îòêðûòûõ è çàìêíóòûõ) è
ìíîæåñòâà îêðóæíîñòåé, ó÷àñòâóþùèõ â ïîñòðîåíèè A.

Êðîìå òîãî, àíàëîãè÷íîå ïîñòðîåíèå ìîæíî áûëî áû ïðîâåñòè íå íà

ñôåðå, à íà R2
èëè íà C; ïîëó÷àåìîå ìíîæåñòâî òàêæå èìåíóåòñÿ êîâðîì

Àïîëëîíèÿ.
Ïîñìîòðèì, íàñêîëüêî ðàçëè÷íûå ôîðìû ìîæåò èìåòü êîâ¼ð Àïîë-

ëîíèÿ A. Íà ïåðâûé âçãëÿä, ðàçëè÷íûå âûáîðû íà÷àëüíûõ ÷åòûð¼õ êðó-
ãîâ ïðèâîäÿò ê ðàçíûì è íå ïîõîæèì äðóã íà äðóãà êîâðàì. Òåì íå ìåíåå,
âñå ïîëó÷àåìûå êàðòèíû â îïðåäåë¼ííîì ñìûñëå ýêâèâàëåíòíû.

×òîáû ïîíÿòü ýòî, ðàññìîòðèì ãðóïïó G = Conf2 êîíôîðìíûõ ïðå-
îáðàçîâàíèé ðàñøèðåííîé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C (ñì. ñõîëèþ F, (F.12)).

Exercise 36. Ïîêàæèòå, ÷òî ëþáûå äâå íåóïîðÿäî÷åííûå ÷åòâ¼ðêè
ïîïàðíî êàñàþùèõñÿ êðóãîâ íà ñôåðå ìîãóò áûòü ïðåîáðàçîâàíû îäíà â
äðóãóþ ñ ïîìîùüþ êîíôîðìíîãî îòîáðàæåíèÿ.

Hint. Ïîêàæèòå, ÷òî òðîéêà ïîïàðíî êàñàþùèõñÿ êðóãîâ íà ñôå-
ðå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ òðîéêîé òî÷åê êàñàíèÿ. Çàòåì èñïîëüçóéòå
ïðåäëîæåíèå F.1.

Òàêèì îáðàçîì, ñ òî÷íîñòüþ äî êîíôîðìíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, ñóùå-
ñòâóåò òîëüêî îäèí êîâ¼ð Àïîëëîíèÿ.
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Theorem F.1. Êîâ¼ð Àïîëëîíèÿ A îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ëþáîé
òðîéêîé ïîïàðíî êàñàþùèõñÿ êðóãîâ â í¼ì. (Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè äâà
êîâðà Àïîëëîíèÿ èìåþò îáùóþ òðîéêó ïîïàðíî êàñàþùèõñÿ êðóãîâ, òî
îíè ñîâïàäàþò.)

Óòâåðæäåíèå òåîðåìû âûãëÿäèò äîñòàòî÷íî î÷åâèäíûì è ÿ ðåêîìåí-
äóþ ìîèì ÷èòàòåëÿì ïîïðîáîâàòü ïðèäóìàòü ñâî¼ ñîáñòâåííîå äîêàçà-
òåëüñòâî. Òî, êîòîðîå ïðèäóìàë ÿ è êîòîðîå ïðèâîäèòñÿ íèæå, äîâîëüíî
äëèííî è îñíîâàíî íà ñïåöèàëüíîé íóìåðàöèè êðóãîâ â A.

Íóìåðàöèÿ, î êîòîðîé èä¼ò ðå÷ü, ïîäñêàçûâàåòñÿ ñàìîé ïðîöåäó-
ðîé ïîñòðîåíèÿ A. Èìåííî, îáîçíà÷èì íà÷àëüíûå ÷åòûðå êðóãà ÷åðåç
D0

1, D
0
2, D

0
3, D

0
4 è íàçîâ¼ì èõ êðóãàìè ðàíãà 0. Òðåóãîëüíèêè, îáðàçóþ-

ùèåñÿ ïîñëå óäàëåíèÿ âíóòðåííèõ òî÷åê ÷åòûð¼õ êðóãîâ, íàçîâ¼ì òðå-
óãîëüíèêàìè ðàíãà 1 è îáîçíà÷èì èõ T1, T2, T3, T4 òàê, ÷òîáû Ti íå èìåë
îáùèõ òî÷åê ñ D0

i . Óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü âñþ êàðòèíó ðàñêðàøåííîé â
÷åòûðå öâåòà òàê, ÷òî D0

i è Ti ïîêðàøåíû â i-ûé öâåò.
Êðóã, âïèñàííûé â Ti, îáîçíà÷àåòñÿ Di, íàçûâàåòñÿ êðóãîì ðàíãà 1 è

ðàñêðàøèâàåòñÿ â i-ûé öâåò. Ïîñëå âûáðàñûâàíèÿ èç Ti âñåõ âíóòðåííèõ
òî÷åê êðóãà Di, îñòà¼òñÿ 3 òðåóãîëüíèêà. Ìû íàçûâàåì èõ òðåóãîëüíè-
êàìè ðàíãà 2, è îáîçíà÷àåì èõ Tij , j 6= i òàê, ÷òîáû Tij íå èìåë îáùèõ
òî÷åê ñ Dj . Ïîñëå ýòîãî ðàñêðàøèâàåì Tij â j-ûé öâåò.

Ïðîäîëæàÿ ýòó ïðîöåäóðó äî áåñêîíå÷íîñòè, ìû ïîëó÷àåì ñ÷¼òíîå
ìíîæåñòâî òðåóãîëüíèêîâ Ti1i2...ik è êðóãîâ Di1i2...ik , ãäå k îçíà÷àåò ðàíã,
à ik � öâåò. Êðîìå òîãî, âûïîëíÿåòñÿ ïðàâèëî:

â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {i1i2 . . . ik} ñîñåäíèå öèôðû âñåãäà ðàçëè÷íû.

Õàðàêòåðíàÿ îñîáåííîñòü ïîëó÷àþùåéñÿ êàðòèíû ñîñòîèò â òîì, ÷òî
ëþáàÿ ÷åòâ¼ðêà ïîïàðíî êàñàþùèõñÿ êðóãîâ ñîäåðæèò êðóãè âñåõ ÷åòû-
ð¼õ öâåòîâ. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî äâà êðóãà îäíîãî öâåòà íå èìåþò îáùèõ
òî÷åê (ñì. Ðèñ. F.1).

Òåïåðü ìû âåðí¼ìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû è íà÷í¼ì ñî ñëåäóþ-
ùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Lemma F.1. Ïóñòü D, D′, D′′, D′′′ � ÷åòâ¼ðêà ïîïàðíî êàñàþùèõñÿ
êðóãîâ íà S2. Òîãäà, åñëè òðè èç íèõ ïðèíàäëåæàò êàêîìó-íèáóäü êîâðó
Àïîëëîíèÿ A, òî ÷åòâ¼ðòûé êðóã òàêæå ïðèíàäëåæèò A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî D, D′, D′′ ïðèíàäëåæàò A è èìå-
þò íóìåðàöèþDi1i2...ik , Di′1i

′
2...ik′

, Di′′1 i
′′
2 ...ik′′

ñîîòâåòñòâåííî. Çàìåòèì, ÷òî
êðóãè îäíîãî ðàíãà k > 0 íå ìîãóò êàñàòüñÿ: îíè ëåæàò â ðàçíûõ òðå-
óãîëüíèêàõ Ti1i2...ik . Ïîýòîìó ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî k > k′ > k′′ > 0,
èëè k > k′ > k′′ = 0, èëè k > k′ = k′′ = 0, èëè k = k′ = k′′ = 0.

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñàìûé ñëîæíûé ñëó÷àé k > k′ > k′′ > 0. Ïî
ïîñòðîåíèþ, êðóã Di1i2...ik âïèñàí â òðåóãîëüíèê Ti1i2...ik , êîòîðûé îãðà-
íè÷åí äóãàìè ãðàíèö òð¼õ êðóãîâ ðàíãîâ l = k− 1 ≥ l′ ≥ l′′. Êðîìå òîãî,
âñå êðóãè, êàñàòåëüíûå ê Di1i2...ik , êðîìå òð¼õ, ó÷àñòâóþùèõ â ãðàíèöå
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D(2) D(3)

D+

D−

D+3 D+2

D−3 D−2

Ðèñ. F.1. Íóìåðàöèÿ êðóãîâ â ïðÿìîóãîëüíîì êîâðå Àïîëëîíèÿ

Ti1i2...ik , èìåþò ðàíãè áîëüøå k. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî l = k′ = k−1, l′ = k′′

è òðè êðóãà, îãðàíè÷èâàþùèå Ti1i2...ik � ýòî Di′1i
′
2...ik′

, Di′′1 i
′′
2 ...ik′′

è íåêîòî-
ðûé êðóã Dj1j2...jl′′ ∈ A ðàíãà ìåíüøå k.

Êðóã D′′′ êàñàåòñÿ Di1i2...ik , Di′1i
′
2...ik′

è Di′′1 i
′′
2 ...ik′′

. Ïîýòîìó äëÿ íåãî
åñòü äâå âîçìîæíîñòè: ëèáî îí ñîâïàäàåò ñ Dj1j2...jl′′ è, ñëåäîâàòåëüíî,
ïðèíàäëåæèò A, ëèáî îí ëåæèò â òðåóãîëüíèêå Ti1i2...ik è îãðàíè÷åí
Di1i2...ik , Di′1i

′
2...ik′

è Di′′1 i
′′
2 ...ik′′

; òîãäà îí ñîâïàäàåò ñ Di1i2...iki′′′ è òàêæå
äîëæåí ïðèíàäëåæàòü A.

Ðàññìîòðåíèå îñòàëüíûõ ñëó÷àåâ àíàëîãè÷íî, íî ïðîùå è ìû îñòàâ-
ëÿåì åãî êàê óïðàæíåíèå. Íàïðèìåð, â ïîñëåäíåì ñëó÷àå D, D′, D′′ �
òðè êðóãà D0

1 D
0
2, D

0
3 èç íà÷àëüíîé ÷åòâ¼ðêè. Ïîýòîìó D

′′′ ñîâïàäàåò ëè-
áî ñ ÷åòâ¼ðòûì íà÷àëüíûì êðóãîì D0

4, ëèáî ñ D4.
�
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Äîêàçàåëüñòâî òåîðåìû. Ïóñòü äâà êîâðà A è Ã èìåþò îáùóþ
òðîéêó ïîïàðíî êàñàòåëüíûõ êðóãîâ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èõ ðàíãè â A
ðàâíû l ≤ m ≤ n. Ìû ïîêàæåì, ÷òî A ⊂ Ã èñïîëüçóÿ èíäóêöèþ ïî n.

Äëÿ n = 0 ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî òðè îáùèõ êðóãà � ýòî íà÷àëüíûå

êðóãè D0
1, D

0
2, D

0
3 äëÿ A. Ïî ëåììå 2, êðóã D0

4 ïðèíàäëåæèò Ã, ïîñêîëü-
êó îí êàñàåòñÿ òð¼õ êðóãîâ èç Ã

Òàêèì îáðàçîì, Ã ñîäåðæèò âñå êðóãè ðàíãà 0 èç A. Ïîêàæåì ïî
èíäóêöèè, ÷òî îí ñîäåðæèò âñå êðóãè ðàíãà n èç A. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè
äëÿ ðàíãîâ ≤ n− 1 ýòî âåðíî, òî âåðíî è äëÿ êðóãîâ ðàíãà n , ïîñêîëüêó
êàæäûé òàêîé êðóã êàñàåòñÿ òð¼õ êðóãîâ ìåíüøåãî ðàíãà.

Âåðí¼ìñÿ ê ïåðâîé èíäóêöèè. Äîïóñòèì ìû äîêàçàëè, ÷òî åñëè òðè

îáùèõ êðóãà èìåþò ðàíãè < n â A, òî A ⊂ Ã.
Ïóñòü òåïåðü D, D′, D′′ � òðè îáùèõ êðóãà ðàíãîâ k ≤ l < n. Èç

äîêàçàòåëüñòâà ëåììû F.1 ìû çíàåì, ÷òî ñðåäè êðóãîâ, êàñàþùèõñÿ
D, D′, D′′, åñòü îäèí ðàíãà n− 1. Ïóñòü ýòî áóäåò D′′′. Òîãäà D, D′, D′′′

îáðàçóþò îáùóþ òðîéêó ïîïàðíî êàñàþùèõñÿ êðóãîâ ðàíãà ≤ n − 1 è
óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Èòàê, A ⊂ Ã. Íî óñëîâèÿ òåîðåìû ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî A è

Ã. Ïîýòîìó Ã ⊂ A è, ñëåäîâàòåëüíî, ýòè êîâðû ñîâïàäàþò.
�

Lemma F.2. Òðåóãîëüíèê Ti1i2...in ñîäåðæèòñÿ â Tj1j2...jm åñëè è òîëü-
êî åñëè m ≤ n, è ik = jk äëÿ 1 ≤ k ≤ m.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: m ≥ n. Íàø âòîðîé
òðåóãîëüíèê ïî ïîñòðîåíèþ ñîäåðæèòñÿ â Tj1j2...jn . Çàìåòèì, ÷òî òðå-
óãîëüíèêè ðàíãà 1 èìåþò äâå îáùèå òî÷êè, à òðåóãîëüíèêè ðàíãà k > 1
ìîãóò èìåòü íå áîëåå îäíîé îáùåé òî÷êè. Ïîýòîìó ïåðâûé òðåóãîëüíèê
ñîäåðæèòñÿ òîëüêî â îäíîì òðåóãîëüíèêå ðàíãà n. Çíà÷èò, Ti1i2...in =
Tj1j2...jn , òî åñòü ik = jk äëÿ 1 ≤ k ≤ n. Íî òîãäà âòîðîé òðåóãîëüíèê ñî-
äåðæèòñÿ â ïåðâîì è, ñëåäîâàòåëüíî, îíè ñîâïàäàþò. Ìû ïîêàçàëè, ÷òî
m ≤ n. Òîãäà ïåðâûé òðåóãîëüíèê ñîäåðæèòñÿ â Ti1i2...im è â Tj1j2...jm .
Ïîýòîìó ik = jk äëÿ 1 ≤ k ≤ m è ëåììà äîêàçàíà.

�

Åñòü òðè íàèáîëåå ñèììåòðè÷íûõ âûáîðà äëÿ íà÷àëüíîé ÷åòâ¼ðêè
ïîïàðíî êàñàòåëüíûõ êðóãîâ íà ïëîñêîñòè. Ñîîòâåòñòâóþùèå êîâðû Àïîë-
ëîíèÿ ïîêàçàíû íà Ðèñ. 7, 8 a), 8 b). Äëÿ äàëüíåéøåãî èñïîëüçîâàíèÿ, ìû
óêàçûâàåì äëÿ ÷àñòè êðóãîâ êðèâèçíó èõ ãðàíèö.

Âñå ýòè êîâðû ÿâëÿþòñÿ ñòåðåîãðàôè÷åñêèìè ïðîåêöèÿìè íàèáîëåå
ñèììåòðè÷íîãî êîâðà íà ñôåðå S2, ïîðîæä¼ííîãî òðåìÿ ïîïàðíî êàñàþ-
ùèìèñÿ êðóãàìè îäèíàêîâîãî ðàçìåðà. Ñì. Ðèñ. F.5.

Åñòü òàêæå íåñêîëüêî äðóãèõ èíòåðåñíûõ ðåàëèçàöèé êîâðà Àïîë-
ëîíèÿ, èç êîòîðûõ ìû îòìåòèì äâå. Èõ èçó÷åíèå èñïîëüçóåò íåêîòîðûå
ñâîéñòâà òàê íàçûâàåìûõ ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è.



INFO G. �ÈñËÀ �ÈÁîíÀ÷÷È 89

Ðèñ. F.2. Êîâ¼ð-ëåíòà

Ðèñ. F.3. Ïðÿìîóãîëüíûé êîâ¼ð

Info G. ×èñëà Ôèáîíà÷÷è

Çíàìåíèòûé èòàëüÿíñêèé ìàòåìàòèê Ëåîíàðäî Ïèçàíñêèé, èçâåñò-
íûé òàêæå ïîä èìåíåì Ôèáîíà÷÷è, æèë â 13-îì ñòîëåòèè. Ñðåäè ïðî÷èõ
âåùåé, îí èññëåäîâàë ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ ÷èñåë {Φk}, óäîâëåòâî-
ðÿþùóþ ðåêóððåíòíîìó óðàâíåíèþ

(G.1) Φk+1 = Φk + Φk−1

è íà÷àëüíîìó óñëîâèþ Φ1 = Φ2 = 1. Îíà âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:
n: -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7
Φn: 13 -8 5 -3 2 -1 1 0 1 1 2 3 5 8 13
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Ðèñ. F.4. Òðåóãîëüíûé êîâ¼ð

Ðèñ. F.5. Ñôåðè÷åñêèé êîâ¼ð

Ïîçäíåå ýòè ÷èñëà ïîÿâëÿëèñü âî ìíîãèõ àëãåáðàè÷åñêèõ è êîìáèíà-
òîðíûõ çàäà÷àõ è ïîëó÷èëè èìÿ ÷èñëà Ôèáîíà÷÷è. Ìû êîðîòêî îïè-
øåì îñíîâíûå ôàêòû èç òåîðèè òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Ðàññìîòðèì ñîâîêóïíîñòü V âñåõ äâóñòîðîííèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
{vn}n∈Z, óäîâëåòâîðÿþùèõ ðåêóððåíòíîìó óðàâíåíèþ âèä (G.1), òî åñòü
vn+1 = vn+vn−1. Ýòî � âåùåñòâåííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì
îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî îïðåäåëåíû ïîêîìïîíåíòíî:

(v + w)n = vn + wn, (c · v)n = c · vn.
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Ðàçìåðíîñòü ýòîãî ïðîñòðàíñòâà ðàâíà 2, ïîñêîëüêó êàæäàÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü èç V îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè íà÷àëüíûìè çíà÷å-
íèÿìè è ýòè çíà÷åíèÿ ìîæíî âûáèðàòü ïðîèçâîëüíî. Ìû ìîæåì, ñëåäî-
âàòåëüíî, ðàññìàòðèâàòü v1, v2 ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {vn}. Íàïðèìåð, ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü Ôèáîíà÷÷è, êàê òî÷êà èç V , èìååò êîîðäèíàòû (1, 1).
Äðóãàÿ èçâåñòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë Ëþê�a èìååò êîîðäèíàòû
(1, 3).

Ïóñòü T îçíà÷àåò ïðåîáðàçîâàíèå ïðîñòðàíñòâà V , ïåðåâîäÿùåå ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü {vn} â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {vn+1} (òàêæå ïðèíàäëå-
æàùóþ V , � ïðîâåðüòå!). Íàãëÿäíûé ñìûñë T � ñäâèã âñåé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè íà îäèí íîìåð âëåâî.

Ýòî � ëèíåéíûé îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå V . Íàéä¼ì ñïåêòð ýòîãî
îïåðàòîðà. Åñëè ÷èñëî λ ïðèíàäëåæèò ñïåêòðó, òî äëÿ íåêîòîðîé íåíó-
ëåâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {vn} ìû èìååì vn+1 = λ · vn äëÿ âñåõ n ∈ Z.
Îòñþäà vn = c ·λn, c 6= 0, è ðåêóððåíòíîå óñëîâèå äà¼ò êâàäðàòíîå óðàâ-
íåíèå íà λ : λ2 = λ+ 1. Ìû âèäèì, ÷òî ñïåêòð ñîñòîèò èç äâóõ ÷èñåë:

φ =
1 +

√
5

2
≈ 1.618... è − φ−1 =

1−
√

5
2

= 1− φ ≈ −0.618...

Ïåðâîå èç íèõ ïîëó÷èëî ñïåöèàëüíîå íàçâàíèå çîëîòîãî ñå÷åíèÿ,
ïîñêîëüêó ïðÿìîóãîëüíèê ñ òàêèì îòíîøåíèåì ñòîðîí ñ÷èòàåòñÿ íàèáî-
ëåå ïðèÿòíûì äëÿ ÷åëîâå÷åñêîãî ãëàçà.

Äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ â äàëüíåéøåì, ìû ââåä¼ì òàêæå âåëè÷èíû

c = φ2 =
3 +

√
5

2
= φ+ 1 è θ =

√
φ =

√
1 +

√
5

2
.

Ñîáñòâåííûå âåêòîðû îïåðàòîðà T ÿâëÿþòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèìè ïðî-
ãðåññèÿìè v′n = φn è v′′n = (−φ)−n. Îíè ëèíåéíî íåçàâèñèìû è îáðàçóþò
áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå V . Ïîýòîìó êàæäûé âåêòîð v ∈ V ÿâëÿåòñÿ ëè-
íåéíîé êîìáèíàöèåé v′ è v′′. Â ÷àñòíîñòè, n-îå ÷èñëî Ôèáîíà÷÷è ìîæåò
áûòü çàïèñàíî êàê

Φn = α · φn + β · (−φ−1)n äëÿ ïîäõîäÿùèõ α è β.

Èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé Φ1 = Φ2 = 1 ìû íàõîäèì α = −β = 1
φ+φ−1 = 1√

5
.

Ïîýòîìó

(G.2)

Φ2k =
φ2k − φ−2k

√
5

=
ck − c−k√

5
; Φ2k+1 =

φ2k+1 + φ−2k−1

√
5

=
ck+

1
2 + c−k−

1
2

√
5

.

Îáðàòíî,
(G.3)

φn = (−1)n
Φn+1 + Φn−1 − Φn

√
5

2
; cn =

Φ2n+1 + Φ2n−1 + Φ2n

√
5

2
.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî Φ−2n = −Φ2n; Φ−2n−1 = Φ2n+1.
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Ðèñ. 5.6. ×åòâ¼ðêè q1 è c · q1

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

(G.4) Φn ≈
φn√

5
è lim

n→∞

Φn+1

Φn
= φ.

×èñëà Ëþê�a äàþòñÿ åù¼ áîëåå ïðîñòîé ôîðìóëîé: Ln = φn + (−φ)−n.
Îíè âûãëÿäÿò òàê:

n: -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7
Ln: 29 18 -11 7 -4 3 -1 2 1 3 4 7 11 18 29

.

♦

5.2. Êîâðû ñ íåîãðàíè÷åííûìè ðàçìåðàìè êðóãîâ

Ðàññìîòðèì ÷åòâ¼ðêó q1 ïîïàðíî êàñàþùèõñÿ êðóãîâ íà ðàñøèðåí-
íîé ïëîñêîñòè, îäèí èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ íèæíåé ïîëóïëîñêîñòüþ, à
îñòàëüíûå òðè èìåþò êðèâèçíû ãðàíè÷íûõ îêðóæíîñòåé, îáðàçóþùèå
ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ. Çàïèøåì ÷åòûðå êðèâèçíû â ôîðìå 0 <
x−1 < 1 < x. Èç óðàâíåíèÿ Äåêàðòà ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî x óäîâëåòâîðÿåò
óðàâíåíèþ

(5.2.1) (x+1+x−1)2 = 2(x2 +1+x−2), èëè x2−2(x+x−1)+x−2 = 1.

Ïîëàãàÿ y := x+x−1, ìû ïîëó÷àåì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå äëÿ y : y2−
2y−3 = 0. Îíî èìååò äâà êîðíÿ: 1 è 3. Òîëüêî âòîðîå çíà÷åíèå y ïðèâîäèò
ê âåùåñòâåííîìó çíà÷åíèþ x. À èìåííî, x = 3+

√
5

2 = 2
3−
√

5
, ÷òî ñîâïàäàåò

ñ âåëè÷èíîé c, ââåäåííîé â ñõîëèè G.
Êîâ¼ð A1, ïîðîæä¼ííûé ÷åòâ¼ðêîé q1, èìååò ñëåäóþùåå ñâîéñòâî:

ïîñëå ðàñòÿæåíèÿ â c ðàç îí ïåðåõîäèò â ñâî¼ çåðêàëüíîå îòðàæåíèå â
âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé. À åñëè åãî ðàñòÿíóòü â c2 ðàç, îí ïåðåõîäèò â
êîâ¼ð, ïîëó÷àåìûé èç íà÷àëüíîãî ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì â ãîðèçîí-
òàëüíîì íàïðàâëåíèè, � ñì. Ðèñ. 5.7. Ýòî ëåãêî âûâåñòè èç òîãî, ÷òî
êîâ¼ð A1 èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ w 7→ −cw̄. Ïîñëåä-
íåå ñâîéñòâî âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî A1 è −c·A1 èìåþò òðè îáùèõ ïîïàðíî
êàñàþùèõñÿ êðóãà.

Â ÷àñòíîñòè, êîâ¼ð A1 ñîäåðæèò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êðóãîâ Dk ñ
êðèâèçíàìè ãðàíèö ck, k ∈ Z. Ñîîòâåòñòâóþùèå êðóãè çàäàþòñÿ íåðà-
âåíñòâàìè

(5.2.2)
∣∣ckw + (−1)k 2√

5
+ i
∣∣ ≤ 1
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c−2

c−1

1
c

c2

Ðèñ. 5.7. Êîâ¼ð A1

Ðèñ. 5.8. Îáðàç êîâðà A1 â êîâðå-ëåíòå

à ñîîòâåòñòâóþùèå ýðìèòîâû ìàòðèöû èìåþò âèä

Mk =

(
4
5c
−k (−1)k 2√

5
− i

(−1)k 2√
5

+ i ck

)
=

(
(−φ)−k 0

0 φk

)
·

(
4
5

2√
5
− i(−1)k

2√
5

+ i(−1)k 1

)
·
(

(−φ)k 0
0 φk

)(5.2.3)

ãäå φ :=
√
c ≈ 1.618034.. � çíàìåíèòîå çîëîòîå ñå÷åíèå (ñì. ñõîëèþ

G.)
Êàæäîå èç ðàâåíñòâ (5.2.2) è (5.2.3) èìååò ñëåäñòâèåì òîò ôàêò, ÷òî

ïðåîáðàçîâàíèå w → −c · w̄ ïåðåâîäèò Dn â Dn−1 è, ñëåäîâàòåëüíî, ñî-
õðàíÿåò êîâ¼ð A1.

Exercise 37. Íàéòè ìàòðèöó g ∈ SL(2, C), êîòîðàÿ ïåðåâîäèò êîâ¼ð
A1 â êîâ¼ð-ëåíòó.

Hint. Íàéäèòå ìàòðèöó g, êîòîðàÿ ñîõðàíÿåò âåùåñòâåííóþ îñü è
ïåðåâîäèò êðóã D0 â ãîðèçîíòàëüíóþ ïðÿìóþ. Ïîêàæèòå, ÷òî îáðàçû
g ·Dk ðàñïîëîæåíû êàê íà Ðèñ. 5.8.

Äðóãîé èíòåðåñíûé êîâ¼ð A2 ñ íåîãðàíè÷åííûìè êðèâèçíàìè ìîæíî
îïðåäåëèòü òàê. Ïîïðîáóåì íàéòè ÷åòâ¼ðêó ïîïàðíî êàñàþùèõñÿ êðóãîâ
q2, äëÿ êîòîðîé âñå ÷åòûðå êðèâèçíû îáðàçóþò ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåñ-
ñèþ (1, ρ, ρ2, ρ3), ãäå äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè ρ > 1. Èç óðàâíåíèÿ Äåêàðòà
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c

c−1

1

c−2

c−2

c

c−1

1

c2

Ðèñ. 5.9. Êîâðû A1 è c · A1

ïîëó÷àåì:

(5.2.4) (1 + ρ+ ρ2 + ρ3)2 = 2(1 + ρ2 + ρ4 + ρ6).

Óïðîùàÿ ýòî óðàâíåíèå, ïåðåïèøåì åãî â ôîðìå

0 = 1−2ρ−ρ2−4ρ3−ρ4−2ρ5+ρ6, èëè 4+(ρ+ρ−1)+2(ρ2+ρ−2) = (ρ3+ρ−3).

Ââåä¼ì íîâóþ íåèçâåñòíóþ âåëè÷èíó u = ρ+ ρ−1 è ïîëó÷èì

4 + u+ 2(u2 − 2) = (u3 − 3u), èëè u3 − 2u2 − 4u = 0.

Ýòî óðàâíåíèå èìååò òðè êîðíÿ: u = 0, 1−
√

5, 1+
√

5. Òîëüêî ïîñëåäíèé
êîðåíü äà¼ò âåùåñòâåííîå çíà÷åíèå äëÿ ρ, êîòîðîå ðàâíî

ρ = φ+
√
φ = θ2 + θ ≈ 2.890054...; ρ−1 = φ−

√
φ = θ2 − θ ≈ 0.346014....

Òàê æå, êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, íà÷àëüíûå êðóãè âêëþ÷àþòñÿ
â áåñêîíå÷íóþ äâóñòîðîííþþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Dk, îáðàçóþùóþ ñïè-
ðàëü. Êîãäà k → −∞, ñïèðàëü ñòðåìèòñÿ ê íåêîòîðîé êîíå÷íîé òî÷êå
a. Åñëè ìû âîçüì¼ì a â êà÷åñòâå íà÷àëà êîîðäèíàò, íàøà ñïèðàëü áóäåò
èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ íà íåêîòîðîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî
λ ñ |λ| = ρ. Îáîçíà÷èì àðãóìåíò λ ÷åðåç 2α. Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå
ìàòðèöû Mk äîëæíû èìåòü âèä

(5.2.5) Mk =
(

aρk be2ikα

b̄e−2ikα cρ−k

)
, ac− |b|2 = −1.

Óñëîâèå, ÷òî êðóãè Dk è Dk+m êàñàþòñÿ, èìååò âèä det(Mk+Mk+m) = 0.
Ýòî óñëîâèå â äåéñòâèòåëüíîñòè íå çàâèñèò îò k è ðàâíîñèëüíî óðàâíå-
íèþ

|b|2

ac
=

ρm + ρ−m + 2
eimα + e−imα + 2

.

Ïîëîæèì s = 1
2 log ρ. Òîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ áóäåò

1 + cosh 2ms
1 + cos 2mα

=
(

cosh ms
cos mα

)2

.
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Ìû çíàåì, ÷òî D0 êàñàåòñÿ Dm äëÿ m = 1, 2, 3. Òàêèì îáðàçîì, ñïðà-
âåäëèâû ðàâåíñòâà

(5.2.6)
|b|√
ac

=
cosh s
| cos α|

=
cosh 2s
| cos 2α|

=
cosh 3s
| cos 3α|

.

Ïîñêîëüêó cosh 3s = cosh s (2 cosh 2s −1) è cos 3α = cosα (2 cos 2α −
1), ìû çàêëþ÷àåì, ñðàâíèâàÿ âòîðîé è ïîñëåäíèé ÷ëåíû â (5.2.6), ÷òî

2 cosh 2s − 1 = |2 cos 2α − 1|.
Ýòî âîçìîæíî ëèøü ïðè 2 cos 2α − 1 < 0. Ïîýòîìó, ìû ïîëó÷àåì

2 cosh 2s − 1 = 1− 2 cos 2α, èëè cosh 2s = 1− cos 2α, ÷òî âîçìîæíî ëèøü
ïðè cos 2α ≤ 0.

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå cosh 2s = 1−cos 2α, ìû ïîëó÷àåì, ñðàâíèâàÿ
âòîðîé è òðåòèé ÷ëåíû,

cosh s = ±cosα · (1− cos 2α)
cos 2α

.

Òåïåðü òîæäåñòâî 2 cosh2 s = cosh 2s+ 1 ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ:

2
(

cosα · (1− cos 2α)
cos 2α

)2

= 2− cos 2α.

Îáîçíà÷èì cos 2α ÷åðåç x è ïåðåïèøåì óðàâíåíèå â àëãåáðàè÷åñêîé ôîð-
ìå:

(x+ 1)(1− x)2

x2
= 2−x, èëè (x+1)(1−x)2 = 2x2−x3, èëè 2x3−3x2−x+1 = 0.

Îíî èìååò êîðåíü x = 1/2 è ýòî ïîçâîëÿåò íàì ïåðåïèñàòü åãî â ïðîñòîé
ôîðìå (2x − 1)(x2 − x − 1) = 0. Òàêèì îáðàçîì, äðóãèå äâà êîðíÿ � ýòî
φ è −φ−1 = 1− φ. Òîëüêî îäèí èç òð¼õ êîðíåé îòðèöàòåëåí: x = −φ−1.

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì cos 2α = −φ−1, cosh 2s = φ. Ñëåäîâàòåëü-

íî, ρ + ρ−1 = 2φ è ρ = φ +
√
φ2 − 1 = θ2 + θ. Çàîäíî ìû ïîëó÷àåì

|b|√
ac

= φ2, ïîýòîìó

(5.2.7) |b|2 =
φ2

√
5
, ac =

φ−2

√
5
.

Òàêèì îáðàçîì, ìû çíàåì ìàòðèöûMk ñ òî÷íîñòüþ äî êîìïëåêñíîãî
ñîïðÿæåíèÿ, à òàêæå ñîïðÿæåíèÿ äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé. Ãåîìåòðè÷å-
ñêè, ýòî çíà÷èò, ÷òî ìû çíàåì êîâ¼ð A2 ñ òî÷íîñòüþ äî ïîâîðîòîâ, ðàñ-
òÿæåíèé è îòðàæåíèé â ïðÿìîé ëèíèè. Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî ïîëîæèòü

(5.2.8) Mk =
1
4
√

5

(
φ−1 · ρk φ · e2ikα
φ · e2ikα φ−1 · ρ−k

)
òàê ÷òî

(5.2.9) D0 =
{
w

∣∣∣∣ ∣∣ w + 1 +
1√
5

∣∣≤
√

1 + 2
√

5
5

}
.
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λ−1

1 λ

λ2

Ðèñ. 5.10. Êîâ¼ð A2

Äàëåå, íàéä¼ì ÷èñëî λ, îïðåäåë¼ííîå ñ òî÷íîñòüþ äî êîìïëåêñíîãî
ñîïðÿæåíèÿ.

Ìû èìååì

2 sin2 α = 1− cos 2α = φ è 2 cos2 α = 1 + cos 2α = 1− φ−1 = φ−2.

Ïîýòîìó, sin2 α = φ−1 è sin 2α = ±θ−1. Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì e2iα =
cos 2α+ i sin 2α = −φ−1 ± iθ−1. Íàêîíåö,

(5.2.10) λ = ρe2iα = −(1 + θ−1)(1∓ iθ).

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ êàðòèíêà ïîêàçàíà íà Ðèñ. 5.10.

5.3. Òðè èíòåðïðåòàöèè ìíîæåñòâà D

Ñèìâîëîì R1,3 îáû÷íî îáîçíà÷àþò 4-ìåðíîå âåùåñòâåííîå âåêòîðíîå
ïðîñòðàíñòâî ñ êîîðäèíàòàìè t, x, y, z è ñ èíäåôèíèòíûì1 ñêàëÿðíûì
ïðîèçâåäåíèåì

(5.3.1) (p1, p2) = t1t2 − x1x2 − y1y2 − z1z2

Â ôèçè÷åñêîé ëèòåðàòóðå ýòî ïðîñòðàíñòâî íàçûâàþò ïðîñòðàíñòâîì
Ìèíêîâñêîãî â ÷åñòü çàìå÷àòåëüíîãî íåìåöêîãî ìàòåìàòèêà è ôèçèêà
Ãåðìàíà Ìèíêîâñêîãî.

Âåêòîð p ∈ R1,3 íàçûâàåòñÿ âðåìåíè-ïîäîáíûì, ñâåòîâûì èëè
ïðîñòðàíñòâåííî-ïîäîáíûì, åñëè åãî êâàäðàò ïîëîæèòåëåí, ðàâåí

1Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íàçûâàþò èíäåôèíèòíûì, åñëè ñêàëÿðíûé êâàäðàò
âåêòîðà ìîæåò áûòü è ïîëîæèòåëüíûì è îòðèöàòåëüíûì.
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íóëþ èëè îòðèöàòåëåí. Ñâåòîâûå âåêòîðû, êðîìå òîãî, äåëÿòñÿ íà âåê-
òîðû áóäóùåãî, äëÿ êîòîðûõ t > 0 è âåêòîðû ïðîøëîãî, äëÿ êîòîðûõ
t < 0.

Ôèçè÷åñêèé ñìûñë âåêòîðà p � ýòî ñîáûòèå, êîòîðîå ïðîèñõîäèò â
ìîìåíò âðåìåíè t â òî÷êå (x, y, z) ∈ R3.

Ôèçèêè íàçûâàþò ïîëíîé ãðóïïîé Ëîðåíöà L ãðóïïó âñåõ ëèíåé-
íûõ îáðàòèìûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà R1,3, ñîõðàíÿþùèõ ñêà-
ëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (5.3.1). Ýòà ãðóïïà ñîñòîèò èç ÷åòûð¼õ ñâÿçíûõ
êîìïîíåíò; òà èç íèõ, êîòîðàÿ ñîäåðæèò åäèíèöó, ñàìà ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé
è íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííîé ãðóïïîé Ëîðåíöà L0. Â ìàòåìàòè÷åñêèõ
òåêñòàõ òå æå ãðóïïû îáîçíà÷àþòñÿ O(1, 3) è SO+(1, 3) ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðèíöèï Îòíîñèòåëüíîñòè óòâåðæäàåò, ÷òî âñå ôèçè÷åñêèå çà-
êîíû èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ñîáñòâåííîé ãðóïïû Ëîðåíöà.

Àëãåáðàè÷åñêè, ýëåìåíòû g ∈ O(1, 3) çàäàþòñÿ âåùåñòâåííûìè ìàò-
ðèöàìè ||gi,j || ôîðìàòà 4 × 4, ó êîòîðûõ ñòðîêè (ñòîëáöû) � ïîïàðíî
îðòîãîíàëüíûå âåêòîðû èç R1,3 òàêèå, ÷òî ïåðâàÿ ñòðîêà (ïåðâûé ñòîë-
áåö) èìååò ñêàëÿðíûé êâàäðàò 1, à îñòàëüíûå ñòðîêè (ñòîëáöû) èìåþò
ñêàëÿðíûé êâàäðàò −1. 2

Ìû êðàòêî íàïîìíèì ôàêò, îáúÿñíÿåìûé â ñõîëèè F: ìàòðèöà g ∈
O(1, 3) ïðèíàäëåæèò ñîáñòâåííîé ãðóïïå Ëîðåíöà, åñëè âûïîëíåíû äâà
äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿ: det g = 1 è g0,0 > 0.

Òåïåðü ìû ïîêàæåì, êàê èñïîëüçîâàòü ïðîñòðàíñòâî Ìèíêîâñêîãî
äëÿ ïàðàìåòðèçàöèè ìíîæåñòâà D âñåõ êðóãîâ íà äâóìåðíîé ñôåðå.

Êàæäûé êðóã íà S2 ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ïåðåñå÷åíèå S2 ñ ïîäõî-
äÿùèì ïîëóïðîñòðàíñòâîì Hu,τ , çàäàâàåìûì ëèíåéíûì (íåîäíîðîäíûì)
íåðàâåíñòâîì

(5.3.2) Hu,τ = {v ∈ R3
∣∣ (u, v) + τ ≤ 0} ãäå u ∈ S2 è τ ∈ (−1, 1).

Âìåñòî ïàðû (u, τ) ∈ S2 × (−1, 1) ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü îäèí
ïðîñòðàíñòâåííî-ïîäîáíûé âåêòîð p = (t, x, y, z) ∈ R1,3, çàäàâàåìûé
ôîðìóëîé

p =
1√

1 + τ2
· (τ, u).

Â òåðìèíàõ ýòîãî âåêòîðà ïîëóïðîñòðàíñòâî Hu,τ ïðèíèìàåò âèä

(5.3.3) Hp = {v ∈ R3
∣∣ xv1 + yv2 + zv3 + t ≤ 0}.

ßñíî, ÷òîHp1 = Hp2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà p1 = c·p2 äëÿ íåêîòîðîãî
c > 0. Ïîýòîìó ìû ìîæåì è áóäåì íîðìàëèçîâàòü p óñëîâèåì |p|2 = −1.

Èòàê, ìíîæåñòâî D êðóãîâ íà ñôåðå îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ìíîæåñòâîì
P−1 âñåõ ïðîñòðàíñòâåííî-ïîäîáíûõ âåêòîðîâ p ∈ R1,3 ñ |p|2 = −1. Õî-
ðîøî èçâåñòíî, ÷òî P−1 � îäíîïîëîñòíûé òð¼õìåðíûé ãèïåðáîëîèä â R4

2Ñðàâíèòå ñî ñâîéñòâîì îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö: èõ ñòðîêè (ñòîëáöû) ïîïàðíî
îðòîãîíàëüíû è èìåþò äëèíó 1.
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è ÷òî ãðóïïà L0 ' SO+(1, 3; R) äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî íà í¼ì. Ñòàáè-
ëèçàòîðîì òî÷êè (0, 0, 0, 1) ÿâëÿåòñÿ ãðóïïà SO+(1, 2; R), åñòåñòâåííî
âëîæåííàÿ â SO+(1, 3; R).

Ýòî è åñòü ïåðâàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ìíîæåñòâà D.

Exercise 38. Ïîêàæèòå, ÷òî ãèïåðáîëîèä P−1 ⊂ R1,3, îïðåäåë¼ííûé
óðàâíåíèåì |p|2 = −1, äèôôåîìîðôåí S2 × R.

Hint. Âñïîìíèòå î ïàðàìåòðàõ u, τ ââåä¼ííûõ âûøå.

Âòîðàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ìíîæåñòâà D èñïîëüçóåò êîìïëåêñíûå ìàòðè-
öû âòîðîãî ïîðÿäêà. Ìû íà÷í¼ì ñ íåðàâåíñòâà (F.1) è ïîñòðîèì èç åãî

êîýôôèöèåíòîâ ìàòðèöó M =
(
a b
b̄ c

)
.

Íàïîìíèì, ÷òî ìû íàëîæèëè íà êîýôôèöèåíòû a, b, c óñëîâèå ac−
|b|2 < 0. Ïîýòîìó M - ýðìèòîâà ìàòðèöà ñ îòðèöàòåëüíûì îïðåäåëè-
òåëåì. Ñíîâà ìû ìîæåì è áóäåì íîðìàëèçîâàòü ýòó ìàòðèöó óñëîâèåì
det M = −1.

Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâà D îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ñîâîêóïíîñòüþ H−1

âñåõ ýðìèòîâûõ ìàòðèö M ôîðìàòà 2× 2 ñ det M = −1.

Exercise 39. Ïîêàæèòå, ÷òî äâå ïîñòðîåííûå èíòåðïðåòàöèè ñâÿ-
çàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì: âåêòîðó p = (t, x, y, z) ∈ R1,3 ñîîòâåòñòâóåò

ìàòðèöà M =
(
a b
b̄ c

)
ñ

(5.3.4) a = t− z, b = x+ iy, c = t+ z.

Hint. Ñðàâíèòå (F.5) è (F.17).

Òðåòüÿ èíòåðïðåòàöèÿ îïèñûâàåò D êàê îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî.
Ìû óæå çíàåì, ÷òî ãðóïïà G = PSL(2, C) äåéñòâóåò íà C äðîáíî-

ëèíåéíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè. Áîëåå òîãî, ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ F.2,
G äåéñòâóåò íà D.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ãðóïïà SL(2,C) äåéñòâóåò íà ìíîæåñòâå H ýðìè-
òîâûõ ìàòðèö âòîðîãî ïîðÿäêà ïî ïðàâèëó:

(5.3.5) g : M 7→ gMg∗.

Ýòî äåéñòâèå ñîõðàíÿåò îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû è, ñëåäîâàòåëüíî, ïåðå-
âîäèò â ñåáÿ ìíîæåñòâî H−1 ýðìèòîâûõ ìàòðèö ñ îïðåäåëèòåëåì −1.

(Ôàêòè÷åñêè, � ýòî äåéñòâèå ãðóïïû G, ïîñêîëüêó öåíòð C ãðóïïû
SL(2,C) äåéñòâóåò òðèâèàëüíî.)

Theorem 5.2. Ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì π : SL(2, C) → L0 '
SO0(1, 3; R) òàêîé, ÷òî ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà êîììóòàòèâíà:
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G × D −−−−→ D

p

x x‖ x‖
SL(2, C) × H−1 −−−−→ H−1

π

y y‖ y‖
L0 × P−1 −−−−→ P−1

Çäåñü p îçíà÷àåò åñòåñòâåííóþ ïðîåêöèþ SL(2, C) íà PSL(2, C) ' G,
à ãîðèçîíòàëüíûå ñòðåëêè îçíà÷àþò äåéñòâèå ãðóïïû íà ìíîæåñòâå.

Ìû îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ ïðîâåðêó äåòàëåé, íî ïðèâåä¼ì ÿâíóþ ôîð-
ìóëó äëÿ ãîìîìîðôèçìà π.

Exercise 40. Ïîêàæèòå, ÷òî ãîìîìîðôèçì π äà¼òñÿ ôîðìóëîé:

π

(
a b
c d

)
=


|a|2+|b|2+|c|2+|d|2

2 Re(ab̄+ cd̄) Im(āb+ c̄d) |b|2−|a|2−|c|2+|d|2
2

Re(ac̄+ bd̄) Re(ad̄+ bc̄) Im(ād− b̄c) Re(bd̄− ac̄)
Im(ac̄+ bd̄) Im(ad̄+ bc̄) Re(ād− b̄c) Im(bd̄− ac̄)

|c|2−|a|2−|b|2+|d|2
2 Re(c̄d− āb) Im(c̄d− āb) |a|2−|b|2−|c|2+|d|2

2

 .

Remark 5. Îáðàòíîå îòîáðàæåíèå SO+(1, 3; R) → PSL(2, C) òàêæå
îïðåäåëåíî, íî ïîäíÿòü åãî äî îòîáðàæåíèÿ â SL(2, C) ìîæíî òîëüêî ñ
òî÷íîñòüþ äî çíàêà. Ýòî � òàê íàçûâàåìîå ñïèíîðíîå ïðåäñòàâëåíèå
ãðóïïû SO+(1, 3; R).

Â ÷àñòíîñòè, âñå ïîïàðíûå ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ âèäà
2aā, 2ab̄, ... è ò.ä. îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû è ïðèâîäÿòñÿ â òàáëèöå:

ā b̄ c̄ d̄
2a g00−g03−g30+g33 g01−g31+i(g32−g02) g10−g13+i(g20−g23) g11+g22+i(g21−g12)
2b g01−g31+i(g02−g32) g00+g03−g30−g33 g11−g22+i(g12+g21) g10+g13+i(g20+g23)
2c g10−g13+i(g23−g20) g11−g22−i(g12+g21) g00−g03+g30−g33 g01+g31−i(g02+g32)
2d g11+g22+i(g12−g21) g10+g13−i(g20+g23) g01+g31+i(g02+g32) g00+g03+g30+g33

♥

Exercise 41. Îïèøèòå îáðàç ïðè ãîìîìîðôèçìå π ñëåäóþùèõ ïîä-
ãðóïï ãðóïïû G:

a) PGL(2, R); b) PSU(2, C); c) PSU(1, 1; C).
Hint: Èñïîëüçóéòå òîò ôàêò, ÷òî âñå ýòè ïîäãðóïïû ÿâëÿþòñÿ ñòà-

áèëèçàòîðàìè íåêîòîðûõ âåêòîðîâ.
Îòâåòû: a) π

(
PGL(2, R)

)
= Stab (0, 0, 1, 0) ' SO+(1, 2; R);

b) π
(
PSU(2, C)

)
= Stab (1, 0, 0, 0) ' SO(3, R);

c) π
(
PSU(1, 1; C)

)
= Stab (0, 0, 0, 1) ' SO+(1, 2; R).

Èíòåðåñíîé ïðîáëåìîé ÿâëÿåòñÿ ñðàâíåíèå π-îáðàçà ïîäãðóïïû SL(2, Z+
iZ) ⊂ SL(2, C) ñ ïîäãðóïïîé SO+(1, 3; Z) ⊂ SO+(1, 3).
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5.4. Îáîáù¼ííàÿ òåîðåìà Äåêàðòà

Ïóñòü Di, 1 ≤ i ≤ 4, � ÷åòûðå ïîïàðíî êàñàþùèõñÿ êðóãà íà ñôå-
ðå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç pi ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîñòðàíñòâåííî-ïîäîáíûå âåê-
òîðû ñ |pi|2 = −1, è ÷åðåç Mi ñîîòâåòñòâóþùèå ýðìèòîâû ìàòðèöû ñ
det Mi = −1.

Lemma 5.3. Êðóãè D1 è D2 êàñàþòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ýêâèâàëåíòíûå óñëîâèÿ:

a) p1 + p2 � ñâåòîâîé âåêòîð áóäóùåãî; b) (p1, p2) = 1 è p1 +
p2 èìååò ïîëîæèòåëüíóþ t-êîîðäèíàòó; c) det (M1 + M2) = 0 è
tr (M1 +M2) > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ìû ïîêàæåì, ÷òî îðèåíòèðîâàííûå îêðóæ-
íîñòè Ci = ∂Di, i = 1, 2, îòðèöàòåëüíî (ñîîòâåòñòâåííî, ïîëîæèòåëüíî)
êàñàþòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà |p1±p2|2 = 0, èëè, ÷òî ýêâèâàëåíò-
íî, êîãäà det(M1 ±M2) = 0.

Èñïîëüçóÿ ïîäõîäÿùåå Ì¼áèóñîâî ïðåîáðàçîâàíèå, ìû ìîæåì ïðåä-
ïîëàãàòü, ÷òî C1 � ýòî âåùåñòâåííàÿ îñü ñî ñòàíäàðòíîé îðèåíòàöè-
åé. Ñîîòâåòñòâóþùèå âåêòîð è ìàòðèöà èìåþò âèä p1 = (0, 0, −1, 0)

è M1 =
(

0 −i
i 0

)
.

Ïóñòü C2 � îðèåíòèðîâàííàÿ îêðóæíîñòü, êàñàþùàÿñÿ C1. Îáîçíà-
÷èì òî÷êó êàñàíèÿ ÷åðåç a. Òîãäà ïðåîáðàçîâàíèå w 7→ c

a−w ñ âåùå-
ñòâåííûì ïàðàìåòðîì c ñîõðàíÿåò C1 è ïðè ïîäõîäÿùåì c ïåðåâîäèò C2

â ãîðèçîíòàëüíóþ ïðÿìóþ 2i+R ñ íåêîòîðîé îðèåíòàöèåé. Ñîîòâåòñòâó-

þùèå âåêòîð è ìàòðèöà áóäóò p2 = ±(1, 0, −1, 1) è M2 = ±
(

2 −i
i 0

)
,

ãäå çíàê ïëþñ ñîîòâåòñòâóåò ñòàíäàðòíîé îðèåíòàöèè, à ìèíóñ � ïðîòè-
âîïîëîæíîé. Ìû âèäèì, ÷òî óñëîâèÿ ëåììû âûïîëíÿþòñÿ.

Îáðàòíî, åñëè óñëîâèÿ ëåììû âûïîëíÿþòñÿ, òî ìû ìîæåì ñäåëàòü
òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå Ì¼áèóñà, ÷òî âåêòîðû p1 è p2 ïðèìóò óêàçàííóþ
âûøå ôîðìó. Òîãäà äàííûå îêðóæíîñòè êàñàþòñÿ íóæíûì îáðàçîì.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû ñëåäóåò òîé æå ñõåìå. Çàìåòèì òîëüêî, ÷òî
çíàê êîîðäèíàòû t äëÿ ñâåòîâûõ âåêòîðîâ ñîõðàíÿåòñÿ ïîä äåéñòâèåì
ãðóïïû G è òî æå ñàìîå ñïðàâåäëèâî äëÿ ñëåäà trM , åñëè det M = 0.

�

Âåðí¼ìñÿ ê òåîðåìå Äåêàðòà. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó Ãðàìà ñêàëÿðíûõ
ïðîèçâåäåíèé âåêòîðîâ pi. Ñîãëàñíî ëåììå 5.3, îíà äà¼òñÿ ôîðìóëîé:

(5.4.1) Gij := (pi, pj) = 1− 2δij .

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû Ãðàìà ðàâåí êâàäðàòó îïðå-
äåëèòåëÿ ìàòðèöû, ñîñòàâëåííîé èç êîîðäèíàò ýòèõ âåêòîðîâ. Òî æå ñà-
ìîå âåðíî ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà è â ïñåâäî-åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå,
íàïðèìåð, â R1,3.
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Â íàøåì ñëó÷àå êâàäðàò ìàòðèöû G ðàâåí 4 ·1 è det G = 16. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî âåêòîðû pi ëèíåéíî íåçàâèñèìû è, ñëåäîâàòåëüíî, îáðàçóþò
áàçèñ â R1,3.

Äëÿ ëþáîãî âåêòîðà v ∈ R1,3 ìû îïðåäåëèì äâà ñîðòà êîîðäèíàò:
• êîâàðèàíòíûå êîîðäèíàòû vi,
• êîíòðàâàðèàíòíûå êîîðäèíàòû vj

ïî ôîðìóëàì

(5.4.2) vi = (v, pi); v =
4∑
j=1

vj · pj .

Íàéä¼ì ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ýòèìè êîîðäèíàòàìè. Ïîäñòàâëÿÿ âòî-
ðîå ðàâåíñòâî (5.4.2) â ïåðâîå è ó÷èòûâàÿ (5.4.1), ìû âûâîäèì:

(5.4.3) vi =

 4∑
j=1

vj · pj , pi

 =
4∑
j=1

Gijv
j =

4∑
j=1

vj − 2vi.

Ñóììèðóÿ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïî i, ìû ïîëó÷àåì:
∑4

j=1 vi = 4
∑4

j=1 v
j−

2
∑4

j=1 v
j = 2

∑4
j=1 v

j è, îêîí÷àòåëüíî

(5.4.4) vj =
1
2

4∑
j=1

vi −
1
2
vj .

Èç (5.4.3) ìû òàêæå âûâîäèì âûðàæåíèå äëÿ |v|2 â òåðìèíàõ êîîðäèíàò:

(5.4.5) |v|2 =

∑
j

vj

2

− 2
∑
j

(vj)2 =
1
4

(∑
i

vi

)2

− 1
2

∑
i

v2
i .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñâåòîâîãî âåêòîðà v ìû èìååì ðà-
âåíñòâî

(5.4.6)

(∑
i

vi

)2

− 2
∑
i

v2
i = 0.

Ïîëîæèì, â ÷àñòíîñòè, v = (1, 0, 0, −1). Òîãäà vi = (v, pi) = ti + zi = ci
è (5.4.6) äà¼ò â òî÷íîñòè óòâåðæäåíèå òåîðåìû Äåêàðòà. Åñëè æå ïîëî-
æèòü v = (1, 0, 0, 1), òî ìû ïîëó÷èì(

4∑
i=1

ai

)2

= 2
4∑
i=1

a2
i .

Òîò æå ïîäõîä ïîçâîëÿåò äîêàçàòü áîëüøå.
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Theorem 5.3. (Îáîáù¼ííàÿ òåîðåìà Äåêàðòà) Ìàòðèöû Mi, îòâå-
÷àþùèå ÷åòûð¼ì ïîïàðíî êàñàþùèìñÿ êðóãàì, óäîâëåòâîðÿþò ñîîò-
íîøåíèþ

(5.4.7)

(∑
i

Mi

)2

− 2
∑
i

M2
i = −8 · 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåä¼ì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ïðîñòðàíñòâå
ýðìèòîâûõ ìàòðèö ôîðìàòà 2×2, ñîîòâåòñòâóþùåå êâàäðàòè÷íîé ôîðìå
Q(M) := det M . ßâíûé âèä ýòîãî ïðîèçâåäåíèÿ òàêîé:

(5.4.8) (M1, M2) =
det (M1 +M2)− det M1 − det M2

2
.

Â ÷àñòíîñòè, ìû èìååì: (M, 1) = det (M+1)−det M−1
2 = 1

2trM .
Íàïîìíèì òàêæå òîæäåñòâî Êýëè, ñïðàâåäëèâîå äëÿ ëþáûõ ìàòðèö

è â ñëó÷àå ìàòðèö ïîðÿäêà 2 èìåþùåå âèä

(5.4.9) M2 − M · trM + det M · 1 = 0.

Ïóñòü òåïåðü M1, M2, M3, M4 � ÷åòûðå ýðìèòîâûõ ìàòðèöû, ñîîò-
âåòñòâóþùèå ÷åòûð¼ì ïîïàðíî êàñàþùèìñÿ êðóãàì è íîðìàëèçîâàííûå
óñëîâèåì det Mi = −1. Òîãäà (5.4.9) ïðèíèìàåò âèä

(5.4.10) M2
i = Mi · trMi + 1.

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ:

Σ1 :=
i=4∑
i=1

Mi, Σ2 :=
i=4∑
i=1

M2
i .

Ìû âèäåëè âûøå, ÷òî (Mi, Mj) = (pi, pj) = 1 − 2δij . Â ÷àñòíîñòè, îò-
ñþäà ñëåäóåò, ÷òî (Σ1, Mi) = 2 è (Σ1, Σ1) = 8. Äàëåå, âçÿâ ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå îáîèõ ÷àñòåé ðàâåíñòâà (5.4.10) ñ Mj è ñóììèðóÿ ïî i, ìû
ïîëó÷àåì

(5.4.11) (Σ2, Mj) = trΣ1.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìû èìååì Σ2
1 = Σ1 · trΣ1 − 8 · 1. Âçÿâ îïÿòü ñêà-

ëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñ Mj , ìû ïîëó÷èì

(5.4.12) (Σ2
1, Mj) = 2trΣ14trMj .

Âû÷èòàÿ èç (5.4.12) óäâîåííîå (5.4.11), îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

(Σ2
1 − 2Σ2, Mj) = −8(1, Mj), èëè (Σ2

1 − 2Σ2 + 8 · 1, Mj) = 0.

Ïîñêîëüêó ìàòðèöû Mi îáðàçóþò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå âñåõ ýðìèòîâûõ
ìàòðèö âòîðîãî ïîðÿäêà, ìû ïîëó÷àåì èñêîìîå ðàâåíñòâî (5.4.7). �

Ñîîòíîøåíèå (5.4.7) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìàòðè÷íóþ ôîðìó
òåîðåìû Äåêàðòà. Îíî äà¼ò íàì èíôîðìàöèþ íå òîëüêî î ðàäèóñàõ êà-
ñàþùèõñÿ êðóãîâ, íî è îá èõ âçàèìíîì ðàñïîëîæåíèè. Îòìåòèì îäíî
ñëåäñòâèå, ïîëåçíîå â âû÷èñëåíèÿõ.



5.4. ÁîÁù¼ííÀÿ òÅîðÅÌÀ ÄÅÊÀðòÀ 103

1 1

4
9 9

16 1625 25

Ðèñ. 5.11. Êâàäðàòè÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êðèâèçí

Theorem 5.4. Ïóñòü D+ è D− äâà êàñàþùèõñÿ êðóãà íà ïëîñêîñòè.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êðóãîâ {Dk}, k ∈ Z,
îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: êàæäûé êðóã Dk êàñàåòñÿ äàííûõ êðó-
ãîâ D±, à òàêæå ñîñåäíèõ êðóãîâ Dk±1.

Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ ýðìèòîâûõ ìàòðèö
{Mk}, k ∈ Z, çàâèñèò êâàäðàòè÷íî îò ïàðàìåòðà k:

(5.4.13)

Mk = A · k2 +B · k + C ãäå A = M+ +M−, B =
M1 −M−1

2
, C = M0.

Èëëþñòðàöèè ê ýòîé òåîðåìå âû ìîæåòå âèäåòü íà Ðèñ. 5.11 è 6.5.





Ãëàâà 6

Àðèôìåòè÷åñêèå ñâîéñòâà êîâðîâ Àïîëëîíèÿ

Ìû ðàññìîòðèì çäåñü íåêîòîðûå òåîðåòèêî-÷èñëîâûå âîïðîñû, âîç-
íèêàþùèå ïðè èçó÷åíèè êðèâèçí ãðàíè÷íûõ îêðóæíîñòåé äëÿ êðóãîâ,
ñîñòàâëÿþùèõ äàííûé êîâ¼ð Àïîëëîíèÿ.

6.1. Öåëî÷èñëåííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Äåêàðòà

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì àðèôìåòè÷åñêèå ñâîéñòâà ìíîæåñòâà ðåøåíèé
óðàâíåíèÿ Äåêàðòà (4.1.3). Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ:

t =
c0 + c1 + c2 + c3

2
, x =

c0 + c1 − c2 − c3
2

,

y =
c0 − c1 + c2 − c3

2
, z =

c0 − c1 − c2 + c3
2

.
(6.1.1)

Òîãäà ìû ïîëó÷èì:

t2 − x2 − y2 − z2 =
(c0 + c1 + c2 + c3)2

2
− (c20 + c21 + c22 + c23)

è óðàâíåíèå (4.1.3) ïðèìåò âèä

(6.1.2) t2 − x2 − y2 − z2 = 0.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Äåêàðòà â íîâûõ êîîðäèíàòàõ ÿâ-
ëÿþòñÿ ñâåòîâûìè âåêòîðàìè â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî.

Lemma 6.1. Öåëî÷èñëåííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Äåêàðòà ñîîòâåò-
ñòâóþò öåëî÷èñëåííûì ñâåòîâûì âåêòîðàì â R1,3, òî-åñòü, ñâåòîâûì
âåêòîðàì ñ öåëûìè êîîðäèíàòàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (4.1.3) ÿñíî, ÷òî ñóììû c0 ± c1 ± c2 ± c3 ïðè-
íèìàþò âñåãäà ÷¼òíûå çíà÷åíèÿ. Ïîýòîìó êàæäîìó öåëî÷èñëåííîìó ðå-
øåíèþ (4.1.3) ñîîòâåòñòâóåò ñâåòîâîé âåêòîð ñ öåëûìè êîîðäèíàòàìè.
Îáðàòíî, èç (6.1.2) ñëåäóåò, ñóììû t ± x ± y ± z âñåãäà ÷¼òíû. Ïîýòîìó
èç ðàâåíñòâ

c0 =
t+ x+ y + z

2
, c1 =

t+ x− y − z

2
,

c2 =
t− x+ y − z

2
, c3 =

t− x− y + z

2
ìû âûâîäèì, ÷òî êàæäûé öåëî÷èñëåííûé ñâåòîâîé âåêòîð ñîîòâåòñòâóåò
öåëî÷èñëåííîìó ðåøåíèþ (4.1.3). �

105
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Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê çàäà÷å:

Problem 8. Îïèñàòü ìíîæåñòâî öåëûõ òî÷åê íà ñâåòîâîì êîíóñå â
R1,3.

Ðåøåíèå àíàëîãè÷íîé çàäà÷è äëÿ ðàöèîíàëüíûõ òî÷åê õîðîøî èç-
âåñòíî è äîâîëüíî ïðîñòî. Êàæäîé ðàöèîíàëüíîé òî÷êå (t, x, y, z) ñâå-
òîâîãî êîíóñà ñîîòâåòñòâóåò ðàöèîíàëüíàÿ òî÷êà

(
x
t ,

y
t ,

z
t

)
åäèíè÷íîé

ñôåðû S2. Ñòåðåîãðàôè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ íà C ïåðåâîäèò ýòó òî÷êó â
x+iy
t−z ∈ P

1(Q[i]).
Îáðàòíî, ëþáàÿ ðàöèîíàëüíàÿ òî÷êà (r + is) ∈ P 1(Q[i]) ïðîèñõîäèò

èç ðàöèîíàëüíîé òî÷êè(
2r

r2 + s2 + 1
,

2s
r2 + s2 + 1

,
r2 + s2 − 1
r2 + s2 + 1

)
∈ S2.

Ïîëàãàÿ r = k
n , s = m

n , ìû âèäèì, ÷òî êàæäûé öåëî÷èñëåííûé ñâåòîâîé
âåêòîð ïðîïîðöèîíàëåí (íî íå îáÿçàòåëüíî ðàâåí!) âåêòîðó âèäà

(6.1.3) t = k2 +m2 + n2, x = 2kn, y = 2mn, z = k2 +m2 − n2

ñ öåëûìè k, m, n.
Çàìåòèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî öåëî÷èñëåííîãî ñâåòîâîãî âåêòîðà p âñå

åãî êðàòíûå np, n ∈ Z, � òàêæå öåëî÷èñëåííûå ñâåòîâûå âåêòîðû. Ïî-
ýòîìó ìû ìîæåì îãðàíè÷èòüñÿ èçó÷åíèåì ïðèìèòèâíûõ âåêòîðîâ, äëÿ
êîòîðûõ íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü åãî êîîðäèíàò ðàâåí 1.

Lemma 6.2. Êàæäûé ïðèìèòèâíûé öåëî÷èñëåííûé ñâåòîâîé âåê-
òîð èìååò íå÷¼òíóþ êîîðäèíàòó t è ðîâíî îäíó íå÷¼òíóþ êîîðäèíàòó
ñðåäè x, y, z.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè t ÷¼òíî, òî x2 + y2 + z2 äåëèòñÿ íà 4. Ïî-
ñêîëüêó êàæäûé êâàäðàò èìååò âû÷åò 0 èëè 1 mod 4, ìû âèäèì, ÷òî âñå
êîîðäèíàòû x, y, z äîëæíû áûòü ÷¼òíû. Íî òîãäà p íå ïðèìèòèâåí.

Åñëè t íå÷¼òíî, òî x2 + y2 + z2 ≡ 1 mod 4. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â
òî÷íîñòè îäíî èç ÷èñåë x, y, z íå÷¼òíî.

�

Problem 9. Íàéòè óäîáíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ âñåõ ïðèìèòèâíûõ öå-
ëî÷èñëåííûõ ñâåòîâûõ âåêòîðîâ.

Íàïðèìåð, äîïóñòèì, ÷òî t, z íå÷¼òíû, à x, y � ÷¼òíû. Âåðíî ëè, ÷òî
â ýòîì ñëó÷àå èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (6.1.3)?

Òåïåðü ðàññìîòðèì ïîäãðóïïó Γ ãðóïïû Ëîðåíöà, êîòîðàÿ ñîõðàíÿåò
ìíîæåñòâî öåëî÷èñëåííûõ ñâåòîâûõ âåêòîðîâ.

Exercise 42. Ïîêàæèòå, ÷òî Γ ñîâïàäàåò ñ ïîäãðóïïîé SO+(1, 3; Z),
ñîñòîÿùåé èç öåëî÷èñëåííûõ ìàòðèö â SO+(1, 3; R).

Hint. Ïóñòü g ∈ Γ. Ïîêàæèòå, ÷òî ñóììà è ðàçíîñòü ëþáûõ äâóõ
ñòîëáöîâ g ÿâëÿåòñÿ öåëî÷èñëåííûì âåêòîðîì. Ïîêàæèòå, ÷òî öåëî÷èñ-
ëåííûé ñâåòîâîé âåêòîð èìååò õîòÿ áû îäíó ÷¼òíóþ êîîðäèíàòó.
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Òàêèì îáðàçîì, ãðóïïà Γ äåéñòâóåò íà ìíîæåñòâå öåëî÷èñëåííûõ
ñâåòîâûõ âåêòîðîâ è ñîõðàíÿåò ìíîæåñòâî P ïðèìèòèâíûõ âåêòîðîâ.

Exercise 43. a) Íàéäèòå èíäåêñ ïîäãðóïïû PSL(2, Z[i]) â PGL(2, Z[i]).
b)∗ Êàêîâû îáðàçû ýòèõ ïîäãðóïï â O+(1, 3; R)?

Exercise 44. Ïîêàçàòü, ÷òî ââåäåííûé âûøå ãîìîìîðôèçì π : PGL(2, C) →
SO+(1, 3; R) ìîæåò áûòü ïðîäîëæåí äî ãîìîìîðôèçìà π : G→ O+(1, 3; R).

Hint. Ïîêàçàòü, ÷òî äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà diag (1, 1, −1, 1) ìîæåò
áûòü âûáðàíà â êà÷åñòâå îáðàçà êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ s ïðè ãîìî-
ìîðôèçìå π.

Problem 10. Îïèñàòü Γ-îðáèòû â P .

Info H. Ñòðóêòóðà íåêîòîðûõ ãðóïï, ïîðîæä¼ííûõ
îòðàæåíèÿìè

Òåîðèÿ ãðóïï, ïîðîæä¼ííûõ îòðàæåíèÿìè � áîëüøàÿ è î÷åíü èí-
òåðåñíàÿ îáëàñòü ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè. Ìû ïðèâåä¼ì çäåñü òîëüêî
íåñêîëüêî ôàêòîâ èç ýòîé òåîðèè, êîòîðûå íóæíû íàì â ñâÿçè ñ êîâðîì
Àïîëëîíèÿ.

Ñíà÷àëà ìû îïèøåì ñòðóêòóðó òàê íàçûâàåìîé ñâîáîäíîé ãðóïïû
Fn ñ n îáðàçóþùèìè x1, x2, . . . , xn. Ýòà ãðóïïà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ
ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì óíèâåðñàëüíîñòè.

Äëÿ ëþáîé ãðóïïû G ñ n îáðàçóþùèìè y1, y2, . . . , yn ñóùåñòâóåò è
åäèíñòâåí ãîìîìîðôèçì α : Fn → G, äëÿ êîòîðîãî α(xi) = yi, 1 ≤ i ≤ n.

Ýòî îïðåäåëåíèå èìååò ìíîãî äîñòîèíñòâ (êàê ìû óâèäèì íèæå), íî
íå ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì. Åäèíñòâåííîñòü òàêîé ãðóïïû ëåãêî âûâî-
äèòñÿ èç îïðåäåëåíèÿ. Â ñàìîì äåëå, ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìåþòñÿ äâå
òàêèå ãðóïïû: Fn ñ îáðàçóþùèìè x1, x2, . . . , xn è F ′n ñ îáðàçóþùèìè
x′1, x

′
2, . . . , x

′
n. Òîãäà, èç ñâîéñòâà óíèâåðñàëüíîñòè ìû âûâîäèì, ÷òî ñó-

ùåñòâóþò ãîìîìîðôèçìû α : Fn → F ′n è α′ : F ′n → Fn òàêèå, ÷òî
α(xi) = x′i è α′(x′i) = xi. Ðàññìîòðèì êîìïîçèöèþ α′ ◦ α. Ýòî � ãîìî-
ìîðôèçì Fn íà ñåáÿ, ñîõðàíÿþùèé îáðàçóþùèå. Ñîãëàñíî ñâîéñòâó óíè-
âåðñàëüíîñòè, òàêîé ãîìîìîðôèçì äîëæåí áûòü òîæäåñòâåííûì. Òî æå
ñàìîå âåðíî äëÿ êîìïîçèöèè α ◦α′. Ñëåäîâàòåëüíî, Fn è F ′n èçîìîðôíû.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ãðóïïà ñ èñêîìûì ñâîéñòâîì äåéñòâèòåëüíî
ñóùåñòâóåò. Äëÿ ýòîãî ìû ðàññìîòðèì ñîâîêóïíîñòü Wn âñåõ ñëîâ â àë-
ôàâèòå x1, x

−1
1 , . . . , xn, x

−1
n , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ:

(∗) Áóêâû xi è x
−1
i íå ìîãóò ñòîÿòü ðÿäîì.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç l(w) äëèíó ñëîâà w, òî-åñòü ÷èñëî áóêâ â ýòîì ñëîâå.

Ïóñòü W
(k)
n îçíà÷àåò ìíîæåñòâî ñëîâ äëèíû k â Wn. ßñíî, ÷òî W

(0)
n

ñîäåðæèò òîëüêî ïóñòîå ñëîâî, àW
(1)
n ñîñòîèò èç 2n îäíîáóêâåííûõ ñëîâ

� îáðàçóþùèõ è îáðàòíûõ ê íèì.

Exercise 45. Ïîêàæèòå, ÷òî #(W (k)
n ) = 2n(2n− 1)k−1 äëÿ k ≥ 1.
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Ìû õîòèì îïðåäåëèòü íà Wn ñòðóêòóðó ãðóïïû. Äëÿ ýòîãî ìû îïðå-
äåëèì ïðîèçâåäåíèå äâóõ ñëîâ w1, w2 èíäóêòèâíî ïî äëèíå ïåðâîãî ñî-
ìíîæèòåëÿ. À èìåííî, åñëè l(w1) = 0, ìû ïîëàãàåì w1w2 := w2.

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîèçâåäåíèå óæå îïðåäåëåíî äëÿ âñåõ ïàð
w1, w2 ñ l(w1) < k, è ðàññìîòðèì ñëó÷àé l(w1) = k ≥ 1. Ïóñòü ïîñëåäíåé
áóêâîé ñëîâà w1 ÿâëÿåòñÿ x

ε1
i , 1 ≤ i ≤ n, ε1 = ±1, à ïåðâîé áóêâîé ñëîâà

w2 ÿâëÿåòñÿ x
ε2
j , 1 ≤ j ≤ n, ε2 = ±1.

Åñëè i 6= j èëè i = j, ε1 + ε2 6= 0, ìû îïðåäåëÿåì ïðîèçâåäåíèå w1w2

ïðîñòî ïðèïèñûâàÿ ñëîâî w2 ñïðàâà ê ñëîâó w1. Ýòî íîâîå ñëîâî èìååò
äëèíó l(w1) + l(w2) è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (∗).

Åñëè æå i = j è ε1 + ε2 = 0, ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç w̃1 (ñîîòâåòñòâåííî,
÷åðåç w̃2) ñëîâî, ïîëó÷àåìîå èç w1 îòáðàñûâàíèåì ïîñëåäíåé áóêâû (ñî-
îòâåòñòâåííî, ñëîâî, ïîëó÷àåìîå èç w2 îòáðàñûâàíèåì ïåðâîé áóêâû).
Ïîñëå ýòîãî ìû ïîëàãàåì w1w2 := w̃1w̃2.

Íàïðèìåð, åñëè w1 = x1, w2 = x−1
1 x2, òî w̃1 = ∅, w̃2 = x2 è w1w2 = x2.

Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ëåãêî âûâîäèòñÿ, ÷òî âñåãäà l(w1w2) ≤ l(w1) +
l(w2) è l(w1w2) ≡ l(w1) + l(w2) mod 2.

Òåïåðü ìû äîëæíû ïðîâåðèòü, ÷òîWn äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ãðóï-
ïîé îòíîñèòåëüíî ââåäåííîé îïåðàöèè óìíîæåíèÿ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî íóæ-
íî ïðîâåðèòü àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ, íàëè÷èå åäèíè÷íîãî è îáðàò-
íîãî ýëåìåíòà. Ïåðâîå äåëàåòñÿ îïÿòü èíäóêöèåé ïî äëèíå ñðåäíåãî ñî-
ìíîæèòåëÿ; ðîëü åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà èãðàåò ïóñòîå ñëîâî, à îáðàòíûé
ýëåìåíò ïîëó÷àåòñÿ, åñëè íàïèñàòü äàííîå ñëîâî â îáðàòíîì ïîðÿäêå è
çàìåíèòü âñå ïîêàçàòåëè íà ïðîòèâîïîëîæíûå.

Òðàäèöèîííî, ýòîò òðóä ïîðó÷àåòñÿ ÷èòàòåëþ.
Ïðîâåðèì òåïåðü, ÷òî ïîñòðîåííàÿ òàêèì îáðàçîì ãðóïïà îáëàäà-

åò ñâîéñòâîì óíèâåðñàëüíîñòè. Ïóñòü G � ëþáàÿ ãðóïïà, ïîðîæä¼ííàÿ
x1, x2, . . . , xn. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ãîìîìîðôèçì α : Wn →
G òàêîé, ÷òî α({xi}) = xi. (Çäåñü {xi} îçíà÷àåò îäíîáóêâåííîå ñëî-
âî). À èìåííî, ñëîâî w = xε1i1x

ε2
i2
. . . xεkik îáÿçàíî ïåðåõîäèòü â α(w) =

xε1i1 · x
ε2
i2
· · · · · xεkik , ãäå çíàê · îçíà÷àåò óìíîæåíèå â ãðóïïå G. Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî îïðåäåë¼ííîå òàêèì îáðàçîì îòîáðàæåíèå
α ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì Wn íà G.

Ìû äîêàçàëè ñóùåñòâîâàíèå ñâîáîäíîé ãðóïïû Fn è çàîäíî äîêàçàëè

Proposition H.1. Ëþáîé ýëåìåíò Fn åäèíñòâåííûì îáðàçîì çàïè-
ñûâàåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ

(H.1) g = xε1i1x
ε2
i2
. . . xεkik

óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ (*).

Íàì ïîíàäîáèòñÿ åù¼ äðóãîå ñåìåéñòâî ãðóïï Γn, n ≥ 1,, êîòîðûå
ñâîáîäíî ïîðîæäåíû n èíâîëþöèÿìè. Ïî îïðåäåëåíèþ, ãðóïïà Γn èìååò
ñëåäóþùåå ñâîéñòâî óíèâåðñàëüíîñòè.
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Äëÿ ëþáîé ãðóïïû G, ïîðîæä¼ííîé n èíâîëþöèÿìè t1, . . . , tn, ñó-
ùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ãîìîìîðôèçì α ãðóïïû Γn íà G òàêîé, ÷òî
α(si) = ti, 1 ≤ i ≤ n.

Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü (ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà) ãðóï-
ïû Γn äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ìû ýòî ñäåëàëè äëÿ Fn. Åäèí-
ñòâåííîå îòëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî òåïåðü ìíîæåñòâî Wn ñîñòîèò èç
âñåõ ñëîâ â àëôàâèòå s1, . . . , sn áåç ïîâòîðåíèÿ áóêâ.

Proposition H.2. Ëþáîé ýëåìåíò Γn îäíîçíà÷íî çàïèñûâàåòñÿ â
âèäå ïðîèçâåäåíèÿ

(H.2) g = si1si2 · · · sik , k ≥ 0, ãäå ia 6= ia+1 äëÿ 1 ≤ a ≤ k − 1.

Exercise 46. a) Ïîêàæèòå, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå

(H.3) #(W (k)
n ) =

{
1 ïðè k = 0

n(n− 1)k−1 ïðè k ≥ 1.

b) Ïîêàæèòå, ÷òî Γn èçîìîðôíà Fn/J ãäå Fn � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà ñ
îáðàçóþùèìè s1, . . . , sn à J � íàèìåíüøàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà, ñî-
äåðæàùàÿ s21, . . . , s

2
n.

Theorem H.1. Âñÿêàÿ íåòðèâèàëüíàÿ (òî-åñòü, îòëè÷íàÿ îò e)
èíâîëþöèÿ â Γn ñîïðÿæåíà â òî÷íîñòè îäíîé îáðàçóþùåé s1, . . . , sn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü g ∈ Γn � èíâîëþöèÿ. Ñîãëàñíî ïðåäëîæå-
íèþ H.2, îíà ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå g = si1si2 . . . sin . Òîãäà g

−1 =
sinsin−1 . . . si1 . Íî g

−1 = g, ïîýòîìó sin−k
= sik+1

äëÿ k = 0, 1, . . . , n− 1.
Åñëè n = 2k ÷¼òíî, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî k = 0 è g = e.
Åñëè n = 2k − 1 íå÷¼òíî, ìû ïîëó÷àåì g = wsikw

−1, ãäå w =
si1 . . . sik−1

. Ñëåäîâàòåëüíî, g ñîïðÿæåíà ñ sik .
Íàêîíåö, ïîêàæåì, ÷òî îáðàçóþùàÿ si íå ñîïðÿæåíà ñ sj ïðè i 6= j.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà ñóùåñòâóåò ñëîâî w òàêîå, ÷òî wsi =
sjw. Ïóñòü w0 � íàèáîëåå êîðîòêîå èç òàêèõ ñëîâ. Èç ðàâåíñòâà w0si =
sjw0 ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî ïåðâîé áóêâîé w0 ÿâëÿåòñÿ sj , à ïîñëåäíåé � si,
òàê ÷òî w0 = sjw

′si äëÿ íåêîòîðîãî ñëîâà w′. Íî òîãäà sjw
′ = w′si,, ÷òî

ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó w0, ïîñêîëüêó l(w′) = l(w0)− 2 < l(w0).
�

Äëÿ ìàëûõ çíà÷åíèé n ãðóïïà Γn äîïóñêàåò áîëåå ïðîñòîå îïèñàíèå.
Íàïðèìåð, Γ1 ñîâïàäàåò ñ ãðóïïîé Z2 = Z/2Z ïîðÿäêà 2.

Ãðóïïà Γ2 èçîìîðôíà ãðóïïå A� (1, Z) àôôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèé

öåëî÷èñëåííîé ðåø¼òêè. Îíà èìååò ìàòðè÷íóþ ðåàëèçàöèþ âèäà

(
a b
0 1

)
,

ãäå a = ±1, b ∈ Z. Ìû îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ ïðîâåðêó òîãî, ÷òî ìàòðè-

öû

(
−1 0
0 1

)
è

(
−1 1
0 1

)
ìîãóò áûòü âûáðàíû â êà÷åñòâå îáðàçóþùèõ

èíâîëþöèé s1, s2.
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Ðèñ. H.1. Äåéñòâèå Γ3 íà L2

Äëÿ n = 3 ãðóïïà Γ3 ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà êàê äèñêðåòíàÿ ãðóï-
ïà ïðåîáðàçîâàíèé, äåéñòâóþùàÿ íà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî (èëè ãè-
ïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè) L2. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ìîäåëü Ïóàíêàðå,
èçîáðàæàþùóþ L2 â âèäå âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè y > 0 (ñì. Ñõîëèþ J
íèæå).

Òðè îáðàçóþùèå èíâîëþöèè äëÿ Γ3 � ýòî îòðàæåíèÿ â òð¼õ ïîïàðíî
êàñàþùèõñÿ çåðêàëàõ. Íàïðèìåð, ìû ìîæåì âûáðàòü â êà÷åñòâå ýòèõ
çåðêàë åäèíè÷íóþ (ïîëó)îêðóæíîñòü M0 è äâå âåðòèêàëüíûå ïðÿìûå
(ëó÷à) M±1 : x = ±1, êàñàþùèåñÿ M0. Ýòè òðè çåðêàëà îãðàíè÷èâàþò
íà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî òðåóãîëüíèê T êîíå÷íîé ïëîùàäè ñ òðåìÿ
áåñêîíå÷íî óäàë¼ííûìè âåðøèíàìè. Äëÿ ëþáîãî ñëîâà w, ñîñòàâëåííî-
ãî èç s1, s2, s3 áåç ïîâòîðåíèé áóêâ, îáîçíà÷èì ÷åðåç Tw îáðàç T ïîä
äåéñòâèåì ýëåìåíòà γ ∈ Γ3, ñîîòâåòñòâóþùåãî ñëîâó w.

Ìîæíî äîêàçàòü, èñïîëüçóÿ èíäóêöèþ ïî l(w), ÷òî âñå òðåóãîëüíè-
êè Tw ðàçëè÷íû, íå èìåþò îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê è ïîêðûâàþò âñþ
ïëîñêîñòü Ëîáà÷åâñêîãî.

Ñëó÷àé n = 4 � áîëåå ñëîæíûé. Îäíàêî èìåííî ýòîò ñëó÷àé âñòðå÷à-
åòñÿ â íàøåì èññëåäîâàíèè. Áîëåå òîãî, ãðóïïà Γ4 âîçíèêàåò ïðè îïèñà-
íèè äâóõ ðàçëè÷íûõ ìíîæåñòâ: êðóãîâ, ñîñòàâëÿþùèõ êîâ¼ð Àïîëëîíèÿ
A è ÷åòâ¼ðîê ïîïàðíî êàñàþùèõñÿ êðóãîâ èç A. Ìû ðàññìîòðèì ýòó
ñèòóàöèþ ïîäðîáíåå â Ñåêöèè F.

6.2. Ñòðóêòóðà ìíîæåñòâà Q

Çäåñü ìû ðàññìîòðèì â äåòàëÿõ ñòðîåíèå ðàöèîíàëüíîé ïðîåêòèâíîé
ïðÿìîé P 1(Q) = Q. Êàê ìíîæåñòâî, ýòà ïðîåêòèâíàÿ ïðÿìàÿ ïîëó÷àåòñÿ
äîáàâëåíèåì ê ìíîæåñòâó Q ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë áåñêîíå÷íî óäàë¼ííîé
òî÷êè ∞. Èíîãäà, ýòó ïðîåêòèâíóþ ïðÿìóþ íàçûâàþò ðàöèîíàëüíîé
îêðóæíîñòüþ.

Ñíà÷àëà, ïîäóìàåì êàê óäîáíåå âñåãî ïàðàìåòðèçîâàòü Q. Êàæäîå
÷èñëî r ∈ Q ìîæíî çàïèñàòü â âèäå r = p

q , ãäå p, q ∈ Z íå îáðàùàþòñÿ

â íóëü îäíîâðåìåííî. Íî òàêàÿ çàïèñü íåîäíîçíà÷íà. Ìû ìîæåì íàëî-
æèòü äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå: Í.Î.Ä.(p, q) = 1, òî-åñòü ïîòðåáîâàòü,
÷òîáû p è q áûëè âçàèìíî ïðîñòû, èëè, ÷òî òî æå, ÷òîáû äðîáü p

q áûëà
íåñîêðàòèìà.

Îòîáðàæåíèå α : (p, q) → p
q ÿâëÿåòñÿ äâóêðàòíûì íàêðûòèåì. À

èìåííî, ïðîîáðàç òî÷êè r = p
q ñîñòîèò èç äâóõ ïàð âçàèìíî ïðîñòûõ ÷è-

ñåë: (p, q) è (−p, −q). Ê ñîæàëåíèþ, íåò íèêàêîãî åñòåñòâåííîãî ñïîñîáà
âûáðàòü åäèíñòâåííîãî ïðåäñòàâèòåëÿ èç êàæäîãî ïðîîáðàçà. Õîòÿ äëÿ
âñåõ êîíå÷íûõ òî÷åê ìîæíî óñëîâèòüñÿ ñ÷èòàòü q > 0, íî äëÿ ∞ = ±1

0
ýòîò ñïîñîá íå ãîäèòñÿ.
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Remark 6. Äëÿ àíàëèòè÷åñêè äóìàþùåãî ÷èòàòåëÿ ìû ìîæåì ñêà-
çàòü, ÷òî ñèòóàöèÿ çäåñü ïîõîæà íà Ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü äâóçíà÷íîé
ôóíêöèè f(w) =

√
w. Îòîáðàæåíèå z 7→ w = z2 èìååò äâà ïðîîáðàçà äëÿ

êàæäîãî w ∈ C×, íî ýòà äâóçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ íå èìååò àíàëèòè÷åñêîé
(èëè õîòÿ áû íåïðåðûâíîé) îäíîçíà÷íîé âåòâè.

♥

Remark 7. Çàìå÷àòåëüíûé ñïîñîá çàíóìåðîâàòü âñå ïîëîæèòåëüíûå
ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà îáíàðóæèëè íåäàâíî Íèë Êàëêèí è Õåðáåðò Âèëô1

Ïóñòü b(n) � ÷èñëî ðàçáèåíèé n ≥ 0 â ñóììó ñòåïåíåé äâîéêè òàê,
÷òî íèêàêàÿ ñòåïåíü íå èñïîëüçóåòñÿ áîëüøå äâóõ ðàç. Òîãäà îòíîøåíèå

rn = b(n)
b(n+1) ïðèíèìàåò êàæäîå ïîëîæèòåëüíîå ðàöèîíàëüíîå çíà÷åíèå â

òî÷íîñòè îäèí ðàç! Íà÷àëüíûé êóñîê ýòîé íóìåðàöèè âûãëÿäèò òàê:

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
b(n) 1 1 2 1 3 2 3 1 4 3 5 2 5 3 4 1 5 7

rn 1 1
2 2 1

3
3
2

2
3 3 1

4
4
3

3
5

5
2

2
5

5
3

3
4 4 1

5
5
4

4
7

n 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33
b(n) 3 8 5 7 2 7 5 8 3 7 4 5 1 6 5 4

rn
7
3

3
8

8
5

5
7

7
2

2
7

7
5

5
8

8
3

3
7

7
4

4
5 5 1

6
6
5

5
9

Èíòåðåñíî ñðàâíèòü ýòó íóìåðàöèþ ñ òîé, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç
ðàññìîòðåíèÿ ðÿäîâ Ôýðè (ñì. íèæå).

♥
Íàø ñëåäóþùèé øàã â èçó÷åíèè Q � ââåäåíèå åñòåñòâåííîãî ðàññòî-

ÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè. Äàëåå ìû âñåãäà ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ðàöèîíàëüíûå
÷èñëà (âêëþ÷àÿ ∞) çàïèñàíû â âèäå íåñîêðàòèìîé äðîáè.

Íàçîâåì äâà ÷èñëà ri = pi

qi
, i = 1, 2, èç Q áëèçêèìè åñëè âûïîëíåíû

ñëåäóþùèå ýêâèâàëåíòíûå óñëîâèÿ:

(6.2.1) a) |p1q2 − p2q1| = 1, b) |r1 − r2| =
1

|q1q2|
.

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî îòíîøåíèå áëèçîñòè íå ÿâëÿåòñÿ2 îòíîøåíèåì ýê-
âèâàëåíòíîñòè: êàæäîå öåëîå ÷èñëî áëèçêî ê áåñêîíå÷íîñòè, íî òîëüêî
ñîñåäíèå öåëûå ÷èñëà áëèçêè äðóã ê äðóãó.

Òåïåðü ìû îòìåòèì, ÷òî ãðóïïà PGL(2, Z) äåéñòâóåò íà Q äðîáíî-
ëèíåéíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè è ýòî äåéñòâèå ñîõðàíÿåò îòíîøåíèå áëè-
çîñòè. Âïîñëåäñòâèè ìû áóäåì ÷àñòî èñïîëüçîâàòü ýòîò ôàêò.

Lemma 6.3. Ãðóïïà PSL(2, Z) äåéñòâóåò ïðîñòî òðàíçèòèâíî íà
ìíîæåñòâå X âñåõ óïîðÿäîðÿäî÷åííûõ ïàð áëèçêèõ ÷èñåë. Ãðóïïà PGL(2, Z)

1N. Kalkin, H.Wilf, �Recounting the rationals�, The American Mathematical Monthly,
107 (2000),pp.360-363.

2Êàê è â îáû÷íîé æèçíè.
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äåéñòâóåò íà X òðàíçèòèâíî ñ íåòðèâèàëüíûì ñòàáèëèçàòîðîì òî÷-
êè, èçîìîðôíûì Z2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ri = pi

qi
, i = 1, 2, � ïàðà áëèçêèõ ÷èñåë.

Ïóñòü äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè ri = pi

qi
, i = 1, 2. Ìû äîëæíû ïðîâåðèòü, ÷òî

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò γ ∈ PSL(2, Z), êîòîðûé ïåðåâîäèò

äàííóþ ïàðó (r1, r2) â ñòàíäàðòíóþ ïàðó (∞, 0). Ïóñòü g =
(
a b
c d

)
�

ïðåäñòàâèòåëü ýëåìåíòà γ â SL(2, Z). Òîãäà ìû èìååì: γ(0) = b
d , γ(∞) =

a
c . Èç óñëîâèé γ(∞) = r1, γ(0) = r2 ñëåäóåò, ÷òî (a, c) = k1·(p1, q1), (b, d) =
k2 · (p2, q2). Ïîýòîìó 1 = det g = ad− bc = k1k2 · (p1q2 − p2q1)−1 = k1k2 è

k1 = k2 = ±1. Çíà÷èò, ìàòðèöà g = ±
(
p1 p2

q1 q2

)
îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ

äî çíàêà è îïðåäåëÿåò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò PSL(2, Z).
Ñòàáèëèçàòîð ïàðû (∞, 0) â PGL(2, Z) ñîñòîèò èç êëàññîâ ìàòðèö(

1 0
0 ±1

)
. �

Exercise 47. Íàéäèòå âñå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà, êîòîðûå áëèçêè

a) ê 0; b) ê ∞; c) ê 1.

Ìû îïðåäåëèì ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè Q ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Äëÿ äàííûõ äâóõ ÷èñåë r′ 6= r′′ íàçîâ¼ì ðàññòîÿíèåì ìåæäó íèìè íàè-
ìåíüøåå n ∈ Z+, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò öåïî÷êà

r′ = r0, r1, . . . , rn−1, rn = r′′

òàêàÿ, ÷òî rk áëèçêî ê rk±1 äëÿ âñåõ k. Ìû îáîçíà÷èì ýòî ðàññòîÿíèå
d(r′, r′′). Åñëè r′ = r′′, ìû ïîëàãàåì d(r′, r′′) = 0.

Exercise 48. a) Ïîêàæèòå, ÷òî (Q, d) ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûì ìåòðè-
÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì, íà êîòîðîì ãðóïïà PGL(2, Z) äåéñòâóåò, ñîõðà-
íÿÿ ðàññòîÿíèå.

b) Íàéäèòå ñòàáèëèçàòîð òî÷êè ∞.

Answer. b) Ãðóïïà A�(1, Z) àôôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèé r 7→ ar +
b, a = ±1, b ∈ Z.

Exercise 49. Âû÷èñëèòü ðàññòîÿíèÿ:
a) d(∞, n); b) d(0, n); c) d(0, 5

8).

Answer. a) 1; b) 0 äëÿ n = 0, 1 äëÿ n = ±1, 2 äëÿ |n| > 1; c)
4.

Exercise 50. . a) Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñåõ r′, r′′ ∈ Q ðàññòîÿíèå
d(r′, r′′) êîíå÷íî.

b) Îãðàíè÷åíî ëè ïðîñòðàíñòâî Q?

Answer. a) Ñì. òåîðåìó6 íèæå; c) Íåò.
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Äîâîëüíî èíòåðåñíûå è íåòðèâèàëüíûå çàäà÷è âîçíèêàþò ïðè èçó-
÷åíèè ãåîìåòðèè øàðîâ è ñôåð â Q. Êàê îáû÷íî, ìû îïðåäåëÿåì øàð ñ
öåíòðîì a è ðàäèóñîì r êàê ìíîæåñòâî

Br(a) = {b ∈ Q
∣∣ d(a, b) ≤ r}.

Àíàëîãè÷íî, ñôåðà ñ òåì æå öåíòðîì è ðàäèóñîì � ýòî ìíîæåñòâî

Sr(a) = {b ∈ Q
∣∣ d(a, b) = r}.

Theorem 6.2. Øàð Bn(∞) ñîñòîèò èç ∞ è âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷è-
ñåë, êîòîðûå ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå íåïðåðûâíîé äðîáè äëèíû
≤ n, òî-åñòü êàê

(6.2.2) r = k1 +
1

k2 +
1

k3 +
1

. . . kn−1 +
1
kn

· · ·

ãäå ki - ëþáûå öåëûå ÷èñëà (ïîëîæèòåëüíûå èëè îòðèöàòåëüíûå).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî, ïîêàæåì, ÷òî äëÿ êàæäîãî ÷èñëà
r âèäà (6.2.2) ðàññòîÿíèå d(∞, r) íå ïðåâîñõîäèò n.

Äëÿ n = 1 ýòî ñëåäóåò èç óïðàæíåíèÿ 49. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî
óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿ âñåõ íåïðåðûâíûõ äðîáåé äëèíû ≤ n − 1, è
ðàññìîòðèì äðîáü äëèíû n, çàäàííóþ ôîðìóëîé (6.2.2). Îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç r′ ÷èñëî 1

r−k1 . ßñíî, ÷òî r
′ çàïèñûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé äðîáüþ äëèíû

n − 1, ïîýòîìó d(∞, r′) ≤ n − 1. Òåïåðü, ââèäó èíâàðèàíòíîñòè ðàññòî-
ÿíèÿ îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ r 7→ r + k, k ∈ Z, è îòíîñèòåëüíî èíâåðñèè
r 7→ r−1, ìû çàêëþ÷àåì

d(∞, r) = d(∞, r − k1) = d(0, r′) ≤ d(0, ∞) + d(∞, r′) ≤ 1 + (n− 1) = n.

Ïåðâîå íåðàâåíñòâî � ýòî ïðîñòî íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà, à âòîðîå
ñëåäóåò èç óïðàæíåíèÿ 49 a) è èç ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè.

Òåïåðü ïðîâåðèì îáðàòíîå óòâåðæäåíèå: âñå òî÷êè øàðà Bn(∞) çà-
ïèñûâàþòñÿ â âèäå (6.2.2). Ñëó÷àé n = 1 îïÿòü ñâîäèòñÿ ê 49, à îáùèé
ñëó÷àé òàêæå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ èíäóêöèè. Êëþ÷åâîå ñîîáðà-
æåíèå: äëÿ êàæäîé òî÷êè r ∈ Bn(∞) ñóùåñòâóåò òî÷êà r′ ∈ Bn−1(∞),
áëèçêàÿ ê r. �

Ñòðîåíèå ñôåð � ýòî áîëåå ñëîæíûé âîïðîñ. "Ñëîæíîñòü"ñôåðû âîç-
ðàñòàåò ñ ðîñòîì å¼ ðàäèóñà.

Íàïðèìåð, S1(∞) = Z. Ýòî � îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî îòíîñèòåëüíî
ãðóïïû A� (1, Z), êîòîðàÿ èãðàåò ðîëü "ãðóïïû âðàùåíèé"âîêðóã áåñêî-
íå÷íîé òî÷êè � ñì. çàäà÷ó 49 a).

Ñôåðà S2(∞) ñîñòîèò èç òî÷åê k1+ 1
k2
, ãäå k1, k2 ∈ Z è k2 6= 0, ±1.Ïîä

äåéñòâèåì ãðóïïû A� (1, Z) îíà ðàñïàäàåòñÿ íà áåñêîíå÷íîå ÷èñëî îðáèò
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Ωm, íóìåðóåìûõ ÷èñëîì m = |k2| ≥ 2. Ñòàáèëèçàòîð òî÷êè k + 1
m ∈ Ωm

òðèâèàëåí ïðè m > 2 è ñîäåðæèò îäèí íåòðèâèàëüíûé ýëåìåíò r 7→
2k + 1− r äëÿ m = 2.

Problem 11. Îïèñàòü îðáèòû A� (1, Z) íà ñôåðå Sk(∞) äëÿ k > 2.

6.3. Ðàöèîíàëüíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ îêðóæíîñòè

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî îêðóæíîñòü, êàê âåùåñòâåííîå àëãåáðàè÷å-
ñêîå ìíîãîîáðàçèå, ðàöèîíàëüíî ýêâèâàëåíòíà âåùåñòâåííîé ïðîåêòèâ-
íîé ïðÿìîé. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ìîæíî óñòàíîâèòü âçàèìíî îäíîçíà÷íîå
ñîîòâåòñòâèå ìåæäó îêðóæíîñòüþ è ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé ñ ïîìîùüþ ðà-
öèîíàëüíûõ ôóíêöèé.

Íàïðèìåð, îêðóæíîñòü x2 + y2 = 1 îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ïðîåêòèâíîé
ïðÿìîé ñ îäíîðîäíûìè êîîðäèíàòàìè (t0 : t1) ïî ôîðìóëå

(6.3.1) x =
t21 − t20
t21 + t20

, y =
2t0t1
t20 + t21

; t =
t1
t0

=
y

1− x
=

1 + x

y
.

Â ÷àñòíîñòè, êîãäà ïðîåêòèâíûé ïàðàìåòð t ïðîáåãàåò Q, ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ òî÷êà (x, y) ïðîáåãàåò âñå ðàöèîíàëüíûå òî÷êè îêðóæíîñòè.3

Îòñþäà ìîæíî âûâåñòè õîðîøî èçâåñòíîå îïèñàíèå âñåõ ïðèìèòèâ-
íûõ öåëî÷èñëåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ x2 + y2 = z2. Èìåííî, â êàæäîì
ïðèìèòèâíîì ðåøåíèè ðîâíî îäíî èç ÷èñåë x, y ÷¼òíî; åñëè ýòî y, òî

(6.3.2) x = a2 − b2, y = 2ab, ±z = a2 + b2,

ãäå a, b � âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà.
Àíàëîãè÷íî, ïðîåêòèâèçàöèÿ áóäóùåãî ñâåòîâîãî êîíóñà � ýòî ïðîñòî

äâóìåðíàÿ ñôåðà, ðàöèîíàëüíî ýêâèâàëåíòíàÿ ðàñøèðåííîé ïëîñêîñòè
R2. Ïîýòîìó âñå áóäóùèå ñâåòîâûå âåêòîðû ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè
ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîïîðöèîíàëüíîñòè äàþòñÿ ôîðìóëîé

(6.3.3) t = k2 + l2 +m2, x = 2km, y = 2lm, z = ±(k2 + l2 −m2).

ß íå çíàþ, âåðíî ëè, ÷òî ëþáîé öåëî÷èñëåííûé ñâåòîâîé âåêòîð ìî-
æåò áûòü çàïèñàí â âèäå (6.3.3) äëÿ íåêîòîðûõ öåëûõ âçàèìíî ïðîñòûõ
k, l, m.

Òåïåðü ìû ó÷ò¼ì, ÷òî íà âåùåñòâåííîé ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé åñòü
åñòåñòâåííàÿ îðèåíòàöèÿ. Äëÿ íàøèõ öåëåé óäîáíî áóäåò ðàññìàòðèâàòü
îðèåíòàöèþ êàê öèêëè÷åñêèé ïîðÿäîê äëÿ êàæäîé òðîéêè ðàçëè÷íûõ
òî÷åê x1, x2, x3 ∈ R. Ãåîìåòðè÷åñêè, ýòî ïîíÿòèå îðèåíòàöèè ñâÿçàíî
ñ îáû÷íûì (òî-åñòü âûáîðîì ïîëîæèòåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ îáõîäà) ñëå-
äóþùèì îáðàçîì: äâèãàÿñü îò x1 ê â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè, ìû
âñòðå÷àåì x2 ðàíüøå, ÷åì x3. Ìû òàêæå áóäåì èñïîëüçîâàòü âûðàæåíèå
�x2 ëåæèò ìåæäó x1 è x3�.

3Òî-åñòü òî÷êè ñ ðàöèîíàëüíûìè êîîðäèíàòàìè (x, y).
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Ïðåäóïðåæäåíèå. Íàøå ïîíÿòèå "ìåæäó"îòëè÷àåòñÿ îò ñòàíäàðò-
íîãî, êîòîðîå ñóùåñòâóåò íà ïðÿìîé, íî íå ñóùåñòâóåò íà îêðóæíîñòè.
Êðîìå òîãî, íàøå ïîíÿòèå íå ñèììåòðè÷íî: åñëè x2 ëåæèò ìåæäó x1 è
x3, òî x2 íå ëåæèò x3 è x1! Çàòî íàøå ïîíÿòèå "ìåæäó"èíâàðèàíòíî
îòíîñèòåëüíî öèêëè÷åñêèõ ïåðåñòàíîâîê òð¼õ òî÷åê.

Exercise 51. a) Ïîêàæèòå, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà âñå òðè òî÷êè x1, x2, x3

êîíå÷íû, óòâåðæäåíèå x2 ëåæèò ìåæäó x1 è x3 ýêâèâàëåíòíî íåðàâåí-
ñòâó

(x1 − x2)(x2 − x3)(x3 − x1) > 0.

b) Êàêèå èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé âåðíû?
i) 1 ëåæèò ìåæäó 0 è ∞;
ii) ∞ ëåæèò ìåæäó 0 è 1;
iii) −1 ëåæèò ìåæäó 0 è ∞.

Òåïåðü ìû îïðåäåëèì íîâóþ îïåðàöèþ4 "âñòàâêè"íà R. Ýòà îïåðà-
öèÿ ñîïîñòàâëÿåò ïàðå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë (r1, r2) òðåòüå ðàöèîíàëüíîå
÷èñëî, îáîçíà÷àåìîå r1 ↓ r2, òàê, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

Ñóùåñòâóþò òàêèå öåëûå p1, p2, q1, q2, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì

Í.Î.Ä (p1, q1) = Í.Î.Ä (p2, q2) = 1,

÷òî

(6.3.4) r1 =
p1

q1
, r2 =

p2

q2
, r1 ↓ r2 =

p1 + p2

q1 + q2
.

(6.3.5) Òî÷êà r1 ↓ r2 ëåæèò ìåæäó r1 è r2.

Exercise 52. Ïîêàæèòå, ÷òî óñëîâèå (6.3.4) îïðåäåëÿåò äâå ðàçíûõ
òî÷êè â çàâèñèìîñòè îò ÷åòûð¼õ ðàçíûõ âûáîðîâ çíàêîâ pi è qi. Ïðî-
âåðüòå, ÷òî ðîâíî îäíà èç ýòèõ òî÷åê óäîâëåòâîðÿåò (6.3.5).

Exercise 53. Âû÷èñëèòü ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ:
a) 0 ↓ ∞; b) ∞ ↓ 0; c) ∞ ↓ −2; d) 1 ↓ 2; e) 2 ↓ 1; f) 1

2 ↓ −
1
3 .

Answer. a) 1; b) −1; c) −3; d) 3
2 ; e) ∞; f) −2.

Îïåðàöèÿ ↓ èìååò îñîáåííî èíòåðåñíûå ñâîéñòâà, êîãäà r1 è r2 áëèç-
êè. Â ýòîì ñëó÷àå r1 ↓ r2 áëèçêî ê îáîèì ÷èñëàì r1 è r2.

Exercise 54. . Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ áëèçêèõ ÷èñåë r1, r2 ÷èñëî r1 ↓ r2
� ýòî åäèíñòâåííîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî ìåæäó (â íàøåì ñìûñëå) r1 è
r2, êîòîðîå áëèçêî ê îáîèì ÷èñëàì.

4Êàê ÿ óçíàë îò Ð. Áîð÷åðäñà, â Àíãëèè ýòó îïåðàöèþ íàçûâàþò "ñëîæåíèåì
äðîáåé äëÿ ôèëîëîãîâ". Îíà òàêæå ñëóæèò ïðåäìåòîì îäíîãî èç àíåêäîòîâ, ÷àñòî
öèòèðîâàííûõ íà ñåìèíàðå Ãåëüôàíäà.
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Ýòè ðàññìîòðåíèÿ ïðèâîäÿò ê ïîíÿòèþ òàê íàçûâàåìûõ ðÿäîâ Ôý-
ðè. Ñòàíäàðòíûé ðÿä Ôýðè Fn ðàíãà n ïî îïðåäåëåíèþ ñîñòîèò èç âñåõ
ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë 0 < p

q < 1 ñ 1 ≤ q ≤ n, íàïèñàííûõ â âîçðàñòàþ-

ùåì ïîðÿäêå. ×èñëî ÷ëåíîâ â Fn ðàâíî
∑n

k=2 ϕ(k), ãäå ϕ(k) � ôóíêöèÿ
Ýéëåðà, äàþùàÿ êîëè÷åñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ìåíüøèõ k è âçàèìíî
ïðîñòûõ ñ k. Îíà äà¼òñÿ ôîðìóëîé

ϕ(n) = n ·
∏
p|n

(1− p−1) ãäå p ïðîáåãàåò âñå ïðîñòûå äåëèòåëè n.

Íàïðèìåð, ðÿä Ôýðè F 5 ñîäåðæèò ϕ(2)+ϕ(3)+ϕ(4)+ϕ(5) = 1+2+
2 + 4 = 9 ÷ëåíîâ è âûãëÿäèò òàê:

1
5
,

1
4
,

1
3
,

2
5
,

1
2
,

3
5
,

2
3
,

3
4
,

4
5
.

Ìû îòñûëàåì ÷èòàòåëÿ ê [Nev49] ïî ïîâîäó ìíîãèõ èçâåñòíûõ ñâîéñòâ
ðÿäîâ Ôýðè è ïåðå÷èñëèì çäåñü òîëüêî òå, êîòîðûå íàì íóæíû.

Exercise 55. Ïîêàæèòå, ÷òî ñîñåäíèå ÷ëåíû ðÿäà Ôýðè � áëèçêèå
÷èñëà.

Äëÿ íàøèõ öåëåé óäîáíî íåñêîëüêî èçìåíèòü ïîíÿòèå ðÿäà Ôýðè.
À èìåííî, íàçîâ¼ì ìîäèôèöèðîâàííûì ðÿäîì Ôýðè ïîäìíîæåñòâî
F (n) ⊂ R, îïðåäåëÿåìîå èíäóêòèâíî ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ðÿä F (0) ñîñòîèò èç òð¼õ ÷èñåë: 0, 1 è ∞ ñ äàííûì öèêëè÷åñêèì
ïîðÿäêîì. Ðÿä F (n+1), n ≥ 1, ïîëó÷àåòñÿ èç F (n) ñ ïîìîùüþ âñòàâêè
ìåæäó ëþáûìè ïîñëåäîâàòåëüíûìè ÷èñëàìè a, b ÷èñëà a ↓ b. Òàêèì îá-
ðàçîì, îáùåå ÷èñëî ÷ëåíîâ óäâàèâàåòñÿ è ìîäèôèöèðîâàííûé ðÿä Ôýðè
F (n) ñîäåðæèò 3 · 2n öèêëè÷åñêè óïîðÿäî÷åííûõ ÷ëåíîâ. Ìû îáîçíà÷èì

÷åðåç f
(n)
k , 1− 2n ≤ k ≤ 2n+1, k-ûé ÷ëåí ðÿäà F (n). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ

ëþáîãî n, ìû èìååì ðàâåíñòâà f
(n)
0 = 0, f

(n)
2n = 1, f

(n)
2n+1 = ∞.

Ìîäèôèöèðîâàííûå ðÿäû Ôýðè ðàíãà ≤ 4 ïîêàçàíû íèæå

k: 0 1 2

f
(0)
k : 0

1
1
1

1
0

k: −1 0 1 2 3 4

f
(1)
k : − 1

1
0
1

1
2

1
1

2
1

1
0

k: −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5 6 7 8

f
(2)
k : − 2

1
− 1

1
− 1

2
0
1

1
3

1
2

2
3

1
1

3
2

2
1

3
1

1
0

k: −7 −6 −5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

f
(3)
k : − 3

1
− 2

1
− 3

2
− 1

1
− 2

3
− 1

2
− 1

3
0
1

1
4

1
3

2
5

1
2

3
5

2
3

3
4

1
1

4
3

3
2

5
3

2
1

5
2

3
1

4
1

1
0

Íàéòè ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ ÷èñåë f
(n)
k � íåòðèâèàëüíàÿ çàäà÷à. Ìû

îáñóäèì å¼ íèæå.
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Ðèñ. 6.2. Ãðàôèê ôóíêöèè ?

Exercise 56. Ïîêàæèòå, ÷òî f
(n)
k = f

(n+1)
2k , òàê ÷òî f

(n)
k ôàêòè÷åñêè

çàâèñèò íå îò k è n â îòäåëüíîñòè, à òîëüêî îò äâîè÷íî-ðàöèîíàëüíîãî

÷èñëà r = k
2n . Ïîýòîìó ìû ÷àñòî áóäåì ïèñàòü fr âìåñòî f

(n)
k .

×òîáû óïðîñòèòü èçëîæåíèå, ìû âðåìåííî ðàññìîòðèì òîëüêî ÷àñòü
F (n), ëåæàùóþ ìåæäó 0 è 1, òî-åñòü ÷ëåíû fr ñ 0 ≤ r ≤ 1.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè áû ìû èçìåíèëè ïðîöåäóðó ïîñòðîåíèÿ F (n) è
âñòàâëÿëè ìåæäó äâóìÿ ÷èñëàìè a, b íå a ↓ b, à èõ ñðåäíåå àðèôìåòè-
÷åñêîå a+b

2 , ìû ïîëó÷èëè áû íà n-îì øàãó àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ

ñ 2n + 1 ÷ëåíàìè, êîòîðàÿ íà÷èíàåòñÿ ñ 0 è êîí÷àåòñÿ 1. Âìåñòî f (n)
k ìû

ïîëó÷èëè áû a
(n)
k = k

2n , èëè, â îáîçíà÷åíèÿõ ââåäåííûõ âûøå, ar = r.
Òåïåðü ìû âïîëíå ãîòîâû ê îïðåäåëåíèþ çàìå÷àòåëüíîé ôóíêöèè,

âïåðâûå ââåäåííîé Ãåðìàíîì Ìèíêîâñêèì, êîòîðûé íàçâàë å¼ ôóíêöèåé
? (ôóíêöèåé "âîïðîñèòåëüíûé çíàê") � ñì. Ñõîëèþ E â ×àñòè I.

Theorem (Òåîðåìà Ìèíêîâñêîãî). Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ íåïðå-
ðûâíàÿ è ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ ?: [0, 1] → [0, 1] òàêàÿ, ÷òî

(6.3.6) ? (a ↓ b) =
?(a) + ?(b)

2
äëÿ âñåõ áëèçêèõ ÷èñåë a, b ∈ [0, 1].

Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà. Ôîðìóëà (6.3.6) ïîêàçûâàåò, ÷òî åñëè èñ-

êîìàÿ ôóíêöèÿ ñóùåñòâóåò, îíà äîëæíà èìåòü ñâîéñòâî ?
(
f

(n)
k

)
= a

(n)
k .

Äðóãèìè ñëîâàìè, ?
(
fr
)

= r äëÿ âñåõ r ∈ Z[12 ]
⋂

[0, 1].
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ôóíêöèþ ? íà Z[12 ]

⋂
[0, 1]

ïî ôîðìóëå ? (fr) = r. Ïîñêîëüêó êàæäîå èç ìíîæåñòâ {f (n)
k } è {a(n)

k }
ïëîòíî â [0, 1], íàøà ôóíêöèÿ ïðîäîëæàåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì íà
[0, 1] ñ ñîõðàíåíèåì ìîíîòîííîñòè. À èìåííî, ìû ïîëàãàåì

(6.3.7) ?(x) = lim
n→∞

?(xn)

ãäå {xn} � ëþáàÿ ìîíîòîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë,
ñõîäÿùàÿñÿ ê x.

�

Ôóíêöèÿ p, îáðàòíàÿ ê ?, ðåøàåò ïîñòàâëåííóþ âûøå çàäà÷ó î âû-

÷èñëåíèè f
(n)
k . À èìåííî, fr = p(r)..

Íà ìíîæåñòâå Z[12 ]
⋂

[0, 1] äâîè÷íî-ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ôóíêöèÿ p(x)
ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà øàã çà øàãîì, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî

(6.3.8) p

(
2k + 1
2n+1

)
= p

(
k

2n

)
↓ p

(
k + 1
2n

)
,

êîòîðîå ñëåäóåò èç (6.3.6). Ýòîò ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ïî-ñóùåñòâó ïîâòî-
ðÿåò êîíñòðóêöèþ ìîäèôèöèðîâàííîãî ðÿäà Ôýðè.
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Theorem 6.3. Ôóíêöèÿ p := ?−1 èìååò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1. a) p(1− x) = 1− p(x); b) p(x2 ) = p(x)
1+p(x) ; c) p(1+x

2 ) = 1
2−p(x) .

2. (p)′( k2n ) = ∞ äëÿ ëþáûõ n è 0 ≤ k ≤ 2n.
3. Äëÿ ëþáîãî ðàöèîíàëüíîãî, íî íå äâîè÷íî-ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà

r ∈ [0, 1] çíà÷åíèå p(r) ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íîé èððàöèîíàëüíîñòüþ, òî-
åñòü èìååò âèä r1 +

√
r2 äëÿ íåêîòîðûõ ðàöèîíàëüíûõ r1, r2.

4. Èìååò ìåñòî çàìå÷àòåëüíàÿ ôîðìóëà:
(6.3.9)

p

0.0 . . . 00︸ ︷︷ ︸
k1

11 . . . 11︸ ︷︷ ︸
l1

. . . 00 . . . 00︸ ︷︷ ︸
kn

11 . . . 11︸ ︷︷ ︸
ln

. . .

 =
1

k1 +
1

l1 +
1

. . . kn +
1

ln +
1
. . .

. . .

,

ãäå â ëåâîé ÷àñòè èñïîëüçóþòñÿ áåñêîíå÷íûå äâîè÷íûå äðîáè, à â ïðà-
âîé ÷àñòè � áåñêîíå÷íûå íåïðåðûâíûå äðîáè. Ôîðìóëà (6.3.9) îñòà¼òñÿ
âåðíîé è äëÿ êîíå÷íûõ äâîè÷íûõ äðîáåé � óãàäàéòå ïðàâèëüíóþ ôîðìó
ïðàâîé ÷àñòè â ýòîì ñëó÷àå.

Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà. Ñîîòíîøåíèÿ 1 a) - c) ìîãóò áûòü âûâå-
äåíû ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî ïîëåçíîãî ôàêòà.

Lemma 6.4. Ïóñòü g =
(
a b
c d

)
∈ GL(2, Z). Òîãäà ïðåîáðàçîâàíèå

ìíîæåñòâà Q ïî ôîðìóëå

r 7→ g · r :=
ar + b

cr + d

ïåðåñòàíîâî÷íî ñ îïåðàöèåé âñòàâêè, òî-åñòü

(6.3.10) (g · r1) ↓ (g · r2) = g · (r1 ↓ r2).

Ìû îñòàâëÿåì ïðîâåðêó ýòîãî ôàêòà ÷èòàòåëþ è ñäåëàåì òîëüêî äâà
ïîëåçíûõ çàìå÷àíèÿ, êàæäîå èç êîòîðûõ ìîæíî ïîëîæèòü â îñíîâó äî-
êàçàòåëüñòâà.

1. Ïðåîáðàçîâàíèÿ, î êîòîðûõ èä¼ò ðå÷ü, ïåðåâîäÿò áëèçêèå ÷èñëà â
áëèçêèå.

2. Ãðóïïà GL(2, Z) ïîðîæäàåòñÿ äâóìÿ ýëåìåíòàìè:

g1 =
(

1 1
0 1

)
, g2 =

(
0 1
1 0

)
.
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Òåïåðü ìû äîêàæåì 1 a). Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ äèàãðàììó

(6.3.11)

[0, 1] x 7→1−x−−−−−→ [0, 1]

p

y yp
[0, 1] x 7→1−x−−−−−→ [0, 1]

Ñîîòíîøåíèå 1a) ðàâíîñèëüíî êîììóòàòèâíîñòè ýòîé äèàãðàììû. ×òî-
áû ýòî ïðîâåðèòü, âûáåðåì â êà÷åñòâå x ∈ [0, 1] äâîè÷íî-ðàöèîíàëüíîå
÷èñëî r = k

2n = ar.
Ëåâàÿ âåðòèêàëüíàÿ ñòðåëêà ïåðåâîäèò ýòî ÷èñëî â p(ar) = fr, à

íèæíÿÿ ãîðèçîíòàëüíàÿ ñòðåëêà ïîñûëàåò fr â 1− fr.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âåðõíÿÿ ãîðèçîíòàëüíàÿ ñòðåëêà ïåðåâîäèò r â

1 − r = a1−r, à ïðàâàÿ âåðòèêàëüíàÿ ñòðåëêà ïîñûëàåò a1−r â f1−r. Òà-
êèì îáðàçîì, ñîîòíîøåíèå 1a) âåðíî äëÿ ëþáîãî äâîè÷íî-ðàöèîíàëüíîãî
÷èñëà. Ïî íåïðåðûâíîñòè, îíî âåðíî âñþäó.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñîîòíîøåíèå 1b). Îíî ýêâèâàëåíòíî êîììóòàòèâ-
íîñòè äèàãðàììû

(6.3.12)

[0, 1]
x 7→ x/2−−−−−→ [0, 1

2 ]

p

y yp
[0, 1]

x 7→ x
1+x−−−−−→ [0, 1

2 ].

Íà÷í¼ì ñ òî÷êè r = ar ∈ [0, 1]. Âåðõíÿÿ ãîðèçîíòàëüíàÿ ñòðåëêà ïå-
ðåâîäèò ýòó òî÷êó â ar/2 , à çàòåì ïðàâàÿ âåðòèêàëüíàÿ ñòðåëêà ïîñûëàåò
å¼ fr/2.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ëåâàÿ âåðòèêàëüíàÿ ñòðåëêà ïåðåâîäèò ar â fr, à
çàòåì íèæíÿÿ ãîðèçîíòàëüíàÿ ñòðåëêà ïîñûëàåò ðåçóëüòàò â fr

1+fr
. Òàêèì

îáðàçîì, ìû äîëæíû ïðîâåðèòü ðàâåíñòâî fr

1+fr
= fr/2. Äëÿ ýòîãî ìû

çàìåòèì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå x 7→ x
1+x ïåðåâîäèò îòðåçîê [0, 1] â îòðåçîê

[0, 1
2 ]. Ïîñêîëüêó ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ïðèíàäëåæèò ãðóïïå PGL(2, Z),

îíî ïåðåâîäèò ðÿä Ôýðè â ñåáÿ, ïðè÷¼ì f0 è f1 ïåðåõîäÿò â f0 è f 1
2

ñîîòâåòñòâåííî. Èíäóêöèåé ïî n, ìû âûâîäèì, ÷òî f k
2n

ïåðåõîäèò f k
2n+1

.

Ñîîòíîøåíèå 1c) äîêàçûâàåòñÿ òàê æå, èñïîëüçóÿ äèàãðàììó

(6.3.13)

[0, 1]
x 7→ 1+x

2−−−−−→ [12 , 1]

p

y yp
[0, 1]

x 7→ 1
2−x−−−−−→ [12 , 1]
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Îáùàÿ ÷àñòü âñåõ ýòèõ äîêàçàòåëüñòâ ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè äâóõ
ôàêòîâ: àôôèííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñîõðàíÿþò ïîëóñóììû, à ïðåîáðàçî-
âàíèÿ èç PGL(2, Z) ñîõðàíÿþò âñòàâêè. ß ðåêîìåíäóþ ÷èòàòåëþ ñôîð-
ìóëèðîâàòü è äîêàçàòü äðóãèå ñâîéñòâà ôóíêöèé ? è p ñ ïîìîùüþ ïîä-
õîäÿùèõ äèàãðàìì.

Ïîëåçíî òàêæå ðàñøèðèòü îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ? è p íà âñ¼ ìíîæå-
ñòâî R, èñïîëüçóÿ òîæäåñòâà:

(6.3.14) p

(
1
x

)
=

1
p(x)

; p(−x) = −p(x).

Ñâîéñòâî 2 äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü â òî÷êå x = 0. Îáùèé ñëó÷àé, êîãäà
x = k

2n ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî, à òàêæå ôîðìàëüíî ñâîäèòñÿ ê
ñëó÷àþ x = 0 ñ ïîìîùüþ 1 a) � 1 c).

Èòàê, ïóñòü x = 0. Ìû èìååì p(0) = 0, p( 1
2n ) = 1

n+1 . Òàêèì îáðàçîì,

åñëè 1
2n ≤ ∆x ≤ 1

2n−1 , òî
1

n+1 ≤ ∆p ≤ 1
n . Ïîýòîìó

2n−1

n+1 ≤ ∆p
∆x ≤

2n

n äëÿ
1
2n ≤ ∆x ≤ 1

2n−1 è p′(0) = +∞.
Óòâåðæäåíèå 3 ñëåäóåò èç ôîðìóëû (6.3.9). ×òî êàñàåòñÿ ñàìîé ýòîé

ôîðìóëû, îíà ïðîâåðÿåòñÿ ïî èíäóêöèè äëÿ êîíå÷íûõ äðîáåé, èñïîëü-
çóÿ ñâîéñòâà ðÿäîâ Ôýðè. Îáùèé ñëó÷àé ñëåäóåò ïî íåïðåðûâíîñòè (èëè
ìîíîòîííîñòè). Îòìåòèì åù¼, ÷òî â êîíöå ×àñòè I ìû èñïîëüçîâàëè ôîð-
ìóëó (6.3.9) äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ?.

�

Remark 8. Ðàññìîòðèì òåïåðü ôóíêöèþ p := ?−1 êàê ôóíêöèþ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòíîé ìåðû µ íà [0, 1]: ìåðà îòðåçêà [a, b] ðàâíà
p(b)−p(a). Ýòà ìåðà ÿâëÿåòñÿ ñëàáûì ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äèñ-

êðåòíûõ ìåð µn, n ≥ 1,, ñîñðåäîòî÷åííûõ íà ïîäìíîæåñòâå F (n)
⋂

[0, 1]
òàê, ÷òî òî÷êà f

(n)
k èìååò ìàññó 1

2n äëÿ 1 ≤ k ≤ 2n. . ßñíî, ÷òî íîñèòå-
ëåì ìåðû µ ÿâëÿåòñÿ âåñü îòðåçîê [0, 1] (òî-åñòü ìåðà ëþáîãî èíòåðâàëà
(a, b) ⊂ [0, 1] ïîëîæèòåëüíà. Â òî âðåìÿ, êàê äëÿ îáû÷íîãî ðÿäà Ôýðè
ìåðà, îïðåäåë¼ííàÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ðàâíîìåðíà, â íàøåì ñëó÷àå
ýòî íå òàê. Ïîäðîáíîå èçó÷åíèå ýòîé ìåðû è ñîîòâåòñòâóþùåé ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû áûëî áû î÷åíü èíòåðåñíî (ñì. íàïðèìåð [de Rha59]).

♥

Exercise 57. . Íàéòè çíà÷åíèÿ ?(x) è ?′(x) â òî÷êå x = 1
3 .

Hint. Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî 1
2 −

1
4 + 1

8 −
1
16 + 1

32 −
1
64 + · · · = 1

3 ,
ïîêàçàòü, ÷òî

?
(

1
3
− 1

3 · 4n

)
=

Φ2n−1

Φ2n+1
, ?

(
1
3

+
2

3 · 4n

)
=

Φ2n

Φ2n+2

ãäå Φn � n-îå ÷èñëî Ôèáîíà÷÷è, çàäàâàåìîå ôîðìóëîé

Φn =
φn − (−φ)−n

φ+ φ−1
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ãäå φ =
√

5+1
2 ≈ 1.618... � òàê íàçûâàåìîå �çîëîòîå ñå÷åíèå� (ñì.Èíôî

G).

Answer. ?
(

1
3

)
= 3−

√
5

2 ; ?′
(

1
3

)
= 0.

Problem 12. Âåðíî ëè, ÷òî ?′(x) = 0 äëÿ âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë,

êðîìå a
(n)
k ?

Ìû ìîæåì ðåçþìèðîâàòü ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ñëåäóþùèì îáðà-
çîì: ñóùåñòâóåò ìîíîòîííàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë
îòðåçêà [0, 1] ñ ïîìîùüþ áîëåå ïðîñòîãî ìíîæåñòâà äâîè÷íî-ðàöèîíàëüíûõ
÷èñåë íà òîì æå îòðåçêå. Åñëè îòáðîñèòü îãðàíè÷åíèå r ∈ [0, 1], ìû ïî-
ëó÷àåì ïàðàìåòðèçàöèþ ðàöèîíàëüíîé ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé Q ñ ïîìî-

ùüþ äâîè÷íî-ðàöèîíàëüíîé ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé Z[12 ], êîòîðàÿ ñîõðàíÿ-
åò öèêëè÷åñêèé ïîðÿäîê òî÷åê.

Remark 9. Ñóùåñòâóåò èíòåðåñíàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ
ðÿäîâ Ôýðè è ôóíêöèè Ìèíêîâñêîãî. Îíà áûëà îáíàðóæåíà Æîðæåì äå
Ðàìîì [Rh].

Ðàññìîòðèì êâàäðàò [−1, 1]× [−1, 1] ⊂ R2. Ðàçäåëèì êàæäóþ ñòîðî-
íó êâàäðàòà íà òðè ðàâíûå ÷àñòè. Çàòåì ñîåäèíèì ñîñåäíèå òî÷êè äå-
ëåíèÿ. Ìû ïîëó÷èì âîñüìèóãîëüíèê ñ ðàâíûìè óãëàìè, íî íåðàâíûìè
ñòîðîíàìè. Ïðîäîëæèì ýòó ïðîöåäóðó; ðàçäåëèì êàæäóþ ñòîðîíó âîñü-
ìèóãîëüíèêà íà òðè ðàâíûå ÷àñòè è ñîåäèíèì ñîñåäíèå òî÷êè äåëåíèÿ.
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ âûïóêëûé 16-óãîëüíèê, êîòîðûé ñîäåðæèòñÿ â
8-óãîëüíèêå. Ïðîäîëæàÿ òàêèì îáðàçîì, ìû ïîñòðîèì ñåìåéñòâî âëî-
æåííûõ âûïóêëûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ Πn, n ≥ 1 ñ 2n+1 ñòîðîíàìè. Ïåðå-
ñå÷åíèå âñåõ ýòèõ ìíîãîóãîëüíèêîâ áóäåò âûïóêëîé îáëàñòüþ D, îãðàíè-
÷åííîé íåêîòîðîé êðèâîé C (ñì. Ðèñ. 6.3). Äå Ðàì îáíàðóæèë òàêæå, ÷òî
ãðàíè÷íàÿ êðèâàÿ ïðèíàäëåæèò êëàññó C2, òî-åñòü âûãëÿäèò ëîêàëüíî
êàê ãðàôèê ôóíêöèè, èìåþùåé íåïðåðûâíóþ âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ. Â
÷àñòíîñòè, èìååò ñìûñë ãîâîðèòü î êàñàòåëüíîé è êðèâèçíå â êàæäîé
òî÷êå êðèâîé. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò äå Ðàìà ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàê.

a) Ñåðåäèíû ñòîðîí êàæäîãî Πn ïðèíàäëåæàò ïðåäåëüíîé êðèâîé C.
Çàíóìåðóåì òå èç ýòèõ òî÷åê, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò âåðõíåé ïîëîâèíå
êðèâîé ÷èñëàìè rk = k

2n , −2n ≤ k ≤ 2n.
b) Ïóñòü âåðõíÿÿ ïîëîâèíà C ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì ôóíêöèè y = f(x), |x| ≤

1 è ïóñòü xk îçíà÷àåò x-êîîðäèíàòó òî÷êè ñ íîìåðîì rk. Òîãäà f
′(xk) =

−sign(rk)frk , òî-åñòü çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f ′ íà îòðåçêå âîç-
ðàñòàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ÷ëåíàìè ðÿäà Ôýðè.

♥
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Ðèñ. 6.3. Êðèâàÿ äå Ðàìà

6.4. Ñîâåðøåííûå ïàðàìåòðèçöèè êðóãîâ, êàñàþùèõñÿ
äàííîãî êðóãà

Ïóñòü A � êîâ¼ð Àïîëëîíèÿ. Âûáåðåì êàêîé-íèáóäü êðóã D ∈ A è
ïóñòü M � ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýðìèòîâà ìàòðèöà. Ðàññìîòðèì âñå êðóãè â
A, êîòîðûå êàñàþòñÿ D.

Òî÷êè êàñàíèÿ ýòèõ êðóãîâ ñD îáðàçóþò ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî T ⊂ ∂D.
Ìû ïîñòðîèì ïàðàìåòðèçàöèþ ìíîæåñòâà T ýëåìåíòàìè Q òàêóþ, ÷òî
öèêëè÷åñêèé ïîðÿäîê íà T , èíäóöèðîâàííûé îðèåíòàöèåé ∂D, ñîâïàäàåò
ñ öèêëè÷åñêèì ïîðÿäêîì íà Q, îïðåäåë¼ííûì âûøå.

Ïóñòü Dr îçíà÷àåò êðóã èç A, êàñàþùèéñÿ D â òî÷êå tr ∈ T è ïóñòü
Mr � ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýðìèòîâà ìàòðèöà.

Ìû ñêàæåì, ÷òî ïàðàìåòðèçàöèÿ r → tr ìíîæåñòâà T ñîâåðøåííà,
åñëè îíà èìååò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1. Åñëè r = p
q � íåñîêðàòèìàÿ äðîáü, òî

Mr = Ap2+2Bpq+Cq2−M ãäå A, B, C � ôèêñèðîâàííûå ýðìèòîâû ìàòðèöû.

2. Êðóã Dr êàñàåòñÿ êðóãà Dr′ åñëè è òîëüêî åñëè ÷èñëà r = p
q è

r′ = p′

q′ áëèçêè, òî-åñòü, åñëè |pq
′ − p′q| = 1.

Ðàçóìååòñÿ, óñëîâèÿ 1. è 2. î÷åíü ñèëüíûå è ñîäåðæàò âñþ èíôîðìà-
öèþ î êàñàòåëüíûõ êðóãàõ. Ïîýòîìó ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò î÷åíü âàæåí.

Theorem 6.4. Ñîâåðøåííûå ïàðàìåòðèçàöèè ñóùåñòâóþò è îáëà-
äàþò äîïîëíèòåëüíûì ñâîéñòâîì:

Ïóñòü v0, v1, v2, v3 � âåêòîðû â R1,3, ñîîòâåòñòâóþùèå ìàòðèöàì
A+ C, B, A− C, M . Òîãäà ìàòðèöà Ãðàìà èõ ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé
èìååò âèä

(6.4.1) G = ||(vi, vj)|| =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 .
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Ïåðâûé îñíîâíîé ïðèìåð: êîâ¼ð-ëåíòà. Ïóñòü D = {w ∈ C
∣∣

Im w ≤ 0}, D∞ = {w ∈ C
∣∣ Im w ≥ 1}. Ïóñòü D0, D1 � êðóãè äèàìåòðà 1,

êàñàþùèåñÿ êðóãà D â òî÷êàõ 0, 1, à êðóãà D∞ â òî÷êàõ i, i+1 (ñð. Ðèñ.
6.4).

0−1 11
2−1

2
1
3

2
3−1

3−2
3

Ðèñ. 6.4. Ñîâåðøåííàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ êðóãîâ â êîâðå-ëåíòå

Òîãäà ∂D = R, T = Q. Òàâòîëîãè÷åñêàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ T ñîâåð-
øåííà è ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà:

M =
(

0 i
−i 0

)
, M p

q
=
(

2p2 −2pq − i
−2pq + i 2q2

)
, D p

q
:
∣∣∣∣ w−2pq + i

2q2

∣∣∣∣≤ 1
2q2

.

Âòîðîé îñíîâíîé ïðèìåð: ïðÿìîóãîëüíûé êîâ¼ð Ïóñòü D =
{w ∈ C

∣∣ |w| ≥ 1} � äîïîëíåíèå ê îòêðûòîìó åäèíè÷íîìó êðóãó, D0

çàäàí óñëîâèåì |w− 1
2 | ≤

1
2 , D∞ � óñëîâèåì |w+ 1

2 | ≤
1
2 , à D1 � óñëîâèåì

|w − 2i
3 | ≤

1
3 .

Çäåñü ∂D � åäèíè÷íàÿ îêðóæíîñòü, à T � ðàöèîíàëüíàÿ åäèíè÷íàÿ
îêðóæíîñòü. Ñîâåðøåííàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ èìååò âèä tr = p+iq

p−iq äëÿ r =
p
q òàê, ÷òî

M =
(
−1 0
0 1

)
, Mr =

(
p2 + q2 − 1 −(p+ iq)2

−(p− iq)2 p2 + q2 + 1

)
,

D p
q
:
∣∣∣∣ w − (p+ iq)2

p2 + q2 + 1

∣∣∣∣ ≤ 1
p2 + q2 + 1

.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6.4. Ïóñòü D0, D1, D∞ � ëþáûå òðè
êðóãà èç A, êàñàþùèåñÿ äàííîãî êðóãà D è äðóã äðóãà. Çàíóìåðóåì ÷èñ-
ëàìè 0, 1 è ∞ òî÷êè êàñàíèÿ ýòèõ êðóãîâ ñ D â öèêëè÷åñêîì ïîðÿäêå,
îïðåäåë¼ííîì îðèåíòàöèåé ∂D.

Òîãäà, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñîâåðøåííàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ ñóùå-
ñòâóåò, ìû ìîæåì âû÷èñëèòü ìàòðèöû A, B, C èç ðàâåíñòâ

M∞ = A−M, M0 = C −M, M1 = A+ 2B + C −M.
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22

3

3

6

6

6

6

11

11

11

11

14

14

14

14

cp/q = 1 + p2 + q2

tp/q = p+iq
p−iq

(1, 0)(−1, 0)

(0, 1)

(0,−1)

(3
5 , 4

5) = 2+i
2−i

Ðèñ. 6.5. Ñîâåðøåííàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ âíåøíåé îêðóæ-
íîñòè â ïðÿìîóãîëüíîì êîâðå

Ìû ïîëó÷èì

A = M +M∞, C = M +M0, B =
1
2
(M1 −M −M0 −M∞).

Òåïåðü, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ìàòðèö M0, M1, M∞ è M , ìû ìîæåì ïðî-
âåðèòü ñîîòíîøåíèÿ (6.4.1). Èç íèõ ëåãêî ñëåäóåò âòîðîå óòâåðæäåíèå
òåîðåìû, åñëè îïðåäåëèòü Mr ñîãëàñíî ïåðâîìó óòâåðæäåíèþ.

�

Ïðàêòè÷åñêè, ñîâåðøåííûå ïàðàìåòðèçàöèè îïðåäåëÿþòñÿ øàã çà
øàãîì. À èìåííî, äîïóñòèì, ÷òî äëÿ äâóõ áëèçêèõ ÷èñåë r1 è r2 êðóãè
Dr1 è Dr2 óæå ïîñòðîåíû òàê, ÷òî îíè êàñàþòñÿ D è äðóã äðóãà. Òîãäà
ìû îïðåäåëÿåì êðóã Dr, r = r1 ↓ r2 êàê êðóã, êàñàþùèéñÿ Dr1 , Dr2 è D
â òî÷êå, ëåæàùåé ìåæäó tr1 è tr2 .

Corollary. Êðèâèçíà ãðàíè÷íîé îêðóæíîñòè êðóãà, êàñàþùåãîñÿ
D â òî÷êå ñ íîìåðîì r = p

q (íåñîêðàòèìàÿ äðîáü), âûðàæàåòñÿ êâàä-
ðàòíûì ìíîãî÷ëåíîì îò p, q:

(6.4.2) c(p, q) =
(
c∞ + c

)
· p2 +

(
c1 − c0 − c∞ − c

)
· pq +

(
c0 + c

)
· q2 − c

ãäå ci � êðèâèçíà ãðàíè÷íîé îêðóæíîñòè êðóãà Di.
Â ÷àñòíîñòè, åñëè ÷åòûðå ïîïàðíî êàñàþùèåñÿ êðóãà â êîâðå Àïîë-

ëîíèÿ èìåþò öåëî÷èñëåííûå êðèâèçíû ãðàíè÷íûõ îêðóæíîñòåé, òî âñå
êðóãè ýòîãî êîâðà îáëàäàþò òåì æå ñâîéñòâîì.

Exercise 58. Äëÿ òðåóãîëüíîãî êîâðà Àïîëëîíèÿ âû÷èñëèòå êðè-
âèçíû âñåõ îêðóæíîñòåé, êîòîðûå êàñàþòñÿ âíåøíåé îêðóæíîñòè.

Îòâåò: c(p, q) = 2(p2−pq+q2)√
3

+ 1.
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Exercise 59. Îïèøèòå ñîâåðøåííóþ ïàðàìåòðèçàöèþ êðóãîâ, êàñà-
þùèõñÿ âíåøíåé îêðóæíîñòè â òðåóãîëüíîì êîâðå Àïîëëîíèÿ.

Hint. Îáîçíà÷üòå ÷åðåç 0, 1, ∞ òî÷êè êàñàíèÿ òð¼õ ìàêñèìàëüíûõ
êðóãîâ ñ âíåøíåé îêðóæíîñòüþ.

6.5. Öåëî÷èñëåííûå êîâðû Àïîëëîíèÿ

Ñóùåñòâóåò ìíîãî âàðèàíòîâ êîâðà Àïîëëîíèÿ íà R2, äëÿ êîòîðûõ
êðèâèçíû âñåõ îêðóæíîñòåé � öåëûå ÷èñëà. Ìû áóäåì íàçûâàòü òàêèå
êîâðû öåëî÷èñëåííûìè. Äëÿ êàæäîãî òàêîãî êîâðà ñóùåñòâóåò (íå
îáÿçàòåëüíî åäèíñòâåííàÿ) ÷åòâ¼ðêà ïîïàðíî êàñàþùèõñÿ êðóãîâ ñ êðè-
âèçíàìè ãðàíè÷íûõ îêðóæíîñòåé (c1 ≥ c2 ≥ c3 ≥ c4) òàêàÿ, ÷òî c1 ïðè-
íèìàåò íàèìåíüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå. Ìû íàçîâ¼ì òàêóþ ÷åòâ¼ðêó
áàçèñíîé.

Lemma 6.5. Äëÿ áàçèñíîé ÷åòâ¼ðêè ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

c4 ≤ 0, |c4| < c3 <

(
1 +

2√
3

)
|c4| ≈ 2.1547... · |c4|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Di, 1 ≤ i ≤ 4, � áàçèñíàÿ ÷åòâ¼ðêà ïîïàð-
íî êàñàþùèõñÿ êðóãîâ ñ êðèâèçíàìè ci, 1 ≤ i ≤ 4,, óïîðÿäî÷åííûìè ïî
óáûâàíèþ.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Äåêàðòà (4.1.3) êàê êâàäðàòíîå óðàâíåíèå îò-
íîñèòåëüíî c1 ñ äàííûìè c2, c3, c4. Êîðíè ýòîãî óðàâíåíèÿ èìåþò âèä

(6.5.1) c1 = c2 + c3 + c4 ± 2
√
c2c3 + c3c4 + c4c2.

Ïîêàæåì,÷òî äëÿ áàçèñíîé ÷åòâ¼ðêè ìû äîëæíû â ôîðìóëå (6.5.1) âû-
áðàòü äëÿ c1 çíàê ìèíóñ. Â ñàìîì äåëå, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âòîðîé êî-
ðåíü êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ áûë áû ìåíüøå c1. Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë
âòîðîãî êîðíÿ � ýòî êðèâèçíà äðóãîé îêðóæíîñòè C, êàñàþùåéñÿ êðó-
ãîâ D2, D3, D4 (îòëè÷íîé îò ãðàíèöû D1). Â ýòîì ñëó÷àå ìû ìîãëè áû
çàìåíèòü êðóã D1 íà êðóã ñ ãðàíèöåé C è ïîëó÷èòü íîâóþ ÷åòâ¼ðêó ñ
ìåíüøèì c1.

Íåðàâåíñòâî c1 ≥ c2 âìåñòå ñ (6.5.1) äà¼ò c3+c4 ≥ 2
√
c2c3 + c3c4 + c4c2,

èëè (c3− c4)2 ≥ 4c2(c3 + c4) ≥ (c3 + c4)2. Ýòî âîçìîæíî ëèøü ïðè c4 ≤ 0.
Íàêîíåö, äëÿ íåïîëîæèòåëüíîãî c4 ìû èìååì (c3 − c4)2 ≥ 4c2(c3 +

c4) ≥ 4c3(c3 + c4), èëè 3c23 +6c3c4 + c24 ≤ 4c24. Ýòî äà¼ò
√

3(c3 + c4) ≤ −2c4,
ñëåäîâàòåëüíî, c3 ≤ 2+

√
3√

3
|c4|. �

Ìû ïðèâåä¼ì çäåñü ñïèñîê áàçèñíûõ ÷åòâ¼ðîê ñ ìàëûìè çíà÷åíèÿìè
êðèâèçí, óïîðÿäî÷åííûé ïî âîçðàñòàíèþ âåëè÷èíû |c4|:

c4 = 0 (1, 1, 0, 0);
c4 = −1 (3, 2, 2, −1);
c4 = −2 (7, 6, 3, −2);
c4 = −3 (13, 12, 4, −3), (8, 8, 5, −3);
c4 = −4 (21, 20, 5, −4), (9, 9, 8, −4);
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c4 = −5 (31, 30, 6, −5), (18, 18, 7, −5);
c4 = −6 (43, 42, 7, −6), (15, 14, 11, −6), (19, 15, 10, −6);
c4 = −7 (57, 56, 8, −7), (20, 17, 12, −7), (32, 32, 9, −7);
c4 = −8 (73, 72, 9, −8), (24, 21, 13, −8), (25, 25, 12, −8);
c4 = −9 (91, 90, 10, −9), (50, 50, 11, −9), (22, 19, 18, −9), (27, 26, 14, −9);
c4 = −10 (111, 110, 11, −10), (62, 60, 12, −10), (39, 35, 14, −10), (27, 23, 18, −10);
c4 = −11 (133, 132, 12, −11), (72, 72, 13, −11), (37, 36, 16, −11), (28, 24, 21, −11).
Ïîëíîå îïèñàíèå âñåõ áàçèñíûõ ÷åòâ¼ðîê íåèçâåñòíî. ß ïðèâåäó çäåñü

òðè ôîðìóëû, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü áåñêîíå÷íîå ÷èñ-
ëî áàçèñíûõ ÷åòâ¼ðîê (â òîì ÷èñëå áîëüøèíñòâî èç ïðèâåäåííûõ â ñïèñ-
êå).

c4 = −km (k2 + km+m2, k(k +m), m(k +m), −km)
c4 = 1− 2k (2k2, 2k2, 2k + 1, 1− 2k)
c4 = −4k

(
(2k + 1)2, (2k + 1)2, 4(k + 1), −4k

)
Ìíîãî äðóãèõ èíòåðåñíûõ ôàêòîâ î öåëî÷èñëåííûõ êîâðàõ è áàçèñ-

íûõ ÷åòâ¼ðêàõ ìîæíî íàéòè â ðàáîòå [G].

Info I. Ôîðìóëà îáðàùåíèÿ Ì¼áèóñà

Â òåîðåòèêî-÷èñëîâûõ ïîäñ÷¼òàõ ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ
ôîðìóëà îáðàùåíèÿ Ì¼áèóñà. Ìû îáúÿñíèì çäåñü, îòêóäà îíà ïðîèñõî-
äèò è êàê ðàáîòàåò.

Ïóñòü çàäàíî ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî X ñî ñâîéñòâîì:
äëÿêàæäîãî ýëåìåíòà x ∈ X ñóùåñòâóåò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ,
ìåíüøèõ x. Ïóñòü f � ëþáàÿ âåùåñòâåííàÿ èëè êîìïëåêñíàÿ ôóíêöèÿ
íà X. Îïðåäåëèì íîâóþ ôóíêöèþ F íà X ôîðìóëîé:

(I.1) F (x) =
∑
y≤x

f(y).

Âîïðîñ: ìîæíî ëè âîññòàíîâèòü ôóíêöèþ f , çíàÿ F?
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îòâåò íà ýòîò âîïðîñ âñåãäà ïîëîæèòåëüíûé è äà-

¼òñÿ ïðîñòîé ôîðìóëîé.

Proposition I.3. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ µ̃ íà X ×X
ñî ñâîéñòâàìè:

1. µ̃(x, y) = 0, åñëè x � y.
2. µ̃(x, x) = 1
3. Åñëè ôóíêöèÿ F ïîëó÷åíà èç f ïî ôîðìóëå (I.1), òî f âîññòàíàâ-

ëèâàåòñÿ ïî F ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(I.2) f(x) =
∑
y≤x

µ̃(x, y)F (y).

×àñòî â ýòîé ñèòóàöèè ïðèñóòñòâóåò äîïîëíèòåëüíàÿ ñòðóêòóðà. À
èìåííî, ìíîæåñòâî X ÿâëÿåòñÿ ïîëóãðóïïîé ïîëîæèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ
A+ â íåêîòîðîé àáåëåâîé ãðóïïå A, à îòíîøåíèå ïîðÿäêà èíâàðèàíòíî
îòíîñèòåëüíî ãðóïïîâûõ ñäâèãîâ: x ≤ y ⇐⇒ a+x ≤ a+y äëÿ âñåõ a ∈ A.
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Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ µ̃ òàêæå èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ è
âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ôóíêöèþ îäíîé ïåðåìåííîé: µ̃(x, y) = µ(x − y), ãäå
µ(x) = µ̃(x, 0).

Ôîðìóëà îáðàùåíèÿ ïðèíèìàåò âèä:

(I.3) f(x) =
∑
y≤x

µ(x− y)F (y) (Ôîðìóëà îáðàùåíèÿ Ì¼áèóñà).

Ìû îñòàâëÿåì äîêàçàòåëüñòâî çàèíòåðåñîâàííîìó ÷èòàòåëþ, à çäåñü
ðàññìîòðèì òîëüêî íåêîòîðûå ïðèìåðû, êîòîðûå ïîíàäîáÿòñÿ äàëüøå.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü A = Z ñî ñòàíäàðòíûì ïîðÿäêîì. Òîãäà ôîðìóëà
(I.1) ïðèíèìàåò âèä F (n) =

∑
m≤n f(m) à ôîðìóëà îáðàùåíèÿ âûãëÿäèò

òàê: f(n) = F (n)− F (n− 1).
Ìû âèäèì, ÷òî ïðåäëîæåíèå I.3 â ýòîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâî è ôóíê-

öèÿ µ äà¼òñÿ ôîðìóëîé

µ(n) =


1 åñëè n = 0,
−1 åñëè n = 1,
0 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Ïðèìåð 2. A = A1 × A2 è ïîðÿäîê íà A ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì
ïîðÿäêîâ íà A1 è íà A2, òî-åñòü

(g1, g2) > (0, 0) ⇔ g1 > 0 & g2 > 0.

Òîãäà ôóíêöèÿ µ äëÿ A � ïðîñòî ïðîèçâåäåíèå ôóíêöèé µ äëÿ A1 è A2.
Îòìåòèì, ÷òî åñëè A1 è A2 � óïîðÿäî÷åííûå ãðóïïû, òî A = A1×A2

ÿâëÿåòñÿ âñåãî ëèøü ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîé.
Ïðèìåð 3. A = Q× � ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà íåíóëåâûõ ðàöè-

îíàëüíûõ ÷èñåë. ×àñòè÷íûé ïîðÿäîê îïðåäåëÿåòñÿ òàê: r1 ≤ r2, åñëè
÷èñëî r2

r1
öåëîå. Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå X = Z+ ñ îòíîøåíèåì

ïîðÿäêà m ≤ n ⇐⇒ m|n (m ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì n).
Ëåãêî âèäåòü5, ÷òî ýòà ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííàÿ ãðóïïà èçîìîðôíà

ïðÿìîé ñóììå ñ÷¼òíîãî ìíîæåñòâà êîïèé Z ñ îáû÷íûì ïîðÿäêîì. Â ñà-
ìîì äåëå, êàæäûé ýëåìåíò A åäèíñòâåííûì îáðàçîì çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

r =
∏
k≥1

pnk
k

ãäå ÷åðåç pk îáîçíà÷åíî k-îå ïðîñòîå ÷èñëî, nk ∈ Z è òîëüêî êîíå÷íîå
ìíîæåñòâî ÷èñåë nk îòëè÷íî îò íóëÿ. ×èñëî r � öåëîå, åñëè è òîëüêî
åñëè âñå nk íåîòðèöàòåëüíû.

Ïîýòîìó ôóíêöèÿ µ ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ôóíêöèé èç ïðèìåðà 1.
Òî÷íîå îïðåäåëåíèå òàêîâî:

5Ñòàíäàðòíûé îáîðîò ðå÷è, êîòîðûé íå âñåãäà óìåñòåí. ×èòàòåëü ðåøèò, êàê
îáñòîèò äåëî â ýòîì ñëó÷àå.
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Definition I.1. µ(n) =


1 åñëè n = 1,
(−1)k åñëè n � ïðîèçâåäåíèå k ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ ÷èñåë,

0 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Ñîîòíîøåíèå (I.3) â ýòîì ñëó÷àå � ýòî êëàññè÷åñêàÿ ôîðìóëà îáðà-
ùåíèÿ Ì¼áèóñà:

(I.4) f(n) =
∑
d|n

µ(d)F
(n
d

)
.

Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ ìû âûâåäåì çäåñü ôîðìóëó äëÿ ϕ-ôóíêöèè
Ýéëåðà.

Ðàññìîòðèì âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà k ≤ n è ðàçîáü¼ì èõ íà ãðóïïû
ñîãëàñíî âåëè÷èíå d = Í.Î.Ä.(k, n). ßñíî, ÷òî Í.Î.Ä.(kd ,

n
d ) = 1. Îòñþ-

äà ñëåäóåò, ÷òî â ãðóïïå ñ íîìåðîì d ðîâíî ϕ(nd ) ÷èñåë. Ìû ïîëó÷àåì
òîæäåñòâî

n =
∑
d|n

ϕ
(n
d

)
.

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó îáðàùåíèÿ Ì¼áèóñà, èìååì:

(I.5) ϕ(n) =
∑
d|n

µ(d) · n
d
, èëè

ϕ(n)
n

=
∑
d|n

µ(d)
d

.

♦

6.5.1. Íåêîòîðûå âû÷èñëåíèÿ. Õîðîøî èçâåñòíîé íåðåø¼ííîé çà-
äà÷åé ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëåíèå ðàçìåðíîñòè Õàóñäîðôà äëÿ êîâðà Àïîë-
ëîíèÿ, à òàêæå ìåðû Õàóñäîðôà ðàçíûõ åãî ìîäèôèêàöèé (íàïðèìåð,
ñôåðè÷åñêîãî èëè òðåóãîëüíîãî êîâðà). Íóæíî ïîÿñíèòü, ÷òî èìååòñÿ â
âèäó ïîä òåðìèíîì "âû÷èñëåíèå". Â ðàáîòå ([MC03]) ÷òî èñêîìàÿ ðàç-
ìåðíîñòü ðàâíà d = 1.308535???..., íî ìû íè÷åãî íå çíàåì î ïðèðîäå
ýòîãî ÷èñëà. Íàïðèìåð, ðàöèîíàëüíî îíî èëè íåò? Ìîæíî ëè åãî âû-
ðàçèòü ñ ïîìîùüþ ëîãàðèôìîâ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, êàê äëÿ Êàíòîðîâà
ìíîæåñòâà èëè êîâðà Ñåðïèíñêîãî? Èìååò ëè îíî êàêèå-íèáóäü àðèôìå-
òè÷åñêèå ñâîéñòâà?

Äðóãàÿ íåðåø¼ííàÿ çàäà÷à � íàéòè ñóììó ïëîùàäåé âñåõ êðóãîâ â
êîâðå Àïîëëîíèÿ, êîòîðûå êàñàþòñÿ äàííîãî êðóãà D, íàïðèìåð, âíåø-
íåãî îáîáù¼ííîãî êðóãà â ïðÿìîóãîëüíîì èëè òðåóãîëüíîì êîâðå.

Çäåñü, äëÿ ïðèìåðà, ìû ðåøèì áîëåå ïðîñòóþ çàäà÷ó. Ðàññìîòðèì
ïåðâûé îñíîâíîé ïðèìåð � êîâ¼ð-ëåíòó. Ìû õîòèì ñîñ÷èòàòü îáùóþ ïëî-
ùàäü âñåõ êðóãîâ â êîâðå-ëåíòå, êîòîðûå êàñàþòñÿ âåùåñòâåííîé îñè íà
îòðåçêå [0, 1]. Áîëåå åñòåñòâåííûì âîïðîñîì, êîòîðûé, ê òîìó æå èìååò
áîëåå êðàñèâûé îòâåò, ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ î ïëîùàäè òîé ÷àñòè åäèíè÷íîãî
êâàäðàòà ñ âåðøèíàìè 0, 1, 1+ i, i, êîòîðàÿ ïîêðûòà êðóãàìè, êàñàþùè-
ìèñÿ íèæíåé ñòîðîíû êâàäðàòà.
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Ìû çíàåì, ÷òî äèàìåòð êðóãà ñ òî÷êîé êàñàíèÿ m
n ∈ [0, 1] ðàâåí

1
2n2 . Ïîýòîìó ïëîùàäü ýòîãî êðóãà ðàâíà π

4n4 . Âñåãî èìååòñÿ ϕ(n) êðó-
ãîâ òàêîãî ðàçìåðà. Òàêèì îáðàçîì, èíòåðåñóþùàÿ íàñ ïëîùàäü äà¼òñÿ
âûðàæåíèåì:

(6.5.6) A =
π

4
·
∑
n≥1

ϕ(n)
n4

.

Îêàçûâàåòñÿ, ìîæíî âûðàçèòü ýòó âåëè÷èíó ÷åðåç çíà÷åíèÿ ζ-ôóíêöèè
Ðèìàíà â òî÷êàõ 3 è 4.

Äëÿ ýòîãî ìû âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (I.5) äëÿ ϕ(n), ïîëó÷åííîé â
ñõîëèè I. Âûðàæåíèå (6.5.6) ïðèíèìàåò âèä

A =
π

4
·
∑
n≥1

∑
d|n

µ(d)
d

n3
.

Îáîçíà÷èì n
d ÷åðåç m è ïðîèçâåä¼ì ñóììèðîâàíèå ïî d è m. Ìû ïîëó-

÷èì:

A =
π

4
·
∑
d≥1

∑
m≥1

µ(d)
m3d4

=
π

4
·
∑
m≥1

1
m3

·
∑
d≥1

µ(d)
d4

.

Ñóììà
∑

m≥1
1
m3 ÿâëÿåòñÿ, ïî îïðåäåëåíèþ, çíà÷åíèåì ζ(3). Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, ñóììà
∑

d≥1
µ(d)
d4

ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà êàê∑
k≥0

(−1)k·
∑

1≤i1<i2<···<ik

(pi1pi2 · · · pik)−4 =
∏
i≥1

(
1− 1

p4
i

)
=

1∑
n≥1

1
n4

=
1
ζ(4)

.

Îêîí÷àòåëüíî, ìû ïîëó÷àåì:

A =
π

4
· ζ(3)
ζ(4)

=
45ζ(3)
2π3

≈ 0.76.

Îáùàÿ ïëîùàäü âñåõ êðóãîâ, êàñàþùèõñÿ âíåøíåé îêðóæíîñòè â
ïðÿìîóãîëüíîì êîâðå äà¼òñÿ ñóììîé

π

2
·

∑
Í.Î.Ä.(p,q)=1

1
(p2 + q2 + 1)2

.

Îíà ìîæåò áûòü âûðàæåíà ÷åðåç çíà÷åíèÿ ζ-ôóíêöèè, ñâÿçàííîé ñ Ãàóñ-
ñîâñêèì ïîëåì Q[i].

Exercise 60. Ïóñòü Σm îçíà÷àåò ñóììó
∑

Z2\{(0,0)}
1

(k2+l2)m . Ïîêà-
æèòå, ÷òî

(6.5.7)
∑

Í.Î.Ä. (p,q)=1

1
(p2 + q2)m

=
Σm

ζ(2m)
.

è

(6.5.8)
∑

Í.Î.Ä. (p,q)=1

1
(p2 + q2 + 1)2

=
∞∑
m=1

(−1)m−1 m · Σm+1

ζ(2m+ 2)
.
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Ãåîìåòðè÷åñêèé è òåîðåòèêî-ãðóïïîâîé ïîäõîä

Info J. Ïëîñêîñòü Ëîáà÷åâñêîãî (ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ïëîñêîñòü)

Ãèïåðáîëè÷åñêèì íàçûâàþò ïðîñòðàíñòâî, óäîâëåòâîðÿþùåå âñåì àê-
ñèîìàì åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, êðîìå çíàìåíèòîãî 5-ãî ïîñòóëàòà, óòâåð-
æäàþùåãî ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ïàðàëëåëüíûõ ëèíèé. Â ãè-
ïåðáîëè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóåò ìíîãî ïðÿìûõ ëèíèé, ïðîõîäÿ-
ùèõ ÷åðåç äàííóþ òî÷êó è íå ïåðåñåêàþùèõ äàííîé ïðÿìîé. Òàêîå ïðî-
ñòðàíñòâî ñóùåñòâóåò â êàæäîé ðàçìåðíîñòè, íî ìû â îñíîâíîì áóäåì
èñïîëüçîâàòü äâóìåðíîå ãèïåðáîëè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî L, íàçûâàåìîå
òàêæå ïëîñêîñòüþ Ëîáà÷åâñêîãî. Ñóùåñòâóþò òðè íàèáîëåå óäîáíûõ ðå-
àëèçàöèé L.

J.1. Ïåðâàÿ ìîäåëü Ïóàíêàðå
Ïóñòü C � êîìïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü ñ êîìïëåêñíîé êîîðäèíàòîé z =

x + iy. Îáîçíà÷èì ÷åðåç H îòêðûòóþ âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü â C, çà-
äàííóþ óñëîâèåì Im z > 0. Ïåðâàÿ ìîäåëü Ïóàíêàðå îòîæäåñòâëÿåò L,
êàê ìíîæåñòâî, ñ H. Ãðóïïà G êîíôîðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèé îáîåãî ðî-
äà (ñì. Ñõîëèþ F) äåéñòâóåò íà H è ÿâëÿåòñÿ, ïî îïðåäåëåíèþ, ïîëíîé
ãðóïïîé ñèììåòðèé L. Ñîãëàñíî ôèëîñîôèè Êëåéíà (âûñêàçàííîé â åãî
Ýðëàíãåíñêîé ïðîãðàììå), ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà L � ýòî òå, êîòîðûå
èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ãðóïïû G.

Â ÷àñòíîñòè, ðàññòîÿíèå d(z1, z2) ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè z1, z2 ∈
H äîëæíî áûòü G-èíâàðèàíòíûì. Îêàçûâàåòñÿ, ýòî ñâîéñòâî, âìåñòå ñ
ïðåäïîëîæåíèåì, ÷òî L � ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå1, îïðåäåëÿåò ðàññòîÿ-
íèå îäíîçíà÷íî, ñ òî÷íîñòüþ äî âûáîðà åäèíèöû äëèíû.

×òîáû ïîëó÷èòü ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ ðàññòîÿíèÿ, ìû ìîæåì ïîñòó-
ïèòü òàê. Ëþáîé ïàðå ðàçëè÷íûõ òî÷åê p = (z1, z2) èç H ìû ñîïîñòàâèì
÷åòâ¼ðêó q(p) = (z1, z2, z̄1, z̄2) òî÷åê íà C. Ñîîòâåòñòâèå p 7→ q(p) èíâà-
ðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ãðóïïû G = PSL(2, R), ïîñêîëüêó îíà äåéñòâóåò
äðîáíî-ëèíåéíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòà-
ìè.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáîé ÷åòâ¼ðêè q =
(z1, z2, z3, z4) òî÷åê èç C òàê íàçûâàåìîå äâîéíîå îòíîøåíèå

λ(q) :=
z4 − z3
z4 − z2

:
z1 − z3
z1 − z2

1Ýòî, â ÷àñòíîñòè, çíà÷èò, ÷òî â ëþáîé ëîêàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò âûïîëíÿ-
åòñÿ ðàâåíñòâî d2(x, 0) =

Pn
i,j=1 gi,jxixj + o( |x|2).

131
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íå ìåíÿåòñÿ ïðè äåéñòâèè äàæå á�îëüøåé ãðóïïû PSL(2, C) âñåõ äðîáíî-
ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Ýòî ñëåäóåò èç ãåîìåòðè÷åñêîãî ñìûñëà äâîéíîãî îòíîøåíèÿ: λ(q) �
ýòî òà òî÷êà, êóäà z4 ïåðåõîäèò ïîä äåéñòâèåì äðîáíî-ëèíåéíîãî ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ, ïåðåâîäÿùåãî z1 â 1, z2 â ∞ è z3 â 0.

Ââåä¼ì âåëè÷èíó

(J.1) ∆(p) := λ
(
q(p)

)
=
z̄2 − z̄1
z̄2 − z2

:
z1 − z̄1
z1 − z2

=
|z1 − z2|2

4 Im z1 Im z2
.

Ýòà ôóíêöèÿ îò ïàðû òî÷åê p â H ïîëîæèòåëüíà, ñèììåòðè÷íà è
èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ãðóïïû G. Âûÿñíèì, êàê îíà ñâÿçàíà ñ èñêî-
ìûì ðàññòîÿíèåì íà H. Äëÿ ýòîãî îãðàíè÷èì íàøå ðàññìîòðåíèå ìíè-
ìîé ïîëóîñüþ T = {ieτ , τ ∈ R}. Ìíîæåñòâî T èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî
îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ãðóïïû ïîäîáèé: z 7→ etz (èëè τ 7→ τ + t) è íà í¼ì
èìååòñÿ åäèíñòâåííîå, ñ òî÷íîñòüþ äî ìàñøòàáà, ðàññòîÿíèå, èíâàðèàíò-
íîå îòíîñèòåëüíî ãðóïïû ïîäîáèé è òàêîå, ÷òî T ÿâëÿåòñÿ ðèìàíîâûì
ìíîãîîáðàçèåì îòíîñèòåëüíî ýòîé ìåòðèêè. À èìåííî,

d(ieτ1 , ieτ2) = |τ1 − τ2|.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìû èìååì

∆(ieτ1 , ieτ2) =
(eτ1 − eτ2)2

4eτ1+τ2
=

1
4
(
eτ1−τ2 − 2 + eτ2−τ1

)
= sinh2

(
τ1 − τ2

2

)
.

Ìû ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ

(J.2) ∆(z1, z2) = sinh2

(
d(z1, z2)

2

)
,

êîòîðîå ñïðàâåäëèâî íà T×T , ïðè÷¼ì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâàG-èíâàðèàíòíû.

Exercise 61. Ïîêàæèòå, ÷òî G · (T × T ) = H × H. Áîëåå òî÷íî,
ëþáàÿ ïàðà òî÷åê (z1, z2) íà H ïîëó÷àåòñÿ äâèæåíèåì g ∈ G èç ïàðû
òî÷åê (i, ieτ ) íà T ïðè ïîäõîäÿùåì τ ∈ R.

Èç óïðàæíåíèÿ 61 ñëåäóåò, ÷òî (J.2) âåðíî ïîâñþäó. Ïðîñòîå âû÷èñ-
ëåíèå ïðèâîäèò ê îêîí÷àòåëüíîé ôîðìóëå

(J.3) d(z1, z2) = 2 log(
√

∆(z1, z2) +
√

∆(z1, z2) + 1).

Èçâåñòíî, ÷òî ïëîùàäü îáëàñòè Ω ⊂ L è äëèíà êðèâîé C ⊂ L äàþòñÿ
èíòåãðàëàìè

(J.4) ïëîùàäü (Ω) =
∫

Ω

dx ∧ dy
y2

, äëèíà (C) =
∫
C

√
(dx)2 + (dy)2

y
.

Ïåðâîå ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé, ñ òî÷-
íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ, äèôôåðåíöèàëüíîé 2-ôîðìîé íà L, èíâàðèàíòíîé
îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ G. Ýòà ôîðìà íå èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî G:
êîíôîðìíîå ïðåîáðàçîâàíèå âòîðîãî ðîäà ìåíÿåò çíàê ôîðìû.
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Âòîðîå ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå � ýòî êâàäðàòíûé êîðåíü èç
åäèíñòâåííîé, ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ, äèôôåðåíöèàëüíîé êâàäðà-
òè÷íîé ôîðìû (òî-åñòü, ìåòðèêè) íà L, èíâàðèàíòíîé îòíîñèòåëüíî äåé-
ñòâèÿ G.

Exercise 62. Ïîêàæèòå, ÷òî ãåîäåçè÷åñêèå, ò.å. êðèâûå íàèìåíüøåé
äëèíû � ýòî ïîëóîêðóæíîñòè, îðòîãîíàëüíûå ê âåùåñòâåííîé îñè (âêëþ-
÷àÿ ïðåäåëüíûå ñëó÷àè âåðòèêàëüíûõ ëó÷åé).

Hint. Èñïîëüçóéòå òîò ôàêò, ÷òî äëÿ ëþáàÿ ïàðà òî÷åê p, q íà L
îïðåäåëÿåò åäèíñòâåííóþ ãåîäåçè÷åñêóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç ýòè òî÷êè.
Ïîýòîìó ëþáîå ïðåîáðàçîâàíèå g ∈ G, ñîõðàíÿþùåå (íåóïîðÿäî÷åííóþ)
ïàðó p, q, ïåðåâîäèò â ñåáÿ è ãåîäåçè÷åñêóþ è ñåðåäèíó å¼ îòðåçêà [p, q].
Ïðèìåíèòå ýòî ñîîáðàæåíèå ê ïàðå p = i, q = ir è ïðåîáðàçîâàíèþ s :
z 7→ −rz−1.

Ñóùåñòâóåò çàìå÷àòåëüíîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó ïëîùàäüþ òðåóãîëü-
íèêà, îãðàíè÷åííîãî äóãàìè ãåîäåçè÷åñêèõ, è åãî óãëàìè:

(J.5) Ïëîùàäü (ABC) = π −A−B − C.

Exercise 63. Ïðîâåðüòå ôîðìóëó (J.5) äëÿ òðåóãîëüíèêà ñ òðåìÿ
íóëåâûìè óãëàìè, êîòîðûé çàäà¼òñÿ íåðàâåíñòâàìè −a ≤ x ≤ a, x2+
y2 ≥ a2.

Exercise 64. Ïîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî Br(a) = {z ∈ L
∣∣ d(z, a) ≤

r} (êðóã íà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî) � ýòî îáû÷íûé êðóã ñ öåíòðîì a′ è
ðàäèóñîì r′. Âûðàçèòå a′ è r′ ÷åðåç a è r.

Answer. a′ = Re a+ i cosh r · Im a, r′ = sinh r · Im a .

Exercise 65. Ðàññìîòðèì åâêëèäîâ êðóãD : (x−a)2+(y−b)2 ≤ r2 íà
H. Âû÷èñëèòå åãî äèàìåòð d è åãî ïëîùàäü A â ñìûñëå ãèïåðáîëè÷åñêîé
ãåîìåòðèè.2

Answer. d = log b+r
b−r ; A = 2π

(
b√

b2−r2 − 1
)

= 4π sinh2
(
d
4

)
.

J.2. Âòîðàÿ ìîäåëü Ïóàíêàðå. Èíîãäà óäîáíåå ðàññìàòðèâàòü
äðóãîé âàðèàíò ìîäåëè Ïóàíêàðå. Èìåííî, ïðåîáðàçîâàíèå Ì¼áèóñà h :
w 7→ w−i

w+i ïåðâîäèò âåùåñòâåííóþ îñü â åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü è âåðõ-

íþþ ïîëóïëîñêîñòü H âî âíóòðåííþþ ÷àñòü D0 åäèíè÷íîãî êðóãà D :
x2 +y2 ≤ 1. Âñ¼, ÷òî ìû ãîâîðèëè âûøå îá H ìîæåò áûòü ïîâòîðåíî äëÿ
D0 mutatis mutandis.

Â ÷àñòíîñòè, ãðóïïà G, äåéñòâóþùàÿ íà âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè, çà-

ìåíÿåòñÿ ãðóïïîé G
′ = h · G · h−1, äåéñòâóþùåé íà D0. Ñâÿçíàÿ êîì-

ïîíåíòà åäèíèöû â G
′
� ýòî ãðóïïà h · PSL(2, R) · h−1 = PSU(1, 1; C).

Êàæäîé ïàðå òî÷åê p′ = (w1, w2) ∈ D0 × D0 ìû ñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå

2Íàïîìíèì, ÷òî äèàìåòðîì ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà D íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëü-
íîå ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè ýòîãî ìíîæåñòâà.
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(G′-èíâàðèàíòíûì îáðàçîì) ÷åòâ¼ðêó q′(p′) = (w1, w2, w̄
−1
1 , w̄−1

2 ). Çàòåì
ìû îïðåäåëÿåì ôóíêöèþ

(J.6) ∆′(p) := λ
(
q′(p′)

)
=

|w1 − w2|2

(1− |w1|2)(1− |w2|2)
.

Ïîäãðóïïà ðàñòÿæåíèé H, ñîñòîÿùàÿ èç ïðåîáðàçîâàíèé ñ ìàòðè-

öàìè gτ =
(
eτ/2 0
0 e−τ/2

)
ïåðåõîäèò â ïîäãðóïïó ìàòðèö âèäà g′τ =

h · gτ · h−1 =
(

cosh τ/2 sinh τ/2
sinh τ/2 cosh τ/2

)
. Ýòà ïîäãðóïïà ñîõðàíÿåò èíòåð-

âàë h · T = T ′ = (−1, 1) ⊂ D0. Åñëè ââåñòè íà èíòåðâàëå T ′ ëîêàëüíûé
ïàðàìåòð t òàê, ÷òî x = tanh t

2 , òî ïðåîáðàçîâàíèå g′τ ïðèìåò ïðîñòóþ
ôîðìó t 7→ t + τ . Ïîýòîìó èíâàðèàíòíîå ðàññòîÿíèå íà T ′ � ýòî ïðîñòî
d′(t1, t2) = |t1 − t2|.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

∆′( tanh
t1
2
, tanh

t2
2
)

=
(tanh t1

2 − tanh t2
2 )2

(1− tanh2 t1
2 )(1− tanh2 t2

2 )
= sinh2

(
t1 − t2

2

)
.

Òîãäà (J.2) è (J.3) ïðèíèìàåò ôîðìó

(J.7) ∆′(w1, w2) = sinh2

(
d′(w1, w2)

2

)

(J.8) d(w1, w2) = 2 log(
√

∆′(w1, w2) +
√

∆′(w1, w2) + 1).

Ôîðìóëû (J.4) çàìåíÿþòñÿ íà
(J.9)

Ïëîùàäü (Ω) =
∫

Ω

4 dx ∧ dy
(1− x2 − y2)2

, Äëèíà (C) =
∫
C

2
√

(dx)2 + (dy)2

1− x2 − y2
.

Ãåîäåçè÷åñêèìè ÿâëÿþòñÿ äóãè îêðóæíîñòåé, îðòîãîíàëüíûõ ê ∂D (âêëþ-
÷àÿ äèàìåòðû D). Ôîðìóëà (J.5) îñòà¼òñÿ â ñèëå.

Exercise 66. Ïîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî òî÷åê

{z ∈ L
∣∣ d(z, a) ≤ r}

(ãèïåðáîëè÷åñêèé êðóã) ÿâëÿåòñÿ îáû÷íûì êðóãîì ñ öåíòðîì a′ è ðàäè-
óñîì r′. Âûðàçèòå a′ è r′ ÷åðåç a è r.

Answer. : a′ = a√
a2+1 cosh r

, r′ = (a+a−1)
a tanh r+a−1 coth r

.

Exercise 67. Âû÷èñëèòå äèàìåòð d è ïëîùàäü A êðóãà Dr(a, b) :
(x− a)2 + (y − b)2 ≤ r2 â D0.

Answer. : d = log b+r
b−r ; A = 2π

(
b√

b2−r2 − 1
)

= 4π sinh2
(
d
4

)
.
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J.3. Ìîäåëü Êëÿéíà. .
Ðàñøèðåííàÿ ãðóïïà Ì¼áèóñà G èçîìîðôíà ãðóïïå PO(2, 1, R) ⊂

PGL(3, R) (ñì. ñõîëèþ F). Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò åù¼ îäíà ìîäåëü ïëîñ-
êîñòè Ëîáà÷åâñêîãî L. Îíà íàçûâàåòñÿ ìîäåëüþ Êëÿéíà è ìû îïèøåì
å¼ çäåñü.

Ãðóïïà O(2, 1, R) ïî îïðåäåëåíèþ äåéñòâóåò íà âåùåñòâåííîì âåê-
òîðíîì ïðîñòðàíñòâå R2,1 ñ êîîðäèíàòàìè X, Y, Z, ñîõðàíÿÿ êîíóñ X2 +
Y 2 = Z2. Ðàññìîòðèì âåùåñòâåííóþ ïðîåêòèâíóþ ïëîñêîñòü P := P 2(R)
ñ îäíîðîäíûìè êîîðäèíàòàìè (X : Y : Z) è ëîêàëüíûìè êîîðäèíà-
òàìè x = X

Z , y = Y
Z . Ñîîòâåòñòâóþùåå ïðîåêòèâíîå äåéñòâèå ãðóïïû

PO(2, 1, R) íà P ñîõðàíÿåò îêðóæíîñòü x2 + y2 = 1 è îòêðûòûé êðóã
D0 : x2 + y2 < 1. Ýòî è åñòü ìîäåëü Êëÿéíà.

ßâíàÿ ôîðìóëà ãðóïïîâîãî äåéñòâèÿ èìååò âèä
(J.10)

x 7→ a′x+ b′y + c′

ax+ by + c
, y 7→ a′′x+ b′′y + c′′

ax+ by + c
ãäå g =

a′ b′ c′

a′′ b′′ c′′

a b c


ïðèíàäëåæèò O(2, 1, R) ⊂ GL(3, R).

Ìû çíàåì, ÷òî g ∈ O(2, 1, R) åñëè è òîëüêî åñëè gtIg = I, ãäå I =
diag (1, 1,−1), èëè, ïîäðîáíåå,

(a′)2 + (a′′)2 = a2 + 1, (b′)2 + (b′′)2 = b2 + 1, (c′)2 + (c′′)2 = c2 − 1,

a′b′ + a′′b′′ = ab, b′c′ + b′′c′′ = bc, c′a′ + c′′a′′ = ca.

(J.11)

Exercise 68. a) Ïîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà O(2, 1, R) èìååò ÷åòûðå ñâÿç-
íûõ êîìïîíåíòû, ðàçëè÷àåìûå çíàêàìè det g è c.

b) Ïîêàæèòå, ÷òî PO(2, 1, R) èìååò äâå ñâÿçíûõ êîìïîíåíòû: PSO+(2, 1, R)
è PSO−(2, 1, R), ðàçëè÷àåìûå çíàêîì âåëè÷èíû a′b′′ − a′′b′.

Îòìåòèì, ÷òî ìîäåëü Êëÿéíà èñïîëüçóåò òî æå ìíîæåñòâî D0 è òó
æå àáñòðàêòíóþ ãðóïïó G ' PO(2, 1; R), ÷òî è âòîðàÿ ìîäåëü Ïóàíêàðå,
íî ãðóïïîâûå äåéñòâèÿ ðàçëè÷íû.

Îäíàêî, ýòè äåéñòâèÿ ñîïðÿæåíû â áîëüøåé ãðóïïå âñåõ äèôôåîìîð-
ôèçìîâ D0. Áîëåå òî÷íî, ñóùåñòâóåò ãëàäêîå îáðàòèìîå îòîáðàæåíèå
f : D0 → D0 è èçîìîðôèçì α : G → PO(2, 1, R) òàêèå, ÷òî ñëåäóþùàÿ
äèàãðàììà êîììóòàòèâíà:

G × D0 êîíôîðìíîå äåéñòâèå−−−−−−−−−−−−−−→ D0

α

y yf yf
PO(2, 1, R) × D0 ïðîåêòèâíîå äåéñòâèå−−−−−−−−−−−−−−→ D0

×òîáû îïèñàòü ãîìîìîðôèçì α, ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñâÿçíóþ êîìïî-
íåíòó åäèíèöûG ⊂ G, êîòîðóþ ìû îòîæäåñòâèì ñ ãðóïïîé PSU(1, 1; C).
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Îêàçûâàåòñÿ, îãðàíè÷åíèå ãîìîìîðôèçìà α íà ýòó ïîäãðóïïó èíäóöè-
ðóåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì α̃ : SU(1, 1; C) → SO+(2, 1; R), êîòîðûé èìååò
âèä
(J.12)

g =
(
a b

b a

)
→ α̃(g) =

Re(a2 + b2) −Im(a2 + b2) 2Re (ab)
Im(a2 + b2) Re(a2 − b2) −2 Im (ab)
2Re (ab) −2 Im (ab) |a|2 + |b|2

 .

Âòîðàÿ ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ äâóñòîðîííèì êëàñ-
ñîì ñìåæíîñòè ïî ïîäãðóïïå G, òî-åñòü îïðåäåëÿåòñÿ îäíèì ýëåìåíòîì
c ∈ G, â êà÷åñòâå êîòîðîãî ìîæíî âçÿòü îòîáðàæåíèå w 7→ w̄. Íî â ãðóï-
ïå PO(2, 1, R) åñòü ýëåìåíò c′, äåéñòâóþùèé ïî ïðàâèëó x 7→ x, y 7→ −y.
Îí çàäà¼òñÿ ìàòðèöåé diag(−1, 1, −1) ∈ SO−(2, 1; R). Èç ñîîòíîøåíèÿ
c · g · c = g ìû âûâîäèì, ÷òî α(c) ñîâïàäàåò ñ c′.

Äàëåå, ãîðèçîíòàëüíûé äèàìåòð D0 ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì íåïîäâèæ-
íûõ òî÷åê äëÿ èíâîëþöèè c′ = α(c), ñëåäîâàòåëüíî � ýòî ãåîäåçè÷åñêàÿ â
ìîäåëè Êëÿéíà. Ðàçóìååòñÿ, ýòî âåðíî è äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ äèàìåòðîâ
è, áîëåå îáùî, äëÿ âñåõ îáðàçîâ ýòîãî äèàìåòðà ïîä äåéñòâèåì ãðóïïû
PO(2, 1, R). Ïîñêîëüêó ãðóïïà äåéñòâóåò ïðîåêòèâíûìè ïðåîáðàçîâà-
íèÿìè, îíà ïåðåâîäèò ïðÿìûå â ïðÿìûå. Ìû ïðèõîäèì ê çàìå÷àòåëüíî-
ìó ñâîéñòâó ìîäåëè Êëÿéíà: âñå ãåîäåçè÷åñêèå ÿâëÿþòñÿ èíòåðâàëàìè
îáû÷íûõ ïðÿìûõ.

Òåïåðü îáðàòèìñÿ ê îòîáðàæåíèþ f . ×òîáû åãî íàéòè, ìû âîñïîëü-
çóåìñÿ ñëåäóþùèìè ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè ôîðìóëû (J.12):

α̃ :
(
eiθ 0
0 e−iθ

)
→

cos 2θ − sin 2θ 0
sin 2θ cos 2θ 0

0 0 1


è

α̃ :
(

cosh t sinh t
sinh t cosh t

)
→

cosh 2t 0 sinh 2t
0 1 0

sinh 2t 0 cosh 2t

 .

Ìû âèäèì, ÷òî ïîâîðîòó íà óãîë 2θ â ìîäåëè Ïóàíêàðå ñîîòâåòñòâóåò
òàêîé æå ïîâîðîò â ìîäåëè Êëÿéíà.

Íàïðîòèâ, ãðóïïà ñäâèãîâ âäîëü äèàìåòðà

x 7→ x cosh t+ sinh t
x sinh t+ cosh t

, èëè, åñëè x = tanh τ, τ → τ + t

ïåðåõîäèò â òó æå ãðóïïó, íî ñ óäâîåííûì ïàðàìåòðîì:

x 7→ x cosh 2t+ sinh 2t
x sinh 2t+ cosh 2t

, èëè τ → τ + 2t.

Ìû ïðèõîäèì ê çàêëþ÷åíèþ, ÷òî èñêîìûé äèôôåîìîðôèçì f â ïî-
ëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ (r, α) äëÿ ìîäåëè Ïóàíêàðå è (ρ, θ) äëÿ ìîäåëè
Êëÿéíà èìååò âèä

(J.13) f(r, α) = (ρ, θ) ãäå θ = α, ρ = tanh
(
2 tanh−1(r)

)
.
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(0, 0)

r

ρ ρ = f(r)

Ðèñ. J.1. Äèôôåîìîðôèçì f

Exercise 69. 39. Ïîêàæèòå, ÷òî ñîîòíîøåíèå (J.13) ìåæäó r è ρ
ìîæåò áûòü çàïèñàíî òàêæå â ôîðìå ðàâåíñòâ:

(J.14) a)
1 + ρ

1− ρ
=
(

1 + r

1− r

)2

; b) ρ =
2

r + r−1
.

Ãåîìåòðè÷åñêè, äèôôåîìîðôèçì f îçíà÷àåò "âûïðÿìëåíèå"âñåõ äóã
îêðóæíîñòåé, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ãðàíèöå, òî åñòü çàìåíó èõ ñîîòâåò-
ñòâóþùèìè õîðäàìè. (ñì. Ðèñ. J.1).

Ìîäåëü Êëÿéíà íàðÿäó ñ îïèñàííûì ïðåèìóùåñòâîì (ãåîäåçè÷åñêèå
� îòðåçêè ïðÿìûõ) èìååò è íåäîñòàòêè. Âî-ïåðâûõ, îíà íå êîíôîðìíà:
óãëû íà ìîäåëè íå ðàâíû óãëàì â ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî. Âî-âòîðûõ,
ôîðìóëû äëÿ ðàññòîÿíèÿ, ïëîùàäè îáëàñòè è äëèíû êðèâîé âûãëÿäÿò
ñëîæíåå, ÷åì â ìîäåëè Ïóàíêàðå. Ïîñëåäíèå â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ
èìåþò âèä:
(J.15)

ïëîùàäü (Ω) =
∫

Ω

ρ2dρ ∧ dθ
(1− ρ2)

√
1 + ρ2

, äëèíà (C) =
1
2

∫
C

√
(dρ)2 + ρ2(1− ρ2)(dθ)2

1− ρ2
.

Exercise 70. Ïîêàæèòå, ÷òî ïåðåõîä îò ìîäåëè Êëÿéíà êî âòîðîé
ìîäåëè Ïóàíêàðå ìîæåò áûòü ïîëó÷åí ñëåäóþùåé ãåîìåòðè÷åñêîé êîí-
ñòðóêöèåé.

Ïóñòü S2
− îçíà÷àåò íèæíþþ (þæíóþ) ïîëóñôåðó åäèíè÷íîé ñôåðû,

íå âêëþ÷àÿ ýêâàòîðà. Ñòåðåîãðàôè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ s ïåðåâîäèò S2
− â îò-

êðûòûé åäèíè÷íûé êðóã D0, îãðàíè÷åííûé ýêâàòîðîì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
p âåðòèêàëüíóþ ïðîåêöèþ S2

− íà D0. Òîãäà îòîáðàæåíèå s ◦ p−1 : D0 →
D0 çàäà¼ò èçîìîðôèçì ìåæäó ìîäåëÿìè Êëÿéíà è Ïóàíêàðå.3

♦ <� íóæíî ëè?

3Ñêàçî÷íîå îïèñàíèå ýòîãî èçîìîðôèçìà ñîäåðæèòñÿ â êíèãå Ñ.Áîáðîâà "Âîë-
øåáíûé äâóðîã Èçä-âî ÌÌÖÍÎ, 2006. Çàîäíî, ÷èòàòåëü óçíàåò òàì, ÷òî òàêîå
"ñõîëèÿ".
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7.1. Äåéñòâèå ãðóïïû G è êîâðû Àïîëëîíèÿ

Çäåñü ìû ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå äåéñòâèå ðàñøèðåííîé ãðóïïû Ì¼-
áèóñà â ñâÿçè ñ êîâðàìè Àïîëëîíèÿ.

Ïîä äåéñòâèåì êîíôîðìíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (ïåðâîãî èëè âòîðîãî
ðîäà) äàííûé êîâ¼ð Àïîëëîíèÿ A ïåðåõîäèò â äðóãîé òàêîé êîâ¼ð A′.
Áîëåå òîãî, ìû çíàåì, ÷òî ëþáîé êîâ¼ð Àïîëëîíèÿ ïîëó÷àåòñÿ òàêèì
îáðàçîì èç îäíîãî ôèêñèðîâàííîãî êîâðà. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî
A âñåõ êîâðîâ Àïîëëîíèÿ ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì ïðîñòðàíñòâîì îòíîñè-
òåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû G. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Aut (A) ïîäãðóïïó â G,
ñîñòîÿùóþ èç ïðåîáðàçîâàíèé, ïåðåâîäÿùèõ A â ñåáÿ. ×åðåç Aut (A) ìû
îáîçíà÷èì ïåðåñå÷åíèå Aut (A)

⋂
G. Òîãäà ìíîæåñòâî A ìîæíî ïðåäñòà-

âèòü êàê
A = G/Aut (A) = G/Aut (A).

Theorem 7.1. Ïîäãðóïïû AutA ⊂ G è Aut (A) ⊂ G äèñêðåòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. ÏóñòüD1, D2, D3 � òðè ïîïàðíî êàñàþùèõñÿ êðó-
ãà èç A. Âûáåðåì òðè âíóòðåííèå òî÷êè w1 ∈ D1, w2 ∈ D2, w3 ∈ D3. Çà-
òåì âûáåðåì îêðåñòíîñòü åäèíèöû U ⊂ G, äîñòàòî÷íî ìàëóþ äëÿ òîãî,
÷òîáû äëÿ âñåõ g ∈ U âûïîëíÿëîñü óñëîâèå g · wi ∈ Di, i = 1, 2, 3 .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè g ∈ AutA, òî êðóãè g ·D1, g ·D2, g ·D3 òîæå
ïðèíàäëåæàò êîâðó A. Íî êðóãè Di è g · Di èìååò îáùóþ âíóòðåííþþ
òî÷êó g ·wi è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîâïàäàþò. Ìû âèäèì, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò
g ∈ U

⋂
Aut(A) ñîõðàíÿåò êàæäûé èç êðóãîâ D1, D2, D3. Ïîýòîìó îí

èìååò òðè íåïîäâèæíûå òî÷êè � òî÷êè êàñàíèÿ êðóãîâ è, çíà÷èò, ðàâåí
åäèíèöå. Ýòî è çíà÷èò äèñêðåòíîñòü Aut (A) â G.

Äèñêðåòíîñòü Aut (A) ñëåäóåò èç òîãî æå äîêàçàòåëüñòâà, åëè ìû
âûáåðåì îêðåñòíîñòü U ⊂ G òàê, ÷òîáû îíà íå ñîäåðæàëà êîíôîðìíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé âòîðîãî ðîäà.

�

Ìû õîòèì òåïåðü èññëåäîâàòü ñòðîåíèå ïîäãðóïï Aut(A) è Aut(A),
êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñòàáèëèçàòîðàìè òî÷êè A ∈ A â ãðóïïàõ G è G. Îñ-
íîâíîå òåõíè÷åñêîå ñðåäñòâî äëÿ ýòîãî � ðàññìîòðåíèå ìíîæåñòâ òðîåê è
÷åòâ¼ðîê ïîïàðíî êàñàþùèõñÿ êðóãîâ íà C, êàê îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ
îòíîñèòåëüíî ãðóïïû G. Ïðè ýòîì ïîëåçíî ðàññìàòðèâàòü êàê óïîðÿäî-
÷åííûå, òàê è íåóïîðÿäî÷åííûå òðîéêè è ÷åòâ¼ðêè. Ââåä¼ì ñîîòâåòñòâó-
þùèå îáîçíà÷åíèÿ:

T̃ � ìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííûõ òðîåê ïîïàðíî êàñàþùèõñÿ êðóãîâ íà
C;

T � ìíîæåñòâî íåóïîðÿäî÷åííûõ òðîåê ïîïàðíî êàñàþùèõñÿ êðóãîâ
íà C;

Q̃ � ìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííûõ ÷åòâ¼ðîê ïîïàðíî êàñàþùèõñÿ êðóãîâ
íà C;

Q � ìíîæåñòâî íåóïîðÿäî÷åííûõ ÷åòâ¼ðîê ïîïàðíî êàñàþùèõñÿ êðó-
ãîâ íà C;



7.1. ÄÅÉñòÂÈÅ Ãðóïïû G È ÊîÂðû ÀïîËËîíÈÿ 139

Âûáåðåì íà÷àëüíóþ òî÷êó â A, íàïðèìåð, êîâ¼ð-ëåíòó, ïîêàçàííûé
íà Ðèñ. F.2S è îáîçíà÷èì åãî A0. Êðîìå òîãî, çàêðåïèì îáîçíà÷åíèÿ
D1, D2,
D3, D4 äëÿ ñëåäóþùèõ (îáîáù¼ííûõ) êðóãîâ èç A0:

• D1 � ïîëóïëîñêîñòü Imw ≥ 1,
• D2 � ïîëóïëîñêîñòü Imw ≤ −1,
• D3 � êðóã |w − 1| ≤ 1,
• D4 � êðóã |w + 1| ≤ 1.
Íàçîâ¼ì ýòó óïîðÿäî÷åííóþ ÷åòâ¼ðêó êðóãîâ áàçèñíîé ÷åòâ¼ðêîé

â A0 è îáîçíà÷èì å¼ q̃0. Òó æå ÷åòâ¼ðêó, ðàññìàòðèâàåìóþ êàê íåóïîðÿ-
äî÷åííóþ, ìû îáîçíà÷èì q0.

Theorem 7.2. Ãðóïïà G äåéñòâóåò ïðîñòî òðàíçèòèâíî íà ìíî-

æåñòâå Q̃ óïîðÿäî÷åííûõ ÷åòâ¼ðîê.
Íà ìíîæåñòâå Q íåóïîðÿäî÷åííûõ ÷åòâ¼ðîê ñòàáèëèçàòîðîì òî÷-

êè q0 ÿâëÿåòñÿ ãðóïïà, èçîìîðôíàÿ S4 è äåéñòâóþùàÿ íà ÷åòâ¼ðêå q0
ïåðåñòàíîâêàìè êðóãîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü � q̃′ = (D′
1, D

′
2, D

′
3, D

′
4) ëþáàÿ óïîðÿäî-

÷åííàÿ ÷åòâ¼ðêà. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò g ∈ G, ïåðåâîäÿùèé
óïîðÿäî÷åííóþ òðîéêó t0 = (D1, D2, D3) â òðîéêó t′ = (D′

1, D
′
2, D

′
3),

ïîñêîëüêó óïîðÿäî÷åííàÿ òðîéêà êðóãîâ âïîëíå îïðåäåëÿåòñÿ óïîðÿäî-
÷åííîé òðîéêîé òî÷åê êàñàíèÿ.

Êðóã g(D4) � ýòî îäèí èç äâóõ êðóãîâ, êàñàòåëüíûõ ê êðóãàì èç òðîé-
êè t′. Âòîðîé êðóã, îáëàäàþùèé òåì æå ñâîéñòâîì, ïîëó÷àåòñÿ èç g(D4)
îòðàæåíèåì σ â çåðêàëå, îðòîãîíàëüíîì êî âñåì êðóãàì èç òðîéêè t′.
(Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ òðîéêè t0 î÷åâèäíî. Ïîýòîìó îíî âåðíî
äëÿ âñåõ òðîåê.) Òàêèì îáðàçîì, ðîâíî îäèí èç ýëåìåíòîâ g, σ◦g ïåðåâî-
äèò q̃0 â q̃

′. Ìû äîêàçàëè òðàíçèòèâíîñòü äåéñòâèÿ G íà Q̃. Ïîêàæåì, ÷òî
ñòàáèëèçàòîð òî÷êè q̃0 ñâîäèòñÿ ê åäèíèöå. Äåéñòâèòåëüíî, ëþáîé ýëå-
ìåíò ýòîãî ñòàáèëèçàòîðà èìååò ïî êðàéíåé ìåðå 6 íåïîäâèæíûõ òî÷åê
� 0, ∞, ±1 ± i (òî÷êè êàñàíèÿ ÷åòûð¼õ êðóãîâ). Íî ëþáîé íååäèíè÷-
íûé ýëåìåíò G èìååò íå áîëüøå òð¼õ íåïîäâèæíûõ òî÷åê. ×òî êàñàåòñÿ
ïðåîáðàçîâàíèé âòîðîãî ðîäà, çàìåòèì, ÷òî åñëè òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå
èìååò òðè íåïîäâèæíûå òî÷êè, òî îíî ñîõðàíÿåò çåðêàëî (îáîáù¼ííóþ
îêðóæíîñòü) ïðîõîäÿùåå ÷åðåç ýòè òî÷êè è ÿâëÿåòñÿ îòðàæåíèåì â ýòîì
çåðêàëå. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî íàøè 6 òî÷åê íå ëåæàò íà îäíîé
îêðóæíîñòè.

Îñòà¼òñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî ñòàáèëèçàòîð q0 â G äåéñòâóåò íà ýòîé ÷åò-
â¼ðêå âñåìè âîçìîæíûìè ïåðåñòàíîâêàìè. Íî ìû óæå çíàåì, ÷òî äëÿ
ëþáîé ïåðåñòàíîâêè s ∈ S4 ñóùåñòâóåò g ∈ G, ïåðåâîäÿùèé ÷åòâ¼ðêó q̃0
â (Ds(1), Ds(2), Ds(3), Ds(4)). Òåîðåìà äîêàçàíà.

�

Ñóùåñòâóåò ÷åòûðå ÷åòâ¼ðêè qi, 1 ≤ i ≤ 4, èìåþùèå ñ áàçèñíîé
÷åòâ¼ðêîé q0 îáùóþ òðîéêó ti = q0\{Di}. Îáîçíà÷èì ÷åðåç D′

i òîò êðóã
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Ðèñ. 7.2. Áàçèñíûå îòðàæåíèÿ

â qi, êîòîðûé íå âõîäèò â q0 è ÷åðåç σi � îòðàæåíèå, ïåðåâîäÿùåå Di â
D′
i è ñîõðàíÿþùåå îñòàëüíûå êðóãè â q0. Ñì. Ðèñ. 7.1

Theorem 7.3. Ãðóïïà Γ, ïîðîæä¼ííàÿ áàçèñíûìè îòðàæåíèÿìè
σi, 1 ≤ i ≤ 4, èçîìîðôíà ãðóïïå Γ4, ââåäåííîé â ñõîëèè H.

Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà. Áëàãîäàðÿ óíèâåðñàëüíîìó ñâîéñòâó Γ4,
ìû èìååì ãîìîìîðôèçì α : Γ4 → Γ, îïðåäåë¼ííûé íà îáðàçóþùèõ ïðà-
âèëîì: α(si) = σi, 1 ≤ i ≤ 4. ßñíî, ÷òî ýòî � ýïèìîðôèçì. Ïîñìîòðèì,
êàêèì ìîæåò áûòü ÿäðî α.

Â ñõîëèè H ìû ââåëè íóìåðàöèþ ýëåìåíòîâ ãðóïïû Γ4 ñëîâàìè â
àëôàâèòå {1, 2, 3, 4}, íå ñîäåðæàùèìè ïîâòîðÿþùèõñÿ áóêâ. Íàçîâ¼ì
òàêèå ñëîâà ïðèâåäåííûìè.

Íàïîìíèì òàêæå, ÷òî l(w) îçíà÷àåò äëèíó ñëîâà, à W (k) îçíà÷àåò

ìíîæåñòâî âñåõ ïðèâåäåííûõ ñëîâ äëèíû k. Òàêèì îáðàçîì, W (0) ñîäåð-
æèò òîëüêî ïóñòîå ñëîâî ∅, ñîîòâåòñòâóþùåå åäèíèöå ãðóïïû; ìíîæå-
ñòâî W (1) ñîäåðæèò ÷åòûðå ñëîâà {i}, i = 1, 2, 3, 4, ñîîòâåòñòâóþùèõ
îáðàçóþùèì si ãðóïïû; ìíîæåñòâî W

(2) ñîäåðæèò 6 ñëîâ {ij}, i 6= j,
ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîèçâåäåíèÿì sisj , è ò.ä.

Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà γ ∈ Γ4 âèäà si1si2 · · · sik , k ≥ 1, ìû îáîçíà÷èì
÷åðåç D(γ) êðóã, â êîòîðûé ïåðåõîäèò Di1 ïîä äåéñòâèåì γ−1, òî åñòü

(7.1.1) D(γ) := σikσik · σi1Di1 = σikσik · σik−1
D′
i1 .

ßñíî, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

(7.1.2) D(γ1γ2) = γ−1
2 ·D(γ1)

äëÿ âñåõ γ1 6= γ2 6= e. Åñëè íååäèíè÷íûé ýëåìåíò γ ïðèíàäëåæèò ÿäðó
α, òî, ñîãëàñíî (7.1.1), D(γ) = α(γ)Di1 = Di1 .

Îäíàêî ìû ïîêàæåì íèæå, ÷òî âñå êðóãè D(γ), γ 6= e, ðàçëè÷íû è
ëåæàò âíå íà÷àëüíîé ÷åòâ¼ðêè q0. ß ðåêîìåíäóþ ÷èòàòåëþ ïîïûòàòüñÿ
íàéòè ñîáñòâåííîå äîêàçàòåëüñòâî, ïîñêîëüêó ïðèâîäèìîå íèæå äîâîëü-
íî äëèííî.

Ðàçîáü¼ì ãðóïïó Γ4 íà 5 ÷àñòåé: åäèíèöó è ÷åòûðå ïîäìíîæåñòâà

Γ(i)
4 , i = 1, 2, 3, 4, â çàâèñèìîñòè îò ïåðâîé áóêâû ñëîâà, ñîîòâåòñòâóþ-

ùåãî äàííîìó ýëåìåíòó. Äëÿ óäîáñòâà èçëîæåíèÿ áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå
íååäèíè÷íûå ýëåìåíòû ãðóïïû Γ4 ïîêðàøåíû â ÷åòûðå ðàçíûå öâåòà.

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî ìîæíî ðàñêðàñèòü âñå êðóãè â A0 ÷åòûðüìÿ
öâåòàìè òàê, ÷òî â ëþáîé ÷åòâ¼ðêå ïîïàðíî êàñàþùèõñÿ êðóãîâ âñòðå-
÷àþòñÿ âñå ÷åòûðå öâåòà. Äåéñòâèòåëüíî, ñíà÷àëà ðàñêðàñèì ÷åòûðüìÿ
öâåòàìè êðóãè, âõîäÿùèå â íà÷àëüíóþ ÷åòâ¼ðêó q0. Äàëåå, ìíîæåñòâî
S2\q0 ñîñòîèò èç ÷åòûð¼õ òðåóãîëüíèêîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ îãðàíè-
÷åí òðåìÿ êðóãàìè ðàçíîãî öâåòà. Ìû ìîæåì ïðîäîëæèòü ðàñêðàñêó,
ïðèñâîèâ íîâîìó êðóãó, âïèñàííîìó â òðåóãîëüíèê, åäèíñòâåííûé öâåò,
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îòëè÷íûé îò öâåòîâ ñîñåäåé. Â íîâîé êàðòèíêå îïÿòü êàæäàÿ ÷åòâ¼ðêà
ñîäåðæèò âñå ÷åòûðå öâåòà è ìû ìîæåì îïÿòü ïðîäîëæàòü ðàñêðàñêó.

Äåéñòâèå ãðóïïû Γ4 ñîõðàíÿåò ðàñêðàñêó, ïîñêîëüêó ýòèì ñâîéñòâîì
îáëàäàþò îáðàçóþùèå ýëåìåíòû σi (ïðîâåðüòå!). Îòìåòèì òàêæå ïðîñòîå
ïðàâèëî: öâåò êðóãà D(γ) ñîâïàäàåò ñ ïåðâîé áóêâîé ñëîâà, ñîîòâåòñòâó-
þùåãî γ è, ñòàëî áûòü, ñ öâåòîì ñàìîãî ýëåìåíòà γ.

Òåïåðü ìû ïîñòðîèì íóìåðàöèþ êðóãîâ â A0. Èìåííî, ðàññìîòðèì
âñå êîíå÷íûå íåïóñòûå ñëîâà â àëôàâèòå {1, 2, 3, 4}, íå ñîäåðæàùèå ïî-
âòîðÿþùèõñÿ áóêâ. Êàæäîìó ñëîâó w = {i1i2 . . . ik} äëèíû k ≥ 1 ìû
ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíò γw = σi1σi2 . . . σik äëèíû k â Γ4 è êðóã
Dw := D(γw) â A0.

Íàøà öåëü - äîêàçàòü, ÷òî âñå ýòè êðóãè ðàçëè÷íû è ëåæàò âíå íà-
÷àëüíîé ÷åòâ¼ðêè q0. Äëÿ ýòîãî ìû ñðàâíèì ïîñòðîåííóþ çäåñü íóìå-
ðàöèþ ñ òîé, êîòîðàÿ áûëà ïîñòðîåíà â ðàçäåëå F. Îêàçûâàåòñÿ, ýòè
íóìåðàöèè ïðîñòî ñîâïàäàþò! ß íå õî÷ó ïðèâîäèòü ôîðìàëüíîå äîêàçà-
òåëüñòâî, à ïðîñòî ïðåäëàãàþ ÷èòàòåëþ ïðî÷èòàòü ïàðàëëåëüíî îïèñà-
íèå îáåèõ íóìåðàöèé è óáåäèòüñÿ, ÷òî îíè îäèíàêîâû. Îòñþäà, ðàçóìå-
åòñÿ, âûòåêàåò íóæíîå íàì óòâåðæäåíèå.

�

Ïðîäîëæèì èçó÷åíèå äåéñòâèÿ ãðóïïû G íà êðóãàõ.

Exercise 71. . a) Íàéòè âñå ïðåîáðàçîâàíèÿ g ∈ G, ñîõðàíÿþùèå
íåóïîðÿäî÷åííóþ òðîéêó D1, D2, D3 ïîïàðíî êàñàþùèõñÿ êðóãîâ.

b) Òîò æå âîïðîñ îòíîñèòåëüíî íåóïîðÿäî÷åííîé ÷åòâ¼ðêèD1, D2, D3, D4.
Hint: a) Ðàññìîòðèòå òî÷êè êàñàíèÿ: 1± i è ∞.
b) Ïîñìîòðèòå, êàêèå èç ïðåîáðàçîâàíèé a) ñîõðàíÿþò êðóã D4.

Èç óïðàæíåíèÿ 71 ìîæíî âûâåñòè ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Theorem 7.4. a) Ñòàáèëèçàòîð S ⊂ G ëþáîé íåóïîðÿäî÷åííîé òðîé-
êè ïîïàðíî êàñàþùèõñÿ êðóãîâ â A ñîäåðæèòñÿ â Aut(A) è èçîìîðôåí
ãðóïïå S3: âñå ïåðåñòàíîâêè êðóãîâ âîçìîæíû.

b) Ñòàáèëèçàòîð S ⊂ G ëþáîé íåóïîðÿäî÷åííîé òðîéêè ïîïàðíî
êàñàþùèõñÿ êðóãîâ â A ñîäåðæèòñÿ â Aut(A) è èçîìîðôåí ãðóïïå S3 ×
S2; öåíòðàëüíûé ýëåìåíò, ïîðîæäàþùèé S2, ÿâëÿåòñÿ îòðàæåíèåì â
çåðêàëå, îðòîãîíàëüíîì ê ∂D1, ∂D2, ∂D3.

c) Ñòàáèëèçàòîð â G ëþáîé íåóïîðÿäî÷åííîé ÷åòâ¼ðêè ïîïàðíî êà-
ñàþùèõñÿ êðóãîâ â A ñîäåðæèòñÿ â Aut(A) è èçîìîðôåí A4: âñå ÷¼òíûå
ïåðåñòàíîâêè êðóãîâ âîçìîæíû.

d) Ñòàáèëèçàòîð â G ëþáîé íåóïîðÿäî÷åííîé ÷åòâ¼ðêè ïîïàðíî êà-
ñàþùèõñÿ êðóãîâ â A ñîäåðæèòñÿ â Aut(A) è èçîìîðôåí S4: âñå ïåðå-
ñòàíîâêè êðóãîâ âîçìîæíû.

e) Ãðóïïà Aut(A) äåéñòâóåò ïðîñòî òðàíçèòèâíî íà ìíîæåñòâå
âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ ÷åòâ¼ðîê â A. Îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû Aut(A)
ìíîæåñòâî âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ ÷åòâ¼ðîê îáðàçóåò äâå îðáèòû.
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Ðèñ. 7.3. Ñòàáèëèçàòîð ïàðû êðóãîâ

Äëÿ óïîðÿäî÷åííîé òðîéêè t̃ ñòàáèëèçàòîð â G òðèâèàëåí, ïîýòîìó
ýëåìåíò g ∈ G âïîëíå îïðåäåëÿåòñÿ óïîðÿäî÷åííîé òðîéêîé g · t̃. Ïî
ýòîé æå ïðè÷èíå ýëåìåíò g ∈ G âïîëíå îïðåäåëÿåòñÿ óïîðÿäî÷åííîé
÷åòâ¼ðêîé g · q̃.

Òåïåðü ìû ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåõ ïàð êàñàþùèõñÿ êðóãîâ â A0.
Îíè îáðàçóþò îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî îòíîñèòåëüíî ãðóïïû Aut(A).
Ñòàáèëèçàòîð ïàðû {D1, D2} èçîìîðôåí ãðóïïå Γ2 ' Z2∗Z2 ' A�(1, Z).
Â ñàìîì äåëå, èñêîìûé ñòàáèëèçàòîð ñîñòîèò èç ïðåîáðàçîâàíèé w →
±w + k, k ∈ Z è ñâîáîäíî ïîðîæäàåòñÿ äâóìÿ îòðàæåíèÿìè s1(w) =
−w, s2(w) = 1− w.

Íàêîíåö, ðàññìîòðèì ñòàáèëèçàòîð â Aut(A) êðóãà D1 ∈ A0. Óäîáíî
çàìåíèòü êîâ¼ð A0 àôôèííî ýêâèâàëåíòíûì êîâðîì A1 = 1

2(A0 + 1− i)
òàê, ÷òî D1 ñòàíîâèòñÿ âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòüþ, à òî÷êè êàñàíèÿ D1 ñ
D3 è D4 áóäóò 0 è 1, � ñì. Ðèñ. 7.3

Ñòàáèëèçàòîð íîâîãî êðóãà D1 â G � ýòî ïîäãðóïïà PSL(2, R), à
åãî ñòàáèëèçàòîð â G ïîëó÷àåòñÿ äîáàâëåíèåì îòðàæåíèÿ s0(w) = −w̄.
Ïåðåñå÷åíèå ýòèõ ïîäãðóïï ñ Aut(A) è Aut(A) èìåþò âèä...

7.2. Äåéñòâèå ãðóïïû Γ íà êîâðå Àïîëëîíèÿ

Ïóñòü îïÿòü q0 îçíà÷àåò íà÷àëüíóþ ÷åòâ¼ðêó (ñì. òåêñò ïåðåä òåîðå-
ìîé 7.2), a σi, 1 ≤ i ≤ 4, îçíà÷àåò îòðàæåíèå, ñîõðàíÿþùåå òðè êðóãà
èç q0, èñêëþ÷àÿ Di. Ðåçóëüòàò ïðåäûäóùèõ ðàññóæäåíèé ìîæíî ðåçþ-
ìèðîâàòü â âèäå òåîðåìû.

Theorem 7.5. a) Ãðóïïà Γ, ïîðîæä¼ííàÿ, σ1, σ2, σ3, σ4, èçîìîðô-
íà Γ4. Äåéñòâèå ýòîé ãðóïïû íà ìíîæåñòâå âñåõ êðóãîâ èç A èìååò
÷åòûðå îðáèòû, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîäåðæèò ðîâíî îäèí èç êðóãîâ
D1, D2, D3, D4 íà÷àëüíîé ÷åòâ¼ðêè.

b) Ñòàáèëèçàòîð êðóãà D1 â Γ ïîðîæä¼í îòðàæåíèÿìè σ2, σ3, σ4

è èçîìîðôåí Γ3. Äåéñòâèå ýòîãî ñòàáèëèçàòîðà íà ìíîæåñòâå êðó-
ãîâ èç A, êàñàòåëüíûõ ê D1, èìååò òðè îðáèòû, êàæäàÿ èç êîòîðûõ
ñîäåðæèò ðîâíî îäèí èç êðóãîâ D2, D3, D4.

c) Ñòàáèëèçàòîð ïàðû D1, D2 â Γ ïîðîæä¼í îòðàæåíèÿìè σ3, σ4

è èçîìîðôåí Γ2. Äåéñòâèå ýòîãî ñòàáèëèçàòîðà íà ìíîæåñòâå êðóãîâ
èç A, êàñàòåëüíûõ ê D1, D2, èìååò äâå îðáèòû, êàæäàÿ èç êîòîðûõ
ñîäåðæèò ðîâíî îäèí èç êðóãîâ D3, D4.

d) Ñòàáèëèçàòîð òðîéêè D1, D2, D3 â Γ ïîðîæä¼í îòðàæåíèåì σ4

è èçîìîðôåí Γ1. Äåéñòâèå ýòîãî ñòàáèëèçàòîðà íà ìíîæåñòâå êðóãîâ
èç A, êàñàòåëüíûõ ê D1, D2, D3, èìååò îäíó îðáèòó, ñîñòîÿùóþ èç
êðóãîâ D4, D

′
4.
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Èëëþñòðàöèåé ê ïåðâîìó óòâåðæäåíèþ òåîðåìû ñëóæèò Ðèñ. 7.4, ãäå
÷åòûðå Γ-îðáèòû ðàñêðàøåíû ðàçíûìè öâåòàìè.

Ãðóïïà Γ ' Γ4 èìååò åù¼ îäíî äåéñòâèå íà ìíîæåñòâå âñåõ óïîðÿäî-
÷åííûõ ÷åòâ¼ðîê ïîïàðíî êàñàþùèõñÿ êðóãîâ èçA. À èìåííî, îïðåäåëèì
äåéñòâèå îáðàçóþùåé si, 1 ≤ i ≤ 4, íà ÷åòâ¼ðêå q = {D′

1, D
′
2, D

′
3, D

′
4}

êàê îòðàæåíèå q â çåðêàëå, îðòîãîíàëüíîì òð¼ì îêðóæíîñòÿì èç {∂D′
1,

∂D′
2, ∂D

′
3, ∂D

′
4}, çà èñêëþ÷åíèåì ∂D′

i. ßñíî, ÷òî ýòî ïðåîáðàçîâàíèå èí-
âîëþòèâíî: s(s(q)) = q. (Ïðîâåðüòå, ÷òî s1(q) = {D′′

1 , D
′
2, D

′
3, D

′
4}, ãäå

D′′
1 � âòîðîé êðóã (êðîìå D′

1), êàñàþùèéñÿ D
′
2, D

′
3, D

′
4.) Â ñèëó óíèâåð-

ñàëüíîãî ñâîéñòâà Γ4, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ãîìîìîðôèçì β : Γ4 →
Aut(A), ïðîäîëæàþùèé äåéñòâèå îáðàçóþùèõ.

Ýòî äåéñòâèå îáëàäàåò ñëåäóþùèì çàìå÷àòåëüíûì ñâîéñòâîì.

Lemma 7.1. Äîïóñòèì, ÷òî êðèâèçíû ãðàíè÷íûõ îêðóæíîñòåé äëÿ
÷åòâ¼ðêè êðóãîâ q ðàâíû c1, c2, c4, c4. Òîãäà äëÿ ÷åòâ¼ðêè s1(q) ñîîò-
âåòñòâóþùèå êðèâèçíû ðàâíû

(7.2.1) c′1, c2, c4, c4, ãäå c′1 = 2c2 + 2c3 + 2c4 − c1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî óðàâíåíèþ Äåêàðòà, ìû èìååì:

(c1 + c2 + c3 + c4)2 = 2(c21 + c22 + c23 + c24)

(c′1 + c2 + c3 + c4)2 = 2(c′1
2 + c22 + c23 + c24).

Âû÷èòàÿ èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà âòîðîå, ïîëó÷àåì:

(c′1 − c1)(c1 + c′1 + 2c2 + 2c3 + 2c4) = 2(c21 − c′1
2),

èëè
c1 + c′1 + 2c2 + 2c3 + 2c4) = 2(c1 + c′1),

÷òî è óòâåðæäàëîñü.
�

Òàêèì îáðàçîì, ãðóïïà Γ ' Γ4 äåéñòâóåò ëèíåéíî â ïðîñòðàíñòâå R4

ïî ïðàâèëó:

π(s1) =


−1 2 2 2
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

, π(s2) =


1 0 0 0
2 −1 2 2
0 0 1 0
0 0 0 1

 ,

π(s3) =


1 0 0 0
0 1 0 0
2 2 −1 2
0 0 0 1

 , π(s4) =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
2 2 2 −1

 .

(7.2.2)

Çàìå÷àòåëüíîå ñâîéñòâî, î êîòîðîì ãîâîðèëîñü âûøå, ñîñòîèò â òîì,
÷òî ýòî äåéñòâèå ñîãëàñîâàíî ñ äåéñòâèåì β(Γ) êîììóòàòèâíîé äèàãðàì-
ìîé:
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Ðèñ. 7.4. Îðáèòû ãðóïïû Γ
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Q̃
β(γ)−−−−→ Q̃

c

y yc
R4 −−−−→

π(γ)
R4,

ãäå c îçíà÷àåò îòîáðàæåíèå, ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå óïîðÿäî÷åííîé ÷åò-

â¼ðêå q ∈ Q̃ òî÷êó â R4 ñ êîîðäèíàòàìè (c1, c2, c3, c4), ðàâíûìè êðèâèç-
íàì îêðóæíîñòåé, îãðàíè÷èâàþùèõ êðóãè èç q.

Problem 13. a) Îïèñàòü îáðàç ãðóïïû Γ ïðè ëèíåéíîì ïðåäñòàâëå-
íèè π.

b) Ïîêàçàòü, ÷òî π � òî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå (òî åñòü åãî ÿäðî ñîñòîèò
òîëüêî èç åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà).

Åñòü åù¼ îäíà èíòåðåñíàÿ ãðóïïà, ïîðîæä¼ííàÿ îòðàæåíèÿìè è äåé-
ñòâóþùàÿ íà êîâðå Àïîëëîíèÿ. À èìåííî, ïóñòü hij � îòðàæåíèå â çåð-
êàëå, êîòîðîå ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó êàñàíèÿ tij êðóãîâ Di è Dj è îðòîãî-
íàëüíî äâóì äðóãèì êðóãàì íà÷àëüíîé ÷åòâ¼ðêè. ßñíî, ÷òî ýòî îòðàæå-
íèå ïåðåñòàâëÿåò Di è Dj è ñîõðàíÿåò äâà îñòàëüíûõ êðóãà. Îáîçíà÷èì
÷åðåç H ãðóïïó, ïîðîæä¼ííóþ øåñòüþ îòðàæåíèÿìè hij . Ìû îñòàâëÿåì
÷èòàòåëþ äîêàçàòü, ÷òî ýòà ãðóïïà ñîñòîèò èç 24 ýëåìåíòîâ è èçîìîðôíà
S4.

Theorem 7.6. Ïîëíàÿ ãðóïïà Aut(A) êîíôîðìíûõ àâòîìîðôèçìîâ
(îáîåãî ðîäà) êîâðà Àïîëëîíèÿ A0 ÿâëÿåòñÿ ïîëóïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì
H n Γ ïîäãðóïïû H è íîðìàëüíîãî äåëèòåëÿ Γ.

Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà. Ïî îïðåäåëåíèþ, ãðóïïà H ïåðåñòàâëÿ-
åò êðóãè èç íà÷àëüíîé ÷åòâ¼ðêè. Ïîýòîìó ñîïðÿæåíèå ýëåìåíòàìè h ∈
H ïåðåñòàâëÿåò îáðàçóþùèå ãðóïïû Γ. Ñëåäîâàòåëüíî, H íîðìàëèçóåò
ïîäãðóïïó Γ. Äàëåå, ñîãëàñíî òåîðåìå 7.2, ãðóïïà Γ ìîæåò ïåðåâåñòè ëþ-
áóþ íåóïîðÿäî÷åííóþ ÷åòâ¼ðêó q â íà÷àëüíóþ ÷åòâ¼ðêó q0. Ñ ïîìîùüþ
ïîäõîäÿùåãî ýëåìåíòà H ìîæíî ïðîèçâîëüíî ìåíÿòü ïîðÿäîê êðóãîâ
â q0. Òàêèì îáðàçîì, ãðóïïà H n Γ äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî íà ìíîæå-
ñòâå óïîðÿäî÷åííûõ ÷åòâ¼ðîê èç A0. Ïóñòü òåïåðü g � ëþáîé ýëåìåíò
ãðóïïû Aut(A). Îí ïåðåâîäèò q0 â íåêîòîðóþ ÷åòâ¼ðêó q. Ñ ïîìîùüþ
ïîäõîäÿùåãî ýëåìåíòà g′ ∈ HnΓ ìû ìîæåì âåðíóòü q â q0. Êîìïîçèöèÿ
g′◦g ñîõðàíÿåò q0, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ åäèíèöåé. Ïîýòîìó g = (g′)−1

ïðèíàäëåæèò H n Γ.
�

Exercise 72. Ïóñòü M îçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ çåðêàë, îòðàæåíèå
â êîòîðûõ ñîõðàíÿåò A0. ßâëÿåòñÿ ëè M îäíîðîäíûì ïðîñòðàíñòâîì

à) äëÿ ãðóïïû Γ?
á) äëÿ ãðóïïû Aut (A)?
c) äëÿ ãðóïïû Aut (A)?
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Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå π ãðóïïû Γ, îïðåäå-
ë¼ííîå ôîðìóëàìè (7.2.2).

Lemma 7.2. Ïðåîáðàçîâàíèÿ π(si) ÿâëÿþòñÿ îòðàæåíèÿìè è ñîõðà-
íÿþò êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó

Q(c) =
(c0 + c1 + c2 + c3)2

2
− (c20 + c21 + c22 + c23);

ñëåäîâàòåëüíî, îíè ïåðåâîäÿò êàæäîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Äåêàðòà â
äðóãîå (èëè òî æå) ðåøåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ãèïåðïëîñêîñòü Mi, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì ci =∑
j 6=i cj èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî π(si), ïîñêîëüêó äëÿ òî÷åê ýòîé ãè-

ïåðïëîñêîñòè ìû èìååì c′i = 2ci − ci = ci (ñì. ëåììó l:numref). Çíà÷èò,
π(si) ÿâëÿåòñÿ îòðàæåíèåì â Mi â íàïðàâëåíèè i-îé êîîðäèíàòíîé îñè.

�

Íàïîìíèì, ÷òî âûøå ìû èñïîëüçîâàëè çàìåíó êîîðäèíàò (6.1.1), êî-
òîðàÿ ïåðåâîäèò öåëî÷èñëåííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Äåêàðòà â öåëî÷èñ-
ëåííûå ñâåòîâûå âåêòîðû ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî R1,3 ñ êîîðäèíàòà-
ìè t, x, y, z. Òàêèì îáðàçîì, ïðåäñòàâëåíèå π ýêâèâàëåíòíî íåêîòîðîìó
ïðåäñòàâëåíèþ Φ â R1,3 ïñåâäî-îðòîãîíàëüíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè.

Exercise 73. Ïîêàæèòå, ÷òî Φ(si) äåéñòâóþò â R1,3 ïî ôîðìóëàì:

(7.2.3) si(v) = v − 2(v, ξi)
(ξi, ξi)

ξi

ãäå ξi, 0 ≤ i ≤ 3, � âåêòîðû-ñòîëáöû ìàòðèöû


1 1 1 1
1 1 −1 −1
1 −1 1 −1
1 −1 −1 1

, êîòî-
ðàÿ ïðèâîäèò ôîðìó Q(c) ê äèàãîíàëüíîìó âèäó.

Hint. Èñïîëüçóéòå, òîò ôàêò, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ (6.1.1) â ïðîñòðàí-
ñòâå R4 ñ êîîðäèíàòàìè (c0, c1, c2, c3) ÿâëÿþòñÿ îòðàæåíèÿìè.

Ñêàæåì åù¼ íåìíîãî î ñòðîåíèè ãðóïïû Γ.

Lemma 7.3. Ãðóïïà Γ èçîìîðôíà ïîëóïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ Z2nF3

ãäå F3 � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà ñ òðåìÿ îáðàçóþùèìè, à íåòðèâèàëüíûé
ýëåìåíò ïîäãðóïïû Z2 äåéñòâóåò íà F3 âíåøíèì àâòîìîðôèçìîì, îá-
ðàùàþùèì âñå ãåíåðàòîðû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå, ìû çíàåì, ÷òî

Γ = 〈s0, s1, s2, s3
∣∣ s2i = 1〉.

Ââåä¼ì íîâûå îáðàçóþùèå: s := s0 è τi := s0si, i = 1, 2, 3. Òîãäà s2 =
1, sτis = τ−1

i è ìû äîëæíû òîëüêî ïðîâåðèòü, ÷òî τi íå ñâÿçàíû íèêà-
êèìè ñîîòíîøåíèÿìè. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, èñïîëüçóÿ ÿâíóþ ðåàëèçàöèþ
Γ, ïîñòðîåííóþ âûøå.
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�

Â òåðìèíàõ íîâûõ îáðàçóþùèõ ïðåäñòàâëåíèå Φ èìååò âèä:

Φ(τ1) =


5 −4 2 2
4 −3 2 2
2 −2 1 0
2 −2 0 1

 , Φ(τ2) =


5 2 −4 2
2 1 −2 0
4 2 −3 2
2 0 −2 1

 ,

Φ(τ3) =


5 2 2 −4
2 1 0 −2
2 0 1 −2
4 2 2 −3

 , Φ(s) =


2 −1 −1 −1
1 0 −1 −1
1 −1 0 −1
1 −1 −1 0

 .

(7.2.4)

Ïåðâûå òðè ìàòðèöû óíèïîòåíòíû ñ æîðäàíîâîé ñòðóêòóðîé (3, 1).
Èíòåðåñíî áûëî áû íàéòè ïðÿìîå ãåîìåòðè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî äèñ-
êðåòíîñòè ýòîé ãðóïïû è íàéòè å¼ ôóíäàìåíòàëüíóþ îáëàñòü (ñì. íà-
ïðèìåð, [CH65]).





Ãëàâà 8

Ìíîãîìåðíûå êîâðû Àïîëëîíèÿ

8.1. Îáùèå ñîîáðàæåíèÿ

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé àíàëîã ïðîáëåìû Äåêàðòà: íàéòè ñîîòíîøå-
íèå ìåæäó ðàäèóñàìè n+ 2 ïîïàðíî êàñàþùèõñÿ øàðîâ â Rn.

Çäåñü îïÿòü ëó÷øå ïåðåéòè îò ðàäèóñîâ ê êðèâèçíàì, à òàêæå ðàñ-
øèðèòü Rn, äîáàâèâ áåñêîíå÷íî óäàë¼ííóþ òî÷êó ∞. Ðàñøèðåííîå ïðî-
ñòðàíñòâî Rn

òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî åäèíè÷íîé ñôåðå Sn, çàäàí-
íîé óðàâíåíèåì

n∑
k=0

α2
k = 1

â ïðîñòðàíñòâå Rn+1 ñ êîîðäèíàòàìè α0, . . . , αn.
Ïóñòü Bn îçíà÷àåò ñîâîêóïíîñòü âñåõ îáîáù¼ííûõ1 øàðîâ â Rn. Ìû

äàäèì çäåñü íåñêîëüêî ïàðàìåòðèçàöèé ìíîæåñòâà Bn. Ïîó÷èòåëüíî ñðàâ-
íèòü ýòîò îáùèé ðåçóëüòàò ñî ñëó÷àåì n = 2, èçó÷àâøèìñÿ â ïðåäûäó-
ùèõ ðàçäåëàõ.

Ïåðâàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ. Ïóñòü R1,n+1 îçíà÷àåò (n+2)-ìåðíîå âå-
ùåñòâåííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ êîîðäèíàòàìè (p0, . . . , pn+1), ñíàá-
æ¼ííîå êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé

(8.1.1) |p|2 :=
(
p0
)2 − (p1

)2 − (p2

)2 − · · · − (pn+1

)2
.

Êàæäîìó âåêòîðó p ∈ R1,n+1 ìû ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ïîëóïðî-
ñòðàíñòâî Hp ⊂ Rn+1, çàäàííîå íåðàâåíñòâîì

(8.1.2) Hp :=

{
α ∈ Rn+1

∣∣∣∣ p0 +
n+1∑
k=1

pkαk ≤ 0

}
.

Exercise 74. Ïîêàæèòå, ÷òî ïåðåñå÷åíèå Sn
⋂
Hp

• äëÿ |p|2 > 0 � ïóñòî;
• äëÿ |p|2 = 0 � èëè âñÿ ñôåðà, èëè åäèíñòâåííàÿ òî÷êà (êàêàÿ?);
• äëÿ |p|2 < 0 � çàìêíóòûé øàð, êîòîðûé ìû îáîçíà÷èì Bp.

Hint. Ðàññìîòðèòå ïðîåêöèþ Rn+1 íà ïðÿìóþ, îðòîãîíàëüíóþ ê Hp.

ßñíî, ÷òî äëÿ c > 0 ïîëóïðîñòðàíñòâà Hp è Hcp ñîâïàäàþò. Çíà÷èò,
Bp = Bcp. Ïîýòîìó ìû ìîæåì íîðìàëèçîâàòü p óñëîâèåì |p|2 = −1.

1Îáîáù¼ííûé øàð � ýòî ëèáî îáû÷íûé çàìêíóòûé øàð ïîëîæèòåëüíîãî ðàäèóñà,
ëèáî çàìêíóòîå ïîëóïðîñòðàíñòâî, ëèáî âíåøíîñòü íåïóñòîãî îòêðûòîãî øàðà.

149
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Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî Bn âñåõ øàðîâ â Sn ïàðàìåòðèçóåòñÿ òî÷êàìè
ãèïåðáîëîèäà |p|2 = −1 â R1,n+1.

Âòîðàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ. Îïðåäåëèì ñòåðåîãðàôè÷åñêóþ ïðîåê-
öèþ s : Sn → Rn

êàê â ñõîëèè F. Ýòî îòîáðàæåíèå óñòàíàâëèâàåò áèåê-
öèþ Sn íà Rn

è ïåðåâîäèò øàðû â Sn â îáîáù¼ííûå øàðû â Rn
.

Íåðàâåíñòâî èç (8.1.2) ïåðåõîäèò â íåðàâåíñòâî

(8.1.3) a+ (b, x) + c(x, x) < 0

ãäå x = (x1, . . . , xn), b = (p1, . . . , pn), a = p0 − pn+1, c = p0 + pn+1 è
âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ac− |b|2 < 0.

Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî Bn ïàðàìåòðèçóåòñÿ òðîéêàìè (a, b, c) ∈
R× Rn × R. Êàê è ðàíüøå, ìû íîðìàëèçóåì âåêòîð (p0, . . . , pn+1) (èëè
òðîéêó (a, b, c)) óñëîâèåì |p|2 = ac− |b|2 = −1.

Exercise 75. Øàðû Bp1 è Bp2 êàñàþòñÿ äðóã äðóãà, åñëè è òîëüêî
åñëè |p1 + p2|2 = 0.

Exercise 76. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ∂Bp1 è ∂Bp2 èìåþò îáùóþ òî÷êó
x. Íàéòè óãîë α ìåæäó ðàäèóñàìè Bp1 è Bp2 â òî÷êå x.

Hint. Èñïîëüçóéòå òîò ôàêò, ÷òî îòâåò ïðàêòè÷åñêè íå çàâèñèò îò
ðàçìåðíîñòè n: äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü äâóìåðíóþ ïëîñêîñòü, ïðîõî-
äÿùóþ ÷åðåç öåíòðû øàðîâ è ÷åðåç òî÷êó x. Ïîýòîìó îáùèé ñëó÷àé
ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ n = 2.

Answer.

(8.1.4) cosα = −(p1, p2).

Ïóñòü òåïåðü Bpk
, k = 1, 2, . . . , n + 2, � ïîïàðíî êàñàþùèåñÿ øàðû

â Rn. Òîãäà, êàê è â ðàçäåëå 1.4?, ìû èìååì(
pi, pj

)
= 1− 2δi,j .

Ýòî ñëåäóåò òàêæå èç (8.1.4), òàê êàê äëÿ êàñàþùèõñÿ øàðîâ cosα =
cosπ = −1.

Ââåä¼ì ìàòðèöó Ãðàìà G ïîïàðíûõ ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé: Gi,j =(
pi, pj

)
. ×èñëî −2 ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì êðàòíîñòè n + 1,

òàê êàê ðàíã ìàòðèöû G + 2 · 1 ðàâåí 1. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñëåä ìàòðèöû
Ãðàìà ðàâåí −(n + 2), ìû âèäèì, ÷òî n + 2-îå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå
ðàâíî n. Ïîýòîìó G íåâûðîæäåíà è âåêòîðû pk, 1 ≤ k ≤ n+ 2, ëèíåéíî
íåçàâèñèìû. Ñëåäîâàòåëüíî, îíè îáðàçóþò áàçèñ â R1,n+1.

Äàëåå, äëÿ ëþáîãî âåêòîðà v ∈ R1,n+1 ìû ââåä¼ì äâà íàáîðà êîîð-
äèíàò: òàê íàçûâàåìûå êîâàðèàíòíûå êîîðäèíàòû vk = (v, pk) è êîí-
òðàâàðèàíòíûå êîîðäèíàòû vk, îïðåäåëÿåìûå ðàâåíñòâîì v =

∑
vkpk.

Ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó äâóìÿ òèïàìè êîîðäèíàò âûâîäèòñÿ â òî÷íîñòè
òàêæå, êàê äëÿ äâóìåðíîãî ñëó÷àÿ. Îíè âûãëÿäÿò òàê:

(8.1.5) vj =
∑
i

vi − 2vj , vi =
1
2n

∑
j

vj −
1
2
vi.
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Îñíîâíàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà â ýòèõ êîîðäèíàòàõ äà¼òñÿ ôîðìóëàìè

(8.1.6) |v|2 =
(∑

i

vi
)2 − 2

∑
i

(vi)2 =
1
2n

((∑
i

vi
)2 − n

∑
i

(vi)2
)
.

Ðàññìîòðèì âåêòîð v ñ êîâàðèàíòíûìè êîîðäèíàòàìè (1, −1, 0, . . . , 0, 0);
òîãäà vk =

(
v, pk

)
= pn+1

k + p0
k = ck. Íàïîìíèì, ÷òî ck � ýòî êðèâèçíà

ãðàíèöû øàðà Bpk
. Ïîñêîëüêó |v|2 = 0, ìû ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

(8.1.7)
(∑

k

ck
)2 = n ·

∑
k

c2k,

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ n-ìåðíûì àíàëîãîì óðàâíåíèÿ Äåêàðòà.

Exercise 77. ∗ Äîêàæèòå ñëåäóþùèé n-ìåðíûé àíàëîã îáîáù¼ííîãî
óðàâíåíèÿ Äåêàðòà.

(8.1.8) Σ2
1 = n · Σ2 − 2n2 · 1,

ãäå

(8.1.9) Σ1 =
n+1∑
i=0

Mi, Σ2 =
n+1∑
i=0

M2
i

è Mi, 0 ≤ i ≤ n+ 1, � ìàòðèöû, ñîîòâåòñòâóþùèå n+ 2 ïîïàðíî êàñàþ-
ùèìñÿ øàðàì â Rn.

×òîáû ïîíÿòü ñèòóàöèþ â îáùåì ñëó÷àå ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ êîí-
ôèãóðàöèþ. Ïóñòü {B0

k}1≤k≤n � ñåìåéñòâî ïîïàðíî êàñàþùèõñÿ øàðîâ
â Rn. Ïîïðîáóåì îïèñàòü âñå äâóñòîðîííèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè øàðîâ
{Bj}j∈Z, îáëàäàþùèå ñâîéñòâàìè: Bj êàñàåòñÿ øàðà Bj±1 è âñåõ øàðîâ
{B0

k}1≤k≤n. Ïóñòü dk îçíà÷àåò êðèâèçíó ãðàíèöû B0
k, à cj � êðèâèçíó

ãðàíèöû Bj .
Èç (8.1.7) ñëåäóþò óðàâíåíèÿ:

(cj + cj±1 + d1 + · · ·+ dn)2 = n ·
(
c2j + c2j±1 + d2

1 + · · ·+ d2
n

)
.

Âû÷èòàÿ îäíî óðàâíåíèå èç äðóãîãî, ïîëó÷àåì:

2cj + cj+1 + cj−1 + 2d1 + · · ·+ 2dn = n(cj+1 + cj−1),

èëè

(8.1.10) (n− 1)(cj+1 + cj−1)− 2cj = 2(d1 + · · ·+ dn).

Ýòî � íåîäíîðîäíîå ðåêóððåíòíîå óðàâíåíèå äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{cj}. Ñðàâíèâàÿ äâà òàêèõ óðàâíåíèÿ äëÿ ñîñåäíèõ çíà÷åíèé j, ìîæíî
ïîëó÷èòü îäíîðîäíîå óðàâíåíèå

(8.1.11) (n− 1)cj+1 − (n+ 1)cj + (n+ 1)cj−1 − (n− 1)cj−2 = 0.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ýòîãî óðàâíåíèÿ ðàâåí

(8.1.12) (n− 1)λ3 − (n+ 1)λ2 + (n+ 1)λ− (n− 1)
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è åãî êîðíè èìåþò âèä:

(8.1.13) λ0 = 1, λ±1 =
1±

√
n(2− n)

n− 1
Ìû âèäèì, ÷òî ñòðóêòóðà ìíîæåñòâà êîðíåé è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîâåäåíèå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {cj}, ðàçëè÷íû â ñëó÷àÿõ n = 2, n = 3 è n > 3.

Êîãäà n = 2, õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí èìååò òðîéíîé êîðåíü
λ = 1. Ïîýòîìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {cj} êâàäðàòè÷íà ïî j. (Ëåâàÿ ÷àñòü
(8.1.11) � ýòî òðåòüÿ ðàçíîñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ îò {cj}.)

Ïðè n = 3, õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí èìååò êîðíè λk = −e
2kπi

3 , k =
−1, 0, 1, òî-åñòü òðè êîðíÿ øåñòîé ñòåïåíè èç 1, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ
êóáè÷åñêèìè êîðíÿìè èç 1. Ïîýòîìó, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {cj} èìååò ïå-
ðèîä 6. Áîëåå òîãî, íå òîëüêî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êðèâèçí, íî è ñàìà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü øàðîâ èìååò ïåðèîä 6. Åñòü åù¼ îäíî îáñòîÿòåëü-
ñòâî: ïîñêîëüêó òîëüêî òðè èç øåñòè êîðíåé èç 1 ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè
õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {cj} îáëàäàåò äî-
ïîëíèòåëüíûì ñâîéñòâîì: cj+cj+3 íå çàâèñèò îò j. Ýòè êðàñèâûå ãåîìåò-
ðè÷åñêèå ôàêòû áûëè èçâåñòíû óæå â Äðåâíåé Ãðåöèè (ñì. ïîäðîáíîñòè
â [Sod36]).

Exercise 78. Ïóñòü B1, B2, B3 òðè ïîïàðíî êàñàþùèõñÿ åäèíè÷íûõ
øàðà â R3. Îïèñàòü øåñò¼ðêó øàðîâ, êàñàþùèõñÿ âñåõ Bk, k = 1, 2, 3.

Hint. Ñîîòâåòñòâóþùèå êðèâèçíû ðàâíû 0, 0, 3, 6, 6, 3.

Ïðè n > 3 ñèòóàöèÿ ñîâåðøåííî äðóãàÿ. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíî-
ãî÷ëåí èìååò îäèí âåùåñòâåííûé êîðåíü λ0 = 1 è äâà êîìïëåêñíûõ êîð-
íÿ λ±1 = 1±i

√
n2−2n

n−1 íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè. Çàïèøåì èõ â ôîðìå

λ±1 = e±iα. Òîãäà cosα = 1
n−1 .

Proposition 8.1. Âñå öåëî÷èñëåííûå ïîëîæèòåëüíûå ðåøåíèÿ m, n
óðàâíåíèÿ cos 2π

m = 1
n èñ÷åðïûâàþòñÿ ñëåäóþùèìè äâóìÿ: m = n =

1, m = 6, n = 2.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè n > 3 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü øàðîâ {Bj}j∈Z â
R3 èìååò êâàçèïåðèîäè÷åñêèé õàðàêòåð è ñàìîïåðåñåêàåòñÿ áåñêîíå÷íî
ìíîãî ðàç. Êðîìå òîãî, èç ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ

(8.1.14) cj+1 =
2

n− 1
cj − cj−1

ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî ïðè n > 3 êðèâèçíû ãðàíèö Bj íå ìîãóò áûòü öåëî-
÷èñëåííûìè äëÿ âñåõ j.

8.2. 3-ìåðíûé êîâ¼ð Àïîëëîíèÿ

Êàê ìû âèäåëè âûøå, ñëó÷àé n = 3 ÿâëÿåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíûì. Èç
êàæäîãî ðåøåíèÿ (c1, . . . , c5) óðàâíåíèÿ Äåêàðòà ìû ìîæåì èçãîòîâèòü
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ïÿòü íîâûõ ðåøåíèé, ïðèìåíÿÿ îïåðàöèè si, i = 1, . . . , 5. Èìåííî, îïå-
ðàöèÿ si çàìåíÿåò ci íà

∑
j 6=i cj − ci, îñòàâëÿÿ îñòàëüíûå êðèâèçíû íåèç-

ìåííûìè. Îïåðàöèè si, êàê è ðàíåå, ÿâëÿþòñÿ èíâîëþöèÿìè: s2i = Id,
íî, êðîìå òîãî, îíè óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì (sisj)3 = Id äëÿ i 6= j.
Ïîýòîìó êàæäàÿ ïàðà (si, sj), i 6= j, ïîðîæäàåò ãðóïïó, èçîìîðôíóþ
S3,� ãðóïïó Âåéëÿ àëãåáðû Ëè òèïà A2.

Åù¼ áîëåå èíòåðåñíî, ÷òî ëþáûå òðè îòðàæåíèÿ (si, sj , sk) ïîðîæäà-
þò òàê íàçûâàåìóþ àôôèííóþ ãðóïïó Âåéëÿ äëÿ A2, èçîìîðôíóþ
ïîëóïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ S3 n Z2.

Proposition 8.2. Äëÿ ëþáûõ òð¼õ ïîïàðíî êàñàþùèõñÿ øàðîâ B1, B2, B3

â R3 ìíîæåñòâî öåíòðîâ øàðîâ, êàñàþùèõñÿ âñåõ òð¼õ Bi, òîïîëîãè-
÷åñêè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îêðóæíîñòü. Ìîæíî òàê ïàðàìåòðèçîâàòü
ýòó îêðóæíîñòü òî÷êàìè T = R/2πZ, ÷òî øàðû B(α) è B(β) ñ öåí-
òðàìè â α è β êàñàþòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà α − β = ±π

3
mod 2πZ.

Proposition 8.3. Äëÿ ëþáûõ äâóõ êàñàþùèõñÿ øàðîâ B1, B2 â R3

ìíîæåñòâî öåíòðîâ øàðîâ, êàñàþùèõñÿ B1 è B2, òîïîëîãè÷åñêè ÿâëÿ-
åòñÿ äâóìåðíîé ñôåðîé. Ìîæíî òàê ïàðàìåòðèçîâàòü ýòó ñôåðó òî÷-

êàìè R2, ÷òî øàðû B(α) è B(β) ñ öåíòðàìè â α è β êàñàþòñÿ òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà |α− β| = 1.

Ìû îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ äîêàçàòü ýòè ïðåäëîæåíèÿ è ñâÿçàòü èõ ñî
ñòðóêòóðîé ïîäãðóïï 〈si, sj〉 è 〈si, sj , sk〉.

Problem 14. Îïðåäåëèòü ñòðóêòóðó ãðóïïû Γ = 〈s1, s2, s3, s4, s5〉 è
å¼ ïîäãðóïïû 〈si, sj , sk, sl〉.

Ìíîãî ïîëåçíîé èíôîðìàöèè îá ýòîé çàäà÷å ìîæíî íàéòè â êíèãå
[EGM]. Ñì. òàêæå â [C] î÷åíü èíòåðåñíîå ââåäåíèå â òåîðèþ êâàäðàòè÷-
íûõ ôîðì.

Ïîíÿòèå ñîâåðøåííîé ïàðàìåòðèçàöèè êðóãîâ ìîæåò áûòü îáîáùåíî
íà 3-ìåðíûé ñëó÷àé. Ðàññìîòðèì ïîëå àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë K = Q[ε],
ãäå ε = e

2πi
3 � êóáè÷åñêèé êîðåíü èç åäèíèöû. Îáùèé ýëåìåíò ýòîãî ïî-

ëÿ èìååò âèä k = αε + βε̄, ãäå α, β ∈ Q, à ÷åðòà îçíà÷àåò êîìïëåêñíîå
ñîïðÿæåíèå. Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü K êàê äâóìåðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä
ïîëåì Q ñ áàñèñîì ε è ε̄. Îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ íà k â ýòîì áàçèñå çà-

ïèñûâàåòñÿ ìàòðèöåé M(k) =
(
−β α− β
β − α −α

)
Îïðåäåëèì ñëåä è íîðìó

÷èñëà k ∈ K êàê ñëåä è îïðåäåëèòåëü M(k) ñîîòâåòñòâåííî:

(8.2.1) tr k = k + k̄ = α+ β, ||k||2K = |k|2 = kk̄ = α2 − αβ + β2.

×åðåç E ìû îáîçíà÷èì ïîäìíîæåñòâî K, âûäåëÿåìîå óñëîâèÿìè α ∈
Z, β ∈ Z. Ýëåìåíòû E � ýòî öåëûå ÷èñëà ïîëÿ K. Ñóùåñòâóåò øåñòü
îáðàòèìûõ öåëûõ ÷èñåë: ±1, ±ε, ±ε̄. Îíè õàðàêòåðèçóþòñÿ óñëîâèåì
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||k|| = 1 è íàçûâàþòñÿ åäèíèöàìè ïîëÿ K. Èçâåñòíî, ÷òî êàæäîå öå-
ëîå ÷èñëî îäíîçíà÷íî (ïî ìîäóëþ åäèíèö) ðàçëàãàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå
ïðîñòûõ ÷èñåë, òî-åñòü òàêèõ, êîòîðûå äåëÿòñÿ òîëüêî íà ñåáÿ è íà åäè-
íèöû. ×òî êàñàåòñÿ ïðîñòûõ ÷èñåë, îíè áûâàþò äâóõ ñîðòîâ: îáû÷íûå
ïðîñòûå ÷èñëà âèäà p = 3m− 1 è òàêèå êîìïëåêñíûå ÷èñëà k = aε+ bε̄ ñ
öåëûìè a, b äëÿ êîòîðûõ êâàäðàò íîðìû ðàâåí 3 èëè îáû÷íîìó ïðîñòîìó
÷èñëó âèäà 3m+ 1.

Íà÷àëî ñïèñêà ïðîñòûõ ÷èñåë ïîëÿ K èìååò âèä:
2, ε− ε̄, 5, 2ε− ε̄, 11, 3ε− ε̄, 17, 3ε− 2ε̄, 23, 29, 5ε− ε̄, 4ε− 3ε̄, ...

Èç ñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò k ∈ K ìîæåò áûòü îä-
íîçíà÷íî (ïî ìîäóëþ åäèíèö) çàïèñàí â âèäå íåñîêðàòèìîé äðîáè k = p

q ,

ãäå p, q ∈ E íå èìåþò îáùèõ ìíîæèòåëåé, íå ñ÷èòàÿ åäèíèö. Ìîæíî
òàêæå çàïèñàòü k â âèäå k = lε+mε̄

n , ãäå l, m, n îáû÷íûå öåëûå ÷èñëà ñ
Í.Î.Ä.(l, m, n) = 1.

Definition 8.1. Ïóñòü D � òð¼õìåðíûé øàð â öåëî÷èñëåííîì 3-

ìåðíîì êîâðå Àïîëëîíèÿ. Ïàðàìåòðèçàöèÿ ìíîæåñòâà ∂D òî÷êàìè R2

íàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííîé, åñëè òî÷êè êàñàíèÿ D ñ îñòàëüíûìè øàðàìè

â òî÷íîñòè ñîîòâåòñòâóþò òî÷êàì K ⊂ R2
.

Ïóñòü Dk ∈ A îçíà÷àåò øàð, êàñàþùèéñÿ D â òî÷êå k = p
q ∈ K.

(Åñëè q = 0, k = ∞ ∈ K).

Theorem 8.1. Ñîâåðøåííûå ïàðàìåòðèçàöèè ñóùåñòâóþò è îáëà-
äàþò ñâîéñòâàìè:

a) Ïóñòü K 3 k = p
q . Êðèâèçíà ck ãðàíèöû øàðà Dk äà¼òñÿ ôîðìó-

ëîé:

(8.2.2) ck = α|p|2 + βpq̄ + β̄p̄q + γ|q|2 + δ

ãäå α, γ ∈ R, β ∈ C.
b) Ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîîðäèíàòíàÿ ñèñòåìà (x1, x2, x3) â îêðóæà-

þùåì R3, ÷òî

(8.2.3) xi =
αi|p|2 + βipq̄ + β̄ip̄q + γi|q|2 + δi
α|p|2 + βpq̄ + β̄p̄q + γ|q|2 + δ

.

c) Ïóñòü ki = pi

q1
, i = 1, 2.Øàðû Dk1 è Dk2 êàñàþòñÿ òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà

(8.2.4) |k1 − k2| =
1

|q1q2|
.

Ìû îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå íåë¼ãêîé ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáî-
òû äîêàçàòü ñôîðìóëèðîâàííóþ òåîðåìó è íàéòè å¼ ìàòðè÷íûé àíàëîã.

Â çàêëþ÷åíèå ìû ïðîèëëþñòðèðóåì òåîðåìó 8.1 äâóìÿ ïðèìåðàìè
ñîâåðøåííûõ ïàðàìåòðèçàöèé â 3-ìåðíîì êîâðå Àïîëëîíèÿ.
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Ââåä¼ì â R3 îðòîãîíàëüíûé áàçèñ 1, i, j. Øàðó ñ öåíòðîì x+ iy+ jz
è ðàäèóñîì r > 0 ìû ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ýðìèòîâó êâàòåðíèîííóþ

ìàòðèöó

(
a b
b̄ c

)
, ãäå c = 1

r , b = x+iy+jz
r , b̄ = x−iy−jz

r , a = x2+y2+z2−r2
r .

Íàø êîâ¼ð A áóäåò 3-ìåðíûì àíàëîãîì êîâðà-ëåíòû íà ïëîñêîñòè. Â
íåãî âõîäÿò äâà îáîáù¼ííûõ øàðà, îäèí èç êîòîðûõ � ïîëóïðîñòðàíñòâî
z ≥ 1, à äðóãîé � ïîëóïðîñòðàíñòâî −z ≥ 1. Îíè ñîîòâåòñòâóþò ìàòðè-

öàì M± =
(

2 ∓j
±j 0

)
. Äàëåå, íàø êîâ¼ð ñîäåðæèò ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî

åäèíè÷íûõ øàðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòðèöàì

(
|v|2 − 1 v
−v̄ 1

)
, ãäå âåêòîð

v ïðîáåãàåò ðåø¼òêó V ⊂ C, ïîðîæä¼ííóþ âåêòîðàìè 2ε è 2ε̄.
Ïåðâûé ïðèìåð ñîâåðøåííîé ïàðàìåòðèçàöèè � ýòî ïàðàìåòðèçàöèÿ

âñåõ øàðîâ, êàñàòåëüíûõ ê ïëîñêîñòè z = 1 ýëåìåíòàìè K̄. À èìåííî,
òî÷êå k = p

q ∈ K̄ ìû ñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ìàòðèöó

(8.2.5) Mk =
(

4|p|2 + |q|2 − 2 2pq̄ + (1− |q|2)j
2p̄q − (1− |q|2)j |q|2

)
.

Ñîîòâåòñòâóþùèé øàð êàñàåòñÿ ïëîñêîñòè â òî÷êå tk = −2pq + (1− 1
|q|2 )j

è èìååò ðàäèóñ r = 1
|q|2 .

Âòîðîé ïðèìåð � ïàðàìåòðèçàöèÿ âñåõ øàðîâ, êàñàþùèõñÿ åäèíè÷-
íîãî øàðà ñ ìàòðèöåé M =

(−1 0
0 1

)
. Çäåñü ôîðìóëà âûãëÿäèò òàê:

(8.2.6) Mk =
(

|p|2 + |q|2 + 1 2pq̄ + (|p|2 − |q|2)j
2p̄q + (|q|2 − |p|2)j |p|2 + |q|2 − 1

)
.

Ñîîòâåòñòâóþùèé øàð êàñàåòñÿ åäèíè÷íîãî øàðà â òî÷êå tk = −2pq̄+(|q|2−|p|2)j
|p|2+|q|2

è èìååò ðàäèóñ r = 1
|p|2+|q|2−1

.
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