
çÒÕ��Ù ëÏËÓÔÅÒÁ É �ÒÁ×ÉÌØÎÙÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉå×ÇÅÎÉÊ óÍÉÒÎÏ×äÕÂÎÁ, 19{28 ÉÀÌÑ 2008 Ç.ìÅË�ÉÑ 11.1 ÷×ÅÄÅÎÉÅïÓÎÏ×ÎÏÊ �ÅÌØÀ ÎÁÛÅÇÏ ËÕÒÓÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ×ÓÅÈ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ×× R
n �ÒÉ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ n. ÷ R

2 ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ m ≥ 3 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ (ÓÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ Ä×ÉÖÅÎÉÑ É ÇÏÍÏÔÅÔÉÉ) �ÒÁ×ÉÌØÎÙÊ m-ÕÇÏÌØÎÉË. ÷ R
3�ÒÁ×ÉÌØÎÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ× �ÑÔØ: ÔÅÔÒÁÜÄÒ, ËÕÂ, ÏËÔÁÜÄÒ, ÉËÏÓÁÜÄÒ É ÄÏÄÅËÁÜÄÒ.úÁÄÁÞÁ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÉ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ× × R

n ÂÙÌÁ ÒÅÛÅÎÁ Û×ÅÊ�ÁÒ-ÓËÉÍ ÇÅÏÍÅÔÒÏÍ ìÀÄ×ÉÇÏÍ ûÌÅÆÌÉ × 1852 ÇÏÄÕ (ÜÔÁ ÅÇÏ ÒÁÂÏÔÁ [2℄ ÂÙÌÁ Ï�ÕÂÌÉËÏ-×ÁÎÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ �ÏÚÖÅ, ÕÖÅ �ÏÓÌÅ ÓÍÅÒÔÉ ûÌÅÆÌÉ, × 1901 ÇÏÄÕ). äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏûÌÅÆÌÉ ÔÁËÖÅ ÍÏÖÎÏ �ÒÏÞÅÓÔØ × ÇÌÁ×Å VII ËÎÉÇÉ ëÏËÓÔÅÒÁ [1℄.íÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÔÕ ÖÅ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÀ ÉÎÙÍÉ ÍÅÔÏÄÁÍÉ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÉÚÕÞÁÔØ ÎÅÔÏÌØËÏ ÓÁÍÉ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ, ÎÏ É ÉÈ ÇÒÕ��Ù ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ. ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÇÒÕ��ÙÓÉÍÍÅÔÒÉÊ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ× ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ: ÏÎÉ�ÏÒÏÖÄÁÀÔÓÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑÍÉ. á ×ÓÅ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÇÒÕ��Ù, �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÙÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑÍÉ,ÍÏÖÎÏ Ï�ÉÓÁÔØ Ñ×ÎÏ | Á �ÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ×ÙÑÓÎÉÔØ, ËÁËÉÅ ÉÚ ÎÉÈ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÇÒÕ��ÁÍÉÓÉÍÍÅÔÒÉÊ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ×. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÇÒÕ��Ù, �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÙÅ ÏÔÒÁ-ÖÅÎÉÑÍÉ, É �ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÕÀÝÉÅ ÉÈ ÏÂßÅËÔÙ, ÇÒÁÆÙ ëÏËÓÔÅÒÁ (Á ÔÁËÖÅ ÉÈ ÂÌÉÖÁÊ-ÛÉÅ ÒÏÄÓÔ×ÅÎÎÉËÉ, ÓÈÅÍÙ äÙÎËÉÎÁ), �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÙÊ ÉÎÔÅÒÅÓ, ÔÁËËÁË ÏÎÉ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ ×Ï ÍÎÏÇÉÈ ÏÞÅÎØ ×ÁÖÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÄÁÞÁÈ: ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ-�ÉÉ �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ìÉ, Ï�ÉÓÁÎÉÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ËÏÌÞÁÎÏ× É Ô.Ä.1.2 ðÒÁ×ÉÌØÎÙÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ × ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÑÈ 2 É 3ðÕÓÔØ E | ÁÆÆÉÎÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ Ó Å×ËÌÉÄÏ×ÙÍ ×ÅËÔÏÒÎÙÍ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ V Ó �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÍ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ( ; ) :V × V → R. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ SymE ÇÒÕ��Õ Ä×ÉÖÅÎÉÊ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á E.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.1. ðÕÓÔØ M | ËÁËÏÅ-ÌÉÂÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × E. þÅÒÅÚ SymM ÏÂÏ-ÚÎÁÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ä×ÉÖÅÎÉÊ E, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÈ M × ÓÅÂÑ (ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÎÏÏÂÒÁÚÕÅÔ ÇÒÕ��Õ): SymM = {f ∈ SymE | f(M) =M}:þÅÒÅÚ Sym+M ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÇÒÕ��Õ ×ÒÁÝÅÎÉÊ M | Ô.Å. ÇÒÕ��Õ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊM ,ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á:Sym+M = {f ∈ SymM | det(df) = 1}:(ÞÅÒÅÚ df ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÁ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f ; ÜÔÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁ-ÚÏ×ÁÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ). 1



åÓÌÉ M | ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÈÏÒÏÛÅÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË (ËÏÎÅÞ-ÎÙÊ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ, ÄÒÕÇÉÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ× ÍÙ ÎÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ), ÔÏ ÇÒÕ��ÁSymM ÂÕÄÅÔ ÓÏÈÒÁÎÑÔØ �ÅÎÔÒ ÍÁÓÓ M | ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØÅ£ ËÁË �ÏÄÇÒÕ��Õ × ÇÒÕ��Å ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ O(V ) �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V(�ÏÍÅÓÔÉ× �ÅÎÔÒ ÍÁÓÓ × ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ).ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ×ÅÒÛÉÎÙ × ×ÅÒÛÉÎÙ. úÎÁ-ÞÉÔ, ÉÍÅÅÔÓÑ ×ÌÏÖÅÎÉÅ ÇÒÕ��Ù SymM × ÇÒÕ��Õ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ×ÅÒÛÉÎ M , Ô.Å. ×ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÇÒÕ��Õ1: SymM ,→ Sym(Vert(M)):óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, SymM | ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕ��Á.ðÒÉÍÅÒ 1.2. ðÕÓÔØDm |�ÒÁ×ÉÌØÎÙÊm-ÕÇÏÌØÎÉË × R
2. �ÏÇÄÁ ÇÒÕ��Á SymDm (Å£ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÇÒÕ��ÏÊ ÄÉÜÄÒÁ) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ 2m ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, m ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÉÈr1; : : : ; rm) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �Ï×ÏÒÏÔÁÍÉ ÎÁ ÕÇÌÙ 2�i=m, ÇÄÅ 0 < i ≤ m (ÏÎÉ ÖÅ É ÏÂÒÁÚÕÀÔ�ÏÄÇÒÕ��Õ Sym+M ; �ÒÉ ÜÔÏÍ rm = Id), Á ÄÒÕÇÉÅ m ÓÕÔØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ s1; : : : ; smÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÒÑÍÙÈ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ×ÅÒÛÉÎÙ m-ÕÇÏÌØÎÉËÁ É ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎÓ ÅÇÏ �ÅÎÔÒÏÍ.SymDm ÍÏÖÎÏ �ÏÒÏÄÉÔØ ËÁË ÇÒÕ��Õ Ä×ÕÍÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÍÉ: ÎÁ�ÒÉÍÅÒ,SymDm = 〈r1; s1〉 = 〈s1; s2〉:úÁÍÅÞÁÎÉÅ. SymM ÍÏÖÎÏ �ÏÒÏÄÉÔØ Ä×ÕÍÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑÍÉ. üÔÏ ÎÁÍ �ÒÉÇÏÄÉÔÓÑ ×ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.3. ï�ÉÛÉÔÅ ËÌÁÓÓÙ ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÏÓÔÉ × ÇÒÕ��Å ÄÉÜÄÒÁ (ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅÏÔÄÅÌØÎÏ ÓÌÕÞÁÊ Þ£ÔÎÏÇÏ É ÎÅÞ£ÔÎÏÇÏ m).ëÓÔÁÔÉ, ÎÅÔÒÕÄÎÏ ×ÙÑÓÎÉÔØ, ÞÅÍÕ ÒÁ×ÎÁ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ Ä×ÕÈ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ ÎÁ �ÌÏÓ-ËÏÓÔÉ:õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.4. ðÕÓÔØ s1 É s2 | ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ, ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÅ ÎÁ ÍÅÓÔÅ �ÒÑÍÙÅ `1É `2 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ s2s1 ÅÓÔØ �Ï×ÏÒÏÔ ÎÁ ÕÇÏÌ 2�, ÇÄÅ � | ÕÇÏÌÍÅÖÄÕ �ÒÑÍÙÍÉ `1 É `2.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ s1 É s2 �ÏÒÏÖÄÁÀÔ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÇÒÕ��ÕÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÕÇÏÌ � (× ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÑ)ÓÏÉÚÍÅÒÉÍ Ó �.ï�ÉÓÁÎÉÅ ÇÒÕ�� ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ× × R

3 ÍÙ ÏÓÔÁ×ÌÑÅÍÞÉÔÁÔÅÌÀ:úÁÄÁÞÁ 1.5. ï�ÉÛÉÔÅ ÇÒÕ��Ù ×ÒÁÝÅÎÉÊ É ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ, ËÕÂÁ É ÄÏÄÅ-ËÁÜÄÒÁ (�ÏÓÌÅÄÎÉÅ Ä×Å ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ Ó ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ ÇÒÕ��ÁÍÉ ÄÌÑ ÏËÔÁÜÄÒÁ ÉÉËÏÓÁÜÄÒÁ).õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ ËÕÂ ÍÏÖÎÏ ×�ÉÓÁÔØ Ä×Á ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ, Á × ÄÏÄÅËÁÜÄÒ | �ÑÔØ ËÕÂÏ× (ÏÎÉÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ËÕÂÁÍÉ ëÅ�ÌÅÒÁ).1òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÍÙ ÍÏÌÞÁÌÉ×Ï �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ M ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÎÉ × ËÁËÏÍ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÍ �ÏÄ-�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å. 2



�Å, ËÔÏ Ó�ÒÁ×ÉÌÉÓØ Ó ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅÊ, ÕÖÅ, ÎÁ×ÅÒÎÏÅ, ÓÁÍÉ ÇÏÔÏ×Ù ÄÁÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ�ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.6. ðÕÓÔØ M | ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË × R
n, É F0;F1; : : : ;Fn−1 | ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á ÅÇÏ 0-ÍÅÒÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ (×ÅÒÛÉÎ), 1-ÍÅÒÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ (Ò£ÂÅÒ), . . . , ÇÒÁÎÅÊ ÒÁÚ-ÍÅÒÎÏÓÔÉ n − 1 (ÇÉ�ÅÒÇÒÁÎÅÊ). ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÇÒÁÎÅÊ (F0; F1; : : : ; Fn−1), ÇÄÅFi ∈ Fi, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÌÁÇÏÍ, ÅÓÌÉ Fi ⊂ Fi+1 �ÒÉ ×ÓÅÈ i ÏÔ 0 ÄÏ n− 1.íÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË M ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ SymM ÎÁ ÆÌÁÇÁÈÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏ | Ô.Å. ÌÀÂÏÊ ÆÌÁÇ ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅ×ÅÓÔÉ × ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ.çÒÕ��Ù ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ: ÏÓÎÏ×ÎÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É �ÅÒ×ÙÅ �ÒÉÍÅÒÙúÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ V | n-ÍÅÒÎÏÅ Å×ËÌÉÄÏ×Ï ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ R.÷ÏÚØÍ£Í ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ×ÅËÔÏÒ � ∈ V . ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÅÍÕ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ ÚÁÄÁ-£ÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ H� = {� ∈ V | (�; �) = 0}:ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.7. ïÔÒÁÖÅÎÉÅÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ H� ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ s� ∈ O(V ), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ:

• s�(�) = −�;
• s� �ÏÔÏÞÅÞÎÏ ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÎÁ ÍÅÓÔÅ �ÚÅÒËÁÌÏ� H�: s�(�) = � ÄÌÑ ×ÓÅÈ � ∈ H�.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.8. (ïÞÅÎØ ×ÁÖÎÏÅ!) ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ s� ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒ-ÍÕÌÏÊ: s�(�) = �− 2 (�; �)(�; �)�:ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.9. ëÏÎÅÞÎÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á W ⊂ O(V ) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÒÕ��ÏÊ ÏÔÒÁÖÅ-ÎÉÊ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ s�1 ; : : : ; s�r , ÞÔÏW = 〈s�1 ; : : : ; s�r〉:úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ëÏÎÅÞÎÏ, �ÒÁ×ÉÌØÎÅÅ ÂÙÌÏ ÂÙ ÎÁÚÙ×ÁÔØ W ÇÒÕ��ÏÊ, �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÏÊ ÏÔ-ÒÁÖÅÎÉÑÍÉ, ÔÁË ËÁË ÏÎÁ, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÓÏÓÔÏÉÔ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÉÚ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ. îÏ �ÇÒÕ��ÁÏÔÒÁÖÅÎÉÊ� ËÏÒÏÞÅ, ÔÁË ÞÔÏ ÍÙ �ÏÚ×ÏÌÉÍ ÓÅÂÅ ÜÔÕ ×ÏÌØÎÏÓÔØ ÒÅÞÉ.ïÄÉÎ �ÒÉÍÅÒ ÇÒÕ��Ù ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ ÍÙ ÕÖÅ ×ÉÄÅÌÉ × �ÒÏÛÌÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ | ÜÔÏÇÒÕ��Á ÄÉÜÄÒÁ.úÁÄÁÞÁ 1.10. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÇÒÕ��Ù ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ× × R

3ÔÏÖÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÇÒÕ��ÁÍÉ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ; ËÁËÏÇÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÏÔÒÁÖÅÎÉÊÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ �ÏÒÏÄÉÔØ ËÁÖÄÕÀ ÉÚ ÎÉÈ?÷ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÌÅË�ÉÉ ÍÙ �ÒÉ×ÅÄ£Í ÔÒÉ ×ÁÖÎÙÈ ÓÅÒÉÉ �ÒÉÍÅÒÏ× ÇÒÕ�� ÏÔ-ÒÁÖÅÎÉÊ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. õ ÜÔÉÈ ÇÒÕ�� ÄÁÖÅ ÉÍÅÀÔÓÑÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÎÁÚ×ÁÎÉÑ: An, Bn É Dn.ðÒÉÍÅÒ 1.11. (An−1, n ≥ 2). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÇÒÕ��Õ Sn, ÄÅÊÓÔ×Õ-ÀÝÕÀ ÎÁ V = R
n = 〈e1; : : : ; en〉 �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÍÉ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÑ (i; j) ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ËÁË ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ ×ÅËÔÏÒ ei−ej × �ÒÏÔÉ×Ï-�ÏÌÏÖÎÙÊ É ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÕÀ ÅÍÕ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ (ÓÏÓÔÏÑÝÕÀÉÚÏ ×ÓÅÈ ×ÅËÔÏÒÏ×, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÎÙ i-Ñ É j-Ñ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ). ðÏÓËÏÌØËÕ Sn �ÏÒÏ-ÖÄÅÎÁ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÑÍÉ, ÏÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕ��ÏÊ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ (ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÄÁÖÅ�ÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ n− 1 ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÅÊ ×ÉÄÁ (i; i+ 1)).3



õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.12. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ �ÒÉ ÔÁËÏÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÉ Sn ÎÁ V ×ÓÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÑÍ × Sn.äÅÊÓÔ×ÉÅ Sn ÎÁ V ÍÏÖÎÏ �ÕÍÅÎØÛÉÔØ�, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅ× × V ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ ~V =
〈e1+e2+ · · ·+en〉⊥. ðÏÓËÏÌØËÕ ×ÅËÔÏÒ e1+e2 · · ·+en ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÅÎ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Sn,ÇÒÕ��Á Sn ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ É ÎÁ ~V . õ ÜÔÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÕÖÅ ÎÅÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ×ÅËÔÏÒÏ×; ÄÅÊÓÔ×ÉÅ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ ÄÁÎÎÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÍ.ðÒÉÍÅÒ 1.13. (Bn, n ≥ 2). ðÕÓÔØ ÓÎÏ×Á V = R

n. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÒÕ��Õ W =Sn ⋊ (Z2)n, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÎÁ V ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. Sn, ËÁË É × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ �ÒÉ-ÍÅÒÅ, ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ; ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÍÙ ÒÁÚÒÅÛÁÅÍ ÍÅÎÑÔØ Õ×ÓÅÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÚÎÁËÉ; ÜÔÉ ÓÍÅÎÙ ÚÎÁËÏ× ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÒÕ��Õ (Z2)n. üÔÉ Ä×Å ÇÒÕ��Ù�ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ, É (Z2)n ÅÓÔØ ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á × ÉÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ(Ô.Ë. ÅÓÌÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÓÍÅÎÙ ÚÎÁËÁ ÓÏ�ÒÑÞØ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉËÏÏÒÄÉÎÁÔ, �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÄÒÕÇÏÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÓÍÅÎÁ ÚÎÁËÁ). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÓÍÅÎÙ ÚÎÁËÏ× ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑÍ sei . îÅÔÒÕÄÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ.ðÒÉÍÅÒ 1.14. (Dn, n ≥ 4). üÔÁ ÇÒÕ��Á ÂÕÄÅÔ �ÏÄÇÒÕ��ÏÊ ÉÎÄÅËÓÁ 2 × ÔÏÌØËÏ ÞÔÏÏ�ÉÓÁÎÎÏÊ ÇÒÕ��Å Bn: Á ÉÍÅÎÎÏ, ÒÁÚÒÅÛÉÍ �ÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÔØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉSn É ÍÅÎÑÔØ ÚÎÁË Õ Þ£ÔÎÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ðÏÌÕÞÉÍ ÇÒÕ��Õ, �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÕÀÏÔÒÁÖÅÎÉÑÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ei − ej É ei + ej , ÇÄÅ i 6= j. üÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÔÏÖÅ ÂÕÄÅÔÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÍ (�ÒÏ×ÅÒØÔÅ ÜÔÏ!).õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.15. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A3 = D3.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.16. (�ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ 1.10). ëÁËÉÅ ÉÚ ÔÒ£È ÇÒÕ��, Ï�ÉÓÁÎÎÙÈ× ÚÁÄÁÞÅ 1.10, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÓÅÒÉÑÍ An, Bn ÉÌÉ Dn? þÅÍÕ ÒÁ×ÎÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅn?ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ[1℄ H.S.M.Coxeter. Regular polytopes. Dover Publiations, NY, 1973[2℄ L. Shl�ai. Theorie der vielfahen Kontinuat�at. Denkshriften der Shweizerishennaturforshenden Gesellshaft, 38 (1901), 1{237.
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