
çÒÕ��Ù ëÏËÓÔÅÒÁ É �ÒÁ×ÉÌØÎÙÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉå×ÇÅÎÉÊ óÍÉÒÎÏ×äÕÂÎÁ, 19{28 ÉÀÌÑ 2008 Ç.÷ÏÚØÍ£Í ÜÔÏ ÓÁÍÏÅ ÓÌÏ×Ï �á-�ÑÔØ�.úÁÞÅÍ ÍÙ ÅÇÏ �ÒÏÉÚÎÏÓÉÍ,ëÏÇÄÁ ÍÙ ÍÏÇÌÉ ÂÙ Ó�ÏËÏÊÎÏ ÓËÁÚÁÔØ:�å-ÛÅÓÔØ�, É �å-ÓÅÍØ�, É �å-×ÏÓÅÍØ�?(÷ÉÎÎÉ-ðÕÈ, ÉÚ ÎÅÉÚÄÁÎÎÏÇÏ)ìÅË�ÉÑ 33.1 äÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ Ë �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅË�ÉÉï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.1. çÒÕ��Á ëÏËÓÔÅÒÁ ÅÓÔØ (ÁÂÓÔÒÁËÔÎÁÑ) ÇÒÕ��Á, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÏÂÒÁÚÕ-ÀÝÉÍÉ s1; : : : ; sn É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ s2i = Id, (sisj)nij = Id, ÇÄÅ nij ∈ {2; 3; 4; : : : ;∞}.(nij = ∞ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÅÖÄÕ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ si É sj ÎÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ).çÒÕ��Õ ëÏËÓÔÅÒÁ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÇÒÁÆÁ ëÏËÓÔÅÒÁ. üÔÏÇÒÁÆ Ó n ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ, × ËÏÔÏÒÏÍ �ÒÏ×ÅÄÅÎÙ Ò£ÂÒÁ, ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÎÁÂÖÅÎÙÞÉÓÌÏ×ÙÍÉ ÏÔÍÅÔËÁÍÉ, �Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ �ÒÁ×ÉÌÕ:
• i-Ñ É j-Ñ ×ÅÒÛÉÎÙ ÎÅ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÒÅÂÒÏÍ, ÅÓÌÉ nij = 2 (Ô.Å. si É sj ËÏÍÍÕÔÉ-ÒÕÀÔ);
• i-Ñ É j-Ñ ×ÅÒÛÉÎÙ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ �ÒÏÓÔÙÍ ÒÅÂÒÏÍ, ÅÓÌÉ nij = 3;
• ÉÎÁÞÅ i-Ñ É j-Ñ ×ÅÒÛÉÎÙ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÒÅÂÒÏÍ, ÓÎÁÂÖ£ÎÎÙÍ ÏÔÍÅÔËÏÊ nij > 3.ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÎÉÅ ÔÁËÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÚÁÄÁÎÉÀ ÎÁÂÏÒÁ ÞÉÓÅÌ nij, ÔÏ ÅÓÔØ�ÏÌÎÏÍÕ Ï�ÉÓÁÎÉÀ ÇÒÕ��Ù ëÏËÓÔÅÒÁ.íÏÖÎÏ (É ÎÅ ÏÞÅÎØ ÔÒÕÄÎÏ) �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ÇÒÕ��Á ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ W , ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÒÎÅÊ �, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕ��ÏÊ ëÏËÓÔÅÒÁ, �ÒÉÞ£Í × ËÁÞÅÓÔ×ÅÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ s1; : : : ; sn ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ s�i ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÒÏÓÔÙÈ ËÏÒÎÅÊ�i ∈ � ⊂ �. (äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ ÍÏÖÎÏ �ÏÓÍÏÔÒÅÔØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, × [2℄ ÉÌÉ[3℄).ðÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁÌÉÞÉÅ ÏÔÍÅÔËÉm ÎÁ ÒÅÂÒÅ ÇÒÁÆÁ ëÏËÓÔÅÒÁ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÍ i-À É j-À×ÅÒÛÉÎÙ, ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ �ÒÏÓÔÙÍÉ ËÏÒÎÑÍÉ �i É �j , ÒÁ×ÅÎ �−�=m. �ÏÅÓÔØ ÇÒÁÆ ëÏËÓÔÅÒÁ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔ ×ÓÀ ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ ÓÉÓÔÅÍÙ �ÒÏÓÔÙÈ ËÏÒÎÅÊ.ãÅÌØÀ ÌÅË�ÉÉ 3 ÂÕÄÅÔ ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ×Ï�ÒÏÓ, ËÏÔÏÒÙÊ ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÆÏÒÍÕ-ÌÉÒÏ×ËÕ × ÞÉÓÔÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ:1



÷Ï�ÒÏÓ. äÌÑ ËÁËÉÈ ÇÒÁÆÏ× ëÏËÓÔÅÒÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÇÒÕ��Á ëÏËÓÔÅÒÁ ÍÏ-ÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÎÁ ËÁË ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕ��Á ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ? éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, �ÒÉ ËÁ-ËÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÎÁ ÏÔÍÅÔËÉ nij ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÚ n ×ÅËÔÏÒÏ× Ó �Ï�ÁÒÎÙÍÉÕÇÌÁÍÉ � − �=nij?ïÔ×ÅÔ ÎÁ ÜÔÏÔ ×Ï�ÒÏÓ ÄÁÓÔ ÎÁÍ �ÏÌÎÕÀ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÀ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÇÒÕ�� ÏÔÒÁ-ÖÅÎÉÊ.3.2 ëÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÑ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÇÒÕ�� ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ: ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁÒÅÚÕÌØÔÁÔÁäÌÑ ÕÄÏÂÓÔ×Á ××ÅÄ£Í ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÏÅï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.2. çÒÁÆ ëÏËÓÔÅÒÁ Ó n ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÍ, ÅÓÌÉÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÚ n ×ÅËÔÏÒÏ× �1; : : : ; �n × R
n, �Ï�ÁÒÎÙÅ ÕÇÌÙ ÍÅÖÄÕ ËÏÔÏÒÙÍÉÒÁ×ÎÑÀÔÓÑ ∠(�i; �j) = � − �=nij .ïÔ×ÅÔ ÎÁ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÉÊ ÎÁÓ ×Ï�ÒÏÓ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:�ÅÏÒÅÍÁ 3.3. çÒÁÆ ëÏËÓÔÅÒÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏ-ÇÄÁ ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÅÇÏ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ Ó�ÉÓËÕ:
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• m • I2(m)õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÅ × �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÌÅË�ÉÑÈ ÇÒÕ��ÙÔÉ�Ï× An, Bn É Dn ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÏÄÎÏÉÍ£ÎÎÙÍ ÇÒÁÆÁÍ ëÏËÓÔÅÒÁÉÚ ÜÔÏÊ ÔÁÂÌÉ�Ù, Á ÇÒÕ��Á ÓÁÍÏÓÏ×ÍÅÝÅÎÉÊ m-ÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÅÔ ÇÒÁÆÕ I2(m).3.3 äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 3.3: ÉÎÓÔÒÕÍÅÎÔÁÒÉÊîÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅÍ Ó×ÑÚÎÙÈ ÇÒÁÆÏ× ëÏËÓÔÅÒÁ:ÅÓÌÉ ÇÒÁÆ ÎÅÓ×ÑÚÅÎ, ÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÇÒÕ��Á ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ (ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ)ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑ × �ÒÑÍÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ �ÏÄÇÒÕ�� ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ2



ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ Ó×ÑÚÎÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÅ ÇÒÁÆÁ ëÏËÓÔÅÒÁ (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÓÉ-ÓÔÅÍÁ ËÏÒÎÅÊ ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑ × ÎÅÓËÏÌØËÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ �ÏÄÓÉÓÔÅÍ). çÒÕ��Ù ÏÔÒÁ-ÖÅÎÉÊ É ÉÈ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÒÎÅÊ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ Ó×ÑÚÎÙÍ ÇÒÁÆÁÍ ëÏËÓÔÅÒÁ, ÂÕÄÅÍÎÁÚÙ×ÁÔØ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÍÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ Ï�ÉÓÁÔØ ×ÓÅ Ó×ÑÚÎÙÅ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÅÇÒÁÆÙ ëÏËÓÔÅÒÁ.ïÂÝÁÑ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ ÎÁÛÅÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÂÕÄÅÔ ÔÁËÏ×Á: ÍÙ ×ÙÑÓÎÉÍ, ËÁËÉÈ�ÏÄÇÒÁÆÏ× ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ × ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÍ ÇÒÁÆÅ. ÷ ÉÔÏÇÅ ÍÙ �ÒÉÄ£Í Ë ÔÏÍÕ, ÞÔÏ×ÓÅ ÇÒÁÆÙ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÜÔÉÈ ÚÁ�ÒÅÝ£ÎÎÙÈ �ÏÄÇÒÁÆÏ×, ÓÕÔØ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÇÒÁÆÙÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 3.3.äÌÑ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ëÏËÓÔÅÒÁ � ÂÕÄÅÍ ÉÓËÁÔØ Ï�ÉÓÁÎÎÕÀ × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ 3.2ÓÉÓÔÅÍÕ, ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ÅÄÉÎÉÞÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×. îÁÍ ÉÚ×ÅÓÔÎÁ ÍÁÔÒÉ�Á çÒÁÍÁG(�) = G(�1; : : : ; �n) = ((�i; �j))1≤i;j≤nÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ: ÎÁ Å£ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÓÔÏÑÔ ÅÄÉÎÉ�Ù, Á ×ÎÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ { ÎÅ�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅÞÉÓÌÁ os(� − �=nij) = − os(�=nij). åÓÌÉ Ä×Á ×ÅËÔÏÒÁ � É  ÒÁÚÌÏÖÅÎÙ �Ï ÂÁÚÉÓÕÉÚ �1; : : : ; �n: � = ∑ bi�i,  = ∑ i�i, ÔÏ ÉÈ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÒÁ×ÎÏ(�; ) = (b1 b2 : : : bn) (G(�))









12...n :íÁÔÒÉ�Á çÒÁÍÁ ÓÉÓÔÅÍÙ ×ÅËÔÏÒÏ× × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, Á ÔÁËÖÅ ×ÓÅ Å£ ÇÌÁ×ÎÙÅ ÍÉ-ÎÏÒÙ, ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ. üÔÏ ÄÁ£Ô ÎÁÍ ×ÅÓØÍÁ ÓÉÌØÎÙÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÁ ÚÎÁÞÅÎÉÑ nij (Ô. Å. ÎÁ ÇÒÁÆ ëÏËÓÔÅÒÁ), ËÏÔÏÒÙÅ �ÏÚ×ÏÌÑÀÔ ÎÁÍÉÓËÌÀÞÉÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÇÒÁÆÙ. äÌÑ ÉÈ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÑ ÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÔÒÅÍÑÏÓÎÏ×ÎÙÍÉ ÉÎÓÔÒÕÍÅÎÔÁÍÉ.ðÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÓÔØ ÍÁÔÒÉ�Ù çÒÁÍÁ: ÅÓÌÉ detG(�) ≤ 0, ÔÏ � ÎÅ-ÄÏ�ÕÓÔÉÍ.îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ëÏÛÉ{âÕÎÑËÏ×ÓËÏÇÏ: ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÎÅ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÄÒÕÇÄÒÕÇÕ ×ÅËÔÏÒÏ× �; � (�; �)2 < (�; �)(�; �):�ÅÏÒÅÍÁ ðÉÆÁÇÏÒÁ: �ÕÓÔØ "1; : : : ; "k | ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ×ÅËÔÏÒÏ×(ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÂÁÚÉÓ). �ÏÇÄÁ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ �(�; �) ≥ k
∑i=1(�; "i)2;�ÒÉÞ£Í ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÒÏÇÉÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ � ∈ 〈"1; : : : ; "k〉.3.4 äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 3.3: ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ÷ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ × ÄÅÓÑÔØ ÛÁÇÏ× ÉÓËÌÀÞÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÎÅÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÅ ÇÒÁÆÙëÏËÓÔÅÒÁ. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÏÓÔÁÎÕÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÔÅ, ËÏÔÏÒÙÅ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÙ × ÔÅÏÒÅÍÅ 3.3.�ÅÍ ÓÁÍÙÍ ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ.3



ûÁÇ 1. ðÕÓÔØ � | ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÊ ÇÒÁÆ ëÏËÓÔÅÒÁ, É ÇÒÁÆ �′ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ � ÕÄÁÌÅ-ÎÉÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ×ÅÒÛÉÎ É ×ÓÅÈ �ÒÉÍÙËÁÀÝÉÈ Ë ÎÉÍ Ò£ÂÅÒ. �ÏÇÄÁ �′ ÄÏ�ÕÓÔÉÍ.üÔÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÉÚ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ.ûÁÇ 2. äÏ�ÕÓÔÉÍÙÊ ÇÒÁÆ ëÏËÓÔÅÒÁ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÉËÌÏ×.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÅËÔÏÒ � = �1 + · · · + �n É ÎÁÊÄ£Í ÅÇÏ ÓËÁÌÑÒÎÙÊË×ÁÄÒÁÔ:(�; �) = (∑�i;∑�i) = n− 2∑i<j os(�=nij) ≥ n−
∑�Ï ×ÓÅÍ Ò£ÂÒÁÍ 1 > 0:óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÞÉÓÌÏ Ò£ÂÅÒ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ n− 1.ûÁÇ 3. äÏ�ÕÓÔÉÍÙÊ ÇÒÁÆ ëÏËÓÔÅÒÁ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ: Á) ×ÅÒÛÉÎÕ ÓÔÅ�ÅÎÉ.4;Â) ×ÅÒÛÉÎÕ ÓÔÅ�ÅÎÉ 3, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ ÉÓÈÏÄÉÔ ÒÅÂÒÏ Ó ÏÔÍÅÔËÏÊ ≥ 4; ×) ×ÅÒÛÉÎÕ, ÉÚËÏÔÏÒÏÊ ÉÓÈÏÄÑÔ Ä×Á ÒÅÂÒÁ Ó ÏÔÍÅÔËÁÍÉ ≥ 4.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ÓÉÌÕ ÛÁÇÁ 1 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÎÉ ÏÄÉÎ ÉÚ ÜÔÉÈ ÔÒ£ÈÇÒÁÆÏ× ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÍ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �ÕÓÔØ ÉÓÈÏÄÎÙÊ ÇÒÁÆ � ÓÏÄÅÒÖÉÔ�ÏÄÇÒÁÆ, Ï�ÉÓÁÎÎÙÊ × ÕÓÌÏ×ÉÑÈ Á){×). õÄÁÌÉÍ ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ, ËÒÏÍÅ ×ÈÏÄÑÝÉÈ × ÜÔÏÔ�ÏÄÇÒÁÆ, É ×ÓÅ ÉÓÈÏÄÑÝÉÅ ÉÚ ÎÉÈ Ò£ÂÒÁ. ðÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÇÒÁÆ ÌÉÂÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÉËÌ(ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÎÅÄÏ�ÕÓÔÉÍ × ÓÉÌÕ ÛÁÇÁ 2), ÌÉÂÏ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ, Ï�ÉÓÁÎÎÙÊ × ÕÓÌÏ×ÉÉ.Á) äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÇÒÁÆ
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• •(×ÏÚÍÏÖÎÏ, Ó ÏÔÍÅÔËÁÍÉ ÎÁ Ò£ÂÒÁÈ) ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÍ (× ÓÉÌÕ ÛÁÇÁ 1 ÜÔÏÄÁÓÔ ÎÁÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ×ÅËÔÏÒÙ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ É ËÒÁÊ-ÎÉÍ ×ÅÒÛÉÎÁÍ, ÞÅÒÅÚ � É �1; : : : ; �4 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ðÏÓÌÅÄÎÉÅ ÞÅÔÙÒÅ ×ÅËÔÏÒÁÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ, Á � ÎÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÉÈ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ.úÎÁÞÉÔ, 1 = (�; �) > 4
∑i=1(�; �i) ≥ 4

∑i=1(1=2)2 = 1:ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.5. òÁÚÂÅÒÉÔÅÓØ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ Ó �ÕÎËÔÁÍÉ Â) É ×).ûÁÇ 4 (óÔÑÇÉ×ÁÎÉÅ �Å�ÏÞËÉ Ò£ÂÅÒ). åÓÌÉ × ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÍ ÇÒÁÆÅ � ÉÍÅÅÔÓÑ �Å�ÏÞËÁ×ÅÒÛÉÎ, ÓÏÅÄÉÎ£ÎÎÙÈ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ �ÒÏÓÔÙÍÉ Ò£ÂÒÁÍÉ, �ÒÉÞ£Í ÎÉËÁËÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ,ËÒÏÍÅ �ÅÒ×ÏÊ É �ÏÓÌÅÄÎÅÊ, ÂÏÌÅÅ ÎÉ Ó ÞÅÍ ÎÅ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ, ÔÏ ÜÔÕ �Å�ÏÞËÕ ÍÏÖÎÏ�ÓÔÑÎÕÔØ�, ÚÁÍÅÎÉ× ÏÄÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÏÊ É ÏÓÔÁ×É× ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ Ò£ÂÒÁ É ×ÅÒÛÉÎÙ ÂÅÚÉÚÍÅÎÅÎÉÊ. ðÏÌÕÞÅÎÎÙÊ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÇÒÁÆ ~� ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÔ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÍ:
• • : : : •  •
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÅÄßÑ×ÉÍ ÄÌÑ ÇÒÁÆÁ ~� ÎÁÂÏÒ ×ÅËÔÏÒÏ× Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍÉ ÓËÁÌÑÒ-ÎÙÍÉ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑÍÉ. üÔÏÔ ÎÁÂÏÒ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÎÁÂÏÒÁ ÄÌÑ � �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÚÁÍÅÎÙ×ÅËÔÏÒÏ× �1; : : : ; �k, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ×ÅÒÛÉÎÁÍ, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ �Å�ÏÞËÕ, ÎÁÉÈ ÓÕÍÍÕ � = �1 + · · ·+ �k. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,(�; �) = ∑1≤i≤k(�i; �i)− 2 ∑1≤i≤k−1(�i; �i+1) = k − (k − 1) = 1;Á ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ �, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÅ ÎÅ ÉÚ �Å�ÏÞËÉ,(�; �) = (�1; �) ÌÉÂÏ (�; �) = (�k; �);ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.ûÁÇ 5. ïÓÏÂÅÎÎÏÓÔØÀ ÇÒÁÆÁ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÌÉÂÏ ×ÅÒÛÉÎÕ ÓÔÅ�ÅÎÉ ×ÙÛÅ 2, ÌÉÂÏËÒÁÔÎÏÅ ÒÅÂÒÏ (Ô.Å. ÒÅÂÒÏ Ó ÏÔÍÅÔËÏÊ ≥ 4). õÔ×ÅÒÖÄÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÊ ÇÒÁÆÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÊ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ Ä×ÕÈ ÛÁÇÏ×: ÅÓÌÉ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ ÂÏ-ÌÅÅ ÏÄÎÏÊ, ÔÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �Å�ÏÞËÕ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÕÀ Ä×Å ÂÌÉÖÁÊÛÉÅ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ, ÉÓÔÑÎÅÍ Å£; �ÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÇÒÁÆ ÂÕÄÅÔ ÎÅÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÍ × ÓÉÌÕ ÛÁÇÁ 3.äÁÌØÎÅÊÛÉÅ ÞÅÔÙÒÅ ÛÁÇÁ �ÏÓ×ÑÝÅÎÙ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÀ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ �ÏÄÇÒÁÆÏ× Ó ËÒÁÔ-ÎÙÍ ÒÅÂÒÏÍ.ûÁÇ 6. çÒÁÆ • • m • • ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÍ �ÒÉ m ≥ 5.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ �ÒÏÔÉ×ÎÏÅ. ðÕÓÔØ ×ÅÒÛÉÎÁÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ×ÅË-ÔÏÒÙ �1; : : : ; �4, ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÓÌÅ×Á ÎÁ�ÒÁ×Ï. �ÏÇÄÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÅËÔÏÒÙ � =�1+2�2,  = 2�3+�4. ìÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ (�; �) = (; ) = 3, Á (�; ) = −4 os �=m.îÏ os(�=m) ≥ os(�=5) = 1+√54 . úÁ�ÉÛÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ëÏÛÉ{âÕÎÑËÏ×ÓËÏÇÏ:9 = 3 · 3 = (�; �)(; ) > (�; )2 ≥ (1 +√5)2 = 6 + 2√5 > 9:ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.ûÁÇ 7. çÒÁÆ • • 4 • • • ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÍ.ûÁÇ 8. çÒÁÆ • 5 • • • • ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÍ.ûÁÇ 9. çÒÁÆ • m • • ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÍ �ÒÉ m ≥ 6.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.6. õÍÅÌÏ �ÏÌØÚÕÑÓØ ÉÎÓÔÒÕÍÅÎÔÁÒÉÅÍ ÉÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ �ÁÒÁÇÒÁÆÁ,ÄÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÉ ÔÒÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.íÙ �ÏÌÕÞÉÌÉ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÇÒÁÆ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÒÁÔÎÏÅ ÒÅÂÒÏ, ÔÏ ÏÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÉÍ ÉÚÓÌÅÄÕÀÝÉÈ: An, Bn, F4, H3, H4, I2(m).�Å�ÅÒØ ÒÁÚÂÅÒ£Í ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ × ÇÒÁÆÅ ëÏËÓÔÅÒÁ ÅÓÔØ ×ÅÒÛÉÎÁ ÓÔÅ�ÅÎÉ 3.
• • : : : • • • • • : : : •

•
@@@

• : : : •
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ûÁÇ 10. çÒÁÆ ëÏËÓÔÅÒÁ Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ 3, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÔÒ£È ÝÕ�ÁÌÅ�, ÄÌÉÎÙËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÎÙ p, q É r ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÍ ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁÎÁ ÄÌÉÎÙ ÝÕ�ÁÌÅ� ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ1p + 1q + 1r > 1: (∗)úÁÄÁÞÁ 3.7. äÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ.õËÁÚÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ (�1; : : : ; �p), (�′1; : : : ; �′q), (�′′1 ; : : : ; �′′r ) | ×ÅÒÛÉÎÙ, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ÝÕ-�ÁÌØ�Á É ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÏÔ ËÒÁ£× Ë �ÅÎÔÒÕ, ÔÁË, ÞÔÏ �p = �′q = �′′r . òÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ �1 + 2�2 + · · ·+ (p− 1)�p−1, �′1 + 2�′2 + · · · + (q − 1)�′q−1 É�′′1 +2�′′2 + · · ·+(r− 1)�′′r−1. ÷ÅËÔÏÒ �p = �′q = �′′r ÎÅ ÌÅÖÉÔ × ÉÈ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ.�Å�ÅÒØ ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ðÉÆÁÇÏÒÁ.õÒÁ×ÎÅÎÉÅ (∗) ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÔÁË ÕÖ É ÍÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÊ × �ÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ: (p; q; r) ÍÏÖÅÔÂÙÔØ ÒÁ×ÎÏ (2; 2; r) �ÒÉ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ r ≥ 2, Á ÔÁËÖÅ (2; 3; 3), (2; 3; 4) É (2; 3; 5).ðÅÒ×ÁÑ ÓÅÒÉÑ ÒÅÛÅÎÉÊ ÄÁ£Ô ÎÁÍ ÇÒÁÆÙ ëÏËÓÔÅÒÁ ÔÉ�Á Dn, Á �ÏÓÌÅÄÎÉÅ ÔÒÉ |ÇÒÁÆÙ E6, E7 É E8.3.5 äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 3.3: ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÔØðÏÓÌÅÄÎÅÅ, ÞÔÏ ÏÔ ÎÁÓ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ | ÜÔÏ ×Ù�ÉÓÁÔØ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÒÎÅÊ É �ÒÏÓÔÙÈ ËÏÒÎÅÊÄÌÑ ×ÓÅÈ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÈ ÇÒÁÆÏ× ëÏËÓÔÅÒÁ. üÔÉÍ ÍÙ ÓÅÊÞÁÓ É ÚÁÊÍ£ÍÓÑ.óÉÓÔÅÍÙ ËÏÒÎÅÊ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÓÅÒÉÑÍ An, Bn, Dn É I2(m), ÍÙ ÕÖÅ ×ÉÄÅÌÉ.ïÓÔÁÌÏÓØ ÒÁÚÏÂÒÁÔØÓÑ Ó ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÓÉÓÔÅÍÁÍÉ. ÷Ù�ÉÛÅÍ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÒÎÅÊÑ×ÎÏ ÄÌÑ F4 É E8, Á ÔÁËÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÄÌÑ H3 É H4 ÏÓÔÁ×ÉÍ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÚÁÄÁÞÉ. þÅÒÅÚe1; : : : ; en ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V .F4 : �1 = 1√2(e2 − e3); �2 = 1√2 (e3 − e4); �3 = e4; �4 = 12(e1 − e2 − e3 − e4);� = {

±ei; 12 (±e1 +±e2 +±e3 +±e4); 1√2(±ei ± ej} :E8 : �1 = 12 (e1 − e2 − · · · − e7 + e8); �2 = e1 + e2;�3 = e2 − e1; �4 = e3 − e2; �5 = e4 − e3;�6 = e5 − e4; �7 = e6 − e5; �8 = e7 − e6;� = {±ei ± ej} ∪ {12 (±e1 ± e2 ± · · · ± e7 ± e8)}ÞÉÓÌÏ ÍÉÎÕÓÏ× Þ£ÔÎÏ:óÉÓÔÅÍÙ ËÏÒÎÅÊ E6 É E7 �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÒÎÅÊE8  �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ 〈�1; : : : ; �6〉 É 〈�1; : : : ; �7〉 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.úÁÄÁÞÁ 3.8. ÷Ù�ÉÛÉÔÅ ÜÔÉ ÓÉÓÔÅÍÙ (É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ �ÒÏÓÔÙÈ ËÏÒ-ÎÅÊ) Ñ×ÎÏ × ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÂÁÚÉÓÁÈ e1; : : : ; e6 É e1; : : : ; e7úÁÄÁÞÁ 3.9. ÷Ù�ÉÛÉÔÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÒÎÅÊ É ÓÉÓÔÅÍÙ �ÒÏÓÔÙÈ ËÏÒÎÅÊ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-ÀÝÉÅ ÇÒÁÆÁÍ ëÏËÓÔÅÒÁ H3 É H4, ÉÌÉ �ÏÄÓÍÏÔÒÉÔÅ ÏÔ×ÅÔ × ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÕÍÎÏÊËÎÉÖËÅ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [1℄) É �ÒÏ×ÅÒØÔÅ ÅÇÏ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ.üÔÏ ÄÁ£Ô ÎÁÍ �ÏÌÎÕÀ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÀ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÇÒÕ��, �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÙÈ ÏÔÒÁÖÅ-ÎÉÑÍÉ. 6
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