
ïÇÌÁ×ÌÅÎÉÅðÒÅÄÉÓÌÏ×ÉÅ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7ðÒÅÄÉÓÌÏ×ÉÅ ËÏ ×ÔÏÒÏÍÕ ÉÚÄÁÎÉÀ �ÅÒ×ÏÇÏ ×Ù�ÕÓËÁ . . . . . . . . . 10çÌ Á × Á I.ðÒÏÓÔÅÊÛÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ . . . . . . . . . . . . . 11x 1. ïÓÎÏ×ÎÙÅ É ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . 111. ÷×ÏÄÎÙÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112. ïÓÎÏ×ÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123. ïÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134. ìÏËÁÌØÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ . . . . . . . . . 155. ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÞÉÓÌÏ É ÎÁ ÆÕÎË�ÉÀ 176. óÄ×ÉÇÉ, �Ï×ÏÒÏÔÙ É ÄÒÕÇÉÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ×ÏÂÌÁÓÔÉ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ . . . . . . . . . . . . . . 187. ðÒÏÂÌÅÍÁ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÉ ÒÁÓÈÏÄÑÝÉÈÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× . . . . 208. ðÒÅÄÅÌØÎÙÊ �ÅÒÅÈÏÄ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 239. ëÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ É ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ . . . . . . 2510. äÒÕÇÉÅ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á . . . . . . . . . . . . . . . . 26x 2. äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ É ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ . . . . . . . . . . . . . . 281. ïÓÎÏ×ÎÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 282. ðÒÉÍÅÒÙ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÆÕÎË�ÉÊ ÏÄÎÏÇÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÇÏ �ÅÒÅ-ÍÅÎÎÏÇÏ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 313. ðÒÉÍÅÒÙ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ�ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 384. äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ ËÁË ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ . . . . . . 415. äÅÌØÔÁ-ÏÂÒÁÚÎÙÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ . . . . . . . . . . . . 466. äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ó ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ 517. äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å S . . . . . . . . . . . 56x 3. òÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÑ ÆÕÎË�ÉÊ ÓÏ ÓÔÅ�ÅÎÎÙÍÉ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÑÍÉ . . . . 571. ðÏÓÔÁÎÏ×ËÁ ×Ï�ÒÏÓÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 572. ïÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ x�+ É x�� . . . . . . . . . . . . . . . . 603. þÅÔÎÁÑ É ÎÅÞÅÔÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ ÆÕÎË�ÉÊ x�+ É x�� . . . . . 63



ïÇÌÁ×ÌÅÎÉÅ 34. îÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÏÔ ÆÕÎË�ÉÊ x�+, x��, jxj�,jxj� sgnx . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 675. îÏÒÍÉÒÏ×ËÁ ÆÕÎË�ÉÊ x�+;x��; jxj�; jxj� sgnx . . . . . . . . . 696. ïÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ (x + i0)� É (x � i0)� . . . . . . . . . 737. ëÁÎÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÑ . . . . . . . . . . . . . . . . . 758. òÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÑ ÄÒÕÇÉÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× . . . . . . . . . . . . . . 809. ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ r� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8610. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ r� ÎÁ �ÌÏÓËÉÅ ×ÏÌÎÙ . . . . . . . . . 9011. ïÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95x 4. ðÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 991. ðÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 992. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÊ x�+ É x�� × ÒÑÄ �ÅÊÌÏÒÁ É × ÒÑÄ ìÏÒÁÎÁ1013. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÊ jxj� É jxj� sgnx . . . . . . . . . . . . . 1074. æÕÎË�ÉÉ (x + i0)� É (x � i0)� . . . . . . . . . . . . . . . . . 1105. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÊ (x + i0)� É (x � i0)� × ÒÑÄ �ÅÊÌÏÒÁ . 1136. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ r� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116x 5. ó×ÅÒÔËÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1171. ðÒÑÍÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ . . . . . . . . 1182. ó×ÅÒÔËÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ . . . . . . . . . . . . . . . . 1213. îØÀÔÏÎÏ×ÓËÉÊ �ÏÔÅÎ�ÉÁÌ É ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ . . . . . . . . . . . . . . . . 1244. éÎÔÅÇÒÁÌ ðÕÁÓÓÏÎÁ É ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉëÏÛÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1275. éÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ É ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ�ÏÒÑÄËÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133x 6. æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ . . . . . . . . . . . . . . 1411. æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ . . 1412. æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1473. æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ . . . . . . . . . . 152äÏÂÁ×ÌÅÎÉÅ 1. ìÏËÁÌØÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ . . . . . . 1611. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ �ÕÔÅÍ ÕÓÒÅÄÎÅÎÉÑ ÎÅ�ÒÅ-ÒÙ×ÎÙÈ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1612. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉ�Ù . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1633. ìÏËÁÌØÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ . . . . . . . . . 1644. äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ ËÁË ÌÏËÁÌØÎÁÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ . . . . . . . . 166äÏÂÁ×ÌÅÎÉÅ 2. ïÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ, ÚÁ×ÉÓÑÝÉÅ ÏÔ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ . . 1681. îÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1682. äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . 1693. áÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 170



4 ïÇÌÁ×ÌÅÎÉÅçÌ Á × Á II.ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ . . . . . . . . . . . . 173x 1. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ . . . . . . . . . . . 1731. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á K . . . 1732. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Z . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1763. óÌÕÞÁÊ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ . . . . . . . . . . . . . . . 1774. æÕÎË�ÉÏÎÁÌÙ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Z . . . . . . . . . . . . . . 1795. áÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . 1816. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÆÕÎË�ÉÊ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á S . . . . . 186x 2. ïÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÏÄÎÏÇÏ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ . . . . . . . . . . . . 1871. ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1872. ðÒÉÍÅÒÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1893. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ x�+, x��,jxj�, jxj� sgnx . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1924. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ x�+ lnx+ ÉÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÈ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1965. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ (ax2+bx+)�+2056. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏ× . . . 211x 3. ïÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ . . . . . . . . . 2131. ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2132. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ �ÒÑÍÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ . . . . . . . 2143. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ r� . . . . . . 2154. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏ-ÞÅÎÎÏÊ × ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ . . . . . . . . . . . . . . . . 2185. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ ËÁË �ÒÅÄÅÌ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉÆÕÎË�ÉÊ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 222x 4. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ É ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ . . . . 2231. ðÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ . . . . . . . . . . . . . . . . . 2232. éÔÅÒÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ìÁ�ÌÁÓÁ �mu = f . . . . . . . . 2243. ÷ÏÌÎÏ×ÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ × ÎÅÞÅÔÎÏÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å . . . . 2254. ó×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÉÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ ÄÌÑ ÎÅÇÏ . . . . 2275. ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÏÎÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ . . . . . . . . . . . 228çÌ Á × Á III.ó�Å�ÉÁÌØÎÙÅ ÔÉ�Ù ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ . . . . . . . . . . . . . . . 232x 1. ïÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ ÇÌÁÄËÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ . . . . . . . . . 2321. ðÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÙÅ Ó×ÅÄÅÎÉÑ Ï ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍÁÈ 2372. æÏÒÍÁ ! . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2433. ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ Æ(P ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2454. ðÒÉÍÅÒ: ×Ù×ÏÄ ÆÏÒÍÕÌÙ çÒÉÎÁ . . . . . . . . . . . . . . . . 2505. æÏÒÍÙ !k(') É ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ Æ(k)(P ) . . . . . . . 251



ïÇÌÁ×ÌÅÎÉÅ 56. �ÏÖÄÅÓÔ×Á ÄÌÑ Æ(k)(P ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2567. �ÏÖÄÅÓÔ×Á ÄÌÑ Æ(k)(a(x)P ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2608. óÌÏÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2629. ïÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ Æ(P1; : : : ;Pk) É �mÆ(P1;:::;Pk)�P�11 :::�P�kk . . . . . 263x 2. æÕÎË�ÉÉ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ . . . . . . . . . . 2731. ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÊ Æ(k)1 (P ) É Æ(k)2 (P ) . . . . . . . . . . . 2732. ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ P �+ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2793. ïÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ P�, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍÆÏÒÍÁÍ Ó ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ . . . . . . . . . 2974. ïÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ (P + i0)� É (P � i0)� . . . . . . . . 3025. æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØ-ÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3066. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÆÕÎË�ÉÊ (P + i0)� É (P � i0)� . . 3117. ïÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÆÕÎË�ÉÑÍÉ âÅÓÓÅÌÑ . 3138. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ (2 + P ++ i0)� É (2 + P � i0)� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3159. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ (2 + P )�+É (2 + P )�� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31810. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ (2+P )�+�(�+1)É (2+P )���(�+1) �ÒÉ �ÅÌÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ �. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ Æ(2 + P ) É ÅÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ . . . . . 320x 3. ïÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3251. ÷×ÅÄÅÎÉÅ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3252. ðÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÎÅÚÁ×É-ÓÉÍÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3263. ïÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÓÔÅ�ÅÎÉ �n . . . . . . . 3334. ïÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÓÔÅ�ÅÎÉ �n �m . . . . 3405. ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ×ÉÄÁ r�f , ÇÄÅ f | ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑÆÕÎË�ÉÑ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÅ . . . . . . . . . . . 341x 4. ðÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ × ÓÔÅ�ÅÎÉ � . . . . . . . . . . . . . . . . 3431. ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË . . . . . . . . . . . 3432. éÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ G� × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ G(x1; : : : ;xn) = 0 �ÅÌÉËÏÍ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÏÞÅË1-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3463. éÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ G� × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ G(x1; : : : ;xn) = 0 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÏÞÅË ÎÅ ×ÙÛÅ2-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3494. ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ G�(x1; : : : ;xn) × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ . . . . 3555. éÎÔÅÇÒÁÌÙ ÏÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ '�Ï �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÑÍ ÕÒÏ×ÎÑ G(x1; : : : ;xn) =  . . . . . . . . . . 359



6 ïÇÌÁ×ÌÅÎÉÅó×ÏÄËÁ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ É ÆÏÒÍÕÌ ×Ù�ÕÓËÁ 1 . . . . . . . . . 364ó×ÏÄÎÁÑ ÔÁÂÌÉ�Á �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ æÕÒØÅ . . . . . . . . . . . . . . . 396äÏÂÁ×ÌÅÎÉÅ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 403ðÒÉÍÅÞÁÎÉÑ É ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÎÙÅ ÕËÁÚÁÎÉÑ . . . . . . . . . . . . . . . . . 405áÌÆÁ×ÉÔÎÙÊ ÕËÁÚÁÔÅÌØ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 408



ðòåäéóìï÷éåïÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ �ÏÌÕÞÁÀÔ ÓÅÊÞÁÓ ×ÓÅ ÂÏÌÅÅ ÛÉÒÏËÏÅ ÒÁÓ-�ÒÏÓÔÒÁÎÅÎÉÅ × ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÒÁÚÄÅÌÁÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ. ÷ ÎÅÓÔÒÏÇÏÊ ÆÏÒÍÅÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ �Ï ÓÕÝÅÓÔ×Õ ÕÖÅ ÄÁ×ÎÏ �ÒÉÍÅÎÑÌÉÓØ ÆÉÚÉËÁÍÉ.÷ÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ × ÆÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÔÅÏÒÉÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÓÙ-ÇÒÁÌÉ ÒÁÂÏÔÙ ö. áÄÁÍÁÒÁ, × ËÏÔÏÒÙÈ × Ó×ÑÚÉ Ó ÉÚÕÞÅÎÉÅÍ ÆÕÎÄÁ-ÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ×ÏÌÎÏ×ÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÙ ÒÁÓÈÏÄÑÝÉÅÓÑÉÎÔÅÇÒÁÌÙ, Á ÔÁËÖÅ ÒÁÂÏÔÙ í. òÉÓÓÁ. íÙ ÎÅ ÇÏ×ÏÒÉÍ ÚÄÅÓØ Ï ÂÏÌÅÅÒÁÎÎÉÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÒÁÂÏÔÁÈ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÔÏÖÅ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÎÁÊÔÉÜÌÅÍÅÎÔÙ ÂÕÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÉÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ.÷�ÅÒ×ÙÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ × Ñ×ÎÏÊ É ÔÅ�ÅÒØ ÏÂÝÅ�ÒÉÎÑÔÏÊÆÏÒÍÅ ××ÅÌ ó.ì. óÏÂÏÌÅ× × 1936 Ç. ïÎ �ÒÉÍÅÎÉÌ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉË ×ÙÑÓÎÅÎÉÀ ×Ï�ÒÏÓÁ Ï ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ ÄÌÑÌÉÎÅÊÎÙÈ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ.ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, Ë ÔÅÏÒÉÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ×�ÌÏÔÎÕÀ �ÏÄ-×ÏÄÉÔ ÔÅÏÒÉÑ ó. âÏÈÎÅÒÁ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ æÕÒØÅ ÆÕÎË�ÉÊ ÓÔÅ�ÅÎÎÏÇÏÒÏÓÔÁ. üÔÉ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �Ï ÓÕÝÅÓÔ×Õ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÍÉÆÕÎË�ÉÑÍÉ É ×ÙÓÔÕ�ÁÀÔ Õ C. âÏÈÎÅÒÁ ËÁË ÆÏÒÍÁÌØÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ.÷ 1950{1951 ÇÇ. �ÏÑ×ÉÌÁÓØ ÍÏÎÏÇÒÁÆÉÑ ì. û×ÁÒ�Á ��ÅÏÒÉÑ ÒÁÓ-�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ�. ÷ ÜÔÏÊ ËÎÉÇÅ ì. û×ÁÒ� ÓÉÓÔÅÍÁÔÉÚÉÒÏ×ÁÌ ÔÅÏÒÉÀ ÏÂÏÂ-ÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, Ó×ÑÚÁÌ ×ÏÅÄÉÎÏ ×ÓÅ �ÒÅÖÎÉÅ �ÏÄÈÏÄÙ, �ÒÉ×ÌÅË Ë ÅÅÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÀ ÔÅÏÒÉÀ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× É �ÏÌÕÞÉÌÒÑÄ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ É ÄÁÌÅËÏ ÉÄÕÝÉÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×. ðÏÓÌÅ ×ÙÈÏÄÁ × Ó×ÅÔ��ÅÏÒÉÉ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ� ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÅÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÏ ÂÙÓÔÒÏ,ÂÕË×ÁÌØÎÏ ÚÁ Ä×Á-ÔÒÉ ÇÏÄÁ, �ÒÉÏÂÒÅÌÉ ÞÒÅÚ×ÙÞÁÊÎÏ ÛÉÒÏËÕÀ �Ï�ÕÌÑÒ-ÎÏÓÔØ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÈÏÔÑ ÂÙ ÎÁ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÍÁ-ÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÒÁÂÏÔ, × ËÏÔÏÒÙÈ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÄÅÌØÔÁ-ÆÕÎË�ÉÑ, ×ÏÚÒÏÓÌÏ×Ï ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ.÷ ×Ù�ÕÓËÁÈ ÜÔÏÊ ÓÅÒÉÉ ÂÕÄÅÔ ÄÁÎÏ ÓÉÓÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅÔÅÏÒÉÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ É ÒÑÄÁ �ÒÉÍÙËÁÀÝÉÈ Ë ÎÅÊ ×Ï�ÒÏÓÏ× ÁÎÁ-ÌÉÚÁ. á×ÔÏÒÙ ÎÅ ÓÔÁ×ÉÌÉ ÓÅÂÅ �ÒÉ ÜÔÏÍ �ÅÌØÀ ÓÏÂÒÁÔØ ×ÅÓØ ÍÁÔÅÒÉÁÌ,× ËÏÔÏÒÏÍ × ÔÏÊ ÉÌÉ ÉÎÏÊ ÍÅÒÅ ÕÞÁÓÔ×ÕÀÔ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ. óÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÏÞÅÎØ ÍÎÏÇÉÅ ÉÚ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÚÄÅÓØ �ÒÏÂÌÅÍ ÍÏÖ-ÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÔÒÁËÔÏ×ÁÔØ É ÂÅÚ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. ïÄÎÁËÏ �ÏÎÑÔÉÅÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÄÏÂÎÙÍ Ó×ÑÚÕÀÝÉÍ Ú×ÅÎÏÍ ÄÌÑ ÒÑÄÁ×Ï�ÒÏÓÏ× ÁÎÁÌÉÚÁ, ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ, ÔÅÏÒÉÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØ-ÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ÔÅÏÒÉÊ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÈ ÇÒÕ�� ìÉÉ ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ. ðÏÜÔÏÍÕ, ÂÙÔØ ÍÏÖÅÔ, ÎÁÚ×ÁÎÉÅ �ïÂÏÂÝÅÎÎÙÅÆÕÎË�ÉÉ� ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÊ ÓÅÒÉÉ ×Ù�ÕÓËÏ× �Ï ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÁÎÁÌÉÚÕÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÉÂÏÌÅÅ �ÏÄÈÏÄÑÝÉÍ.ðÅÒÅÞÉÓÌÉÍ ×ËÒÁÔ�Å ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ �ÅÒ×ÙÈ ÞÅÔÙÒÅÈ ×Ù�ÕÓËÏ× ÓÅÒÉÉ.



8 ðòåäéóìï÷éåðÅÒ×ÙÊ ×Ù�ÕÓË �ÏÓ×ÑÝÅÎ × ÏÓÎÏ×ÎÏÍ ÁÌÇÏÒÉÆÍÉÞÅÓËÉÍ ×Ï�ÒÏÓÁÍÔÅÏÒÉÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. åÇÏ �ÅÒ×ÙÅ Ä×Å ÇÌÁ×Ù �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÏÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÅ ××ÅÄÅÎÉÅ × ÔÅÏÒÉÀ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. ÷ ÜÔÏÍ×Ù�ÕÓËÅ ÞÉÔÁÔÅÌØ ×ÓÔÒÅÔÉÔÓÑ ÓÏ ÍÎÏÇÉÍÉ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑÍÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈÆÕÎË�ÉÊ Ë ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ×Ï�ÒÏÓÁÍ ÁÎÁÌÉÚÁ. ÷ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÅÇÏ ÍÅÓÔÁÈÔÅÏÒÅÍÙ �ÒÉ×ÅÄÅÎÙ ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×, ÓÏ ÓÓÙÌËÁÍÉ ÎÁ ×ÔÏÒÏÊ ×Ù�ÕÓË.îÁÒÑÄÕ Ó ËÎÉÇÏÊ û×ÁÒ�Á × ÜÔÏÍ ×Ù�ÕÓËÅ ÛÉÒÏËÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÁ ÓÔÁÔØÑé.í. çÅÌØÆÁÎÄÁ É ú.ñ. ûÁ�ÉÒÏ �ïÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ� (õíî, 1955,�3). ú.ñ. ûÁ�ÉÒÏ ÎÁ�ÉÓÁÌÁ ÔÁËÖÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ �ÕÎËÔÏ× ÄÌÑ ÎÁÓÔÏÑÝÅÇÏ×Ù�ÕÓËÁ.÷Ï ×ÔÏÒÏÍ ×Ù�ÕÓËÅ ÒÁÚ×É×ÁÀÔÓÑ �ÏÎÑÔÉÑ, ××ÅÄÅÎÎÙÅ × �ÅÒ×ÏÍ ×Ù-�ÕÓËÅ, ÏÂÏÓÎÏ×Ù×ÁÀÔÓÑ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÓÒÅÄÓÔ× ÔÅÏÒÅÍÙ,�ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÅ × ÎÅÍ ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×, Á ÔÁËÖÅ ÓÔÒÏÉÔÓÑ É ÉÚÕÞÁÅÔÓÑÂÏÌØÛÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ.âÁÚÏÊ ÄÌÑ ×ÓÅÇÏ ÜÔÏÇÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ × ÇÌÁ×Å I ×ÔÏÒÏÇÏ ×Ù�ÕÓËÁÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ É ÕÄÏÂÎÙÈ ÄÌÑ ÁÎÁÌÉÔÉËÏ× ÒÁÚÄÅ-ÌÏ× ÏÂÝÅÊ ÔÅÏÒÉÉ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× | ÔÅÏÒÉÉÓÞÅÔÎÏ-ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×.�ÒÅÔÉÊ ×Ù�ÕÓË �ÏÓ×ÑÝÅÎ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑÍ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈÆÕÎË�ÉÊ Ë ÔÅÏÒÉÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, Á ÉÍÅÎÎÏ Ë �ÏÓÔÒÏ-ÅÎÉÀ ËÌÁÓÓÏ× ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ É ËÌÁÓÓÏ× ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ ÒÅÛÅÎÉÊ ÚÁÄÁÞÉëÏÛÉ ÄÌÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ × ÞÁÓÔÎÙÈ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ É Ë ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑÍ �ÏÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÆÕÎË�ÉÑÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×. úÄÅÓØ ÓÉÓÔÅ-ÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ×Ï ×ÔÏÒÏÍ ×Ù�ÕÓËÅ.÷ ÞÅÔ×ÅÒÔÏÍ ×Ù�ÕÓËÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÔÅÏÒÉÅÊ ÏÂÏÂ-ÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ×Ï�ÒÏÓÙ ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ (ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÓÌÕÞÁÊ-ÎÙÅ �ÒÏ�ÅÓÓÙ) É ÔÅÏÒÉÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÇÒÕ�� ìÉ. ïÂßÅÄÉÎÑÀÝÉÍÉÚÄÅÓØ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×Ï�ÒÏÓÙ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ (ÁÎÁÌÏÇÁ ÔÅÏÒÉÉÉÎÔÅÇÒÁÌÁ æÕÒØÅ) ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ×Ï�ÒÏÓÙ �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. ÷ ÜÔÏÍ ÖÅ ×Ù�ÕÓËÅÉÚÌÁÇÁÅÔÓÑ ÉÇÒÁÀÝÁÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÒÏÌØ × ÅÇÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑÈ ÔÅÏÒÅÍÁì. û×ÁÒ�Á Ï ÑÄÒÅ.÷Ù�ÕÓËÉ 1{3 ÎÁ�ÉÓÁÎÙ ç.å. ûÉÌÏ×ÙÍ É ÍÎÏÀ, ×Ù�ÕÓË 4 | î.ñ. ÷É-ÌÅÎËÉÎÙÍ É ÍÎÏÀ.÷ ËÏÎ�Å �ÅÒ×ÏÇÏ ×Ù�ÕÓËÁ ÄÌÑ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÉ ÞÉÔÁÔÅÌÑ �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑËÒÁÔËÏÅ ÏÇÌÁ×ÌÅÎÉÅ ×Ù�ÕÓËÏ× 2{4. ÷ ËÏÎ�Å ËÁÖÄÏÇÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ×Ù-�ÕÓËÁ ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÔ ÄÁÎÏ ÏÇÌÁ×ÌÅÎÉÅ ÎÁ�ÉÓÁÎÎÙÈ Ë ÜÔÏÍÕ ×ÒÅÍÅÎÉÏÓÔÁÌØÎÙÈ ×Ù�ÕÓËÏ×.÷ ÒÁÚÄÅÌÅ �ðÒÉÍÅÞÁÎÉÑ É ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÎÙÅ ÕËÁÚÁÎÉÑ� ÄÁÀÔÓÑ ÉÓÔÏÒÉ-ÞÅÓËÉÅ Ó×ÅÄÅÎÉÑ, ÕËÁÚÁÎÉÑ ÎÁ �ÅÒ×ÏÉÓÔÏÞÎÉËÉ É ÂÉÂÌÉÏÇÒÁÆÉÑ. ðÏ ÈÏÄÕÖÅ ÉÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÉËÁËÉÈ ÓÓÙÌÏË ÎÁ �ÅÒ×ÏÉÓÔÏÞÎÉËÉ ÎÅ ÄÅÌÁÅÔÓÑ; ÕËÁÚÁÎÉÑÎÁ ÕÞÅÂÎÕÀ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÕ ÄÁÀÔÓÑ × �ÏÄÓÔÒÏÞÎÙÈ �ÒÉÍÅÞÁÎÉÑÈ.



ðòåäéóìï÷éå 9ðÑÔÙÊ ×Ù�ÕÓË, �Ï-×ÉÄÉÍÏÍÕ, ÂÕÄÅÔ �ÏÓ×ÑÝÅÎ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍÕ ÒÁÚ×É-ÔÉÀ ÍÅÔÏÄÏ× ÔÅÏÒÉÉ ÆÕÎË�ÉÊ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ × ÔÅÏÒÉÉÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. õÖÅ × �ÅÒ×ÏÍ ×Ù�ÕÓËÅ ÎÁÍÅÞÅÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ËÁË ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏ× ÎÁÄ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎË-�ÉÑÍÉ; × �ÑÔÏÍ ×Ù�ÕÓËÅ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ �ÏÄÒÏÂÎÏ ÒÁÚ×ÉÔØ ÜÔÕ ÔÏÞËÕÚÒÅÎÉÑ É ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÅÅ Ó×ÑÚØ Ó ÒÁÂÏÔÁÍÉ ö. ìÅÒÅÑ.ëÏÎÅÞÎÏ, ×ÓÅ ÜÔÏ ÄÁÌÅËÏ ÎÅ ÉÓÞÅÒ�Ù×ÁÅÔ ×ÓÅÈ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ �ÒÉÍÅ-ÎÅÎÉÊ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. îÅÓÏÍÎÅÎÎÏ, ÞÕ×ÓÔ×ÕÅÔÓÑ �ÏÔÒÅÂÎÏÓÔØ ×ÕÇÌÕÂÌÅÎÉÉ Ó×ÑÚÅÊ Ó ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÍÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ (ËÒÁÅ×ÙÅ ÚÁÄÁ-ÞÉ, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ó �ÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ, ÒÑÄ ×Ï�ÒÏÓÏ× Ë×ÁÚÉÌÉ-ÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÔÅÏÒÉÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑÎÁÉÂÏÌÅÅ ÕÄÏÂÎÏÊ ÂÁÚÏÊ ÄÌÑ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÏÂÝÅÊ ÔÅÏÒÉÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊÇÒÕ�� ìÉ É, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÂÝÅÊ ÔÅÏÒÉÉ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÈ É ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈÁ×ÔÏÍÏÒÆÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. íÙ ÎÁÄÅÅÍÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÉ ×Ï�ÒÏÓÙ ÍÏÖÎÏ ÂÕÄÅÔÔÁËÖÅ ×�ÏÓÌÅÄÓÔ×ÉÉ ÏÓ×ÅÔÉÔØ.á×ÔÏÒÙ �ÅÒ×ÏÇÏ ×Ù�ÕÓËÁ ×ÙÒÁÖÁÀÔ �ÒÉÚÎÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Ó×ÏÉÍ ÓÏ-ÔÒÕÄÎÉËÁÍ É ÕÞÅÎÉËÁÍ, × ÔÏÊ ÉÌÉ ÉÎÏÊ ÍÅÒÅ �ÒÉÎÉÍÁ×ÛÉÍ ÕÞÁÓÔÉÅ× ÓÏÚÄÁÎÉÉ ÜÔÏÇÏ ×Ù�ÕÓËÁ, × ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ÷.á. âÏÒÏ×ÉËÏ×Õ, î.ñ. ÷É-ÌÅÎËÉÎÕ, í.é. çÒÁÅ×Õ É ú.ñ. ûÁ�ÉÒÏ. á×ÔÏÒÙ ÂÌÁÇÏÄÁÒÎÙ ÔÁËÖÅí.ó. áÇÒÁÎÏ×ÉÞÕ, ËÏÔÏÒÙÊ ÏÔÒÅÄÁËÔÉÒÏ×ÁÌ ×ÓÀ ÒÕËÏ�ÉÓØ É ×ÎÅÓ × ÎÅÅÒÑÄ ÕÌÕÞÛÅÎÉÊ. é. í. çÅÌØÆÁÎÄ



ðòåäéóìï÷éå ëï ÷�ïòïíõ éúäáîéàðåò÷ïçï ÷ùðõóëá÷Ï ×ÔÏÒÏÍ ÉÚÄÁÎÉÉ �ÅÒ×ÏÇÏ ×Ù�ÕÓËÁ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ �Å-ÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ ÍÁÔÅÒÉÁÌÁ ÄÌÑ ÏÂÌÅÇÞÅÎÉÑ ÞÔÅÎÉÑ. ä×Å �ÅÒ×ÙÅ ÇÌÁ×Ù�ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É �ÒÏÓÔÅÊÛÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ� É �ðÒÅ-ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ� ÍÏÖÎÏ ÒÅËÏÍÅÎÄÏ×ÁÔØ �ÒÉ�ÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏÍ ÏÚÎÁËÏÍÌÅÎÉÉ; ÏÎÉ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÍÉÎÉÍÕÍ,ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍ ×ÓÅÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁÍ É ÆÉÚÉËÁÍ, ÉÍÅÀÝÉÍ ÄÅÌÏ ÓÏÂÏÂÝÅÎÎÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ.ðÌÁÎ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ ÞÔÅÎÉÑ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÉÎÔÅÒÅÓÏ× ÞÉÔÁÔÅÌÑ. þÉÔÁÔÅ-ÌÉ, ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÉÅÓÑ ÁÌÇÏÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÏÒÏÎÏÊ, ÍÏÇÕÔ ÏÂÒÁÝÁÔØÓÑ ËÇÌÁ×Å III ÜÔÏÇÏ ×Ù�ÕÓËÁ, ËÏÔÏÒÁÑ �ÏÓ×ÑÝÅÎÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÀ Ó�Å�ÉÁÌØ-ÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ: ÄÅÌØÔÁ-ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÑÈÒÁÚÌÉÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÉÚÍÅÒÅÎÉÊ, ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÍÎÏ-ÇÏÍÅÒÎÏÊ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ (ÌÀÂÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ), ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÆÕÎË-�ÉÊ É ÆÕÎË�ÉÊ, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ, Á ÔÁËÖÅ Ë ÎÁÞÁÌÕ ÇÌÁ×Ù IV×Ù�. 4, × ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÙ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ×ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ. þÉÔÁÔÅÌÀ, ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÅÍÕÓÑ ÏÂÝÅÊ ÔÅÏÒÉÅÊ, ÍÙÒÅËÏÍÅÎÄÕÅÍ �ÏÓÌÅ �ÅÒ×ÙÈ Ä×ÕÈ ÇÌÁ× ÜÔÏÇÏ ×Ù�ÕÓËÁ �ÅÒÅÊÔÉ Ë ÞÔÅÎÉÀ�ÅÒ×ÙÈ ÔÒÅÈ ÇÌÁ× ×Ù�. 2, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅÓ×ÅÄÅÎÉÑ ÉÚ ÔÅÏÒÉÉ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, É ÚÁÔÅÍË ÇÌÁ×Å I ×Ù�. 4, ÇÄÅ Ï�ÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ ÑÄÅÒÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á É ÍÅÒÙ× ÎÉÈ. þÉÔÁÔÅÌÉ, ÖÅÌÁÀÝÉÅ �ÏÂÌÉÖÅ ÏÚÎÁËÏÍÉÔØÓÑ Ó �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑÍÉÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ Ë ÔÅÏÒÉÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ × ÞÁÓÔÎÙÈ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ,ÍÏÇÕÔ ÏÂÒÁÔÉÔØÓÑ Ë ÇÌÁ×ÁÍ II É III ×Ù�. 3, �ÒÏÓÍÏÔÒÅ× �ÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÏÇÌÁ×Ù Ï �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ ÔÉ�Á S É ÔÉ�Á W (ÇÌ. IV ×Ù�. 2 É ÇÌ. I ×Ù�. 3).ó�ÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ É ÅÅ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑÍ �ÏÓ×ÑÝÅÎÙ ÇÌÁ×Á IV ×Ù�. 3 ÉÇÌÁ×Á I ×Ù�. 4; ÏÎÉ ÔÒÅÂÕÀÔ �ÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÏÚÎÁËÏÍÌÅÎÉÑ Ó Ä×ÕÍÑ�ÅÒ×ÙÍÉ ÇÌÁ×ÁÍÉ ×Ù�. 2. ÷ÏÚÍÏÖÎÙ É ÉÎÙÅ �ÌÁÎÙ ÞÔÅÎÉÑ; ÎÁ�ÒÉ-ÍÅÒ, ×Ï�ÒÏÓÙ, ËÏÎ�ÅÎÔÒÉÒÕÀÝÉÅÓÑ ×ÏËÒÕÇ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÊ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑæÕÒØÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÒÁÚ×É×ÁÀÔÓÑ �ÏÓÌÅ ÇÌÁ×Ù II ×Ù�. 1 ×ÇÌÁ×ÁÈ III É IV ×Ù�. 2, × �ÅÒ×ÙÈ ÔÒÅÈ ÇÌÁ×ÁÈ ×Ù�. 3, ×Ï ×ÔÏÒÏÊ ÉÞÅÔ×ÅÒÔÏÊ ÇÌÁ×ÁÈ ×Ù�. 4; ËÁË ÒÁÂÏÔÁÀÔ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ × ÔÅÏÒÉÉ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ É �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÎÁ ÇÒÕ��ÁÈ, ÒÁÓÓËÁÚÁÎÏ × ÔÒÅÈ�ÏÓÌÅÄÎÉÈ ÇÌÁ×ÁÈ ×Ù�. 4, ÄÌÑ ÞÔÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÎÁËÏÍÓÔ×Á Ó�ÅÒ×ÙÍÉ Ä×ÕÍÑ ÇÌÁ×ÁÍÉ ×Ù�. 1.÷ ËÏÎ�Å �ÅÒ×ÏÇÏ ×Ù�ÕÓËÁ ÄÌÑ ÕÄÏÂÓÔ×Á �ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ÉÍ ÄÁÎÁ Ó×ÏÄËÁÏÓÎÏ×ÎÙÈ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ É ÆÏÒÍÕÌ É Ó×ÏÄÎÁÑ ÔÁÂÌÉ�Á �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊæÕÒØÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. á×ÔÏÒÙ



çìá÷á Iïðòåäåìåîéå é ðòïó�åêûéå ó÷ïêó�÷áïâïâýåîîùè æõîëãéê
x 1. ïÓÎÏ×ÎÙÅ É ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ1. ÷×ÏÄÎÙÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ. õÖÅ ÄÁ×ÎÏ × ÆÉÚÉËÅ Õ�ÏÔÒÅÂÌÑÀÔÓÑ ÔÁËÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÅ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ËÏÒÒÅËÔÎÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÙ × ÒÁÍËÁÈ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÆÕÎË�ÉÊ.ðÒÏÓÔÅÊÛÅÊ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌØÔÁ-ÆÕÎË�ÉÑ Æ(x�� x0): ÏÎÁ, �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÆÉÚÉËÏ×, �ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ ×ÓÀÄÕ, ËÒÏÍÅ ÏÄÎÏÊÔÏÞËÉ x0, × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ ÒÁ×ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ É ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ,ÒÁ×ÎÙÍ ÅÄÉÎÉ�Å�. éÚÌÉÛÎÅ ÕËÁÚÙ×ÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÅÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙÓ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ É ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ.îÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ �Ï�ÒÏÂÏ×ÁÔØ �ÒÏÁÎÁÌÉÚÉÒÏ×ÁÔØ �ÏÎÑÔÉÅ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÊÆÕÎË�ÉÉ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏÂÙ ×ÙÑ×ÉÔØ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ ÅÇÏ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ.ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÍÙ ÚÁÍÅÞÁÅÍ, ÞÔÏ �ÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÚÁÄÁÞÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÚÉËÉ ÄÅÌØÔÁ-ÆÕÎË�ÉÉ (É ÄÒÕÇÉÅ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÅ ÆÕÎË-�ÉÉ) ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ, ËÁË �ÒÁ×ÉÌÏ, ÔÏÌØËÏ ÎÁ �ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÈ ÜÔÁ�ÁÈ; ×ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏÍ ÏÔ×ÅÔÅ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÉÌÉ ×Ï×ÓÅ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÀÔÉÌÉ ÆÉÇÕÒÉÒÕÀÔ �ÏÄ ÚÎÁËÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ Ó ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÈÏÒÏÛÅÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÅÔ �ÒÑÍÏÊ ÎÅÏÂÈÏÄÉ-ÍÏÓÔÉ ÏÔ×ÅÞÁÔØ ÎÁ ×Ï�ÒÏÓ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÓÁÍÁ �ÏÓÅÂÅ: ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÔ×ÅÔÉÔØ ÎÁ ×Ï�ÒÏÓ, ÞÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ É �ÈÏÒÏÛÅÊ� ÆÕÎË�ÉÉ. îÁ�ÒÉÍÅÒ,×ÍÅÓÔÏ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÏÔ×ÅÞÁÔØ ÎÁ ×Ï�ÒÏÓ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÄÅÌØÔÁ-ÆÕÎË�ÉÑ, ÎÁÍÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÈÏÒÏÛÅÊ ÆÕÎË�ÉÉ '(x)



12 çì. I. ðòïó�åêûéå ó÷ïêó�÷á ïâïâýåîîùè æõîëãéê [2ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï+1Z�1 Æ(x � x0)'(x)dx = '(x0):éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÍÙ Ó×ÑÚÙ×ÁÅÍ Ó ËÁÖÄÏÊ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÊ ÆÕÎË�É-ÅÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ, ËÏÔÏÒÙÊ ÓÔÁ×ÉÔ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÜÔÏÊ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÊÆÕÎË�ÉÉ É ËÁÖÄÏÊ �ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÈÏÒÏÛÅÊ� ÆÕÎË�ÉÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ.îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÄÅÌØÔÁ-ÆÕÎË�ÉÉ Æ(x� x0) ÞÉÓÌÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÔÁ×ÉÔÓÑ × ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ËÁÖÄÏÊ �ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÈÏÒÏÛÅÊ� ÆÕÎË�ÉÉ '(x), ÅÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ'(x0).îÏ ÅÓÌÉ ÔÁË, ÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ É ÎÅ ÚÁÄÕÍÙ×ÁÔØÓÑ ÂÏÌØÛÅ ÎÁÄ ÓÍÙÓÌÏÍ�ÏÎÑÔÉÑ �ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ�: ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÔÅ�ÅÒØ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔØ �ÓÉÎ-ÇÕÌÑÒÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ� Ó ÔÅÍ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏÍ, Ï ËÏÔÏÒÏÍ ËÏÎËÒÅÔÎÏ ÉÄÅÔÒÅÞØ, ÜÔÏ É ÂÕÄÅÔ ×�ÏÌÎÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ ÅÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ (�ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ,ÞÔÏ ÔÏÞÎÏ ÕËÁÚÁÎ É ÔÏÔ ËÌÁÓÓ �ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÈÏÒÏÛÉÈ� ÆÕÎË�ÉÊ, ÎÁËÏÔÏÒÏÍ ÚÁÄÁÎ ÜÔÏÔ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ).ïÂÙËÎÏ×ÅÎÎÙÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÔÁËÖÅ ÕËÌÁ-ÄÙ×ÁÀÔÓÑ × ÜÔÕ ÓÈÅÍÕ: ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÁËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f(x) ÍÙ ÕÍÅÅÍÏÔ×ÅÔÉÔØ ÎÁ ×Ï�ÒÏÓ, ÞÅÍÕ ÒÁ×ÅÎ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ f(x) ÎÁ�ÈÏÒÏÛÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ�. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÏÂ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈÆÕÎË�ÉÑÈ ËÁË Ï ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁÈ ÏÈ×ÁÔÙ×ÁÅÔ ËÁË �ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÅ�, ÔÁË ÉÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ.ðÅÒÅÊÄÅÍ ÔÅ�ÅÒØ Ë ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ ÔÏÞÎÙÈ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ.2. ïÓÎÏ×ÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ. ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÎÕÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØÔÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÎÁÚÙ×ÁÌÉ ÕÓÌÏ×ÎÏ �ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÈÏÒÏÛÉÍÉ�,ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÂÕÄÕÔ ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÎÁÛÉ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÙ.÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÜÔÏÊ ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔÉ ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï K ×ÓÅÈ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ '(x)1), ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÍÅÅÔ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÅ�ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ×ÓÅÈ �ÏÒÑÄËÏ× É ÆÉÎÉÔÎÁ, Ô.Å. ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ ×ÎÅÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ (Ó×ÏÅÊ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÊ '(x)).üÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÏÓÎÏ×ÎÙÍÉ, Á ×ÓÀ ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ KÎÁÚÏ×ÅÍ ÏÓÎÏ×ÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ.ïÓÎÏ×ÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÍÏÖÎÏ ÓËÌÁÄÙ×ÁÔØ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ É ÕÍÎÏÖÁÔØÎÁ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, �ÒÉÞÅÍ ÓÎÏ×Á ÂÕÄÕÔ �ÏÌÕÞÁÔØÓÑ ÏÓÎÏ×ÎÙÅÆÕÎË�ÉÉ; ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØK ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï.äÁÌÅÅ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ '1(x), '2(x),: : : , '�(x), : : : ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å1)ëÁË �ÒÁ×ÉÌÏ, x = fx1;x2; : : : ;xng ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÔÏÞËÕ n-ÍÅÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Rn.þÉÔÁÔÅÌØ ÍÏÖÅÔ �ÒÉ �ÅÒ×ÏÍ ÞÔÅÎÉÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÓÅÂÅ ÔÏÞËÕ x ÎÁ �ÒÑÍÏÊ.



3℄ x 1. ïóîï÷îùå é ïâïâýåîîùå æõîëãéé 13K, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÜÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ × ÎÕÌØ ×ÎÅ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ É ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ (× ÏÂÙÞÎÏÍÓÍÙÓÌÅ) ÔÁË ÖÅ, ËÁË É ÉÈ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÌÀÂÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ.ðÒÉÍÅÒÏÍ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ, ÏÂÒÁÝÁÀÝÅÊÓÑ × ÎÕÌØ �ÒÉ r � jxj = qPx2i > a,ÍÏÖÅÔ ÓÌÕÖÉÔØ ÆÕÎË�ÉÑ '(x;a) = 8<:e� a2a2�r2 �ÒÉ r < a,0 �ÒÉ r > a. (1)ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎË�ÉÊ '�(x) = 1�'(x;a) (� = 1;2; : : :) ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ× �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å K. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎË�ÉÊ '�(x) = 1�'� x� ;a� (� = 1;2; : : :)ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ×ÍÅÓÔÅ ÓÏ ×ÓÅÍÉ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍÉ, ÎÏ ÎÅ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ ËÎÕÌÀ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å K, �ÏÓËÏÌØËÕ ÎÅÔ ÏÂÝÅÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ, ×ÎÅ ËÏÔÏÒÏÊÜÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ × ÎÕÌØ.óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚÎÏÏÂÒÁÚÎÙÈ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. îÁ�ÒÉÍÅÒ (ÓÍ. ÄÏÂÁ×ÌÅ-ÎÉÅ 1 Ë ÜÔÏÊ ÇÌÁ×Å, �. 1), ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÆÉÎÉÔÎÏÊ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f(x) ×ÓÅÇÄÁÍÏÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ËÁË ÕÇÏÄÎÏ ÂÌÉÚËÕÀ Ë ÎÅÊ ÏÓÎÏ×ÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ '(x), Ô.Å. ÔÁËÕÀÏÓÎÏ×ÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ, ÞÔÏ �ÒÉ ×ÓÅÈ x É ÚÁÄÁÎÎÏÍ " > 0jf(x) � '(x)j < ":3. ïÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ. íÙ ÇÏ×ÏÒÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÍ ÚÁÄÁÎ ÌÉÎÅÊÎÙÊÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ f ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å K, ÅÓÌÉ ÕËÁÚÁÎÏ �ÒÁ×ÉÌÏ,× ÓÉÌÕ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ó ËÁÖÄÏÊ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ '(x) ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÏÎÅËÏÔÏÒÏÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ (f;'), É �ÒÉ ÜÔÏÍ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅÕÓÌÏ×ÉÑ:Á) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ �1, �2 É ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÏÓÎÏ×-ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ '1(x), '2(x) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (f;�1'1 + �2'2) == �1(f;'1) + �2(f;'2) (Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ f);Â) ÅÓÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ '1, '2, : : : , '� ,: : : ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å K, ÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÉ-ÓÅÌ (f;'1), (f;'2), : : : , (f;'�), : : : ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ (Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÎÅ�ÒÅÒÙ×-ÎÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ f).îÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f(x). ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÉÎ-ÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁÑ × ËÁÖÄÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Rn (ÔÁËÉÅÆÕÎË�ÉÉ ÂÕÄÅÍ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÍÉ).ó �ÏÍÏÝØÀ ÜÔÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ËÁÖÄÏÊ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ '(x)�ÏÓÔÁ×ÉÔØ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÞÉÓÌÏ(f;') = ZRn f(x)'(x)dx; (1)ÇÄÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÓÏ×ÅÒÛÁÅÔÓÑ �Ï ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ,×ÎÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎË�ÉÑ '(x) ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ. ìÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ



14 çì. I. ðòïó�åêûéå ó÷ïêó�÷á ïâïâýåîîùè æõîëãéê [3ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ f ÕÓÌÏ×ÉÑ Á) É Â) ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ; × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÅÕÓÌÏ×ÉÑ Â) ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ �ÅÒÅÈÏÄÁ Ë �ÒÅÄÅÌÕ �ÏÄ ÚÎÁËÏÍ ÉÎ-ÔÅÇÒÁÌÁ × ÓÌÕÞÁÅ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ �ÏÄÙÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ× ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ.æÕÎË�ÉÏÎÁÌ ×ÉÄÁ (1) ÅÓÔØ ×ÅÓØÍÁ ÞÁÓÔÎÙÊ �ÒÉÍÅÒ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÎÅ-�ÒÅÒÙ×ÎÏÇÏ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ ÉÚ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á K. ìÅÇËÏ ÍÏÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØÉ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÙ ÉÎÏÇÏ ÔÉ�Á. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ, ËÏÔÏÒÙÊ ÓÔÁ×ÉÔ× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ËÁÖÄÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ '(x) ÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ × ÔÏÞËÅ x0 = 0,ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÌÉÎÅÅÎ É ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÅÎ. îÏ ÌÅÇËÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎ ÎÅ ÍÏÖÅÔÂÙÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎ × ×ÉÄÅ (1) ÎÉ �ÒÉ ËÁËÏÊ ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÊÆÕÎË�ÉÉ f(x).äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÊÆÕÎË�ÉÉ f(x) É ÌÀÂÏÊ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ '(x) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏZRn f(x)'(x)dx = '(0):÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÊ × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ �ÕÎËÔÅ ÆÕÎË�ÉÉ '(x;a), ÒÁ×ÎÏÊe� a2a2�r2 �ÒÉ r < a É ÎÕÌÀ �ÒÉ r > a,ZRn f(x)'(x;a)dx = '(0;a) = e�1: (2)îÏ �ÒÉ a!0 ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÓÌÅ×Á ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ (2).õËÁÚÁÎÎÙÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÄÅÌØÔÁ-ÆÕÎË�ÉÅÊ ×ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÕÓÔÁÎÏ×É×ÛÅÊÓÑ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÅÊ (ÈÏÔÑ É ÎÅ ÔÏÞÎÏÊ,�ÏÓËÏÌØËÕ ÄÅÌØÔÁ-ÆÕÎË�ÉÑ ÎÅ ÅÓÔØ ÆÕÎË�ÉÑ × ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÍ ÓÍÙÓÌÅÓÌÏ×Á) É ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ Æ(x); ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,(Æ(x);'(x)) = '(0):þÁÓÔÏ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ �ÓÄ×ÉÎÕÔÁÑ� ÄÅÌØÔÁ-ÆÕÎË�ÉÑ | ÆÕÎË�ÉÏ-ÎÁÌ Æ(x � x0), Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÊ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ(Æ(x � x0);'(x)) = '(x0):ïÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÔÅ�ÅÒØ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ËÁÖÄÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÎÁ ÏÓÎÏ×ÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å K.ïÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÙÅ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ ×ÉÄÁ (1), ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ-×ÁÔØ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍÉ, ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ (× ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É ÄÅÌØÔÁ-ÆÕÎË�ÉÀ) |ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÍÉ.òÅÇÕÌÑÒÎÕÀ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ f , ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÕÀ �Ï ÆÏÒÍÕÌe1)(f;') = C Z '(x)dx = Z C'(x)dx;1)õÓÌÏ×ÉÍÓÑ �ÒÉ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÉ �Ï ×ÓÅÍÕ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ ÚÎÁÞÏË Rn Õ ÚÎÁËÁÉÎÔÅÇÒÁÌÁ Ï�ÕÓËÁÔØ.



4℄ x 1. ïóîï÷îùå é ïâïâýåîîùå æõîëãéé 15ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ C. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÅÄÉÎÉ-�Á ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ (1;') = Z '(x)dx:íÏÖÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ (ÓÍ. ×Ù�. 2, ÇÌ. II, x 1, �. 5), ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ ÎÁ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÑÈ �ÏÚ×ÏÌÑÀÔ ÏÄÎÏ-ÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ f(x) Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÍÅÒÙ ÎÕÌØ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÆÕÎË�ÉÑÍ f1(x) É f2(x) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ (Ô.Å. ÉÍÅÀÝÉÅÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÑÈ) ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅÆÕÎË�ÉÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ×ÓÀ ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ ÏÂÙÞÎÙÈ ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÈÆÕÎË�ÉÊ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÞÁÓÔØ ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔÉ ×ÓÅÈÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ.ðÏ ÜÔÏÊ ÖÅ �ÒÉÞÉÎÅ ÉÎÏÇÄÁ ÕÄÏÂÎÏ É ÄÌÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊÓÏÈÒÁÎÉÔØ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ f(x), ËÁË ÄÌÑ ÄÅÌØÔÁ-ÆÕÎË�ÉÉ, ÈÏÔÑ ÔÅ�ÅÒØÕÖÅ ÎÅÌØÚÑ ÇÏ×ÏÒÉÔØ Ï ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ × ÏÔÄÅÌØ-ÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ (ÔÁË ÞÔÏ ÚÁ�ÉÓØ f(x0) ÄÌÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ, ×ÏÏÂ-ÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌÁ). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ×ÍÅÓÔÏ (f;') ÍÙ ÉÎÏÇÄÁÂÕÄÅÍ �ÉÓÁÔØ R f(x)'(x)dx, ÈÏÔÑ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÏÂÙÞÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁÔÁËÁÑ ÚÁ�ÉÓØ ÎÅ ÉÍÅÅÔ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÓÍÙÓÌÁ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÍÙ ÂÕ-ÄÅÍ ÉÎÏÇÄÁ ×ÍÅÓÔÏ (Æ(x);'(x)) �ÉÓÁÔØ R Æ(x)'(x)dx. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,R Æ(x)'(x)dx = '(0).óÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ ×ÓÅÈ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ K 0.4. ìÏËÁÌØÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. íÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÚÎÁÞÅÎÉÊ × ÏÔÄÅÌØÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ. îÅÌØÚÑ,ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f �ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ × ÔÏÞ-ËÅ x0�. îÏ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÀ �ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ × ÏËÒÅÓÔ-ÎÏÓÔÉ U ÔÏÞËÉ x0� ÍÏÖÎÏ �ÒÉÄÁÔØ ÕÖÅ ×�ÏÌÎÅ ÞÅÔËÉÊ ÓÍÙÓÌ: ÉÍÅÎÎÏ,ÏÎÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ '(x), ÏÔÌÉÞÎÏÊ ÏÔ ÎÕÌÑÔÏÌØËÏ × �ÒÅÄÅÌÁÈ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U , ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (f;') = 0.�ÁË, ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f , ÏÔ×ÅÞÁÀÝÁÑ ÏÂÙÞÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f(x),ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U ÔÏÞËÉ x0, ÅÓÌÉ × ÜÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ (�ÏÞÔÉ ×ÓÀÄÕ) ÓÁÍÁ ÆÕÎË�ÉÑ f(x). óÉÎÇÕÌÑÒÎÁÑÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ Æ(x � x1) ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ x0 6= x1.õÓÌÏ×ÉÍÓÑ ÔÁËÖÅ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ× ÏÔËÒÙÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ G, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ.íÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ (ÓÍ. ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅ 1), ÞÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ,ÒÁ×ÎÁÑ ÎÕÌÀ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ, É × �ÅÌÏÍ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ, Ô.Å.



16 çì. I. ðòïó�åêûéå ó÷ïêó�÷á ïâïâýåîîùè æõîëãéê [4ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ '(x)(f;') = 0:åÓÌÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f ÎÅ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ ÎÉ × ËÁËÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉÔÏÞËÉ x0, ÔÏ x0 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ f .�ÁË, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÎÁ �ÒÑÍÏÊ ÔÏÞËÁ x0 = 0 | ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÄÌÑÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ f(x) = x2 (ÈÏÔÑ × ÎÅÊ ÓÁÍÁ ÆÕÎË�ÉÑ x2 ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ ×ÎÕÌØ!). ëÏÎÅÞÎÏ, ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÏÓÉ x ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÄÌÑ f(x) = x2. óÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ ×ÓÅÈ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅËÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f . îÏÓÉÔÅÌØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊÆÕÎË�ÉÉ f , ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÊ ÏÂÙÞÎÏÊ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ (ÉÌÉ ËÕÓÏÞÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×-ÎÏÊ) ÆÕÎË�ÉÉ f(x), ÅÓÔØ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ f(x) 6= 0.îÏÓÉÔÅÌØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ Æ(x � x0) ÅÓÔØ ÏÄÎÁ ÔÏÞËÁ x0. åÓÌÉÍÎÏÖÅÓÔ×Ï F ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÏÓÉÔÅÌØ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ f , ÔÏ ÇÏ×ÏÒÑÔ ÔÁËÖÅ,ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ f ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å F .îÁÚ×ÁÎÉÅ �ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ� Ï�ÒÁ×ÄÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊ-ÓÔ×ÏÍ (ËÏÔÏÒÏÅ ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎÏ × �. 3 ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÑ 1): ÅÓÌÉ ÏÓÎÏ×ÎÁÑÆÕÎË�ÉÑ '(x) ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÏÓÉÔÅÌÑÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ f , ÔÏ (f;') = 0. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ' ×ÎÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÏÓÉÔÅÌÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊÆÕÎË�ÉÉ f ÎÅ ×ÌÉÑÅÔ ÎÁ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ (f;'); ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,ÕËÁÚÁÎÎÏÅ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÀ Ë ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ 'ÄÒÕÇÏÊ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ  , ÒÁ×ÎÏÊ ÎÕÌÀ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÏÓÉÔÅÌÑÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ f , �ÏÜÔÏÍÕ (f; ) = 0 É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, (f;' +  ) = (f;').�Å�ÅÒØ �ÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÌÏËÁÌØÎÏÍÕ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ä×ÕÈ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÏÂÏÂ-ÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ f É gÓÏ×�ÁÄÁÀÔ × ÏÔËÒÙÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ G, ÅÓÌÉ ÒÁÚÎÏÓÔØ f �g × ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ. íÏÖÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f É g ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ, ÔÏ ÏÎÉ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ É × �ÅÌÏÍ, Ô.Å. (f;') = (g;') �ÒÉÌÀÂÏÊ '; ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÏ�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ �Ï Ó×ÏÉÍ ÌÏËÁÌØÎÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÍÏÖÎÏ ÄÁÖÅ�ÏÓÔÒÏÉÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ �Ï ÚÁÄÁÎÎÙÍ ÅÅ ÌÏËÁÌØÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ(ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅ 1, �. 3).÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ fÒÅÇÕÌÑÒÎÁ × ÏÂÌÁÓÔÉ G, ÅÓÌÉ × ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÎÁ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊÏÂÙÞÎÏÊ ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ.îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÄÅÌØÔÁ-ÆÕÎË�ÉÑ Æ(x� x0) ×ÎÅ ÔÏÞËÉ x0 ×ÓÀÄÕ ÒÅÇÕÌÑÒÎÁ(É ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ).ïÄÎÁ ÉÚ ×ÁÖÎÙÈ �ÒÏÂÌÅÍ ÔÅÏÒÉÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÓÏÓÔÏÉÔ× ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ: ÄÁÎÁ (ÏÂÙÞÎÁÑ) ÆÕÎË�ÉÑ f(x), ×ÏÏÂÝÅ ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÁÑÓÑÌÏËÁÌØÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÊ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ 1x ÎÁ �ÒÑÍÏÊ. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÏÂÏÂ-ÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f , ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÁÑ Ó f(x) ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ ÌÏËÁÌØÎÏÊ



5℄ x 1. ïóîï÷îùå é ïâïâýåîîùå æõîëãéé 17ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÓÔÉ f(x)? íÏÖÎÏ ÌÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ f(x) ! f ÕÓÔÒÏÉÔØÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÏÂÙÞÎÙÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁÆÕÎË�ÉÀ, ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÎÉÖÅ É ÄÌÑÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÓÏÈÒÁÎÑÌÉÓØ ÂÙ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ? ñÓÎÏ,ÞÔÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ ÎÁ �ÏÄÏÂÎÙÅ ×Ï�ÒÏÓÙ ×ÅÓØÍÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎ:ÏÎ �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ×ËÌÀÞÅÎÉÀ × ÓÈÅÍÕ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÏÂÙÞÎÙÈÆÕÎË�ÉÊ, ÉÍÅÀÝÉÈ ÎÅÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÅ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ.ïÔ×ÅÔÙ ÎÁ ÜÔÉ ×Ï�ÒÏÓÙ ÉÍÅÀÔÓÑ �ÏËÁ ÌÉÛØ ÞÁÓÔÉÞÎÙÅ. óÍ. ÄÁÌÅÅ�. 7 x 1, Á ÔÁËÖÅ x 3.5. ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÞÉÓÌÏ É ÎÁ ÆÕÎË�ÉÀ. ðÕÓÔØÄÁÎÙ Ä×Å ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ f É g; Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÉÈ ÓÕÍÍÕ f + g ËÁËÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å K, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ(f + g;') = (f;') + (g;'):ìÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ �Ï ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÆÕÎË�ÉÏ-ÎÁÌ f + g ÓÎÏ×Á Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏÍ. ÷ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ f É g | ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÙ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅÆÕÎË�ÉÑÍ f(x) É g(x), ÔÏ f + g ÅÓÔØ ÔÁËÖÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ, ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÆÕÎË�ÉÉ f(x)+g(x). üÔÏ �ÏÄÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ�ÒÉÎÑÔÏÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÕÍÍÙ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ.ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f ÎÁ ÞÉÓÌÏ � Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑÆÏÒÍÕÌÏÊ (�f;') = �(f;') = (f;�'):ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ É ÜÔÏÔ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ ÌÉÎÅÅÎ É ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÅÎ. äÌÑ ÒÅÇÕ-ÌÑÒÎÏÇÏ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ f , ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÊÆÕÎË�ÉÉ f(x), ××ÅÄÅÎÎÁÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ ÆÕÎË�ÉÉ f(x)ÎÁ ÞÉÓÌÏ �.ðÏ-×ÉÄÉÍÏÍÕ, ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÓËÏÌØËÏ-ÎÉÂÕÄØ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎ-ÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. îÏ ×�ÏÌ-ÎÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÌÀÂÏÊ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË-�ÉÉ f ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ a(x). úÁÍÅÔÉÍ ×ÎÁÞÁ-ÌÅ, ÞÔÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ a(x) ÎÁÏÓÎÏ×ÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ '(x) ÅÓÔØ ÓÎÏ×Á ÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ  (x) = a(x)'(x);�ÒÉ ÜÔÏÍ ÅÓÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ '�(x) ÓÔÒÅÍÉÔ-ÓÑ Ë ÎÕÌÀ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å K, ÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊa(x)'� (x) ÔÁËÖÅ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å K. ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØÄÁÎÁ ÌÀÂÁÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f ; Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ af �ÏÆÏÒÍÕÌÅ (af;') = (f;a'):



18 çì. I. ðòïó�åêûéå ó÷ïêó�÷á ïâïâýåîîùè æõîëãéê [6æÕÎË�ÉÏÎÁÌ af , ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÌÉÎÅÅÎ. ïÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ É ÎÅ�ÒÅÒÙ×-ÎÙÍ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏÍ: ÅÓÌÉ '�(x) ! 0, ÔÏ, ËÁË ÂÙÌÏ ÕËÁÚÁÎÏ, ÔÁËÖÅ Éa(x)'� (x) ! 0, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,(af;'�) = (f;a'�) ! 0:äÌÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ f , ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÇÏ ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉ-ÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f(x), ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÆÕÎË�ÉÀ a(x) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔÕÍÎÏÖÅÎÉÀ ÆÕÎË�ÉÉ f(x) ÎÁ ÆÕÎË�ÉÀ a(x). äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ× ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ(af;') = (f;a') = Z f(x)[a(x)'(x)℄dx = Z [a(x)f(x)℄'(x)dx;ÞÔÏ É ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ.6. óÄ×ÉÇÉ, �Ï×ÏÒÏÔÙ É ÄÒÕÇÉÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ × ÏÂÌÁ-ÓÔÉ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ðÒÉ h > 0 ÆÕÎË�ÉÑ f(x � h) ÎÁ ÏÓÉÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ × ÁÎÁÌÉÚÅ ÓÄ×ÉÇÏÍ ×�ÒÁ×Ï ÆÕÎË�ÉÉ f(x) ÎÁ ×ÅÌÉÞÉÎÕ h.ïÂÒÁÔÉÍ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ, ËÏÔÏÒÁÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÓÑ ÚÄÅÓØ ÓÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÍ, ÅÓÔØ ÓÄ×ÉÇ ×ÌÅ×Ï ÎÁ ×ÅÌÉÞÉÎÕ h | ÏÂÒÁÔÎÁÑÏ�ÅÒÁ�ÉÑ �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë Ï�ÅÒÁ�ÉÉ, �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÎÏÊ Ó ÆÕÎË�ÉÅÊ.íÙ ÍÏÖÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÂÏÂÝÉÔØ ÜÔÉ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊÆÕÎË�ÉÉ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ðÕÓÔØ u ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÅÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ n-ÍÅÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Rn É u�1 ÅÓÔØ ÏÂÒÁÔ-ÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ. �ÏÇÄÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ u × ÏÂÌÁÓÔÉÆÕÎË�ÉÊ f(x) ÍÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÆÏÒÍÕÌÏÊuf(x) = f(u�1x): (1)ï�ÅÒÁ�ÉÀ u ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÎÅÓÔÉ É ÎÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ. úÁÍÅÔÉÍ�ÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, ÞÔÏ ×ÍÅÓÔÅ ÓÏ ×ÓÑËÏÊ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ '(x) ÆÕÎË-�ÉÑ '(ux) ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ. äÁÌÅÅ, ×ÙÑÓÎÉÍ, ËÁËÏÍÕ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ× ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁÈ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (1). óÞÉÔÁÑ, ÞÔÏ f(x) ÌÏËÁÌØÎÏÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ, É �ÒÉÍÅÎÑÑ ÜÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Ë ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ '(x),ÎÁÈÏÄÉÍ: (uf(x);'(x)) = (f(u�1x);'(x)) = Z f(u�1x)'(x)dx:÷ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ ÓÄÅÌÁÅÍ ÚÁÍÅÎÕ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ u�1x = y, Ô.Å.x = uy, dx = jujdy, ÇÄÅ juj ÏÚÎÁÞÁÅÔ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉ�Ù �ÒÅÏÂÒÁ-ÚÏ×ÁÎÉÑ u. íÙ �ÏÌÕÞÉÍ:(uf;') = jujZ f(y)'(uy)dy = juj(f(x);'(ux)):



6℄ x 1. ïóîï÷îùå é ïâïâýåîîùå æõîëãéé 19üÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ u, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÏÖÎÏ�ÒÉÍÅÎÑÔØ ÕÖÅ ËÏ ×ÓÅÍ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÍ ÆÕÎË�ÉÑÍ: uf ÅÓÔØ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ,ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ(uf;') = juj(f;'(ux)): (2)æÕÎË�ÉÏÎÁÌ uf ÍÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÞÅÒÅÚ f(u�1x) (ËÁË ÄÌÑÏÂÙÞÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ), ÞÔÏ ÞÁÓÔÏ ÄÅÌÁÅÔ ÆÏÒÍÕÌÙ ÂÏÌÅÅ �ÒÏÚÒÁÞÎÙÍÉ.÷ ÓÉÌÕ ÎÁÛÅÇÏ ÓÏÇÌÁÛÅÎÉÑ Ï ÓÉÍ×ÏÌÉËÅ (ÓÍ. ËÏÎÅ� �. 3) ÍÙ ÔÏÇÄÁ×ÍÅÓÔÏ (2) ÍÏÖÅÍ ÎÁ�ÉÓÁÔØ:Z f(u�1x)'(x)dx = jujZ f(x)'(ux)dx; (2')ÇÄÅ f | ÌÀÂÁÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ.ïÓÏÂÅÎÎÏ �ÒÏÓÔÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÄÌÑ ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÙÈ �ÒÅ-ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ (juj = 1), × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ ÄÌÑ �Ï×ÏÒÏÔÏ×:(f(u�1x);'(x)) � (uf;') = (f;'(ux)): (3)ðÒÉÍÅÒÙ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ:1. óÄ×ÉÇ ÎÁ ×ÅËÔÏÒ h: ux = x + h. óÄ×ÉÇ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f ÎÁ×ÅËÔÏÒ h ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ(uf;') = (f;'(ux)) = (f;'(x + h)):íÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ÜÔÕ ÆÏÒÍÕÌÕ ÔÁËÖÅ × ×ÉÄÅ(f(x � h);') = (f;'(x + h));ÉÌÉ Z f(x � h)'(x)dx = Z f(x)'(x + h)dx(f | ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ).2. ïÔÒÁÖÅÎÉÅ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ: ux = �x. ïÔÒÁÖÅÎÉÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊÆÕÎË�ÉÉ f ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ(f(�x);'(x)) � (uf;') = (f;'(�x));ÉÌÉ Z f(�x)'(x)dx = Z f(x)'(�x)dx:



20 çì. I. ðòïó�åêûéå ó÷ïêó�÷á ïâïâýåîîùè æõîëãéê [73. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ �ÏÄÏÂÉÑ: ux = �x. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ �ÏÄÏÂÉÑ ÏÂÏÂ-ÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ(f(u�1x);'(x)) � (uf;') = �n(f(x);'(�x)):ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÊÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ u, ÅÓÌÉ uf = f .îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÏÔÎÏ-ÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (Ô.Å. ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÊ ÕÒÁ×-ÎÅÎÉÀ (f;'(�x)) = (f;')); ÅÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÅÎÔÒÁÌØÎÏ ÓÉÍ-ÍÅÔÒÉÞÎÏÊ. ïÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ, ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÓÅÈ�Ï×ÏÒÏÔÏ×, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍÉ. ðÒÉÍÅÒÁ-ÍÉ ÔÁËÏ×ÙÈ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÓÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÙ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅÆÕÎË�ÉÑÍ, ÚÁ×ÉÓÑÝÉÍ ÔÏÌØËÏ ÏÔ r = qPx2j , Á ÔÁËÖÅ Æ-ÆÕÎË�ÉÑ.æÕÎË�ÉÀ, ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÕÀ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÄ×ÉÇÁ ÎÁ ×ÅËÔÏÒ h, ÂÕÄÅÍ ÎÁ-ÚÙ×ÁÔØ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ Ó �ÅÒÉÏÄÏÍ h. íÏÖÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑÆÕÎË�ÉÑ, ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÓÅÈ ÓÄ×ÉÇÏ×, ÅÓÔØ �ÏÓÔÏÑÎÎÁÑ(ÓÍ. x 2, �. 6).ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f(x), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀf(�x) = ��f(x) (4)�ÒÉ ÌÀÂÏÍ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ � > 0, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊÆÕÎË�ÉÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ �. õÓÌÏ×ÉÅ (4) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁ�ÉÓÁÎÏ ÔÁËÖÅ × ×ÉÄÅ��n�f(x);'�x��� = ��(f(x);'(x));ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ, �f(x);'�x��� = ��+n(f(x);'(x)):�ÁË, Æ(x1; : : : ;xn) ÅÓÔØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÓÔÅ�ÅÎÉ �n. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ,ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÏÂÙÞÎÙÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ (ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÅ)Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ É ËÁË ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ Ó ÔÏÊ ÖÅ ÓÔÅ�ÅÎØÀ.ðÏÄÒÏÂÎÅÅ ÏÂ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÑÈ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØÄÁÌÅÅ × x 4 É ÚÁÔÅÍ × ÇÌ. III.7. ðÒÏÂÌÅÍÁ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÉ ÒÁÓÈÏÄÑÝÉÈÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ×. ðÕÓÔØf(x) | ÆÕÎË�ÉÑ, ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁÑ ×ÓÀÄÕ, ËÒÏÍÅ ÔÏÞËÉ x0, Á ×ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ ÉÍÅÀÝÁÑ ÎÅÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÕÀ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, f(x)= 1xÎÁ ÏÓÉ). �ÏÇÄÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌ Z f(x)'(x)dx; (1)



7℄ x 1. ïóîï÷îùå é ïâïâýåîîùå æõîëãéé 21ÇÄÅ '(x) | ÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ. îÏ ÏÎÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ '(x) ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x0. ðÏÓÔÁ×ÉÍ×Ï�ÒÏÓ, ÎÅÌØÚÑ ÌÉ ÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÉÔØ ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÊ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ,Ô.Å. �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ f 2 K 0, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ'(x), ÒÁ×ÎÙÅ ÎÕÌÀ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x0, ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ (1).÷ÓÑËÉÊ ÔÁËÏÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ f ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÅÊ ÒÁÓÈÏÄÑÝÅÇÏÓÑÉÎÔÅÇÒÁÌÁ (1) (ÉÌÉ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÅÊ ÆÕÎË�ÉÉ f(x)).�ÁË, ÄÌÑ f(x) = 1x ÍÏÖÎÏ �ÏÌÏÖÉÔØ(f;') = �aZ�1 '(x)x dx + bZ�a '(x) � '(0)x dx + +1Zb '(x)x dx (2)Ó ÌÀÂÙÍÉ a, b > 0.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÉ ÍÏÖÎÏ ÄÁÔØ É × ÎÅÓËÏÌØËÏ ÉÎÏÊ ÆÏÒÍÅ: ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ-�ÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ f(x) ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ f , ËÏÔÏÒÙÊ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔÓ ÆÕÎË�ÉÅÊ f(x) ×ÓÀÄÕ ×ÎÅ ÔÏÞËÉ x0 (ÓÍ. �. 4).äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÉÍÅÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ f , ËÏÔÏÒÙÊ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÆÕÎË-�ÉÊ '(x), ÒÁ×ÎÙÈ ÎÕÌÀ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x0, ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ (1), ÔÏ fÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÆÕÎË�ÉÅÊ f(x) × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ x1 6= x0, Á ÉÍÅÎÎÏ× ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ x0 ÎÉ ×ÎÕÔÒÉ, ÎÉ ÎÁ ÇÒÁÎÉ�Å. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,ÅÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ f ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÆÕÎË�ÉÅÊ f(x) ×ÓÀÄÕ ×ÎÅ ÔÏÞËÉ x0, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ, ÒÁ×ÎÏÊ ÎÕÌÀ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x0, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ (1)É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, f Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÀ ÆÕÎË�ÉÉ f(x).ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÝÉÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ËÁÓÁÀÝÉÅÓÑ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ-ÓÔÉ �ÒÏÂÌÅÍÙ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÉ. äÌÑ �ÒÏÓÔÏÔÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ x0 =0.1Æ: åÓÌÉ �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ m> 0 ÆÕÎË�ÉÑ f(x) � rm ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉ-ÒÕÅÍÁ, ÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ (1) ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÀ.äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÀf �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ(f;') = Z f(x)�'(x) �� �'(0) + �'(0)�x1 x1 + : : : + �m'(0)�xmn xmnm! ��(1 � r)�dx (3)(ÉÚ ÆÕÎË�ÉÉ '(x) ×ÙÞÉÔÁÅÔÓÑ ÓÔÏÌØËÏ ÞÌÅÎÏ× ÅÅ ÒÑÄÁ �ÅÊÌÏÒÁ, ÞÔÏÂÙÏÓÔÁÔÏË ÉÍÅÌ �ÏÒÑÄÏË ×ÙÛÅ rm). æÕÎË�ÉÑ �(1 � r) ÒÁ×ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Å �ÒÉr < 1 É ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ �ÒÉ r > 1.ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ (3) ÓÈÏÄÉÔÓÑ �ÒÉ ÌÀÂÏÊ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË-�ÉÉ '(x) É �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ.åÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ '(x) ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÔÏ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ (3) �ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ ×(f;') = Z f(x)'(x)dx;



22 çì. I. ðòïó�åêûéå ó÷ïêó�÷á ïâïâýåîîùè æõîëãéê [7ÔÁË ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ f ×ÎÅ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÆÕÎË�É-ÅÊ f(x).�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÒÏÂÌÅÍÁ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÉÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ.2Æ: åÓÌÉ f0 | ÞÁÓÔÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ �ÒÏÂÌÅÍÙ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÉ ÉÎÔÅÇÒÁ-ÌÁ (1), ÔÏ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ f �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ �ÒÉÂÁ×ÌÅÎÉÅÍ Ë f0 ÌÀÂÏÇÏÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÏÇÏ × ÔÏÞËÅ x0 = 0.äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �ÕÓÔØ f0 | ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÑ, Á g | ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ,ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÙÊ × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ '(x),ÒÁ×ÎÙÈ ÎÕÌÀ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x0 = 0,(f0 + g;') = (f0;') + (g;') = (f0;');ÔÁË ÞÔÏ É f0 + g Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÅÊ. ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ f0 É f1 | Ä×ÅÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÉ, ÔÏ ÄÌÑ ÔÁËÉÈ ÖÅ '(x)(f1 � f0;') = (f1;') � (f0;') = 0;Ô.Å. ÒÁÚÎÏÓÔØ f1 � f0 ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÁ × ÔÏÞËÅ x0 = 0.îÁ�ÒÉÍÅÒ, × ÓÌÕÞÁÅ f(x) = 1x ÒÁÚÎÏÓÔØ Ä×ÕÈ ÌÀÂÙÈ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÊ,Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÈ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (2), ËÁË ÌÅÇËÏ ×Ù×ÅÓÔÉ ÉÚ ÓÁÍÏÊ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ,ÅÓÔØ �ÒÏÓÔÏ CÆ(x), ÇÄÅ C | �ÏÓÔÏÑÎÎÙÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ.÷Ï�ÒÏÓÏÍ Ï ×ÙÂÏÒÅ ÓÒÅÄÉ ÍÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÊ ÄÁÎÎÏÊÆÕÎË�ÉÉ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÅÅ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÉ ÍÙ ÚÁÊÍÅÍÓÑ �ÏÚÄÎÅÅ, × x 3.3Æ: åÓÌÉ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÔÅÌÅÓÎÏÍ ÕÇÌÅ Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÆÕÎË-�ÉÑ f(x) ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ Ï�ÅÎËÕ f(x) > F (r); (4)ÇÄÅ F (r) ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ �ÒÉ r ! 0 ÂÙÓÔÒÅÅ ÌÀÂÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ 1r , ÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ (1) ÎÅÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÉ.äÌÑ �ÒÏÓÔÏÔÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÔÅÌÅÓÎÙÊ ÕÇÏÌ, Ï ËÏÔÏÒÏÍ ÉÄÅÔ ÒÅÞØ, ÓÏÄÅÒÖÉÔÏÂÌÁÓÔØ H = (x1 > 0; : : : ;xn > 0). ÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ ÁÎÁ-ÌÏÇÉÞÎÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÓÎÏ×ÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ '(x), ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÕÀ, ÏÂÒÁÝÁÀÝÕÀÓÑ× ÎÕÌØ �ÒÉ jxj > 1 É ÏÂÌÁÄÁÀÝÕÀ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ, ÒÁ×ÎÙÍ 1. ðÕÓÔØ, ÄÁÌÅÅ, "� > 0 |�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ, ÓÔÒÅÍÑÝÉÈÓÑ Ë 0 ÂÙÓÔÒÅÅ ÌÀÂÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ 1� .æÕÎË�ÉÑ  �(x), �ÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÉ "�'(�x) ÓÍÅÝÅÎÉÅÍ ×ÄÏÌØ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÙx1 = : : : = xn ÎÁ ÏÔÒÅÚÏË pn� , ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ ×ÎÅ ÏÂÌÁÓÔÉ H É �ÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÂÏÌØÛÏÍ � ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ ×ÎÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ Ó �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ ÍÁÌÙÍÛÁÒÏÍ Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. äÁÌÅÅ, �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎË�ÉÊ  �(x),ËÁË ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, �ÒÉ � ! 1 ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å K. ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉÂÙ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÌ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ f , ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÕÀÝÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ (1), ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÌÉ ÂÙÉÍÅÔØ (f; �) ! 0: (5)îÏ ÔÁË ËÁË × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x=0 ÆÕÎË�ÉÑ  �(x) ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ, Á ×ÎÅ ÎÁÞÁÌÁÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ f ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÆÕÎË�ÉÅÊ f(x), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÊ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ (4), ÔÏ(f; �) = Z f(x) � (x)dx > "� Z F (r)'(�x)dx:



8℄ x 1. ïóîï÷îùå é ïâïâýåîîùå æõîëãéé 23éÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÆÕÎË�ÉÉ '(�x) ÒÁ×ÅÎ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, 1�n ; ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,Ï�ÅÎËÕ (f; �) > "��n F � 2�pn� : (6)þÉÓÌÁ "� ÍÙ ÅÝÅ �ÏËÁ ÎÅ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÌÉ. ðÏÌÏÖÉÍ"� = �nF ( 2�pn) ; (7)ÔÁË ËÁË F (r) ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ ÂÙÓÔÒÅÅ ÌÀÂÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ 1r , ÔÏ ÞÉÓÌÁ "� , ÚÁÄÁÎÎÙÅ �ÏÆÏÒÍÕÌÅ (7), ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÂÙÓÔÒÅÅ ÌÀÂÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ 1� , ÞÔÏ ÎÁÍ É ÎÕÖÎÏ.îÏ ÔÏÇÄÁ, ËÁË �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (6), ÞÉÓÌÁ (f; �) �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÔ ÅÄÉÎÉ�Õ É,ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÎÅ ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ × �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ Ó ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ (5).ðÏÜÔÏÍÕ × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌ (1) ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÏ×ÁÎ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. üÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÎÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ × ÁÎÁÌÉÚÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ×ÏÏÂÝÅ ÎÕÖÎÏ ÏÔËÁÚÁÔØÓÑ ÏÔ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÊ Ó ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÑÍÉ ×ÙÛÅ ÓÔÅ-�ÅÎÎÙÈ. íÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ �ÏËÁ ÔÏÌØËÏ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÇÏ ×ÉÄÁ(�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï K). ÷Ï ×ÔÏÒÏÍ ×Ù�ÕÓËÅ ÂÕÄÕÔ ÕËÁÚÁÎÙ ÉÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÏÓÎÏ×ÎÙÈÆÕÎË�ÉÊ; ÓÒÅÄÉ ÜÔÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÂÕÄÅÔ ÎÁÊÔÉ ÔÁËÉÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏ-ÒÙÈ ÂÕÄÕÔ ÉÍÅÔØ ÓÍÙÓÌ, ËÁË ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÙ, É ÆÕÎË�ÉÉ Ó ËÁË ÕÇÏÄÎÏ ÓÉÌØÎÙÍÉÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÑÍÉ.÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞ-ÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÖÎÏ ÄÁÔØ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ f(x) ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÏÄÎÕ, Á ÎÅÓËÏÌØËÏÉÌÉ ÄÁÖÅ ÓÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË, ËÏÎÅÞÎÏÅ ×ÌÀÂÏÍ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ.�ÁËÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ f(x) ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙf(x) =Xfk(x);ÇÄÅ fk(x) ÉÍÅÅÔ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÕ ÏÓÏÂÕÀ ÔÏÞËÕ (ÓÍ. ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅ 1, �. 2);�ÏÜÔÏÍÕ ÓÌÕÞÁÊ ÓÏ ÓÞÅÔÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ �ÏÓÕÝÅÓÔ×Õ ÎÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÎÉÞÅÇÏ ÎÏ×ÏÇÏ.8. ðÒÅÄÅÌØÎÙÊ �ÅÒÅÈÏÄ. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊf1, f2, : : : , f� , : : : , �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f ,ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ '(x)lim�!1(f� ;') = (f;'):íÏÖÎÏ, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÉÎÄÅËÓ � �ÒÏÂÅÇÁÅÔ É ÎÅ�ÒÅÒÙ×-ÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÎÁÞÅÎÉÊ; Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÒÅÄÅÌØÎÏÇÏ �ÅÒÅÈÏÄÁ �ÒÉ ÜÔÏÍÏÓÔÁÅÔÓÑ ÔÁËÉÍ ÖÅ.áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÒÑÄ ÉÚ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ h1+h2+ : : :+h�+ : : : ÎÁÚÙ-×ÁÅÔÓÑ ÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ Ë ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ g, ÅÓÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÞÁÓÔÉÞÎÙÈ ÓÕÍÍ ÜÔÏÇÏ ÒÑÄÁg1 = h1; g2 = h1 + h2; : : : ; g� = h1 + h2 + : : : + h� ; : : :



24 çì. I. ðòïó�åêûéå ó÷ïêó�÷á ïâïâýåîîùè æõîëãéê [8ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ g × ÕËÁÚÁÎÎÏÍ ×ÙÛÅ ÓÍÙÓÌÅ.ìÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ �ÒÅÄÅÌ ÓÈÏÄÑÝÅÊÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÂÏÂ-ÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.äÁÌÅÅ, Ï�ÅÒÁ�ÉÑ �ÒÅÄÅÌØÎÏÇÏ �ÅÒÅÈÏÄÁ ÌÉÎÅÊÎÁ: ÅÓÌÉ f = lim�!1f� , Á� | ÞÉÓÌÏ (ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ), ÔÏ lim�!1�f�ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÒÁ×ÅÎ � lim�!1f� = �f ; ÅÓÌÉ f = lim�!1f� , g = lim�!1g� , ÔÏlim�!1(f� + g�) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÒÁ×ÅÎ f + g.åÓÌÉ ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ f�(x) (� = 1;2; : : :) × ËÁÖÄÏÊÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÔÓÑ Ë ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅ-ÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f(x), ÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÙ f� ÓÈÏÄÑÔÓÑ ËÒÅÇÕÌÑÒÎÏÍÕ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÕ f . äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �ÕÓÔØ '(x) | ÎÅËÏÔÏÒÁÑÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ É G | ÔÁ ÏÂÌÁÓÔØ, ×ÎÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎË�ÉÑ '(x) ÒÁ×ÎÁÎÕÌÀ; ÔÏÇÄÁ, × ÓÉÌÕ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï �ÒÅÄÅÌØÎÏÍ �ÅÒÅÈÏÄÅ �ÏÄÚÎÁËÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ,(f� ;') = ZG f�(x)'(x)dx ! ZG f(x)'(x)dx = (f;');ÞÔÏ É ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ.÷�ÒÏÞÅÍ, ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÅ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÊ f�(x) ×ËÁÖÄÏÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÍÏÖÎÏ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÏÓÌÁÂÉÔØ; ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ�ÒÅÄÅÌØÎÏÇÏ �ÅÒÅÈÏÄÁ �ÏÄ ÚÎÁËÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÏÂÅÓ�ÅÞÉ×ÁÅÔÓÑ É ÍÅÎÅÅÓÉÌØÎÙÍÉ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑÍÉ, ËÁË, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ:Á) f�(x) ! f(x) �ÏÞÔÉ ×ÓÀÄÕ, jf�(x)j ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ�ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ (ÉÌÉ ÄÁÖÅ ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ);Â) f�(x) ! f(x) ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÑ ÉÌÉ ÕÂÙ×ÁÑ, f(x) ÌÏËÁÌØÎÏÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ.ðÒÉÍÅÒ. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏ× ÍÏÖÅÔÉÍÅÔØ �ÒÅÄÅÌÏÍ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ. �ÁË, ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ(f;') = lim"!0 Zjxj>" '(x)x dxÓÏ×�ÁÄÁÅÔ �ÒÉ x 6= 0 Ó ÏÂÙÞÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ 1x , ÎÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÊ × ÌÀÂÏÊÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, É �ÏÔÏÍÕ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ.îÏ ÉÚ ÓÁÍÏÇÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ ÅÓÔØ �ÒÅÄÅÌ(�ÒÉ "! 0) ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏ×, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÆÕÎË�ÉÑÍ, ÒÁ×ÎÙÍ1x �ÒÉ jxj > " É ÒÁ×ÎÙÍ ÎÕÌÀ �ÒÉ jxj < ".÷ÏÏÂÝÅ ÍÏÖÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ (ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎÏ ×Ï ×ÔÏÒÏÍ ×Ù�ÕÓËÅ),ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ ÅÓÔØ �ÒÅÄÅÌ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ.



9℄ x 1. ïóîï÷îùå é ïâïâýåîîùå æõîëãéé 25ìÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÅÓÔØ �ÒÅÄÅÌÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÙÈ × ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÕÀÆÕÎË�ÉÀ g�(x), ÒÁ×ÎÕÀ ÅÄÉÎÉ�Å × ÛÁÒÅ jxj 6 � É ÎÕÌÀ ×ÎÅ ÛÁÒÁjxj 6 2�. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ' ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ g�' = ',ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ �. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÆÕÎË�ÉÏ-ÎÁÌÁ f �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ g�f ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë f ; ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ' ÍÙ ÉÍÅÅÍ (g�f;') = (f;g�') = (f;'), ÎÁÞÉÎÁÑÓ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ �, Ô.Å. ÕÓÌÏ×ÉÅ (g�f;') ! (f;') ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ.æÕÎË�ÉÏÎÁÌ g�f , ËÁË ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ × ÏÂÌÁÓÔÉ jxj > 2� É,ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎ ÎÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å jxj62�. éÔÁË,ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÅÄÅÌÏÍ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ g�f ,ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÙÈ ÎÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ, ÞÔÏ É ÕÔ×ÅÒÖÄÁÌÏÓØ.÷ÁÖÎÙÍ ÆÁËÔÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÎÏÔÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÏÔÎÏÓÉ-ÔÅÌØÎÏ ××ÅÄÅÎÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÅÓÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎË�ÉÏÎÁ-ÌÏ× f1, f2, : : : , f� , : : : ÔÁËÏ×Á, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ' ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÅÄÅÌÞÉÓÌÏ×ÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (f� ;'), ÔÏ ÜÔÏÔ �ÒÅÄÅÌ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÓÎÏ×Á ÌÉÎÅÊÎÙÊÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å K.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÇÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ÄÁÎÏ × ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÉ × ËÏÎ�Å ÜÔÏÇÏ ×Ù�ÕÓËÁ.9. ëÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ É ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ. ÷ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍÉÚÌÏÖÅÎÉÉ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ '(x) �ÒÉÎÉÍÁÀÔÔÏÌØËÏ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ É ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏ× (f;')ÔÁËÖÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙ.íÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ É ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ. äÌÑ ÜÔÏÇÏÍÙ �ÅÒÅÊÄÅÍ ÏÔ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ Ë �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Õ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ (Ô.Å. ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÈÉ ÆÉÎÉÔÎÙÈ) ÆÕÎË�ÉÊ Ó �ÒÅÖÎÉÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ.ëÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÔÅ�ÅÒØ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ×ÓÑ-ËÉÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ ÎÁ ÜÔÏÍ ÎÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å,�ÒÉÎÉÍÁÀÝÉÊ, ×ÏÚÍÏÖÎÏ, É ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ.ëÁÖÄÏÊ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f(x)ÍÙ �ÏÓÔÁ×ÉÍ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ(f;') = Z f(x)'(x)dx; (1)ÇÄÅ ÞÅÒÔÁ Ó×ÅÒÈÕ ÏÚÎÁÞÁÅÔ �ÅÒÅÈÏÄ Ë ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÅ.ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÄÌÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ É ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈÆÕÎË�ÉÊ ÍÙ ÏÓÔÁ×ÉÍ �ÒÅÖÎÉÅ: K É K 0.äÅÊÓÔ×ÉÑ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ (ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ) ÞÉÓÌÏ × �ÒÏÓÔ-ÒÁÎÓÔ×Å ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ(f1 + f2;') = (f1;') + (f2;');(�f;') = �(f;') = (f;�'): ) (2)



26 çì. I. ðòïó�åêûéå ó÷ïêó�÷á ïâïâýåîîùè æõîëãéê [10õÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÕÀ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÕÀ ÆÕÎË-�ÉÀ a(x) �ÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÓÑ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ(a(x)f;') = (f;a(x)'(x)): (3)ëÁÖÄÏÊ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f ÍÏÖÎÏ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÔØ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÕÀ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ f �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ(f;') = (f;'): (4)ìÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÏÂÙÞÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f(x), ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ× ËÁÞÅÓÔ×Å ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ, Ï�ÅÒÁ�ÉÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÑ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ�ÅÒÅÈÏÄÕ Ë ÏÂÙÞÎÏÊ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ. ÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍÍÙ ÂÕÄÅÍ, ËÁË �ÒÁ×ÉÌÏ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ. ÷�ÒÏ-ÞÅÍ, ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÄÌÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ,ÂÏÌØÛÅÊ ÞÁÓÔØÀ Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ �ÅÒÅÎÏÓÑÔÓÑ ÎÁ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÓÏÞÅ×ÉÄÎÙÍÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑÍÉ, ×ÙÔÅËÁÀÝÉÍÉ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌ (1){(4).10. äÒÕÇÉÅ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. æÕÎË�ÉÏÎÁÌÙ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅÎÁ ÏÓÎÏ×ÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å K, ×Ï ÍÎÏÇÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÕÄÏÂÎÏ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁ-ÎÑÔØ ÎÁ ÂÏÌÅÅ ÛÉÒÏËÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÆÕÎË�ÉÊ É ÉÚÕÞÁÔØ ÕÖÅ ÎÁ ÜÔÉÈ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ.ïÄÎÉÍ ÉÚ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÞÁÓÔÏ ×ÓÔÒÅÞÁÀÝÉÈÓÑ × �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑÈ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï S, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÏÅ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÈÆÕÎË�ÉÊ '(x), ËÏÔÏÒÙÅ �ÒÉ jxj ! 1 ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÂÙÓÔÒÅÅÌÀÂÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ 1jxj , ÔÁË ÖÅ ËÁË É ÉÈ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÌÀÂÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ(ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, e�x2). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁ ÏÓÉ �1<x<1 ÆÕÎË�ÉÉ '(x)2SÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ ×ÉÄÁjxk'(q)(x)j 6 Ckq (1)�ÒÉ ÌÀÂÙÈ k, q = 0;1;2; : : :äÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x1, : : : , xn ÎÅÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Á (1) ÚÁÍÅÎÑÀÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍÉ����xk11 : : :xknn �q1+:::+qn'(x)�xq11 : : :�xqnn ���� 6 Ck1;:::;kn;q1;:::;qn(k1; : : : ;qn = 0;1;2; : : :);ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÉÍ×ÏÌÉÞÅÓËÉ ÚÁ�ÉÓÁÔØ × ÂÏÌÅÅ �ÒÏÓÔÏÊ ÆÏÒÍÅ:jxkDq'(x)j 6 Ckq ;



10℄ x 1. ïóîï÷îùå é ïâïâýåîîùå æõîëãéé 27ÇÄÅ k = (k1; : : : ;kn), q = (q1; : : : ;qn), xk = xk11 : : :xknn ,Dq = �q1+:::+qn�xq11 : : :�xqnn :óÈÏÄÉÍÏÓÔØ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å S ××ÏÄÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ '�(x) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÈÏÄÑÝÅÊÓÑ Ë ÆÕÎË�ÉÉ '(x), ÅÓÌÉ�ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÌÀÂÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ÏÔ ÆÕÎË�ÉÉ '�(x) × ÌÀÂÏÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ-ÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÔÓÑ Ë ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÏÔÆÕÎË�ÉÉ '(x) É × Ï�ÅÎËÁÈ jxkDq'�(x)j 6 Ckq (2)�ÏÓÔÏÑÎÎÙÅ Ckq ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÉÍÉ ÏÔ �. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ�ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ '(x) ÔÁËÖÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ Ë �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ S, ÞÔÏ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (2) × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �ÒÅÄÅÌØÎÏÇÏ �ÅÒÅÈÏÄÁ �ÒÉ� ! 1.ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÆÉÎÉÔÎÁÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁÑÆÕÎË�ÉÑ, Ô.Å. ÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÉÚ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á K, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔÉ Ë �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ S. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÆÉÎÉÔÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ×�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å S �ÌÏÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á �ÏÓÔÒÏÉÍÆÕÎË�ÉÀ e�(x) 2 K, ÒÁ×ÎÕÀ ÅÄÉÎÉ�Å × ËÕÂÅ jxj j 6 �, ÒÁ×ÎÕÀ ÎÕÌÀ ×ÎÅËÕÂÁ jxj j 6 2� É ÔÁËÕÀ, ÞÔÏÂÙ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÌÀÂÏÇÏ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ�ÏÒÑÄËÁ Õ ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ e�(x) (� = 1;2; : : : ) ÂÙÌÉ ÂÙ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ ÏÄÎÉÍÉ ÔÅÍ ÖÅ ÞÉÓÌÏÍ, ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÉÍ ÏÔ �1).åÓÌÉ ÔÅ�ÅÒØ '(x) | ÌÀÂÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÉÚ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á S, ÔÏ �ÒÏÉÚ-×ÅÄÅÎÉÑ '�(x) = '(x)e�(x) ÆÉÎÉÔÎÙ É, ËÁË ÌÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÓÈÏÄÑÔÓÑ ËÆÕÎË�ÉÉ '(x) × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å S, ÞÔÏ É ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔÓÑ.ïÔÍÅÔÉÍ ÅÝÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ '� , '2K É '�!' ×K, ÔÏ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, '�!' É× ÓÍÙÓÌÅ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ × S; ÉÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅKÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÁÑ, ÞÅÍ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å S.óÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏ× ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Å S ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ S0. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÊÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å S ÅÓÔØ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ É ÌÉÎÅÊÎÙÊÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å K, ÔÁË ÞÔÏ S0 � K 0. îÏ,ËÏÎÅÞÎÏ, ÄÁÌÅËÏ ÎÅ ×ÓÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÙ ÎÁ KÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÅÎÙ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï S. (úÁÍÅÔÉÍ, ×Ï ×ÓÑËÏÍÓÌÕÞÁÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÔÁËÏÅ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÅÎÉÅ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ f×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÔÏ ÏÎÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ × ÓÉÌÕ �ÌÏÔÎÏÓÔÉ K × S.) ïÄÎÁËÏÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï S ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÑÀÔÓÑ ×ÓÅ ÆÉÎÉÔÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÙ(ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÙÅ × ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ), ×ÓÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÏ-ÎÁÌÙ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ÆÕÎË�ÉÑÍ f(x), ÒÁÓÔÕÝÉÍ ÎÅ ÂÙÓÔÒÅÅ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØÓÔÅ�ÅÎÉ jxj �ÒÉ jxj ! 1, É ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÄÒÕÇÉÅ.1)îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ËÁË ÕÇÏÄÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ e1(x) É ÚÁÔÅÍ �ÏÌÏÖÉÔØ e�(x) = e1(x� ).



28 çì. I. ðòïó�åêûéå ó÷ïêó�÷á ïâïâýåîîùè æõîëãéê [1ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ S0 ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï: ÅÓÌÉ f , g 2 S0, ÔÏ�f + �g 2 S0 ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÞÉÓÅÌ � É �. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, S0 | ÌÉÎÅÊÎÏÅ�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å K 0.÷ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å S0 ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÔÏÍÕ,ËÁË ÜÔÏ ÂÙÌÏ ÓÄÅÌÁÎÏ × K 0: ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏ× f� ÉÚ S0 ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÕ f ÉÚ S0, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊÆÕÎË�ÉÉ '(x) 2 S (f� ;') ! (f;'):�ÁË ËÁË S ÓÏÄÅÒÖÉÔ K, ÔÏ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f� , f �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ S0 Éf� ! f × S0, ÔÏ f� ! f × K 0. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï S0 ×ÌÏÖÅÎÏ× �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï K 0 ×ÍÅÓÔÅ ÓÏ Ó×ÏÅÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØÀ.ëÒÏÍÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á S, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÇÏ ÉÎÙÈ ÔÉ�Ï× ÏÓÎÏ×ÎÙÈ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÈ ÒÁÚÎÙÍÉ ÔÉ�ÁÍÉ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÕÂÙ×ÁÎÉÑ ÏÓÎÏ×-ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÔÁËÉÅ �ÒÏÓ-ÔÒÁÎÓÔ×Á ×Ï ×ÔÏÒÏÍ ×Ù�ÕÓËÅ.÷ ÜÔÏÍ ×Ù�ÕÓËÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á S É S0 ÂÕÄÕÔ ÉÇÒÁÔØ ×ÔÏÒÏÓÔÅ�ÅÎÎÕÀÒÏÌØ. ëÁË �ÒÁ×ÉÌÏ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á K É K 0; ×ÔÅÈ ÓÌÕÞÁÑÈ, ËÏÇÄÁ ÎÁÍ �ÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ ÄÒÕÇÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÜÔÏ ÂÕÄÅÔÓ�Å�ÉÁÌØÎÏ ÏÇÏ×ÁÒÉ×ÁÔØÓÑ.x 2. äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ É ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈÆÕÎË�ÉÊ1. ïÓÎÏ×ÎÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ-×ÁÎÉÑ ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ ×Ù�ÏÌÎÉÍÁ ÄÌÑ ÏÂÙÞÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ: ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÏÌØÛÏÅËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÆÕÎË�ÉÊ, ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÈ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ × ÏÂÙÞÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÓÌÏ-×Á. ÷ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏÓÔØ ÜÔÏÍÕ ÍÙ �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉÉÍÅÀÔ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ (É �ÒÉÔÏÍ ×ÓÅÈ �ÏÒÑÄËÏ×), ËÏÔÏÒÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÏÂÏÊ ÔÁËÖÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ.äÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ �ÏÄÏÊÔÉ Ë Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊÆÕÎË�ÉÉ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÎÁÞÁÌÅ ÓÌÕÞÁÊ ÏÂÙÞÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÏÄÎÏÇÏ �ÅÒÅ-ÍÅÎÎÏÇÏ.åÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ f(x) ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ É ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ �ÒÏÉÚ×ÏÄ-ÎÏÊ (× ÏÂÙÞÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ), ÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ(f 0;') = 1Z�1 f 0(x)'(x)dx:



1℄ x 2. äéææåòåîãéòï÷áîéå é éî�åçòéòï÷áîéå 29éÎÔÅÇÒÉÒÕÑ �Ï ÞÁÓÔÑÍ É ÕÞÉÔÙ×ÁÑ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ '(x) ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ ×ÎÕÌØ ×ÎÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ [a;b℄, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ:(f 0;') = f(x)'(x)���1�1� 1Z�1 f(x)'0(x)dx = (f;�'0): (1)üÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÍÙ É �ÏÌÏÖÉÍ × ÏÓÎÏ×Õ ÏÂÝÅÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ �ÒÏ-ÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÏÔ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ. ðÕÓÔØ f | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÌÉÎÅÊ-ÎÙÊ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ ÎÁ ÏÓÎÏ×ÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å K. �ÏÇÄÁÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ g, ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ(g;') = (f;�'0); (2)ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÏÔ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ f É ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØÞÅÒÅÚ f 0 ÉÌÉ dfdx .÷ ÓÉÌÕ ÎÁÛÅÇÏ ÓÏÇÌÁÛÅÎÉÑ Ï ÓÉÍ×ÏÌÉËÅ (x 1, ËÏÎÅ� �. 3) Ï�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÉÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ f 0 ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ÏÞÅÎØÎÁÇÌÑÄÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ:Z f 0(x)'(x)dx = �Z f(x)'0(x)dx: (20)þÔÏÂÙ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ × ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ, �ÏËÁ-ÖÅÍ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ g ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍ ÆÕÎË-�ÉÏÎÁÌÏÍ ÎÁ ÏÓÎÏ×ÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å K. ðÒÏ×ÅÒÉÍ ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.÷Ï-�ÅÒ×ÙÈ, ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ g Ï�ÒÅÄÅÌÅÎ ÎÁ ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÑÈ '(x), �Ï-ÓËÏÌØËÕ �'0(x) ×ÍÅÓÔÅ Ó '(x) ÅÓÔØ ÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ g ÌÉÎÅÅÎ. ïÓÔÁÅÔÓÑ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÎ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÅÎ.ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ '�(x) (� == 1;2; : : : ), ÓÔÒÅÍÑÝÁÑÓÑ Ë ÎÕÌÀ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å K. �ÏÇÄÁ, ÓÏÇÌÁÓÎÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å K, �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÒÏÉÚ-×ÏÄÎÙÈ �'0�(x) ÔÁËÖÅ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å K. ðÏÜÔÏÍÕ,× ÓÉÌÕ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ f ,(g;'�) = (f;�'0�) ! 0;ÞÔÏ É ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ.éÔÁË, ËÁÖÄÁÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f ÉÍÅÅÔ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ.ìÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÏÂÙÞÎÙÅ �ÒÁ×ÉÌÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�É-ÒÏ×ÁÎÉÑ: �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÓÕÍÍÙ ÒÁ×ÎÁ ÓÕÍÍÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ, É �ÏÓÔÏÑÎÎÙÊÍÎÏÖÉÔÅÌØ ×ÙÎÏÓÉÔÓÑ ÚÁ ÚÎÁË �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ.äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ a(x) ÎÁÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ f ÏÓÔÁÅÔÓÑ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÊ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ (af)0 = a0f + af 0: (3)



30 çì. I. ðòïó�åêûéå ó÷ïêó�÷á ïâïâýåîîùè æõîëãéê [1äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ:�(af)0;'� = �(af;'0) = �(f;a'0) = �(f;(a')0 � a0') == �(f;(a')0) + (f;a0') = (f 0;a') + (a0f;') == (af 0;') + (a0f;') = (af 0 + a0f;');ÞÔÏ É ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ.ðÅÒÅÈÏÄÉÍ ÔÅ�ÅÒØ Ë ÓÌÕÞÁÀ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ÷ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÍÏÖÅÍ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ fÅÅ ÞÁÓÔÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ �Ï ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈx1;x2; : : : ;xn �Ï ÆÏÒÍÕÌÁÍ ×ÉÄÁ� �f�xj ;'� = �f;� �'�xj� (j = 1;2; : : : ;n): (4)�ÁË ÖÅ, ËÁË É ×ÙÛÅ, ÌÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÉÑ: ÅÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ f ÒÅÇÕÌÑÒÅÎ É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÆÕÎË�ÉÑf(x1;x2; : : : ;xn) ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ É ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ �Ï�ÅÒÅÍÅÎÎÏÍÕ xj , ÔÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ �Ï ÞÁÓÔÑÍ, ËÁË É ×ÙÛÅ, �ÒÉ×ÏÄÉÔÎÁÓ Ë ×Ù×ÏÄÕ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ �f�xj ÅÓÔØ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ ÔÉ�Á ÆÕÎË�ÉÉ�f(x1; : : : ;xn)�xj .ðÏÓËÏÌØËÕ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉÅÓÔØ ÓÎÏ×Á ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÒÏÄÏÌÖÁÔØ ÄÉÆÆÅÒÅÎ-�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ É Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ �2f�xi�xj , �3f�xi�xj�xk É Ô.Ä. ÌÀÂÏÇÏ�ÏÒÑÄËÁ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÓÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�É-ÒÕÅÍÙ.÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ËÁÖÄÁÑ ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÉÍÅÅÔ �ÒÏ-ÉÚ×ÏÄÎÙÅ × ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ×ÓÅÈ �ÏÒÑÄËÏ×. (ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÅÓÌÉ ÆÕÎË-�ÉÑ f ÉÍÅÅÔ ÏÂÙÞÎÕÀ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ, ÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÊ �ÏÓÌÅÄÎÅÊ ÆÕÎË-�ÉÏÎÁÌ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎ ÓÏ×�ÁÄÁÔØ Ó �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÏÔ f × ÓÍÙÓÌÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈÆÕÎË�ÉÊ.)÷Ï ×ÔÏÒÏÍ ×Ù�ÕÓËÅ (ÇÌ. II, x 4) ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÏÂÒÁÔÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ: ËÁ-ÖÄÁÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ× ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÏÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎË-�ÉÉ (É ÄÁÖÅ ÏÔ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ), ÉÌÉ, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ, ËÏÎÅÞÎÏÊÓÕÍÍÏÊ ÔÁËÉÈ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ.óÍÅÛÁÎÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ �Ï-ÒÑÄËÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ: ÔÁË, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ,�2f�x1�x2 = �2f�x2�x1 :



2℄ x 2. äéææåòåîãéòï÷áîéå é éî�åçòéòï÷áîéå 31äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,� �2f�x1�x2 ;'� = � �f�x2 ;� �'�x1� = �f; �2'�x2�x1� = �f; �2'�x1�x2� == � �f�x1 ;� �'�x2� = � �2f�x2�x1 ;'� :úÁÍÅÞÁÎÉÅ. íÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÉËÁË �ÒÅÄÅÌ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ | ÜÔÏ ÂÌÉÖÅ Ë ÏÂÙÞÎÏÍÕ Ï�ÒÅÄÅÌÅ-ÎÉÀ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ. ïÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÄÌÑ �ÒÏÓÔÏÔÙ ÓÌÕÞÁÅÍ ÆÕÎË�ÉÊ ÏÄÎÏÇÏ�ÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ.îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØÅÅ ÓÄ×ÉÇ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ ÎÁ ×ÅÌÉÞÉÎÕ �x, �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ (ÓÍ. x 1, �. 6)(f(x +�x);'(x)) = (f(x);'(x ��x)): (5)ðÏËÁÖÅÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ�ÒÅÄÅÌ (× ÓÍÙÓÌÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ) ÏÔÎÏÛÅÎÉÑf(x +�x) � f(x)�x (6)�ÒÉ �x ! 0, É ÜÔÏÔ �ÒÅÄÅÌ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ×ÙÛÅ �ÒÏÉÚ-×ÏÄÎÏÊ dfdx . äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �ÒÉÍÅÎÑÑ (6) Ë ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ '(x) ÉÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÆÏÒÍÕÌÕ (5), ÎÁÈÏÄÉÍ:�f(x +�x) � f(x)�x ;'(x)� = �f(x); '(x � �x) � '(x)�x � :îÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ '(x��x)�'(x)�x ÉÍÅÅÔ �ÒÉ �x!0 Ó×ÏÉÍ �ÒÅÄÅÌÏÍ ÏÓÎÏ×ÎÕÀÆÕÎË�ÉÀ �'0(x) × ÓÍÙÓÌÅ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ, ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÎÏÊ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ-×Å K. �ÁË ËÁË ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÅÎ, ÔÏ�f(x +�x) � f(x)�x ;'(x)� ! (f(x);�'0(x)) = (f 0;');ÇÄÅ f 0 | Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ×ÙÛÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f .�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ f(x+�x)�f(x)�x ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÉÍÅÅÔ �ÒÅÄÅÌÏÍ× �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å K 0 ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ f 0(x), ÞÔÏ É ÕÔ×ÅÒÖÄÁÌÏÓØ.2. ðÒÉÍÅÒÙ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÆÕÎË�ÉÊ ÏÄÎÏÇÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÇÏ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ.÷ÙÛÅ ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ f 0 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÆÕÎË�ÉÉ f 0(x), ÅÓÌÉÆÕÎË�ÉÉ f(x) É f 0(x) ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙ. îÅÔÒÕÄÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÏ ×ÅÒÎÏ



32 çì. I. ðòïó�åêûéå ó÷ïêó�÷á ïâïâýåîîùè æõîëãéê [2É ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ f(x) ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ, Á f 0(x) ÔÏÌØËÏ ËÕÓÏÞÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ (ÉÍÏÖÅÔ ÏÔÓÕÔÓÔ×Ï×ÁÔØ × ËÏÎÅÞÎÏÍ ÞÉÓÌÅ ÔÏÞÅË). äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, × ÜÔÏÍÓÌÕÞÁÅ ÏÓÔÁÅÔÓÑ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÙÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (1) �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ �ÕÎËÔÁ.åÝÅ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (1)�. 1, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÁÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ f(x), ËÏÔÏÒÁÑ, ËÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ,×ÌÅÞÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ f 0(x) �ÏÞÔÉ ×ÓÀÄÕ, ÌÏËÁÌØÎÕÀ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÓÔØÅÅ É ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ �Ï ÞÁÓÔÑÍ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ (1) �. 1.ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÀ �ÒÉÍÅÒÏ×.ðÒÉÍÅÒ 1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ�(x) = (0 �ÒÉ x < 0,1 �ÒÉ x > 0.ïÔ×ÅÞÁÀÝÉÊ ÅÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ ÂÕÄÅÍ ÔÁËÖÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ �(x). óÏ-ÇÌÁÓÎÏ ÏÂÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÅ (2) ÉÚ �. 1, ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ �0(x) ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁÏÓÎÏ×ÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ '(x) ÔÁË:(�0(x);'(x)) = (�(x);�'0(x)) = � 1Z0 '0(x)dx = '(0);ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × ÓÉÌÕ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÄÅÌØÔÁ-ÆÕÎË�ÉÉ (x 1, �. 3),�0(x) = Æ(x):áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ËÁË ÌÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ,�0(x � h) = Æ(x � h):ðÒÉÍÅÒ 2. ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ f(x) | ËÕÓÏÞÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÓËÕÓÏÞÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ f 0(x), ÉÍÅÀÝÁÑ × ÔÏÞËÁÈ x1;x2; : : :ÒÁÚÒÙ×Ù 1-ÇÏ ÒÏÄÁ ÓÏ ÓËÁÞËÁÍÉ h1;h2; : : : (ÒÉÓ. 1). ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ f 0(x)Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ×ÓÀÄÕ, ËÒÏÍÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÔÏÞÅË. îÁÊÄÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀÏÔ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ f , ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÆÕÎË�ÉÉ f(x).÷×ÅÄÅÍ ÆÕÎË�ÉÀf1(x) = f(x) �Xk hk�(x � xk): (1)ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÏÎÁ ×ÓÀÄÕ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ É ÉÍÅÅÔ, ÉÓËÌÀÞÁÑ ËÏÎÅÞÎÏÅÞÉÓÌÏ ÔÏÞÅË, �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ, ÒÁ×ÎÕÀ f 0(x). ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÏÔ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ f1, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÆÕÎË�ÉÉ f1(x), × ÓÉÌÕ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ



2℄ x 2. äéææåòåîãéòï÷áîéå é éî�åçòéòï÷áîéå 33y xO x1h1 h2 x2 x3h3y = f(x)
òÉÓ. 1.× ÎÁÞÁÌÅ ÜÔÏÇÏ �ÕÎËÔÁ, ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏÍ, Ï�ÒÅÄÅ-ÌÑÅÍÙÍ ÆÕÎË�ÉÅÊ f 0(x). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (1),ÍÙ ÎÁÈÏÄÉÍ: f 01 = f 0 �Xk hkÆ(x � xk);ÏÔËÕÄÁ f 0 = f 01 +Xk hkÆ(x � xk):éÔÁË, ÅÓÌÉ f(x) | ËÕÓÏÞÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ Ó ËÕÓÏÞÎÏ ÎÅ�ÒÅ-ÒÙ×ÎÏÊ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ, ÔÏ �ÒÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÉ ËÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ ÒÁÚ-ÒÙ×Á 1-ÇÏ ÒÏÄÁ xk ÆÕÎË�ÉÉ f(x) ÓÏ ÓËÁÞËÏÍ hk ÄÏÂÁ×ÌÑÅÔ × ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ�ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ hkÆ(x � xk).ó×ÏÅÏÂÒÁÚÎÏÅ �ÏÌÏÖÅÎÉÅ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ, ËÏÇÄÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÀ�ÏÄÌÅÖÉÔ ÏÂÙÞÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f(x), �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ËÏÔÏÒÏÊ f 0(x) ÓÕÝÅÓÔ×Õ-ÅÔ × ÏÂÙÞÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ, ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÏÔÄÅÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË, ÎÏÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ �ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, f(x) =q 1xÉÌÉ f(x) = ln jxj�. úÄÅÓØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f 0 ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÄÏÌÖÎÁÂÙÔØ ÚÁÄÁÎÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ(f 0;') = 1Z�1 f 0(x)'(x)dx: (2)îÏ ÜÔÏÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÎÅ Ï�ÒÅÄÅ-ÌÑÅÔ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ.÷ �. 4 ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÑ 1 ÂÕÄÅÔ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÉÓËÏÍÙÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ f 0ÄÏÌÖÅÎ ÓÏ×�ÁÄÁÔØ Ó ÆÕÎË�ÉÅÊ f 0(x) ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ, ÇÄÅ f 0(x) ÌÏËÁÌØÎÏÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÓËÏÍÙÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ f 0 �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ



34 çì. I. ðòïó�åêûéå ó÷ïêó�÷á ïâïâýåîîùè æõîëãéê [2ÓÏÂÏÊ ÏÄÎÕ ÉÚ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÊ (ÓÍ. x 1, �. 7) ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ (2),Á ÉÍÅÎÎÏ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÀ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÕÀ ÆÏÒÍÕÌÏÊ1Z�1 f 0(x)'(x)dx = (f 0;') = �(f;'0) = � 1Z�1 f(x)'0(x)dx: (3)÷ �. 7 x 1 ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÑ f ÆÕÎË�ÉÉ f(x) Ó ÎÅÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÍÉÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÑÍÉ × ÏÔÄÅÌØÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ (ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ) ÌÉÛØ ÓÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �ÒÉÂÁ×ÌÅÎÉÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÏÇÏ × ÜÔÉÈÔÏÞËÁÈ. æÏÒÍÕÌÁ ÖÅ (3) Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÏÄÎÕ ËÏÎËÒÅÔÎÕÀ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÀ. íÏÖÎÏ�ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÍÅÎÎÏ ÜÔÁ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ × ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ.óÒ. x 3, ��. 1 É 7.öÅÌÁÔÅÌØÎÏ Õ�ÒÏÓÔÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ (3) ÔÁË, ÞÔÏÂÙ × ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏÍÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÆÉÇÕÒÉÒÏ×ÁÌÁ ÓÁÍÁ ÆÕÎË�ÉÑ '(x), Á ÎÅ ÅÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ.�ÁËÏÅ Õ�ÒÏÝÅÎÉÅ ÞÁÓÔÏ ÕÄÁÅÔÓÑ �ÒÏÄÅÌÁÔØ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ËÏÎËÒÅÔÎÙÊ ×ÉÄÆÕÎË�ÉÉ f(x) É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÕÑ �ÒÁ×ÕÀ ÞÁÓÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (3).ðÒÉÍÅÒ 3. îÁÊÄÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÏÔ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉx�+ = (0 �ÒÉ x 6 0,x� �ÒÉ x > 0, � 1 < � < 0:üÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ, ÎÏ ÅÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ × ÏÂÙÞÎÏÍÓÍÙÓÌÅ �x��1 ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÊ, É ÍÙ �ÒÉÈÏÄÉÍ ËÚÁÄÁÞÅ Ï ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÉ ÒÁÓÈÏÄÑÝÅÇÏÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ1Z0 �x��1'(x)dx: (4)óÏÇÌÁÓÎÏ ÏÂÝÅÍÕ �ÒÁ×ÉÌÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ,��x�+�0 ;'� = ��x�+;'0� = � 1Z0 x�'0(x)dx = � lim"!0 1Z" x�'0(x)dx:éÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍ �Ï ÞÁÓÔÑÍ, �ÏÌÁÇÁÑ '0(x)dx = du, x� = �, u= '(x) +C;ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ:��x�+�0 ;'� = � lim"!0�x�('(x) + C)���1" � 1Z" �x��1['(x) + C℄dx�:



2℄ x 2. äéææåòåîãéòï÷áîéå é éî�åçòéòï÷áîéå 35ðÅÒ×ÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ �ÏÄ ÚÎÁËÏÍ �ÒÅÄÅÌÁ ÓÁÍÏ ÉÍÅÅÔ �ÒÅÄÅÌ �ÒÉ "!0, É�ÒÉÔÏÍ ÒÁ×ÎÙÊ ÎÕÌÀ, ÅÓÌÉ C �ÏÌÏÖÉÔØ ÒÁ×ÎÙÍ �'(0). âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ,ÞÔÏ C ×ÙÂÒÁÎÏ ÉÍÅÎÎÏ ÔÁË; ÔÏÇÄÁ ÍÙ ÉÍÅÅÍ:��x�+�0 ;'� = lim"!0 1Z" �x��1['(x) � '(0)℄dx == 1Z0 ['(x) � '(0)℄�x��1dx; (5)ÞÔÏ É �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÉÓËÏÍÏÅ �ÒÁ×ÉÌÏ ÄÌÑ �ÒÉÄÁÎÉÑ ÓÍÙÓÌÁÒÁÓÈÏÄÑÝÅÍÕÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ (4). üÔÏ �ÒÁ×ÉÌÏ, ËÁË ÍÙ ×ÉÄÉÍ, × ÄÁÎÎÏÍÓÌÕÞÁÅ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ '(x) �ÏÄ ÚÎÁËÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ (4)ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ '(x)�'(0), ÞÔÏ ÏÂÅÓ�ÅÞÉ×ÁÅÔ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ �ÒÉx = 0 (É ÎÅ ÎÁÒÕÛÁÅÔ ÅÇÏ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ). ï�ÒÅÄÅÌÑ-ÅÍÕÀ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ (5) ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØÞÅÒÅÚ �x��1+ ; ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,�x�+�0 = �x��1+ :æÕÎË�ÉÏÎÁÌ �x��1+ ÕÖÅ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ. îÏ ×ÓÅ ÖÅ �ÒÉ x 6=0ÏÎ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏÍ: ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (5) ÑÓÎÏ, ÞÔÏÎÁ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ '(x), ÏÔÌÉÞÎÙÅ ÏÔ ÎÕÌÑ ÔÏÌØËÏ �ÒÉ x 6= 0, ÏÎÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ËÁË ÏÂÙÞÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ �x��1+ .ðÒÉÍÅÒ 4. îÅÓËÏÌØËÏ ÓÌÏÖÎÅÅ �ÏÄÓÞÉÔÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÏÔ ÏÂÏÂ-ÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ lnx+ = (0 �ÒÉ x < 0,lnx �ÒÉ x > 0.úÄÅÓØ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ((lnx+)0;') = 1Z0 '(x)x dx (6)�ÒÉ×ÏÄÉÔ ÓÎÏ×Á Ë ÒÁÓÈÏÄÑÝÅÍÕÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ. üÔÏÔ ÒÁÓÈÏÄÑÝÉÊÓÑ ÉÎ-ÔÅÇÒÁÌ ÕÖÅ ÎÅ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÕÅÔÓÑ ÚÁÍÅÎÏÊ '(x) ÎÁ '(x) � '(0), ÔÁË ËÁË�ÏÌÕÞÅÎÎÙÊ �ÏÓÌÅ ÜÔÏÊ ÚÁÍÅÎÙ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÒÁÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ ÎÁÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ.



36 çì. I. ðòïó�åêûéå ó÷ïêó�÷á ïâïâýåîîùè æõîëãéê [2äÅÊÓÔ×ÕÑ �Ï ÓÈÅÍÅ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ �ÒÉÍÅÒÁ, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ:((lnx+)0;') = �(lnx+;'0) = � 1Z0 lnx'0(x)dx == � lim"!0 1Z" lnx'0(x)dx = � lim"!0�lnx'(x)j1" � 1Z" '(x)x dx� == � lim"!0��'(") ln" � 1Z" '(x)x dx�:÷ÙÒÁÖÅÎÉÅ �'(") ln" ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÂÏÌÅÅ �ÒÏÓÔÙÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅÍ�'(0) ln", �ÏÓËÏÌØËÕ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ['(") � '(0)℄ ln" ÉÍÅÅÔ�ÒÅÄÅÌÏÍ ÎÕÌØ. äÁÌÅÅ, ÍÏÖÎÏ ÎÁ�ÉÓÁÔØ:�'(0) ln" = 1Z" '(0)x dx = 1Z" '(0)�(1 � x)x dx;ÇÄÅ, ËÁË É ×ÙÛÅ, �(x) = (0 �ÒÉ x < 0,1 �ÒÉ x > 0.÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ:((lnx+)0;') = lim"!0 1Z" '(x) � '(0)�(1 � x)x dx = 1Z0 '(x) � '(0)�(1 � x)x dx;ÞÔÏ É �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÉÓËÏÍÏÅ �ÒÁ×ÉÌÏ �ÒÉÄÁÎÉÑ ÓÍÙÓÌÁ ÒÁÓÈÏÄÑ-ÝÅÍÕÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ (6). íÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÏÂÅÓ�ÅÞÉ×ÁÅÔ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØÉÎÔÅÇÒÁÌÁ �ÒÉ x = 0 É ÎÅ ÎÁÒÕÛÁÅÔ ÅÇÏ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ.�ÁË ÖÅ, ËÁË É × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ �ÒÉÍÅÒÅ, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ ÎÅÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ × �ÅÌÏÍ; �ÒÉ x > 0 ÏÎ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÆÕÎË�ÉÅÊ 1x .ðÒÉÍÅÒ 5. îÁÊÄÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ln jxj. úÄÅÓØÍÙ ×ÓÔÒÅÞÁÅÍÓÑ Ó ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØÀ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÉ ÒÁÓÈÏÄÑÝÅÇÏÓÑ ÉÎ-ÔÅÇÒÁÌÁ 1R�1 '(x)x dx:íÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ �ÏÌÕÞÉÔØ �ÒÁ×ÉÌÏ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÉ, ËÏÍÂÉÎÉÒÕÑ ÕÖÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ �ÒÁ×ÉÌÁ ÄÌÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ lnx+



2℄ x 2. äéææåòåîãéòï÷áîéå é éî�åçòéòï÷áîéå 37É ln(�x)+. îÏ �ÒÏÝÅ ÄÁÔØ �ÒÑÍÏÅ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ:�d ln jxjdx ;'(x)� = (ln jxj;�'0(x)) == � 1Z�1 ln jxj'0(x)dx = � lim"!0 Zjxj>" ln jxj'0(x)dx == � lim"!08><>:ln jxj'(x)j�"�1 + ln jxj'(x)j1" � Zjxj>" '(x)x dx9>=>; == lim"!0 Zjxj>" '(x)x dx:ëÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÊ �ÒÅÄÅÌ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÌÁ×ÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ �ÏëÏÛÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÏÔ '(x)x ; ÍÙ ÓÏÈÒÁÎÉÍ ÄÌÑ ÎÅÇÏ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ 1R�1 '(x)x dx.óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ 1x .éÔÁË, d ln jxjdx = 1x:æÕÎË�ÉÏÎÁÌ 1x ÎÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÊ, ÎÏ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÆÕÎË�ÉÅÊ 1x ×ÓÀÄÕ �ÒÉx 6= 0.íÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÜÔÏÔ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ ÔÁËÖÅ É ÄÒÕÇÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ,ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÅÊ �Ï ÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ Ó �ÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ×ÙÛÅ,ÎÏ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÔÏÌØËÏ ÓÈÏÄÑÝÉÊÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌ:�d ln jxjdx ;'� = 1Z0 '(x) � '(�x)x dx:ðÒÉÍÅÒ 6. îÁÊÄÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÏÔ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ln(x + i0),Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÏÊ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍln(x + i0) = limy!+0 ln(x + iy):úÁ�ÉÓÙ×ÁÑ ln(x + iy) × ×ÉÄÅ ln jx + iyj + iarg(x + iy) É �ÅÒÅÈÏÄÑ Ë�ÒÅÄÅÌÕ, ÍÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏln(x + i0) = ln jxj + i��(�x):



38 çì. I. ðòïó�åêûéå ó÷ïêó�÷á ïâïâýåîîùè æõîëãéê [3óÏÇÌÁÓÎÏ �ÒÉÍÅÒÕ 2, �0(x) = Æ(x); ÔÁË ËÁË �(x) + �(�x) = 1, ÔÏ�0(�x) = �Æ(x). ðÏÜÔÏÍÕddx ln(x + i0) = ddx ln jxj + i� ddx�(�x) = 1x � i�Æ(x);ÇÄÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ 1x Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ × �ÒÉÍÅÒÅ 5. óÒ. ÔÁËÖÅ ÎÉÖÅ�ÒÉÍÅÒ 4 × �. 4.ðÒÉÍÅÒ 7. ÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ �ÕÎËÔÁ �ÏÓÔÒÏÉÍ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÏÔÄÅÌØÔÁ-ÆÕÎË�ÉÉ. íÙ ÉÍÅÅÍ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ,(Æ0(x � h);') = (Æ(x � h);�'0) = �'0(h)É ×ÏÏÂÝÅ �Æ(k)(x � h);'� = (�1)k'(k)(h) (k = 1;2; : : :);ÉÌÉ × ÓÉÍ×ÏÌÉËÅ, �ÒÉÎÑÔÏÊ × �. 3 x 1,Z Æ(k)(x � h)'(x)dx = (�1)k'(k)(h):3. ðÒÉÍÅÒÙ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ �ÅÒÅÍÅÎ-ÎÙÈ. ïÔÍÅÔÉÍ �ÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ f(x) ÓËÕÓÏÞÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍÉ ÞÁÓÔÎÙÍÉ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏ× �ÒÉ×ÏÄÉÔ ÓÎÏ×Á Ë ÒÅÇÕ-ÌÑÒÎÙÍ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁÍ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÕËÁÚÁÎÎÙÍ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍ.ðÒÉÍÅÒ 1. ðÕÓÔØ f(x) | ÆÕÎË�ÉÑ Ó ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍÉ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍÉ ×ÏÂÌÁÓÔÉ G, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ËÕÓÏÞÎÏ-ÇÌÁÄËÉÍ ËÏÎÔÕÒÏÍ �, ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉx1;x2. ÷ÎÅ ÏÂÌÁÓÔÉ G ÆÕÎË�ÉÑ f(x) �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÊ ÎÕÌÀ; �ÒÉ�ÅÒÅÈÏÄÅ ÞÅÒÅÚ ÇÒÁÎÉ�Õ � ÏÎÁ ÉÓ�ÙÔÙ×ÁÅÔ ÓËÁÞÏË. îÁÊÄÅÍ ÆÕÎË�ÉÏ-ÎÁÌ �f�x1 . ðÏ ÏÂÝÅÍÕ �ÒÁ×ÉÌÕ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ' ÉÍÅÅÍ:� �f�x1 ;'� = �f;� �'�x1� = �ZZG f(x1;x2)�'(x1;x2)�x1 dx1dx2:



3℄ x 2. äéææåòåîãéòï÷áîéå é éî�åçòéòï÷áîéå 39éÎÔÅÇÒÉÒÕÑ �Ï ÞÁÓÔÑÍ �Ï �ÅÒÅÍÅÎÎÏÍÕ x1, ÎÁÈÏÄÉÍ:ZZG f(x1;x2)�'(x1x2)�x1 dx1dx2 == Zx2 8><>:f(x1;x2)'(x1;x2)jx11x01 � x11Zx01 �f(x1;x2)�x1 '(x1;x2)dx19>=>;dx2 == Z� f(x1;x2)os(n;x2)'(x1;x2)d � ZZG �f(x1;x2)�x1 '(x1;x2)dx1dx2;ÇÄÅ (n;x2) | ÕÇÏÌ × ÔÏÞËÅ (x1;x2) ÎÁ ÇÒÁÎÉ�Å � ÏÂÌÁÓÔÉ G ÍÅÖÄÕ ×ÎÅÛ-ÎÅÊ ÎÏÒÍÁÌØÀ n É ÏÓØÀ x2. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ �f�x1 ÓÏÓÔÁ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÉÚ ÓÕÍÍÙ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÆÕÎË�ÉÉ�f(x1;x2)�x1 , É ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÇÏ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÇÏ ÓËÁÞËÕ ÆÕÎË�ÉÉ f(x1;x2) �ÒÉ�ÅÒÅÈÏÄÅ ÞÅÒÅÚ ÇÒÁÎÉ�Õ � ÏÂÌÁÓÔÉ G. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÉÍÅÅÔÍÅÓÔÏ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÉÚÍÅÒÅÎÉÊ.éÚ×ÅÓÔÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ çÒÉÎÁ (� | Ï�ÅÒÁÔÏÒ ìÁ�ÌÁÓÁ)ZZG f(x1;x2)�'(x1;x2)dx1dx2 == ZZG �f(x1;x2)'(x1;x2)dx1dx2 + Z� �f �'�n � �f�n'�dÓ ÕÞÅÔÏÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (�f;') = (f;�') ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÉÓÔÏÌËÏ×ÁÎÁ ÓÌÅ-ÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÅÓÌÉ f ÅÓÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÁÑ ×ÏÂÌÁÓÔÉ G Ó ÏÂÙÞÎÏÊ ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ f(x1;x2) ÉÓ ÎÕÌÅÍ ×ÎÅ G, ÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ �f ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÆÕÎË�ÉÉ �f(x1;x2) ×ÎÕÔÒÉ G, ÉÄ×ÕÈ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏ×, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÓËÁÞËÁÍ ÆÕÎË�ÉÊ f É �f�n�ÒÉ �ÅÒÅÈÏÄÅ ÞÅÒÅÚ ÇÒÁÎÉÞÎÕÀ ÌÉÎÉÀ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÉÍÅÅÔÍÅÓÔÏ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÉÚÍÅÒÅÎÉÊ.÷ ÇÌ. III (x 1, �. 4) ÂÕÄÅÔ ÄÁÎ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×Ù×ÏÄ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ, Ï�ÉÒÁÀÝÉÊÓÑ ÎÁ ÓÉÍ×ÏÌÉËÕ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ Æ(P ) ÉÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÈ ÅÊ.ðÒÉÍÅÒ 2. îÁÊÄÅÍ × ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÒÅÚÕÌØÔÁÔ �ÒÉÍÅÎÅ-ÎÉÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ìÁ�ÌÁÓÁ � Ë ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÍÕ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÕ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÏÍÕÆÕÎË�ÉÅÊ 1r �r2 = x21 + x22 + x23�.



40 çì. I. ðòïó�åêûéå ó÷ïêó�÷á ïâïâýåîîùè æõîëãéê [3úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ 1r | ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ × ÌÀÂÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ, ÎÅÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÔÁË ÞÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ � 1r �ÒÉ r 6= 0ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ (× ÏÂÙÞÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ). òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ � ×�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÍÙ ÎÁÈÏÄÉÍ:��1r ;'� = �1r ;�'� = ZZZ �'r d� = lim"!0ZZZr>" �'r d�:ë �ÏÌÕÞÅÎÎÏÍÕ ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ �ÒÉÍÅÎÉÍ ÆÏÒÍÕÌÕ çÒÉÎÁ (�ÒÉÍÅÒ 1), ÂÅÒÑ× ËÁÞÅÓÔ×Å ÏÂÌÁÓÔÉ G ÛÁÒÏ×ÏÊ ÓÌÏÊ " 6 r 6 a, ÇÄÅ a ÎÁÓÔÏÌØËÏ ×ÅÌÉËÏ,ÞÔÏ ×ÎÅ ÛÁÒÁ r 6 a ÆÕÎË�ÉÑ '(x) ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ:ZZZr>" �'r d� = ZZZr>" ' ��1r d� � ZZr=" �'�r � 1r ds + ZZr=" ' ��r 1r ds;ÇÄÅ ds ÅÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ ÓÆÅÒÙ r = ". íÙ ÉÍÅÅÍ, ÄÁÌÅÅ,ZZZr>" '�1r d� = 0;ÔÁË ËÁË 1r ×ÎÅ ÛÁÒÁ r 6 " ÅÓÔØ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ;ZZr=" �'�r 1r ds = 1" ZZr=" �'�r ds = O(")1);ZZr=" ' ��r 1r ds = � 1"2 ZZr=" 'ds = �4�S"(');ÇÄÅ S"(') | ÓÒÅÄÎÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ '(x) ÎÁ ÓÆÅÒÅ ÒÁÄÉÕÓÁ ". ÷�ÒÅÄÅÌÅ �ÒÉ " ! 0 ÍÙ ÎÁÈÏÄÉÍ S"(') ! '(0), É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,��1r ;'� = lim"!0ZZZr>" �'r d� = �4�'(0) = �4�(Æ(x);'(x)):ïÔÓÀÄÁ �1r = �4�Æ(x): (1)1)úÄÅÓØ y = O(x) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ yx ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ.



4℄ x 2. äéææåòåîãéòï÷áîéå é éî�åçòéòï÷áîéå 41áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ÞÉÓÌÅ ÉÚÍÅÒÅÎÉÊ n > 3 �ÒÉ×ÏÄÉÔ ËÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ � 1rn�2 = �(n � 2)
nÆ(x);ÇÄÅ 
n | �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ ÓÆÅÒÙ ÒÁÄÉÕÓÁ 1 × n-ÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å. ðÒÉn = 2 �ln 1r = �2�Æ(x):÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ (ÇÌ. III, x 3, �. 3) ÂÕÄÕÔ ÄÁÎÙ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÝÉÅ �ÒÁ×ÉÌÁÄÌÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÊ × ÓÌÕÞÁÅ ÌÏËÁÌØÎÏ ÎÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÈ�ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ. ó �ÏÍÏÝØÀ ÜÔÉÈ �ÒÁ×ÉÌ ÆÏÒÍÕÌÙ, �ÏÄÏÂÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÅ (1),ÍÏÖÎÏ ÂÕÄÅÔ �ÏÌÕÞÁÔØ Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ, Ô.Å. �ÏÄÓÞÅÔÏÍ � 1r ËÁË ÓÕÍÍÙ×ÔÏÒÙÈ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÏÔ 1r .4. äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ ËÁË ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ. ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ f1;f2; : : : ;f� ; : : : , ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑË ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f ; ÍÙ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÍ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ�ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ �f��xj ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ �f�xj . äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑÌÀÂÏÊ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ '(x) ÉÍÅÅÍ:��f��xj ;'� = �f� ;� �'�xj� ! �f;� �'�xj� = � �f�xj ;'� ;ÞÔÏ É ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ.áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÒÑÄ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ h1 + h2 + : : :+ h� + : : : , ÓÈÏÄÑ-ÝÉÊÓÑ Ë ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ g, ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ �ÏÞÌÅÎÎÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ-×ÁÎÉÅ; ÉÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïh01 + h02 + : : : + h0� + : : : = g0:÷ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÍ ÁÎÁÌÉÚÅ �ÏÄÏÂÎÙÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÁ: ÓÈÏ-ÄÑÝÕÀÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ×ÏÏÂÝÅÇÏ×ÏÒÑ, ÎÅÌØÚÑ �ÏÞÌÅÎÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÔØ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ,�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎË�ÉÊ f�(x) = 1� sin�x ÎÁ ÏÓÉ, ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏ-ÄÑÝÕÀÓÑ Ë ÎÕÌÀ; �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ f 0�(x) = os�x × ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÍ ÓÍÙÓÌÅÎÉ Ë ÞÅÍÕ ÎÅ ÓÈÏÄÑÔÓÑ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÅ ÓÈÏÄÑÔÓÑ Ë �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÏÔ�ÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ. îÏ × ÎÁÛÅÍ ÓÍÙÓÌÅ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÙ f 0�(x) ÓÈÏÄÑÔÓÑ,É ÉÍÅÎÎÏ Ë ÎÕÌÀ; ÜÔÏ, �ÏÍÉÍÏ ÏÂÝÉÈ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ É �ÒÑÍÏÊ×ÙËÌÁÄËÏÊ:(f 0� ;') = aZ�a os�x'(x)dx = 1� aZ�a sin�x'0(x)dx ! 0;



42 çì. I. ðòïó�åêûéå ó÷ïêó�÷á ïâïâýåîîùè æõîëãéê [4ÇÄÅ [�a;a℄ | ÏÔÒÅÚÏË, ×ÎÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÆÕÎË�ÉÑ '(x) ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ. âÏÌÅÅÔÏÇÏ, �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ f 00� =�� sin�x, f 000� =��2 os�x (� = 1;2; : : :) ÉÔ.Ä. ÔÁËÖÅ ÓÈÏÄÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ × ÎÁÛÅÍ ÓÍÙÓÌÅ.ðÒÉÍÅÒ 1. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ × ÒÑÄ æÕÒØÅ. ðÕÓÔØf(x) | �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ (Ó �ÅÒÉÏÄÏÍ 2�) ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎË-�ÉÑ É ÞÉÓÌÁ n (ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ æÕÒØÅ) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍÉÆÏÒÍÕÌÁÍÉ n = 1� 2�Z0 f(x)e�inxdx:íÙ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÍ, ÞÔÏ ÒÑÄ æÕÒØÅ 1P�1neinx ÉÍÅÅÔ Ó×ÏÅÊ ÓÕÍÍÏÊ (×ÓÍÙÓÌÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ) ÆÕÎË�ÉÀ f(x). ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �Ï ÈÏÒÏÛÏÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÁÎÁÌÉÚÁ1) ÆÏÒÍÁÌØÎÏ �ÒÏÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÒÑÄ�1X�1 nineinx + 0x + 1X1 nineinxÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ F (x), �ÒÏ-ÉÚ×ÏÄÎÁÑ ËÏÔÏÒÏÊ �ÏÞÔÉ ×ÓÀÄÕ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó f(x). äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÑ�ÏÞÌÅÎÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏF (x) = �1X�1 nineinx + 0x + 1X1 nineinx;ÎÁÈÏÄÉÍ f(x) = 1P�1neinx, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.ðÒÉÍÅÒ 2. ìÀÂÏÊ ÒÑÄ ×ÉÄÁ 1P�1aneinx, ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÔ �ÒÉ jnj ! 1 ÎÅ ÂÙÓÔÒÅÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ n, Ñ×ÌÑÅÔÓÑÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ × ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÔÁË ËÁË ÏÎ �ÏÌÕ-ÞÁÅÔÓÑ �ÏÞÌÅÎÎÙÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ ÒÑÄÁ 1P�1 an(in)k einx, ËÏÔÏÒÙÊÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ �ÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÍ k.ðÒÉÍÅÒ 3. èÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÒÑÄ sinx+ sin2x2 + sin3x3 + : : : ÓÈÏÄÉÔÓÑË ÆÕÎË�ÉÉ f(x), ÒÁ×ÎÏÊ ��x2 �ÒÉ 0 < x < 2� É �ÒÏÄÏÌÖÅÎÎÏÊ Ó �ÅÒÉ-ÏÄÏÍ 2� ÎÁ ×ÓÀ ÏÓØ, �ÒÉÞÅÍ ÞÁÓÔÉÞÎÙÅ ÓÕÍÍÙ ÜÔÏÇÏ ÒÑÄÁ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ1)á.úÉÇÍÕÎÄ, �ÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÒÑÄÙ. çÏÓÔÅÈÉÚÄÁÔ, 1939, 2.621, ÓÔÒ. 33.



4℄ x 2. äéææåòåîãéòï÷áîéå é éî�åçòéòï÷áîéå 43ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ1). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ É × ÓÍÙÓÌÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈÆÕÎË�ÉÊ (ÓÍ. x 1, �. 8, Á). äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÑ ÜÔÏÔ ÒÑÄ, ÎÁÈÏÄÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅÓÕÍÍÙ:osx + os2x + : : : + osnx + : : : = � 12 + � 1P�1Æ(x � 2�n);sinx + 2sin2x + : : : + nsinnx + : : : = �� 1P�1Æ0(x � 2�n);osx + 4os2x + : : : + n2 osnx + : : : = �� 1P�1Æ00(x � 2�n);. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
9>>>>>>>=>>>>>>>; (1)òÁÓËÒÙ×ÁÑ × �ÅÒ×ÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÆÏÒÍÕÌ ËÏÓÉÎÕÓÙ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ üÊÌÅÒÁ,ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÔÁËÖÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï1 + eix + e2ix + : : : + e�ix + e�2ix + : : : = 2� 1X�1Æ(x � 2�n): (2)ðÒÉÍÅÎÑÑ ÅÇÏ Ë ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ '(x) É ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ(einx;'(x)) = 1Z�1 '(x)e�inxdx =  (�n)2)ÅÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ × ÔÏÞËÅ �n �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÆÕÎË�ÉÉ '(x), ÍÙ�ÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï 1X�1 (n) = 2� 1X�1'(2�n);ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ ðÕÁÓÓÏÎÁ 3). ïÎÏ ÄÏËÁÚÁÎÏÕ ÎÁÓ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÊ '(x), �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ Ë �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ K; ÎÏ Ó�ÏÍÏÝØÀ �ÒÅÄÅÌØÎÏÇÏ �ÅÒÅÈÏÄÁ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÎÅÓÔÉ ÎÁ ÂÏÌÅÅ ÛÉÒÏËÉÊËÌÁÓÓ ÆÕÎË�ÉÊ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ ÎÁ ÆÕÎË�ÉÉ '(x), ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÅ×ÍÅÓÔÅ ÓÏ Ó×ÏÅÊ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ.1)ç. í. æÉÈÔÅÎÇÏÌØ�, ëÕÒÓ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÇÏ É ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ, Ô. III(çÏÓÔÅÈÉÚÄÁÔ, 1949), �. 664, ÓÔÒ. 539. ÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÉÈ ÓÓÙÌËÁÈ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÜÔÕËÎÉÇÕ ËÒÁÔËÏ: �ç. í. æÉÈÔÅÎÇÏÌØ�, ëÕÒÓ�.2)�ÁË ËÁË einx | ËÏÍ�ÌÅËÓÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÔÏ ÏÎÁ �ÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ Ë ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË-�ÉÉ '(x) �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ (1) �. 9 x 1.3)óÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, å. �ÉÔÞÍÁÒÛ, ÷×ÅÄÅÎÉÅ × ÔÅÏÒÉÀ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× æÕÒØÅ (çÏÓÔÅÈÉÚ-ÄÁÔ, 1948), ÓÔÒ. 82.



44 çì. I. ðòïó�åêûéå ó÷ïêó�÷á ïâïâýåîîùè æõîëãéê [4áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï1)osx + os2x2 + os3x3 + : : : = � ln ���2sin x2 ��� (3)�ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ �ÕÔÅÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÎÏ×ÙÅ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉ-ÞÅÓËÉÅ ÓÕÍÍÙ. äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ, ÎÁÈÏÄÉÍsinx + sin2x + sin3x + : : : = 12 tg x2 ;osx + 2os2x + 3os3x + : : : = 12 �tg x2�0 = �14 1sin2 x2 ;sinx + 4sin2x + 9sin3x + : : : = 12 �tg x2�00 = 14 os x2sin3 x2 ;. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
9>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>; (4)

ïÄÎÁËÏ ÕÖÅ ÆÕÎË�ÉÑ tg x2 ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÊ ×ÉÎÔÅÇÒÁÌ 1Z�1 tg x2'(x)dx;×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ. ÷ �. 7 x 3 ÂÕÄÕÔ �ÏÓÔÒÏÅÎÙ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅÆÕÎË�ÉÉ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ÏÂÙÞÎÙÍ ÆÕÎË�ÉÑÍ, ÓÔÏÑÝÉÍ Ó�ÒÁ×Á × (4). ðÒÉÜÔÏÍ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÁÑ ÏÂÙÞÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ � 14 1sin2 x2 , ÂÕ-ÄÅÔ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ 12 tg x2 É Ô.Ä. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ,ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ (4) ÂÕÄÅÔ �ÒÉÄÁÎ ÓÍÙÓÌ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÔÅÏÒÉÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈÆÕÎË�ÉÊ.æÏÒÍÕÌÙ (1) É (4) �ÏÚ×ÏÌÑÀÔ ×ÙÄÅÌÑÔØ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ Õ ÓÕÍÍÙ ÔÒÉÇÏ-ÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÑÄÁ P(an osnx + bn sinnx), ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏÕÓÔÒÏÅÎÙ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:an = �knk + �k�1nk�1 + : : : + �0 + ��1n + nn2 ;bn = �jnj + �j�1nj�1 + : : : + �0 + ��1n + Ænn2 ;ÇÄÅ �i É �i | �ÏÓÔÏÑÎÎÙÅ, Á fng É fÆng | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÞÉÓÅÌ2).1)ç. í. æÉÈÔÅÎÇÏÌØ�, ëÕÒÓ, Ô. III (1949), �. 664, ÓÔÒ. 550.2)óÒ. ÷. é. óÍÉÒÎÏ×, ËÕÒÓ ×ÙÓÛÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, Ô. II (çÏÓÔÅÈÉÚÄÁÔ, 1957), �. 158,ÓÔÒ. 461. ÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÂÕÄÅÍ �ÉÓÁÔØ: �÷. é. óÍÉÒÎÏ×, ëÕÒÓ�.



4℄ x 2. äéææåòåîãéòï÷áîéå é éî�åçòéòï÷áîéå 45ðÒÉÍÅÒ 4. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ f , Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÊ ÆÕÎË�ÉÅÊln(x + i0) = (ln jxj + i� �ÒÉ x < 0,lnx �ÒÉ x > 0.ëÁË ×ÉÄÎÏ ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÜÔÏ �ÒÅÄÅÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ××ÅÒÈÎÅÊ �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ ln(x + iy) �ÒÉ y ! 0. ðÒÏ×ÅÒÉÍ, ÞÔÏln(x + i0) = limy!0 ln(x + iy)× ÓÍÙÓÌÅ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �ÒÉ ÆÉË-ÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ y > 0ln(x + iy) = 12 ln(x2 + y2) + iartg yx ;�ÒÉ y ! 0 ÜÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ln(x + i0), �ÒÉÞÅÍ:Á) �ÅÒ×ÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ 12 ln(x2 + y2), ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÕÂÙ×ÁÑ, ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ëln jxj;Â) ×ÔÏÒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ iartg yx , ÏÓÔÁ×ÁÑÓØ �Ï ÍÏÄÕÌÀ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍ(ÞÉÓÌÏÍ �), ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÆÕÎË�ÉÉh(x) = (i� �ÒÉ x < 0,0 �ÒÉ x > 0.ðÏÜÔÏÍÕ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ln(x + iy) ! ln(x + i0) × ÓÍÙÓÌÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈÆÕÎË�ÉÊ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ × ÓÉÌÕ ÕÓÌÏ×ÉÊ, ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÈ × �. 8 x 1.ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÏÔ ln jxj, ËÁË ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÅÓÔØ 1x (�. 2, �ÒÉÍÅÒ 5);�ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÏÔ ÆÕÎË�ÉÉ h(x) ÒÁ×ÎÁ �i�Æ(x) (ÔÁÍ ÖÅ, �ÒÉÍÅÒ 2). �ÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ, ÚÁÎÏ×Ï �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ �ÒÉÍÅÒÁ 6 �. 2:ddx ln(x + i0) = 1x � i�Æ(x):ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, × ÓÉÌÕ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×Á-ÎÉÑ, ddx ln(x + i0) = limy!+0 ddx ln(x + iy) = limy!+0 1x + iy :íÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÉÎÔÅÒÅÓÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ:limy!+0 1x + iy = 1x � i�Æ(x); (5)



46 çì. I. ðòïó�åêûéå ó÷ïêó�÷á ïâïâýåîîùè æõîëãéê [5ËÏÔÏÒÁÑ ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÓÍÙÓÌ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ '(x)limy!+0 1Z�1 '(x)x + iy dx = 1Z�1 '(x)x dx � i�'(0);ÇÄÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌ Ó�ÒÁ×Á ÎÕÖÎÏ �ÏÎÉÍÁÔØ × ÓÍÙÓÌÅ ÇÌÁ×ÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �ÏëÏÛÉ (ÓÍ. �. 2, �ÒÉÍÅÒ 5).5. äÅÌØÔÁ-ÏÂÒÁÚÎÙÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. íÏÖÎÏ ÍÎÏÇÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁ-ÍÉ ÓÔÒÏÉÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏ×, ÓÈÏÄÑÝÉÈ-ÓÑ Ë Æ-ÆÕÎË�ÉÉ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÕÖÎÏ ÔÏÌØËÏ, ÞÔÏÂÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅÆÕÎË�ÉÉ f�(x), ËÁË ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÉÍÅÌÉ �ÄÅÌØÔÁ-ÏÂÒÁÚÎÙÊ ×ÉÄ�.�ÏÞÎÏ ÜÔÏ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ:Á) ËÁËÏ×Ï ÂÙ ÎÉ ÂÙÌÏ M > 0, �ÒÉ jaj 6 M , jbj 6 M ×ÅÌÉÞÉÎÙ���� bZa f�(�)d�����ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ, ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÅÊ ÏÔ a;b;� (ÚÁ×ÉÓÑÝÅÊ ÔÏÌØËÏÏÔ M);Â) �ÒÉ ÌÀÂÙÈ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ a É b, ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ ÎÕÌÑ,lim�!1 bZa f�(�)d� = (0 �ÒÉ a < b < 0 É 0 < a < b,1 �ÒÉ a < 0 < b:ðÕÓÔØ f�(x) | ÔÁËÁÑ ÄÅÌØÔÁ-ÏÂÒÁÚÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. òÁÓÓÍÏ-ÔÒÉÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊF�(x) = xZ�1 f�(�)d�:ëÁË ÌÅÇËÏ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÄÅÌØÔÁ-ÏÂÒÁÚÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔÉ, Ó ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÅÍ � ÆÕÎË�ÉÑ F�(x) ÉÍÅÅÔ �ÒÅÄÅÌÏÍ �ÏÓÔÏÑÎ-ÎÕÀ, ÒÁ×ÎÕÀ ÎÕÌÀ �ÒÉ x < 0, É �ÏÓÔÏÑÎÎÕÀ, ÒÁ×ÎÕÀ ÅÄÉÎÉ�Å �ÒÉ x > 0,É × ÔÏ ÖÅ ×ÒÅÍÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ (�Ï �) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ × ËÁÖÄÏÍ �ÒÏÍÅÖÕÔËÅ.ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÉ F�(x) × ÓÍÙÓÌÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊÉÍÅÀÔ �ÒÅÄÅÌÏÍ ÆÕÎË�ÉÀ �(x), ÒÁ×ÎÕÀ 0 �ÒÉ x < 0 É 1 �ÒÉ x > 0. áÔÏÇÄÁ ÆÕÎË�ÉÉ f�(x) = F 0�(x) ÉÍÅÀÔ × ÓÍÙÓÌÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ�ÒÅÄÅÌÏÍ ÆÕÎË�ÉÀ �0(x) = Æ(x), ÞÔÏ É ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ.
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" = 0;2" = 0;5òÉÓ. 2.ðÒÉÍÅÒ 1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎË�ÉÀf"(x) = 1� "x2 + "2 (" > 0):çÒÁÆÉË ÅÅ �ÏËÁÚÁÎ ÎÁ ÒÉÓ. 2. òÁ×ÅÎÓÔ×ÏbZa f"(x)dx = 1� �artg b" � artg a"��ÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ a É b �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÌÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ " ! 0ÆÕÎË�ÉÉ f"(x) ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÄÅÌØÔÁ-ÏÂÒÁÚÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. ðÏÜÔÏ-ÍÕ �ÒÉ " ! 0 1� "x2 + "2 ! Æ(x): (1)�ÏÔ ÖÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ×Ó�ÏÍÎÉÔØ, ÞÔÏ1� � "x2 + "2 = � 1� Im 1x + i" ;ÔÏÇÄÁ, × ÓÉÌÕ ÆÏÒÍÕÌÙ (5) �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ �ÕÎËÔÁ,1� "x2 + "2 = � 1� Im 1x + i" ! Æ(x);ËÁË É ×ÙÛÅ.äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÑ �Ï x ÄÅÌØÔÁ-ÏÂÒÁÚÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÂÕ-ÄÅÍ �ÏÌÕÞÁÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÓÈÏÄÑÝÉÅÓÑ Ë �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍ ÏÔ
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" = 0;3
" = 0;5

òÉÓ. 3.ÄÅÌØÔÁ-ÆÕÎË�ÉÉ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (1) ÓÌÅÄÕÅÔ �ÒÅÄÅÌØÎÏÅÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ � 2� "x(x2 + "2)2 ! Æ0(x) (2)É Ô.Ä. îÁ ÒÉÓ. 3 �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÙ ÆÕÎË�ÉÉ, ÓÔÏÑÝÉÅ ÓÌÅ×Á × (2).ðÒÉÍÅÒ 2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎË�ÉÀft(x) = 12p�te� x24t (t > 0):ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ �ÒÉ t ! 0 ÜÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë Æ-ÆÕÎË�ÉÉ.úÁÍÅÔÉÍ �ÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, ÞÔÏ ft(x) > 0; �ÏÜÔÏÍÕ �ÒÉ ÌÀÂÙÈ a É bbZa ft(x)dx 6 12p�t 1Z�1 e� x24t dx = 11):1)ç. í. æÉÈÔÅÎÇÏÌØ�, ëÕÒÓ, Ô. II (1948), �. 455, ÓÔÒ. 624{625.
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x
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O�3�2 �� ��2 �2 � 3�2� = 6� = 3òÉÓ. 4.óÄÅÌÁ× ÚÁÍÅÎÕ xpt = y, ÍÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ �ÒÉ a < 0 < blimt!0 bZa ft(x)dx = limt!0 12p� bptZapt e� y24 dy = 1:äÁÌÅÅ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ b > 012p�t 1Zb e� x24t dx < 12p�t 1Zb e�x24t x2t 2tb dx = ptbp� e� b24t ! 0�ÒÉ t ! 0, ÔÁË ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ �Ï ÌÀÂÏÍÕ �ÒÏÍÅÖÕÔËÕ (b;1), b > 0,ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÆÁËÔ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÄÌÑ �ÒÏÍÅÖÕÔËÏ×(�1;a), a < 0. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ft(x) ÅÓÔØ ÄÅÌØÔÁ-ÏÂÒÁÚÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔØ, É, ÚÎÁÞÉÔ, 12p�te�x24t ! Æ(x): (3)ðÒÉÍÅÒ 3. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎË�ÉÀf�(x) = 1� sin�xx (0 < � < 1)(ÒÉÓ. 4). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ �ÒÉ �!1 ÜÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë Æ-ÆÕÎË�ÉÉ.éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ 1Z�1 f�(x)dx = 1� 1Z�1 sin�xx dx = 11):1)ç. í. æÉÈÔÅÎÇÏÌØ�, ëÕÒÓ, Ô. II (1948), �. 455, ÓÔÒ. 625{627.



50 çì. I. ðòïó�åêûéå ó÷ïêó�÷á ïâïâýåîîùè æõîëãéê [5äÁÌÅÅ, ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ b > a > 0bZa f�(x)dx = 1� bZa sin�xx dx = 1� b�Za� sinyy dy ! 0 �ÒÉ � ! 1;ÔÁËÁÑ ÖÅ ËÁÒÔÉÎÁ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÄÌÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÏÔ a ÄÏ b �ÒÉa < b < 0. îÁËÏÎÅ�, ×ÅÌÉÞÉÎÁ������ 1� bZa sin�xx dx������ = ������ 1� b�Za� sinyy dy������ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ �Ï a É b ÄÌÑ ×ÓÅÈ �. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �ÒÉ� ! 1 ÆÕÎË�ÉÉ f�(x) ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÄÅÌØÔÁ-ÏÂÒÁÚÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ,ÔÁË ÞÔÏ lim�!1 1� sin�xx = Æ(x): (4)æÕÎË�ÉÑ 1� sin�xx × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÁ ËÁËÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ 12� ei�x �Ï �ÁÒÁÍÅÔÒÕ � × �ÒÅÄÅÌÁÈÏÔ �� ÄÏ �. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÛ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎ ÅÝÅÉ ÔÁË: ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ �ÒÅÄÅÌØÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ × ÓÍÙÓÌÅ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ×�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å K 0: lim�!1 �Z�� ei�xd� = 2�Æ(x): (5)óÌÅ×Á ÓÔÏÉÔ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÅÄÉÎÉ�Ù. (ðÏÄÒÏÂÎÅÅ É Ó ÄÒÕÇÏÊÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ Ï �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ æÕÒØÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ × ÇÌ. II. óÒ.ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ × ËÏÎ�Å x 3 ÇÌ. II)äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÑ �Ï x �ÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ, ÍÙ �ÒÉÈÏÄÉÍ ËÎÏ×ÙÍ, ÅÝÅ ÂÏÌÅÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ:lim�!1 �Z�� i�ei�xd� = 2�Æ0(x); (6)lim�!1 �Z�� (i�)2ei�xd� = 2�Æ00(x) (7)



6℄ x 2. äéææåòåîãéòï÷áîéå é éî�åçòéòï÷áîéå 51É Ô.Ä. íÏÖÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ ×ÏÏÂÝÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕ-ÅÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f(x), ÒÁÓÔÕÝÅÊ �ÒÉ jxj !1 ÎÅ ÂÙÓÔÒÅÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÅ-�ÅÎÉ jxj, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ × ÓÍÙÓÌÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅæÕÒØÅ | �ÒÅÄÅÌ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ �Z�� f(�)ei�xd��ÒÉ � ! 1. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÚÁ�ÉÛÅÍ ÆÕÎË�ÉÀ f(�) × ÆÏÒÍÅ(�2 + 1)mf0(�), ÇÄÅ f0(�) | ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ. �ÁË ËÁË ÆÕÎË-�ÉÑ f0(�) ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÏÂÙÞÎÙÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ æÕÒØÅ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ�ÒÅÄÅÌ lim�!1 �Z�� f0(�)ei�xd� = G0(x):ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÁ �Ï x × ÌÀÂÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ;ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ × ÓÍÙÓÌÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË-�ÉÊ. ðÒÉÍÅÎÑÑ Ë ÏÂÅÉÍ ÞÁÓÔÑÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á Ï�ÅÒÁ�ÉÀ �� d2dx2 + 1�m ÉÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ, ÚÁËÌÀÞÁÅÍ,ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÅÄÅÌlim�!1 �Z�� f(�)ei�xd� = �� d2dx2 + 1�mG0(x);ÞÔÏ É ÕÔ×ÅÒÖÄÁÌÏÓØ.6. äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ó ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ. ï�Å-ÒÁ�ÉÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÙ ÄÌÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ | ÄÉÆÆÅÒÅÎ-�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÆÕÎË�ÉÀ, ÓÌÏÖÅÎÉÅ, | �ÏÚ×ÏÌÑÀÔ ÓÔÒÏÉÔØÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ×ÉÄÁa0(x)y(n)(x) + a1(x)y(n�1)(x) + : : : + an(x)y(x) � b(x);ÇÄÅ a0(x);a1(x); : : : ;an(x) | ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÅÆÕÎË�ÉÉ, Á y(x) É b(x) | ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ. ðÒÉÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ÔÁËÏÅ ×Ù-ÒÁÖÅÎÉÅ ÎÕÌÀ, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØ-ÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ n-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ y(x).÷ÏÚÎÉËÁÅÔ ×Ï�ÒÏÓ Ï ÔÏÍ, ËÁË Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ ×ÓÅÈ ÒÅÛÅÎÉÊÔÁËÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ.



52 çì. I. ðòïó�åêûéå ó÷ïêó�÷á ïâïâýåîîùè æõîëãéê [6òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ �ÒÏÓÔÅÊÛÅÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅdydx = 0: (1)ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ × ËÌÁÓÓÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÍÅÅÔÓ×ÏÉÍ ÏÂÝÉÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍ y = C (C = onst).õÒÁ×ÎÅÎÉÅ (1) ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ(y0;') = (y;�'0) = 0 (2)ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ '(x). îÏ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ y ÕÖÅÚÁÄÁÎ ÎÁ ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔÉ �0 ÔÅÈ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÙ ËÁË �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÏÔ ÄÒÕÇÉÈ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. îÁÍÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ×ÙÑÓÎÉÔØ, ËÁËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ y ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÅÎ Ó ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔÉ �0 ÎÁ ×ÓÅ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï K.ìÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ '0(x) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÅÎÁ ËÁË �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÏÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÅ1Z�1 '0(x)dx = 0: (3)äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ '0(x) = '01(x), ÔÏ1Z�1 '0(x)dx = '1(x)����1�1 = 0;Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, �ÒÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ (3) ÍÙ �ÏÌÁÇÁÅÍ'1(x) = xZ�1 '0(�)d�;É ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ '1(x) ÅÓÔØ ÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ; ÎÏ ÜÔÏÏÞÅ×ÉÄÎÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ '1(x) ×ÍÅÓÔÅ Ó '0(x) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁÉ, × ÓÉÌÕ ÕÓÌÏ×ÉÑ (3), ÆÉÎÉÔÎÁ.ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ '1(x) | ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÏÂÌÁÄÁÀ-ÝÁÑ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ 1Z�1 '1(x)dx = 1:



6℄ x 2. äéææåòåîãéòï÷áîéå é éî�åçòéòï÷áîéå 53äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ '(x) ÍÏÖÎÏ ÎÁ�ÉÓÁÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï'(x) = '1(x) 1Z�1 '(x)dx + '0(x);ÇÄÅ ÆÕÎË�ÉÑ '0(x), ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ (3). ïÔÓÀÄÁ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÚÁÄÁÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÉÓËÏÍÏÇÏ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ y ÎÁ ÏÓÎÏ×-ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ '1(x), ÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÅÇÏ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ '(x) ÂÕÄÅÔÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ:(y;') = (y;'1) � 1Z�1 '(x)dx: (4)ðÕÓÔØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, (y;'1) = C1 | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.�ÏÇÄÁ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (4) ÄÁÅÔ(y;') = C1 1Z�1 '(x)dx = 1Z�1 C1'(x)dx;Ô.Å. ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ y ÅÓÔØ �ÏÓÔÏÑÎÎÁÑ C1, ÞÔÏ É ÕÔ×ÅÒÖÄÁÌÏÓØ.íÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (1) ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÉÎÙÈÒÅÛÅÎÉÊ × ËÌÁÓÓÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ËÒÏÍÅ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ.ðÒÉÍÅÒ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f , ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÏÔÎÏ-ÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÄ×ÉÇÏ×, Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ. íÙ ÉÍÅÅÍ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅf(x +�x) � f(x) = 0;ÏÔËÕÄÁ f 0(x) = lim�x!0 f(x +�x) � f(x)�x = 0;�Ï ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ, f(x) = onst, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ.íÏÖÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ É ÌÀÂÁÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ×ÉÄÁdy1dx = a11y1 + : : : + a1mym;. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .dymdx = am1y1 + : : : + ammym;9>>>>=>>>>; (5)ÇÄÅ a11; : : : ;amm | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÏÔ x, ÔÁËÖÅÎÅ ÉÍÅÅÔ ÉÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ (y1;y2; : : : ;ym) × ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÑÈ, ËÒÏÍÅ



54 çì. I. ðòïó�åêûéå ó÷ïêó�÷á ïâïâýåîîùè æõîëãéê [6ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÒÅÛÅÎÉÊ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÂÓÔÏÉÔ ÄÅÌÏ ÄÌÑ ÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ×ÙÓÛÅÇÏ �ÏÒÑÄËÁ y(n) + a1(x)y(n�1) + : : : + an(x)y = 0Ó ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ, Á ÔÁËÖÅ ÄÌÑ ÓÉ-ÓÔÅÍÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ.îÁÍÅÔÉÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÉÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ. óÉÓÔÅÍÕ (5) ÄÌÑ ÕÄÏÂÓÔ×Á ÚÁ�ÉÛÅÍ× ×ÅËÔÏÒÎÏÍ ×ÉÄÅ1) dydx = Ay; A = jjaij jj:òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÁÔÒÉ�Õ U = jjukj (x)jj ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ (ÏÂÙÞÎÙÈ) ÒÅÛÅÎÉÊÓÉÓÔÅÍÙ (5); ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á U ÏÂÒÁÔÉÍÁ. ðÅÒÅÊÄÅÍ ÏÔ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ y ËÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ z �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ y = Uz; �ÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÜÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ × ÓÉÓÔÅÍÕ (5),�ÏÌÕÞÁÅÍ: dUdx z + U dzdx = AUzÉÌÉ, �ÏÓËÏÌØËÕ dUdx = AU , U dzdx = 0:õÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ U�1 �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÓÉÓÔÅÍÅ ÒÁÓ�Á×ÛÉÈÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊdzdx = 0;�Ï ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ, z = onst, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ y = Uz ÅÓÔØ ×ÅËÔÏÒ, Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÅÊ ×ÅËÔÏÒÏ× ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ.ïÓÔÁÌØÎÙÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ×ÙÔÅËÁÀÔ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ, ÔÁË ËÁË ÌÀÂÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ×ÙÓÛÅÇÏ �ÏÒÑÄËÁ É ÓÉÓÔÅÍÕ ÔÁËÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÊÓÉÓÔÅÍÏÊ �ÅÒ×ÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ÷ ÏÔÌÉÞÉÉ ÏÔ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ ÄÌÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÓÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÑÍÉ × ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÈ ÍÏÇÕÔ �ÏÑ×ÌÑÔØÓÑ ÎÏ×ÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ×ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÑÈ, Á ÔÁËÖÅ ÍÏÇÕÔ ÉÓÞÅÚÁÔØ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ÒÅÛÅÎÉÑ.ðÒÉÍÅÒ 1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ 1-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁxdydx = 0:åÇÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÄÏÌÖÎÏ ÓÏ×�ÁÄÁÔØ Ó �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ËÁË �ÒÉ x > 0, ÔÁË É �ÒÉx < 0. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ Ä×Á ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉ-ÍÙÈ ÒÅÛÅÎÉÑ: y1 = 1; y2 = �(x):1)óÍ. æ. ò. çÁÎÔÍÁÈÅÒ, �ÅÏÒÉÑ ÍÁÔÒÉ�, çÏÓÔÅÈÉÚÄÁÔ, 1954, ÓÔÒ. 371 É ÄÁÌØÛÅ.



6℄ x 2. äéææåòåîãéòï÷áîéå é éî�åçòéòï÷áîéå 55ðÒÉÍÅÒ 2. õÒÁ×ÎÅÎÉÅ �2x3y0 = yÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ × ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÑÈ:y = 0:äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �ÒÉ x 6= 0 ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÄÏÌÖÎÏ ÓÏ×�ÁÄÁÔØ ÓËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍ y = Ce 1x2 , ÇÄÅ C 6= 0 ÉÌÉ C = 0. îÏ �ÅÒ×ÏÅÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÔÁË ËÁË, ÓÏÇÌÁÓÎÏ �. 7 x 1, ÉÎÔÅÇÒÁÌZ e 1x2 '(x)dxÎÅ ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÉ.óÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÏÊ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÓÔÅÊÛÅÅ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄ-ÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ dgdx = f; (6)ÇÄÅ f | ÄÁÎÎÁÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, Á g | ÉÓËÏÍÁÑ.ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (6) �ÒÉ ÌÀÂÏÊ �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ f ÉÍÅÅÔÒÅÛÅÎÉÅ × ËÌÁÓÓÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÜÔÏ ÒÅ-ÛÅÎÉÅ �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÏÊ ÉÌÉ ÎÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ÏÔ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊÆÕÎË�ÉÉ f : g = Z fdx:õÒÁ×ÎÅÎÉÅ (6) ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ(g;�'0) = (f;')ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ '. îÏ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ g ÚÁÄÁÎÎÁ ÌÀÂÏÊ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ  , Ñ×ÌÑÀÝÅÊÓÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÏÔ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏÄÒÕÇÏÊ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ', Ô.Å. ÏÎ ÚÁÄÁÎ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ �0, ÒÁÓÓÍÏ-ÔÒÅÎÎÏÍ × ÎÁÞÁÌÅ ÜÔÏÇÏ �ÕÎËÔÁ. íÙ ÄÏÌÖÎÙ �ÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ gÎÁ ×ÓÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï K. üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÉÔØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÔÁË:ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÓÎÏ×ÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ '1(x), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ 1R�1 '1(x)dx = 1, ÉÓÎÏ×Á �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÌÀÂÕÀ ÏÓÎÏ×ÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ' × ÆÏÒÍÅ' = '1 1Z�1 'dx + '0;



56 çì. I. ðòïó�åêûéå ó÷ïêó�÷á ïâïâýåîîùè æõîëãéê [7ÇÄÅ '0 �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ �0. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÙ Ó ËÁÖÄÏÊ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ 'ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ ÅÅ ��ÒÏÅË�ÉÀ� '0 ÎÁ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï �0.ðÏÌÁÇÁÅÍ ÔÅ�ÅÒØ (g0;') = (g;'0): (7)ìÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ g0 ÌÉÎÅÅÎ É ÎÅ�ÒÅÒÙ-×ÅÎ. ïÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (7) �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ �ÒÉÂÁ×ÌÅÎÉÅÍ Ë ÎÁÊÄÅÎ-ÎÏÍÕ ÞÁÓÔÎÏÍÕ ÒÅÛÅÎÉÀ ÏÂÝÅÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ËÏÔÏ-ÒÙÍ, × ÓÉÌÕ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ × ÎÁÞÁÌÅ ÜÔÏÇÏ �ÕÎËÔÁ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ g1 = C = onst.éÔÁË, ×ÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (6) Ï�ÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊg = g0 + C;ÇÄÅ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ g0 ÚÁÄÁÎ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (7).ïÔÙÓËÁÎÉÅ ÏÂÝÅÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙdyidx + mXj=1aijyj = fi (i = 1;2; : : : ;m); (8)ÇÄÅ fi | ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ, Á aij | ÏÂÙÞÎÙÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÅÆÕÎË�ÉÉ, Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ×ÉÄÁ (6).äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÉÔØ ÕÖÅ �ÒÉÍÅÎÑ×ÛÕÀÓÑ ×ÙÛÅ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÕ y = Uz,ÇÄÅ U | ÍÁÔÒÉ�Á ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅ-ÍÙ (fi = 0), ÔÏ ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ U dzdx = f , ÉÌÉ dzdx = U�1f . ÷ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ�ÒÁÚÄÅÌÉÌÉÓØ�: ËÁÖÄÏÅ ÅÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ (6).îÁËÏÎÅ�, ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ×ÙÓÛÅÇÏ �ÏÒÑÄËÁy(m) + a1y(m�1) + : : : + amy = f; (9)ÇÄÅ ai | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ, Á f | �ÒÏÉÚ×ÏÌØ-ÎÁÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÓÉÓÔÅÍÅ ×ÉÄÁ (8) �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ�ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ y1 = y; y2 = dy1dx ; : : : ; ym�1 = dym�2dx :óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÔÙÓËÁÎÉÅ ÏÂÝÅÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ×ÉÄÁ (9) ÔÁËÖÅÓ×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ×ÉÄÁ (6).7. äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å S. íÙ ××ÅÌÉ × ËÏÎ�Å �ÅÒ×Ï-ÇÏ �ÁÒÁÇÒÁÆÁ ÎÏ×ÏÅ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï S. üÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÓÏÓÔÏ-ÉÔ ÉÚ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ '(x), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ ×ÉÄÁjxk'(q)(x)j 6 Ckq (k;q = 0;1;2; : : :):



1℄x 3. òåçõìñòéúáãéñ æõîëãéê óï ó�åðåîîùíé ïóïâåîîïó�ñíé57íÙ ×ÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏ× S0,Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å S, ÅÓÔØ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ-×Á K 0 ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏ× ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å K.ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÎÅ ×Ù×ÏÄÉÔ ÆÕÎË�ÉÏ-ÎÁÌ f 2 S0 ÉÚ ÜÔÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. ïÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÄÌÑ �ÒÏÓÔÏÔÙÓÌÕÞÁÅÍ ÏÄÎÏÇÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÇÏ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ. úÁÍÅÔÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ ÄÌÑ×ÓÑËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ '(x) 2 S ÅÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ '0(x) ÔÁËÖÅ ÌÅÖÉÔ × S É ÉÚÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ '� ! 0 × S ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÁËÖÅ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ '0� ! 0 × S. ðÏÜÔÏÍÕÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ f 0, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ(f 0;') = �(f;'0);ÓÎÏ×Á Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏÍ ÎÁ S.îÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ × �ÒÅÄÅÌÁÈ ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á K ÏÎ ÓÏ×�Á-ÄÁÅÔ Ó �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ f × ÕËÁÚÁÎÎÏÍ ×ÙÛÅ (�. 1) ÓÍÙÓÌÅ.éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ f 0 ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ f , �ÏÎÉÍÁÅÍÁÑ ËÁË ÆÕÎ-Ë�ÉÏÎÁÌ ÎÁ K, ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÑÅÔÓÑ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï S ×ÍÅÓÔÅ Ó ÆÕÎË�É-ÏÎÁÌÏÍ f , ÞÔÏ É ÕÔ×ÅÒÖÄÁÌÏÓØ. òÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÎÁ×ÙÓÛÉÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ É ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÔÏÓÏÂÙÈ �ÏÑÓÎÅÎÉÊ.íÙ ÕËÁÚÁÌÉ ×ÙÛÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÙ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ÆÕÎË�ÉÑÍÓÔÅ�ÅÎÎÏÇÏ ÒÏÓÔÁ, ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÑÀÔÓÑ Ó �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á K ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï S. �Å�ÅÒØÍÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÔÅÍ ÖÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÏÂÌÁÄÁÀÔ É �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÔÁËÉÈ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏ×. ÷Ï×ÔÏÒÏÍ ×Ù�ÕÓËÅ (ÇÌ. II, x 4) ÍÙ Õ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ×ÓÑËÉÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÊ ÆÕÎË-�ÉÏÎÁÌ ÎÁ S ÅÓÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ËÆÕÎË�ÉÉ ÓÔÅ�ÅÎÎÏÇÏ ÒÏÓÔÁ.x 3. òÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÑ ÆÕÎË�ÉÊ ÓÏ ÓÔÅ�ÅÎÎÙÍÉ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÑÍÉ1. ðÏÓÔÁÎÏ×ËÁ ×Ï�ÒÏÓÁ. éÚ ÆÕÎË�ÉÊ, ÉÍÅÀÝÉÈ ÎÅÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÅÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ × ÏÔÄÅÌØÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ, ÎÁÉÂÏÌÅÅ ×ÁÖÎÙ ÆÕÎË�ÉÉ ÓÏ ÓÔÅ-�ÅÎÎÙÍÉ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÑÍÉ, Ô.Å. ÒÁÓÔÕÝÉÅ �ÒÉ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÉ x Ë ÏÓÏÂÏÊÔÏÞËÅ x0 ÎÅ ÂÙÓÔÒÅÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ 1jx�x0j . ÷ ÜÔÏÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅÄÌÑ ÛÉÒÏËÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÔÁËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÂÕÄÕÔ �ÏÓÔÒÏÅÎÙ ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ÉÍÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ.îÁ�ÏÍÎÉÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÉ, ÄÁÎÎÏÅ × �. 7 x 1. òÅÇÕÌÑÒÉ-ÚÁ�ÉÅÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ Z f(x)'(x)dx; (1)ÉÌÉ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÅÊ ÆÕÎË�ÉÉ f(x), ÉÍÅÀÝÅÊ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÔÏÞËÉÌÏËÁÌØÎÏÊ ÎÅÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÓÔÉ, ÍÙ ÎÁÚ×ÁÌÉ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ f , ËÏÔÏÒÙÊ ÄÌÑÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ '(x), ÒÁ×ÎÙÈ ÎÕÌÀ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË



58 çì. I. ðòïó�åêûéå ó÷ïêó�÷á ïâïâýåîîùè æõîëãéê [1ÆÕÎË�ÉÉ f(x), ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ (1). ÷ �. 7 x 1 ÂÙÌÏ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏÆÕÎË�ÉÑ f(x) ÓÏ ÓÔÅ�ÅÎÎÙÍÉ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÑÍÉ (× ÔÏÞËÁÈ, ÞÉÓÌÏ ËÏÔÏÒÙÈËÏÎÅÞÎÏ × ËÁÖÄÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ) ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÅÊ. ðÒÉÜÔÏÍ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �ÒÉÂÁ×ÌÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÏ-ÎÁÌÁ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÏÇÏ × ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞËÁÈ ÆÕÎË�ÉÉ f(x).ó ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ ÂÏÌØÛÅÊ ÞÁÓÔÉ ÜÔÏÇÏ �ÁÒÁÇÒÁÆÁÍÏÖÎÏ Ï�ÉÓÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. äÌÑ ÛÉÒÏËÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÆÕÎË�ÉÊÏÄÎÏÇÏ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ ÓÏ ÓÔÅ�ÅÎÎÙÍÉ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÑÍÉ ÂÕÄÅÔ ÕËÁÚÁÎÁ ÒÅ-ÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÑ, ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÓÍÙÓÌÅ: ÓÕÍÍÅ Ä×ÕÈ ÏÂÙÞÎÙÈÆÕÎË�ÉÊ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÓÕÍÍÁ ÉÈ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÊ; ÏÂÙÞÎÏÊ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊÆÕÎË�ÉÉ | �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÅÅ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÉ; �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ ÆÕÎË�ÉÉÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ h(x) | �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÅÅÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÉ ÎÁ h(x).îÏ ÎÁÞÎÅÍ ÍÙ Ó ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÉ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ, ÎÁÉÂÏÌÅÅ ×ÁÖÎÙÈÆÕÎË�ÉÊ, ÏÔËÌÁÄÙ×ÁÑ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É �ÏÌÎÕÀ �ÒÏ×ÅÒËÕÕËÁÚÁÎÎÙÈ Ó×ÏÊÓÔ× ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÉ ÄÏ �. 7.ðÒÉÍÅÒÏÍ ÆÕÎË�ÉÉ ÓÏ ÓÔÅ�ÅÎÎÏÊ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØÀ ÍÏÖÅÔ ÓÌÕÖÉÔØÆÕÎË�ÉÑ x�3=2+ = (0 �ÒÉ x 6 0,x�3=2 �ÒÉ x > 0.óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÅÊ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ÍÙ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÕÖÅ �Ï-ÓÔÒÏÉÌÉ × �ÒÉÍÅÒÅ 3 �. 2 x 2:(x�3=2+ ;') = 1Z0 '(x) � '(0)x3=2 dx: (2)ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ÉÓÈÏÄÉÌÉ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ � 32x�3=2+ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ x�1=2+ , Ô.Å. ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÏÇÏ ÏÂÙÞÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊx�1=2+ = (0 �ÒÉ x 6 0,x�1=2 �ÒÉ x > 0.÷ x 2 ÍÙ É ÎÁ ÄÒÕÇÉÈ �ÒÉÍÅÒÁÈ ×ÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅ-ÎÉÑ ÞÁÓÔÏ �ÏÚ×ÏÌÑÀÔ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÕÀÄÁÎÎÏÊ ÏÂÙÞÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÓÏ ÓÔÅ�ÅÎÎÏÊ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØÀ.äÒÕÇÏÊ ÍÅÔÏÄ �ÏÌÕÞÅÎÉÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÔÉ�Á (2) | ÜÔÏ ÍÅÔÏÄ ÁÎÁÌÉ-ÔÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ. éÍ ÍÙ É ÂÕÄÅÍ �ÒÅÉÍÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ �ÏÌØÚÏ×ÁÔØ-ÓÑ. ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÏÂßÑÓÎÉÔØ ÅÇÏ ÉÄÅÀ, ××ÅÄÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ f�, ÚÁ×ÉÓÑÝÕÀ ÏÔ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ �,



1℄ x3. òåçõìñòéúáãéñ æõîëãéê 59�ÒÏÂÅÇÁÀÝÅÇÏ ÏÔËÒÙÔÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ � × �ÌÏÓËÏÓÔÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ �ÅÒÅ-ÍÅÎÎÏÇÏ �. üÔÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f� ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊÆÕÎË�ÉÅÊ ÏÔ � × ÏÂÌÁÓÔÉ �, ÅÓÌÉ × ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÙ ×ÓÅÞÉÓÌÏ×ÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ (f�;') �ÒÉ ÌÀÂÏÊ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ '.ïÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÏÔ � �Ï Ó×ÏÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ ÁÎÁ-ÌÏÇÉÞÎÙ ÏÂÙÞÎÙÍ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÍ ÆÕÎË�ÉÑÍ ÏÔ �. �ÁË, ÅÓÌÉ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ�ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ �f��� ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ f� �Ï �ÁÒÁÍÅÔÒÕ � ËÁË �ÒÅÄÅÌlim��!0 f�+�� � f���(× ÓÍÙÓÌÅ �. 8 x 1), ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË-�ÉÑ f� ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ �Ï � × ÏÂÌÁÓÔÉ � ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ df�d� . éÍÅÀÔ ÔÁËÖÅÍÅÓÔÏ ÁÎÁÌÏÇÉ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÔÅÏÒÅÍ Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑÈ × ÒÑÄ �ÅÊÌÏÒÁ É× ÒÑÄ ìÏÒÁÎÁ, ÏÂ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÍ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÉ É Ô.Ä.; ÏÎÉ ÓÏÂÒÁÎÙ ×ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÉ 2 Ë ÜÔÏÊ ÇÌÁ×Å.éÄÅÑ ÍÅÔÏÄÁ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ.ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ ÆÕÎË�ÉÑ f�(x), ËÏÔÏÒÁÑ ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ, ËÏÇÄÁ ��ÒÏÂÅÇÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ � × ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, É, ×ÏÏÂÝÅ,ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÏ×ÏÊ, ËÏÇÄÁ � ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ×ÎÅ ÏÂÌÁÓÔÉ �. ðÕÓÔØ, ÄÁÌÅÅ,�ÒÉ � 2 � É ÌÀÂÏÊ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ '(x) ÞÉÓÌÏ×ÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ (f�;')ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ × ÏÂÌÁÓÔÉ � É ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÁ ×ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÂÏÌÅÅ ÛÉÒÏËÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ �1, ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÕÀ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ '(x).�ÏÇÄÁ Ó ÆÕÎË�ÉÅÊ f�0(x) �ÒÉ �0 2 �1 �� ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÆÕÎË-�ÉÏÎÁÌ (f�;'), �ÏÌÕÞÁÅÍÙÊ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÍ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ(f�;') ÉÚ ÏÂÌÁÓÔÉ �; ÉÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÍÙ �ÏÌÁÇÁÅÍZ f�0(x)'(x)dx = ÁÎÁÌ. �ÒÏÄ.�!�0 Z f�(x)'(x)dx:îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÞÔÏÂÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ x�3=2+ , ÍÙ ÒÁÓÓÍÁ-ÔÒÉ×ÁÅÍ ÆÕÎË�ÉÀ x�+ = (0 �ÒÉ x 6 0,x� �ÒÉ x > 0.äÌÑ Re � > �1 ÏÎÁ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ(x�+;') = 1Z0 x�'(x)dx: (3)



60 çì. I. ðòïó�åêûéå ó÷ïêó�÷á ïâïâýåîîùè æõîëãéê [2þÉÓÌÏ×ÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ (3), ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ �Ï �: ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ �ÒÏÉÚ×ÏÄ-ÎÕÀ �Ï �, ÒÁ×ÎÕÀ 1Z0 x� lnx'(x)dx:ðÒÁ×ÕÀ ÞÁÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ (3) �ÅÒÅ�ÉÛÅÍ × ×ÉÄÅ1Z0 x�['(x) � '(0)℄dx + 1Z1 x�'(x)dx + '(0)� + 1 :ðÅÒ×ÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ ÄÌÑ Re � > �2, ×ÔÏÒÏÅ | ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ �,ÔÒÅÔØÅ | ÄÌÑ � 6= �1. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ (3) ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ�ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ÏÂÌÁÓÔØ Re � >�2, � 6=�1. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �ÒÉ �=�3=2�ÏÌÕÞÁÅÍ:�x�3=2+ ;'(x)� = 1Z0 x�3=2['(x) � '(0)℄dx + 1Z1 x�3=2'(x)dx � 2'(0): (4)ðÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ (4) ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔØÀ ÆÏÒÍÕÌÙ (2),ÔÁË ËÁË ×ÏÏÂÝÅ � 1� + 1 = 1Z1 x�dx:òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, �ÒÉ ÉÎÏÍ ××ÏÄÅ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÍÏÖÅÔ�ÒÉ×ÅÓÔÉ Ë ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÉÎÏÍÕ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ. îÁ�ÒÉÍÅÒ,x�+ + 1� (� + 3=2)x2 + (� + 3=2) ! x�3=2+ + Æ(x) �ÒÉ � ! �3=2(ÓÍ. x 2, �. 5).ðÏÄÞÅÒËÎÅÍ, ÞÔÏ ÔÏÔ ÉÌÉ ÉÎÏÊ ÍÅÔÏÄ, �ÒÉ×ÏÄÑÝÉÊ Ë Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑÍÔÉ�Á (2) ÉÌÉ (4), ÉÇÒÁÅÔ ÄÌÑ ÎÁÓ ×ÔÏÒÏÓÔÅ�ÅÎÎÕÀ, ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÕÀÒÏÌØ; ÏÎ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÌÉÛØ ÓÒÅÄÓÔ×Ï, ÔÏÇÄÁ ËÁË �ÅÌØ | ÜÔÏÓÁÍÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ, ËÁË ÆÏÒÍÕÌÙ (2) ÉÌÉ (4), ÉÍÅÀÔ ÓÍÙÓÌ É×ÎÅ ×ÓÑËÏÊ Ó×ÑÚÉ Ó ÜÔÉÍ ÍÅÔÏÄÏÍ.2. ïÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ x�+ É x��. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ x�+, ÒÁ×-ÎÕÀ x� �ÒÉ x > 0 É 0 �ÒÉ x 6 0. íÙ ÈÏÔÉÍ �ÏÓÔÒÏÉÔØ É ÉÚÕÞÉÔØ



2℄ x3. òåçõìñòéúáãéñ æõîëãéê 61ÏÔ×ÅÞÁÀÝÕÀ ÅÊ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ. ëÁË ÕÖÅ ÓËÁÚÁÎÏ × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ�ÕÎËÔÅ, ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ�x�+;'� = 1Z0 x�'(x)dx; (1)Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ x�+ �ÒÉ Re � > �1, �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ÏÂÌÁÓÔØRe � >�2, � 6=�1 �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÇÏ ÄÌÑ Re � >�1 ÔÏÖÄÅÓÔ×Á1Z0 x�'(x)dx = 1Z0 x�['(x) � '(0)℄dx + 1Z1 x�'(x)dx + '(0)� + 1 : (2)á ÉÍÅÎÎÏ, �ÒÉ Re �>�2, � 6=�1 �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÀ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ, ÓÔÏÑÝÅÇÏ ÓÌÅ×Á: ÅÓÌÉ �2<Re �6�1, � 6=�1É ÅÓÌÉ ÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÁÞÁÌÁ, ÔÏ Ó�ÒÁ×ÁÏÓÔÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌ 1R0 x�'(x)dx.áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ ÓÔÒÏÉÔÓÑ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ x�+ ÎÁÏÂÌÁÓÔØ Re � > �n � 1, � 6= �1;�2; : : : ;�n:1Z0 x�'(x)dx= 1Z0 x� �'(x) � '(0) � x'0(0) � : : : � xn�1(n � 1)!'(n�1)(0)�dx++ 1Z1 x�'(x)dx + nXk=1 '(k�1)(0)(k � 1)!(� + k) : (3)é ÚÄÅÓØ �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÄÁÅÔ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÏ×ÁÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ,ÓÔÏÑÝÅÇÏ ÓÌÅ×Á. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ x�+ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÄÌÑ×ÓÅÈ � 6= �1;�2; : : :÷ �ÏÌÏÓÅ �n�1<Re �<�n ÆÏÒÍÕÌÁ (3) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÁË ÂÏÌÅÅ �ÒÏÓÔÏÍÕ ×ÉÄÕ:�x�+;'� = 1Z0 x� �'(x) � '(0) � x'0(0) � : : : � xn�1(n � 1)!'(n�1)(0)�dx (4)× ÓÉÌÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÒÉ 1 6 k 6 n1Z1 x�+k�1dx = � 1� + k : (5)



62 çì. I. ðòïó�åêûéå ó÷ïêó�÷á ïâïâýåîîùè æõîëãéê [2æÏÒÍÕÌÁ (3) �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ (x�+;') ËÁË ÆÕÎË�ÉÑ ÏÔ � ÉÍÅÅÔ�ÏÌÀÓÙ 1-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ × ÔÏÞËÁÈ � = �1;�2; : : : , �ÒÉÞÅÍ ÅÅ ×ÙÞÅÔ × ÔÏÞËÅ� = �k ÒÁ×ÅÎ '(k�1)(0)(k�1)! . �ÁË ËÁË '(k�1)(0) = (�1)(k�1)(Æ(k�1)(x);'(x)),ÔÏ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÁÍ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ x�+ ÉÍÅÅÔ �ÒÉ � = �k �ÏÌÀÓ 1-ÇÏ�ÏÒÑÄËÁ Ó ×ÙÞÅÔÏÍ (�1)k�1(k�1)! Æ(k�1)(x) (k = 1;2; : : :).ðÏÄÓÞÉÔÁÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ dx�+dx . ðÒÉ Re � > 0 ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÏÞÅ×ÉÄÎÏÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï dx�+dx = �x��1+ , Ô.Å. �x�+;'0(x)� = ���x��1+ ;'(x)�. �ÁË ËÁË ÏÂÅÞÁÓÔÉ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ �ÒÏÄÏÌÖÁÀÔÓÑ × �ÌÏÓËÏÓÔØ(Ó ÉÓËÌÀÞÅÎÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ �1;�2; : : :), ÔÏ, × ÓÉÌÕ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ-ÓÔÉ, ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÂÕÄÅÔ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï É ×Ï ×ÓÅÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,dx�+dx = �x��1+ (� 6= �1;�2; : : :):îÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÒÉ �1 < � < 0 ÍÙ ÉÍÅÅÍ:� ddxx�+;'� = ��x��1+ ;'� = 1Z0 �x��1['(x) � '(0)℄dx:üÔÕ ÆÏÒÍÕÌÕ ÍÙ ×Ù×ÅÌÉ ÉÎÙÍ �ÕÔÅÍ × �. 2 x 2.÷ x 4 ÂÕÄÅÔ �ÏÓÔÒÏÅÎÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ x�+ × ÒÑÄ �ÅÊÌÏÒÁ ×ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ ÔÏÞËÉ É × ÒÑÄ ìÏÒÁÎÁ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ �ÏÌÀÓÁ.ðÅÒÅÊÄÅÍ ÔÅ�ÅÒØ Ë �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ É ÉÚÕÞÅÎÉÀ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ,ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÊ ÆÕÎË�ÉÉ x�� = (jxj� �ÒÉ x < 0,0 �ÒÉ x > 0.äÌÑ Re � > �1 ÜÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ�x��;'� = 0Z�1 jxj�'(x)dx: (6)üÔÏÔ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ ÍÏÖÎÏ �ÒÏÄÏÌÖÉÔØ × �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔØ Re � 6 �1ÔÁËÉÍ ÖÅ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁË x�+. ðÒÉ ÜÔÏÍ �ÒÏÝÅ ×ÓÅÇÏ, ÚÁÍÅÎÉ× x ÎÁ �x,�ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ �x��;'� × ×ÉÄÅ�x��;'(x)� = 1Z0 x�'(�x)dx = �x�+;'(�x)� :



3℄ x3. òåçõìñòéúáãéñ æõîëãéê 63üÔÏ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ �ÅÒÅÎÅÓÔÉ ×ÓÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÄÌÑÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ x�+, ÎÁ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ x��, ÚÁÍÅÎÉ× × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÆÏÒ-ÍÕÌÁÈ ÆÕÎË�ÉÀ '(x) ÎÁ '(�x). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÆÉÇÕÒÉÒÕÀÝÉÅ × ÆÏÒÍÕÌÁÈ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ '(j)(0) ÚÁÍÅÎÑÔÓÑ ÎÁ (�1)j'j(0).÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ x��, ÔÁË ÖÅ ËÁËÉ x�+, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ ×Ï ×ÓÅÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ �, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍÔÏÞÅË � = �1;�2; : : : ; × ÔÏÞËÅ � = �k ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ x�� ÉÍÅÅÔ�ÒÏÓÔÏÊ �ÏÌÀÓ Ó ×ÙÞÅÔÏÍ Æ(k�1)(x)(k�1)! .æÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ�x��;'� = 0Z�1 jxj�'(x)dx× �ÏÌÏÓÅ �n � 1 < Re � < �n �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ Ë ×ÉÄÕ0Z�1 jxj�'(x)dx = 1Z0 x�'(�x)dx = 1Z0 x��'(�x) � '(0) ++ x'0(0) � : : : � (�1)n�1xn�1(n � 1)! '(n�1)(0)�dx: (7)÷ x 4 ÂÕÄÕÔ �ÒÉ×ÅÄÅÎÙ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ x�� × ÒÑÄ �ÅÊÌÏÒÁ É ÒÑÄìÏÒÁÎÁ.3. þÅÔÎÁÑ É ÎÅÞÅÔÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ ÆÕÎË�ÉÊ x�+ É x��. ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑÆÕÎË�ÉÑ f ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÅÔÎÏÊ, ÅÓÌÉ(f(x);'(�x)) = (f(x);'(x));É ÎÅÞÅÔÎÏÊ, ÅÓÌÉ (f(x);'(�x)) = �(f(x);'(x)):éÚ ××ÅÄÅÎÎÙÈ × �. 2 ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÓÏÓÔÁ×ÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÞÅÔÎÕÀÉ ÎÅÞÅÔÎÕÀ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ: jxj� = x�+ + x��; (1)jxj� sgnx = x�+ � x��: (2)éÚÕÞÉÍ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ jxj� É jxj� sgnx. �ÁËËÁË ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ x�+ ÉÍÅÅÔ �ÒÉ � = �k �ÏÌÀÓ Ó ×ÙÞÅÔÏÍ



64 çì. I. ðòïó�åêûéå ó÷ïêó�÷á ïâïâýåîîùè æõîëãéê [3(�1)(k�1)(k�1)! Æ(k�1)(x), Á ÆÕÎË�ÉÑ x�� | �ÏÌÀÓ Ó ×ÙÞÅÔÏÍ Æ(k�1)(x)(k�1)! , ÔÏÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ jxj� ÉÍÅÅÔ �ÏÌÀÓÙ ÔÏÌØËÏ �ÒÉ � = �1, �3, �5,: : : , �2m� 1, : : : ÷ÙÞÅÔ jxj� �ÒÉ � = �2m� 1 ÒÁ×ÅÎ 2 Æ(2m)(x)(2m)! . ÷ ÔÏÞËÁÈ�=�2m (m=1;2; : : : ) ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ jxj� Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ; �ÒÉ ÜÔÉÈ �ÍÙ, ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÂÕÄÅÍ ×ÍÅÓÔÏ jxj�2m �ÉÓÁÔØ x�2m.áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ jxj� sgnx ÉÍÅÅÔ �ÏÌÀÓÙ × ÔÏÞËÁÈ� = �2;�4; : : : ;�2m; : : : Ó ×ÙÞÅÔÏÍ �ÒÉ � = �2m, ÒÁ×ÎÙÍ �2 Æ(2m�1)(x)(2m�1)! .ðÒÉ �=�2m�1 (m=1;2; : : :) ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ jxj� sgnx Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ,É ÍÙ ×ÍÅÓÔÏ jxj�2m�1 sgnx ÂÕÄÅÍ �ÉÓÁÔØ x�2m�1. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ x�n Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ Õ ÎÁÓ ÄÌÑ ×ÓÅÈ n = 1;2; : : :äÁÄÉÍ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ jxj�É jxj� sgnx. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÏ×ÁÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× 1R0 x�'(x)dx É 0R�1 jxj�'(x)dx, Ô.Å. ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ (4) É (7) �. 2: ×�ÏÌÏÓÅ �n � 1 < Re � < �n�x�+;'� = 1Z0 x� �'(x) � '(0) � x'0(0) � : : : � xn�1(n � 1)!'(n�1)(0)�dx;�x��;'� = 1Z0 x��'(�x) � '(0) + x'0(0) � : : :: : : � (�1)n�1xn�1(n � 1)! '(n�1)(0)�dx:úÁÍÅÎÑÑ ÚÄÅÓØ n ÎÁ 2m, ÓËÌÁÄÙ×ÁÑ É ×ÙÞÉÔÁÑ, ÎÁÈÏÄÉÍ:(jxj�;') = 1Z0 x��'(x) + '(�x) �� 2�'(0) + x22! '00(0) + : : : + x2m�2(2m � 2)!'(2m�2)(0)��dx; (3)(jxj� sgn(x);') = 1Z0 x��'(x) � '(�x) �� 2�x'0(0) + x33! '000(0) + : : : + x2m�1(2m � 1)!'(2m�1)(0)��dx: (4)



3℄ x3. òåçõìñòéúáãéñ æõîëãéê 65ðÅÒ×ÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÓÈÏÄÉÔÓÑ �ÒÉ �2m�1<Re �<�2m+1, ×ÔÏÒÏÅ |�ÒÉ �2m � 2 < Re � < �2m. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,(x�2m;') = 1Z0 x�2m�'(x) + '(�x) �� 2�'(0) + x22! '00(0) + : : : + x2m�2(2m � 2)!'(2m�2)(0)��dx; (5)(x�2m�1;') = 1Z0 x�2m�1�'(x) � '(�x) �� 2�x'0(0) + x33! '000(0) + : : : + x2m�1(2m � 1)!'(2m�1)(0)��dx; (6)ÔÁË ÞÔÏ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ,(x�2;') = 1Z0 '(x) + '(�x) � 2'(0)x2 dx; (7)(x�1;') = 1Z0 '(x) � '(�x)x dx; (8)�ÏÓÌÅÄÎÅÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÇÌÁ×ÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ �Ï ëÏÛÉ ÉÎÔÅ-ÇÒÁÌÁ ÏÔ '(x)x :1Z�1 '(x)x dx = lim"!08<: �"Z�1 '(x)x dx + 1Z" '(x)x dx9=; :ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÅÝÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË-�ÉÊ jxj� É jxj� sgnx. íÙ ÉÍÅÅÍ:ddx jxj� = ddx �x�+ + x��� = �x��1+ � �x��1� = �jxj��1 sgnx; (9)ddx jxj� sgnx = ddx �x�+ � x��� = �x��1+ + �x��1� = �jxj��1: (10)÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �ÒÉ � = �n �ÏÌÕÞÁÅÍ:ddxx�n = �nx�n�1: (11)



66 çì. I. ðòïó�åêûéå ó÷ïêó�÷á ïâïâýåîîùè æõîëãéê [3÷ x 4 ÂÕÄÕÔ �ÒÉ×ÅÄÅÎÙ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÊ jxj� É jxj� sgnx × ÒÑÄ�ÅÊÌÏÒÁ É × ÒÑÄ ìÏÒÁÎÁ.úÁÍÅÔÉÍ × ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÙ x�+;x��; jxj�; jxj� sgnx �ÒÉRe �>�1 ËÁË ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÙ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ÆÕÎË�ÉÑÍ ÓÔÅ�ÅÎ-ÎÏÇÏ ÒÏÓÔÁ, �ÒÏÄÏÌÖÁÀÔÓÑ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï S ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�É-ÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ '(x), ÕÂÙ×ÁÀÝÉÈ �ÒÉ jxj ! 1 ÂÙÓÔÒÅÅ ÌÀÂÏÊ ÓÔÅ�Å-ÎÉ 1jxj ×ÍÅÓÔÅ ÓÏ ×ÓÅÍÉ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍÉ (x 1, �. 10). æÕÎË�ÉÏÎÁÌÙ x�+; : : :�ÒÉ �ÒÏÞÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ �, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÍ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ�ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ, ÔÁËÖÅ �ÒÏÄÏÌÖÁÀÔÓÑ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï S; ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔËÁË ÉÚ ÓÁÍÉÈ ÆÏÒÍÕÌ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ, ÔÁË É ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ ddx �x�+� = �x��1+ É ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ × ËÏÎ�Å x 2 Ï ÔÏÍ,ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÙ ÎÁ S ÄÏ�ÕÓËÁÀÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÆÕÎ-Ë�ÉÏÎÁÌÙ x�+; : : : ÍÏÖÎÏ �ÒÉÍÅÎÑÔØ �Ï ÏÂÙÞÎÙÍ ÆÏÒÍÕÌÁÍ ÎÅ ÔÏÌØËÏË ÆÉÎÉÔÎÙÍ ÆÕÎË�ÉÑÍ, ÎÏ É ËÏ ×ÓÅÍ ÆÕÎË�ÉÑÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á S,ÎÁ�ÒÉÍÅÒ e�x2 É Ô.�.ðÒÉÍÅÒ 1. çÁÍÍÁ-ÆÕÎË�ÉÑ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ�(�) = 1Z0 x��1e�xdx;ÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ �ÒÉ Re � > �1. íÙ ÍÏÖÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÜÔÏÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌËÁË ÒÅÚÕÌØÔÁÔ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ x��1+ Ë ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ,ÒÁ×ÎÏÊ e�x �ÒÉ 0 6 x < 1 (ÔÁËÁÑ ÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÉÍÅ-ÅÔÓÑ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å S). ðÒÉÍÅÎÑÑ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÏÎÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ �. 2,�ÏÌÕÞÁÅÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÇÁÍÍÁ-ÆÕÎË�ÉÉ × ÏÂÌÁÓÔÉ, ÇÄÅ Re � 6 �1: �ÒÉRe � > �n � 1, � 6= �1; : : : ;�n,�(�) = 1Z0 x��1"e�x � nXk=0(�1)k xkk! #dx + 1Z1 x��1e�xdx + nXk=0 (�1)kk!(k + �) ;�ÒÉ �n � 1 < Re � < �n�(�) = 1Z0 x��1"e�x � nXk=0(�1)k xkk! #dx:ðÒÉÍÅÒ 2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌ1Z0 x�[e�ax � e�bx℄dx:



4℄ x3. òåçõìñòéúáãéñ æõîëãéê 67úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ �ÒÉ Re � > �2. åÇÏ ÍÏÖÎÏÔÒÁËÔÏ×ÁÔØ ËÁË ÒÅÚÕÌØÔÁÔ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ x�+ Ë ÏÓÎÏ×ÎÏÊÆÕÎË�ÉÉ e�ax � e�bx; �ÏÜÔÏÍÕ1Z0 x�[e�ax � e�bx℄dx = 1Z0 x�e�axdx � 1Z0 x�e�bxdx;ÇÄÅ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ Ó�ÒÁ×Á ÔÁËÖÅ ÅÓÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ Ë ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ. îÏ �ÒÉ Re � >�1ÍÏÖÎÏ ÓÏ×ÅÒÛÉÔØ ÚÁÍÅÎÕ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ax = �, ÞÔÏ ÄÁÅÔ1Z0 x�e�axdx = 1Z0 � �a�� e�� d�a = �(� + 1)a�+1 ;ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÓÔÁÅÔÓÑ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÊ �ÒÉ ×ÓÅÈ � × ÓÉÌÕ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ1Z0 x�[e�ax � e�bx℄dx = � 1a�+1 � 1b�+1��(� + 1):ðÒÉ Re � > �2 ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÁÅÔ ×ÅÌÉÞÉÎÕ ÓÈÏÄÑÝÅÇÏÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ×ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ. ìÀÂÏ�ÙÔÎÏ, ÞÔÏ ÍÙ �ÏÌÕÞÉÌÉ ÅÅ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÒÁÓÈÏÄÑÝÉÈÓÑÉÎÔÅÇÒÁÌÏ×. íÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÅÅ ÎÁÊÔÉ É ÏÂÙÞÎÙÍÉ �ÒÉÅÍÁÍÉ(ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ �Ï �ÁÒÁÍÅÔÒÁÍ a É b).4. îÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÏÔ ÆÕÎË�ÉÊ x�+, x��, jxj�, jxj� sgnx.�ÁË ËÁË Ï�ÅÒÁ�ÉÑ ÎÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÏÂÒÁÔÎÁ Ë Ï�ÅÒÁ�ÉÉÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ (x 2, �. 6), ÔÏ �ÒÉ � 6= �1;�2; : : :Z x�+dx = x�+1+� + 1 + C1(�);Z x��dx = � x�+1�� + 1 + C2(�);ÄÁÌÅÅ, �ÒÉ � 6= �1;�3;�5; : : :Z jxj�dx = jxj�+1 sgnx� + 1 + C3(�)É �ÒÉ � 6= �2;�4;�6; : : : (Á ÔÁËÖÅ �ÒÉ � 6= �1, �ÏÓËÏÌØËÕ �ÒÉ � = �1 ÕÎÁÓ ÎÅÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ)Z jxj� sgnxdx = jxj�+1� + 1 + C4(�): (1)



68 çì. I. ðòïó�åêûéå ó÷ïêó�÷á ïâïâýåîîùè æõîëãéê [4æÕÎË�ÉÉ C1(�); : : : ;C4(�) ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ×ÚÑÔÙ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ.ðÏÌØÚÕÑÓØ ÜÔÏÊ Ó×ÏÂÏÄÏÊ ×ÙÂÏÒÁ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÁÊÔÉ É ÒÅÚÕÌØÔÁÔÎÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ x�1 = jxj�1 sgnx �ÒÅÄÅÌØÎÙÍ �ÅÒÅÈÏ-ÄÏÍ. ðÅÒ×ÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ (1) ÉÍÅÅÔ �ÒÉ � = �1�ÏÌÀÓ Ó ×ÙÞÅÔÏÍ 1. ðÏÌÏÖÉÍ C4(�) = � 1�+1 + C; ÔÏÇÄÁ �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØÂÕÄÅÔ ÄÏ�ÕÓËÁÔØ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ × ÔÏÞËÕ � = �1 É �ÏÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÁ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÓÏÈÒÁÎÉÔ Ó×ÏÊ ÓÍÙÓÌ. �ÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ, Z jxj� sgnxdx = jxj�+1 � 1� + 1 + C;�ÒÉ � ! �1 lim�!�1 jxj�+1 � 1� + 1 = ln jxjÉ ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, Z x�1dx = ln jxj + C: (2)íÏÖÎÏ ÓÏÓÞÉÔÁÔØ ÔÁËÖÅ É �Ï×ÔÏÒÎÙÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÏÔ ÕËÁÚÁÎÎÙÈÆÕÎË�ÉÊ. �ÁË, q-ËÒÁÔÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ jxj� ÉÍÅÅÔ ×ÉÄZ : : :Z| {z }q jxj�dxq = jxj�+q(sgnx)q(� + 1) : : : (� + q) + Q�(x); (3)ÇÄÅ Q�(x) | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ �ÏÌÉÎÏÍ ÏÔ x ÓÔÅ�ÅÎÉ < q.ðÏÄÙÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÓÌÅ×Á ÉÍÅÅÔ �ÏÌÀÓÙ × ÔÏÞËÁÈ � = �1,�3, : : : æÕÎË�ÉÑ jxj�+q(sgnx)q(�+1):::(�+q) , ËÒÏÍÅ ÎÉÈ, ÉÍÅÅÔ �ÏÌÀÓÙ × ÔÏÞËÁÈ� = �2;�4; : : : ; j�j 6 q. åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÕÓÔÒÁÎÉÔØ �ÏÓÌÅÄÎÉÅ ÚÁ ÓÞÅÔ Ó�Å-�ÉÁÌØÎÏÇÏ ×ÙÂÏÒÁ �ÏÌÉÎÏÍÁ Q�(x). �ÁË ËÁË ×ÙÞÅÔ �ÅÒ×ÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ�ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ �ÒÉ � = �2k (2k < q) ÒÁ×ÅÎ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ,jxj�2k+q(sgnx)q(�2k + 1)(�2k + 2) : : : (�1) � 1 � 2 : : : (�2k + q) = �xq�2k(2k � 1)!(q � 2k)! ;ÔÏ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÏÖÉÔØQ�(x) = [ q2 ℄Xk=1 x�2k+q(2k � 1)!(q � 2k)! 1� + 2k



5℄ x3. òåçõìñòéúáãéñ æõîëãéê 69(ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÅÝÅ ÄÏÂÁ×ÉÔØ Ë Q�(x) �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ �ÏÌÉÎÏÍ ÏÔ xÓÔÅ�ÅÎÉ < q, ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ ÚÁ×ÉÓÑÝÉÊ ÏÔ �). éÔÁË,Z � � �Z| {z }q jxj�dxq = jxj�+q(sgnx)q(� + 1) : : : (� + q) + [ q2 ℄Xk=1 x�2k+q(2k � 1)!(q � 2k)! 1� + 2k : (4)÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Ä×ÕËÒÁÔÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ × ×ÉÄÅZZ jxj�dx2 = jxj�+2(� + 1)(� + 2) + 1� + 2 :5. îÏÒÍÉÒÏ×ËÁ ÆÕÎË�ÉÊ x�+;x��; jxj�; jxj� sgnx. æÕÎË�ÉÉ x�+, x��, jxj�,jxj� sgnx, ËÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ, ÉÍÅÀÔ × �-�ÌÏÓËÏÓÔÉ �ÏÌÀÓÙ 1-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ.åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ �Ï�ÙÔÁÔØÓÑ ÕÓÔÒÁÎÉÔØ ÉÈ, ÒÁÚÄÅÌÉ× ËÁÖÄÕÀ ÉÚ ÜÔÉÈÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ ÏÂÙÞÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ÏÔ �, ÉÍÅÀÝÕÀ �ÏÌÀÓÙ 1-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ×ÔÅÈ ÖÅ ÔÏÞËÁÈ. �ÁËÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ÏÔ � �ÒÏÝÅ ×ÓÅÇÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ, �ÒÉÍÅÎÉ×ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÕÀ ÎÁÓ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ �x�+ É Ô.Ä.� Ë ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ '0(x). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ, ËÁËÓËÁÚÁÎÏ × �. 3, ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÙ x�+;x��; jxj�; jxj� sgnx �ÒÏÄÏÌÖÁÀÔÓÑ ÎÁ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï S; ÜÔÏ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÂÒÁÔØ × ËÁÞÅÓÔ×Å '0(x) ÆÕÎË�ÉÉ ÉÚ S.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ x�+. ïÎÁ ÉÍÅÅÔ �ÏÌÀÓÙ × ÔÏÞËÁÈ �1;�2; : : : Ó×ÙÞÅÔÏÍ × ÔÏÞËÅ �n, ÒÁ×ÎÙÍ (�1)n�1Æ(n�1)(x)(n�1)! . ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ '0(x)ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏÂÙ ×ÙÞÅÔÙ ÆÕÎË�ÉÉ �x�+;'0(x)� ÏÔ � × ÔÏÞËÁÈ�1;�2; : : : ÂÙÌÉ ÏÔÌÉÞÎÙÍÉ ÏÔ ÎÕÌÑ. üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ Õ ÆÕÎË�ÉÉ '0(x)ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ ×ÓÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ �ÒÉ x = 0.÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÔÁËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ '0(x) ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÚÑÔØ e�x, ÞÔÏ �ÒÉ×Ï-ÄÉÔ Ë ÎÏÒÍÉÒÕÀÝÅÍÕ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÀ�x�+;e�x� = 1Z0 x�e�xdx = �(� + 1):áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ �ÏÄÂÉÒÁÅÍ ÎÏÒÍÉÒÕÀÝÉÅ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÉ ÄÌÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈÆÕÎË�ÉÊ x��; jxj� É jxj� sgnx. äÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ x�� ÎÕÖÎÏ ÆÕÎË�ÉÀ '0(x)×ÚÑÔØ ÓÎÏ×Á ÔÁËÏÊ, ÞÔÏÂÙ ÅÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ �ÒÉ x = 0 ÂÙÌÉ ÏÔÌÉÞÎÙÍÉÏÔ ÎÕÌÑ; ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ �ÏÌÏÖÉÔØ '0(x) = ex, ÔÁË ÞÔÏ�x��;ex� = 0Z�1 jxj�exdx = 1Z0 x�e�xdx = �(� + 1):



70 çì. I. ðòïó�åêûéå ó÷ïêó�÷á ïâïâýåîîùè æõîëãéê [5æÕÎË�ÉÑ jxj� ÉÍÅÅÔ �ÏÌÀÓÙ × ÔÏÞËÁÈ �1;�3; : : : , É ÅÅ ×ÙÞÅÔ × ÔÏÞËÅ� = �2m � 1 ÒÁ×ÅÎ 2Æ(2m)(x)(2m)! ; �ÏÜÔÏÍÕ ÆÕÎË�ÉÀ '0(x) ÓÌÅÄÕÅÔ ×ÙÂÒÁÔØÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÅÅ ÞÅÔÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ �ÒÉ x = 0 ÂÙÌÉ ÏÔÌÉÞÎÙÍÉ ÏÔ ÎÕÌÑ.åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ �ÏÌÏÖÉÔØ '0(x)=e�x2 , ÔÁË ÞÔÏ ÎÏÒÍÉÒÕÀÝÉÊ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ�ÒÉÏÂÒÅÔÁÅÔ ×ÉÄ�jxj�;e�x2� = 1Z�1 jxj�e�x2dx = 2 1Z0 x�e�x2dx == 1Z0 t��12 e�tdt = ��� + 12 � :îÁËÏÎÅ�, ÆÕÎË�ÉÑ jxj� sgnx ÉÍÅÅÔ �ÏÌÀÓÙ × ÔÏÞËÁÈ �2;�4; : : : ; É ÅÅ×ÙÞÅÔ × ÔÏÞËÅ �2m ÒÁ×ÅÎ �2 Æ(2m�1)(x)(2m�1)! . �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÆÕÎË�ÉÑ '0(x)ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ×ÙÂÒÁÎÁ Ó ÔÁËÉÍ ÒÁÓÞÅÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÅÅ ÎÅÞÅÔÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄ-ÎÙÅ �ÒÉ x = 0 ÂÙÌÉ ÏÔÌÉÞÎÙÍÉ ÏÔ ÎÕÌÑ. íÏÖÎÏ �ÒÉÎÑÔØ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ'0(x) = xe�x2 ; ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÎÏÒÍÉÒÕÀÝÉÊ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ�jxj� sgnx;xe�x2� = 2 1Z0 x�+1e�x2dx = ��� + 22 � :éÔÁË, ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÏÓÔÒÏÉÔØ �ÅÌÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÏÔ �:x�+�(� + 1) ; x���(� + 1) ; jxj����+12 � ; jxj� sgnx���+22 � :úÎÁÞÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ × ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞËÁÈ ÞÉÓÌÉÔÅÌÑ É ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÑ ÍÏÖ-ÎÏ ÎÁÊÔÉ ËÁË ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ×ÙÞÅÔÏ×. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ�ÏÌÕÞÁÅÍ:x�+�(� + 1) �����=�n = ×ÙÞ:�=�nx�+×ÙÞ:�=�n �x�+;e�x� == (�1)n�1Æ(n�1)(x)(n � 1)!(�1)n�1(Æ(n�1)(x);e�x)(n � 1)! = Æ(n�1)(x); (1)



5℄ x3. òåçõìñòéúáãéñ æõîëãéê 71x���(� + 1) �����=�n = ×ÙÞ:�=�nx��×ÙÞ:�=�n �x��;ex� == Æ(n�1)(x)(n�1)!(Æ(n�1)(x);ex)(n�1)! = (�1)n�1Æ(n�1)(x); (2)jxj����+12 � ������=�2m�1 = ×ÙÞ:�=�2m�1 jxj�×ÙÞ:�=�2m�1�jxj�;e�x2� = 2(2m)!Æ(2m)(x)2(2m)! (Æ(2m)(x);e�x2) :òÅÚÕÌØÔÁÔ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ Æ(2m)(x) Ë e�x2 ÒÁ×ÅÎ(e�x2)(2m) ��x=0. �ÁË ËÁËe�x2 = 1 � x2 + x42! � x63! + : : : + (�1)mx2mm! + : : : == 1Xm=0 �e�x2�(2m)����x=0 x2m(2m)! ;ÔÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, �e�x2�(2m)����x=0 = (�1)m(2m)!m! :�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, jxj����+12 � ������=�2m�1 = (�1)mÆ(2m)(x)m!(2m)! : (3)îÁËÏÎÅ�, jxj� sgnx���+22 � ������=�2m = ×ÙÞ:�=�2m jxj� sgnx×ÙÞ:�=�2m�jxj� sgnx;xe�x2� == � 2(2m�1)!Æ(2m�1)(x)� 2(2m�1)!(Æ(2m�1)(x);xe�x2) :



72 çì. I. ðòïó�åêûéå ó÷ïêó�÷á ïâïâýåîîùè æõîëãéê [5òÅÚÕÌØÔÁÔ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ Æ(2m�1)(x) Ë xe�x2 ÒÁ×ÅÎ��xe�x2�(2m�1)����x=0. �ÁË ËÁËxe�x2 = x � x3 + x52! � x73! + : : : + (�1)m�1 x2m�1(m � 1)! + : : : == 1Xm=1 �xe�x2�(2m�1)����x=0 x2m�1(2m � 1)! ;ÔÏ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, �xe�x2�(2m�1)����x=0 = (�1)m�1 (2m � 1)!(m � 1)! ;�ÏÜÔÏÍÕ jxj� sgnx���+22 � ������=�2m = (�1)m Æ(2m�1)(x)(m � 1)!(2m � 1)! : (4)æÏÒÍÕÌÙ (1){(4) ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ �ÏÌÕÞÉÔØ É ÉÎÁÞÅ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ ×ÙÞÅÔÙ ÇÁÍÍÁ-ÆÕÎË�ÉÉ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÔÏÞËÁÈ.æÏÒÍÕÌÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ �Ï x ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁf�+ = x�+�(� + 1)�ÒÏÝÅ, ÞÅÍ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ x�+; ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,ddxf�+ = ddx x�+�(� + 1) = �x��1+�(� + 1) = x��1+�(�) = f��1+ ; (5)ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁf�+ = x�+�(� + 1)ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÕÍÅÎØÛÅÎÉÀ ÉÎÄÅËÓÁ � ÎÁ 1. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁf�� = x���(� + 1)�ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ:ddxf�� = �f��1� ; (6)



6℄ x3. òåçõìñòéúáãéñ æõîëãéê 73ÉÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁf�� = x���(� + 1)ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÕÍÅÎØÛÅÎÉÀ ÉÎÄÅËÓÁ � ÎÁ 1 Ó ÉÚÍÅÎÅÎÉÅÍ ÚÎÁËÁ.æÕÎË�ÉÑ jxj��(�+12 ) �ÒÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÉ �ÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÆÕÎË�ÉÀjxj� sgnx�(�+22 ) Ó ÉÎÄÅËÓÏÍ, ÎÁ 1 ÍÅÎØÛÉÍ, É Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÞÉÓÌÏ×ÙÍ ÍÎÏÖÉ-ÔÅÌÅÍ. ðÒÉ Ä×ÕËÒÁÔÎÏÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÆÕÎË�ÉÑ jxj��(�+12 ) ×ÏÓ�ÒÏ-ÉÚ×ÏÄÉÔÓÑ Ó ÉÎÄÅËÓÏÍ, ÎÁ Ä×Å ÅÄÉÎÉ�Ù ÍÅÎØÛÉÍ:d2dx2 jxj����+12 � = 2� jxj��2����12 � : (7)æÏÒÍÕÌÕ jxj��2����12 � = 12� d2dx2 jxj����+12 � (8)ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ �ÏÌÏÖÉÔØ × ÏÓÎÏ×Õ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÆÕÎË-�ÉÉ jxj��( �+12 ) .6. ïÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ (x + i0)� É (x � i0)�. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÔÅ�ÅÒØÎÏ×ÙÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ (x + i0)� É (x � i0)�. ÷ ÏÔÌÉÞÉÉ ÏÔÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ x�+, x��, jxj�, jxj� sgnx, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ × ��. 2 É 3,ÜÔÉ ÎÏ×ÙÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÅ ÂÕÄÕÔ ÎÕÖÄÁÔØÓÑ × ÎÏÒÍÉÒÏ×ËÅ: ÏÎÉÂÕÄÕÔ �ÅÌÙÍÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ ÏÔ �. äÒÕÇÉÅ �ÒÅÉÍÕÝÅ-ÓÔ×Á ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ (x + i0)� É (x � i0)� ×ÙÑÓÎÑÔÓÑ × ÇÌÁ×Å Ï�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÈ æÕÒØÅ (ÇÌ. II).ëÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ (x + iy)� Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁ-ÚÏÍ: (x + iy)� = e�Ln(x+iy) = e�[ln jx+iyj+iArg(x+iy)℄:÷ÏÚØÍÅÍ ÚÄÅÓØ Arg(x + iy) = arg(x + iy)(�� < argz < �). �ÏÇÄÁ (x + iy)� ÂÕÄÅÔ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÊ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊÆÕÎË�ÉÅÊ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ z=x+ iy × ×ÅÒÈÎÅÊ �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔÉy > 0 É ÔÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ (x + iy)� ÂÕÄÅÔ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÊ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ



74 çì. I. ðòïó�åêûéå ó÷ïêó�÷á ïâïâýåîîùè æõîëãéê [6ÆÕÎË�ÉÅÊ × ÎÉÖÎÅÊ �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔÉ y < 0. îÁÓ ÂÕÄÕÔ ÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÔØ�ÒÅÄÅÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ. éÈÎÅÔÒÕÄÎÏ ÓÏÓÞÉÔÁÔØ:(x + i0)� = limy!+0(x2 + y2)�2 ei�arg(x+iy) = (ei�� jxj� �ÒÉ x < 0,x� �ÒÉ x > 0; (1)(x � i0)� = limy!�0(x2 + y2)�2 ei�arg(x+iy) = (e�i�� jxj� �ÒÉ x < 0,x� �ÒÉ x > 0. (2)üÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÍ �.îÁÛÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ ÔÅ�ÅÒØ ÂÕÄÅÔ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÜÔÉÍ ÏÂÙÞÎÙÍ ÆÕÎË�ÉÑÍÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ. ðÏÓÌÅÄÎÉÅ ÍÙ ÔÁËÖÅ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ (x+ i0)� É (x� i0)�.éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÆÕÎË�ÉÉ x�+ É x��, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ × �. 2, ÍÙ �ÒÉ Re � >�1ÍÏÖÅÍ ÎÁ�ÉÓÁÔØ: (x + i0)� = x�+ + ei��x��; (3)(x � i0)� = x�+ + e�i��x��: (4)îÏ ÏÔÓÀÄÁ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ � 6= �1;�2; : : : (ÏÂÙÞÎÙÍ) ÆÕÎË-�ÉÑÍ (1) É (2) ÍÏÖÎÏ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ, ÎÁ�ÉÓÁÎÎÙÅÓ�ÒÁ×Á × (3) É (4) (ÓÍ. �. 2). �ÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ (x + i0)�É (x � i0)� Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÄÌÑ � 6= �1;�2; : : :îÏ ÅÓÌÉ �ÒÉ �=�n ÓÒÁ×ÎÉÔØ ×ÙÞÅÔÙ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ x�+ É x��(�ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ × �. 2), ÔÏ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ Ó�ÒÁ×Á × (3)É (4) ×ÚÁÉÍÎÏ ÕÎÉÞÔÏÖÁÀÔÓÑ; ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ(x+ i0)� É (x� i0)� | �ÅÌÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ �. ÷ x 4 ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ,× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÆÏÒÍÕÌÙ(x + i0)�n = x�n � i�(�1)n�1(n � 1)! Æ(n�1)(x);(x � i0)�n = x�n + i�(�1)n�1(n � 1)! Æ(n�1)(x):ïÔÓÕÔÓÔ×ÉÅ �ÏÌÀÓÏ× Õ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ (x + i0)� É (x � i0)�ÍÏÖÎÏ �ÏÑÓÎÉÔØ ÅÝÅ É ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÏÓÎÏ×ÎÁÑÆÕÎË�ÉÑ '(x) �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ S É ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ �ÒÏÄÏÌÖÁ-ÅÔÓÑ × ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÏÓÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌZL" z�'(z)dz (z = x + iy)



7℄ x3. òåçõìñòéúáãéñ æõîëãéê 75�Ï ÌÉÎÉÉ L", ËÏÔÏÒÁÑ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚ ÌÕÞÁ (�1;�") ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊÏÓÉ (" > 0), �ÏÌÕÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉÕÓÁ " Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÎÁÞÁÌÅ, ÌÅÖÁÝÅÊ× ×ÅÒÈÎÅÊ �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔÉ (ÍÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅÍ (x + i0)�),É ÌÕÞÁ (";+1) ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÏÓÉ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ëÏÛÉ, ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÜÔÏÇÏÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ". �ÁË ËÁË ÎÁ ÌÉÎÉÉ L" Õ �ÏÄÙÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊÆÕÎË�ÉÉ ÎÅÔ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ É '(x) �ÒÉ jxj ! 1 ÕÂÙ×ÁÅÔ ÂÙÓÔÒÅÅ ÌÀÂÏÊÓÔÅ�ÅÎÉ x, ÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÉ ×ÓÅÈ � É �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ,ËÁË ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ÏÔ �. ðÒÉ Re � > �1 ÜÔÁÆÕÎË�ÉÑ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÆÕÎË�ÉÅÊ1Z�1 (x + i0)�'(x)dx;ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ �ÏÓÌÅÄÎÅÊ ÎÅ ÉÍÅÅÔ �ÏÌÀ-ÓÏ×.7. ëÁÎÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÑ. ÷ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ �ÕÎËÔÁÈ ÍÙ ÓÏ-�ÏÓÔÁ×ÉÌÉ ÒÑÄÕ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÓÏ ÓÔÅ�ÅÎÎÙÍÉ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÑÍÉÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ (É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÎÁÕÞÉÌÉÓØ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ ÍÎÏÇÉÅÒÁÓÈÏÄÑÝÉÅÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ). ÷ ÜÔÏÍ �ÕÎËÔÅ ÂÕÄÅÔ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÏ ÅÄÉÎÏÅ�ÒÁ×ÉÌÏ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÉ, ËÏÔÏÒÏÅ ÇÏÄÉÔÓÑ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÊ, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈÕÖÅ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÏÂÛÉÒÎÙÊ �ÏÄËÌÁÓÓ × ËÌÁÓÓÅ ÆÕÎË�ÉÊ ÓÏ ÓÔÅ�ÅÎÎÙÍÉÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÑÍÉ. äÌÑ ÕÄÏÂÓÔ×Á ÍÙ ÎÁÚÏ×ÅÍ ÜÔÕ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÀ ËÁÎÏÎÉ-ÞÅÓËÏÊ É ××ÅÄÅÍ ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅf = Ë:Ò: f(x)(f | ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ, Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÅÊ ÆÕÎË�ÉÉ f(x)). íÙ�ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÁ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ×ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÑ:1Æ. Ë:Ò: [�1f1(x) + �2f2(x)℄ = �1 Ë:Ò: f1(x) + �2 Ë:Ò: f2(x):2Æ. Ë:Ò: � ddxf(x)� = ddx [Ë:Ò: f(x)℄:úÄÅÓØ ÓÌÅ×Á ddx | �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÏÔ ÆÕÎË�ÉÉ × ÏÂÙÞÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÁÓ�ÒÁ×Á | �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÏÔ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ.3Æ. Ë:Ò: [h(x)f(x)℄ = h(x) � Ë:Ò: f(x)ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ h(x).òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÆÕÎË�ÉÉ, ÉÍÅÀÝÉÅ ÎÅÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÕÀ ÏÓÏÂÅÎ-ÎÏÓÔØ ÔÏÌØËÏ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ x = 0.



76 çì. I. ðòïó�åêûéå ó÷ïêó�÷á ïâïâýåîîùè æõîëãéê [7ïÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÍÉ × ×ÉÄÅ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÓÕÍÍf(x) =Xpi(x)qi(x); (1)ÇÄÅ pi(x) | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, Á qi(x) | ÏÄÎÁÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ: x�+, x��, x�n, �ÒÉÞÅÍ �ÁÒÁÍÅÔÒÕ � ÎÅ ÒÁÚ-ÒÅÛÁÅÔÓÑ �ÒÉÎÉÍÁÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �1;�2; : : : ÷ÓÅÍ ÕËÁÚÁÎÎÙÍ ÆÕÎË�ÉÑÍÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÙ × ��. 2 É 3 ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ, �ÒÉÞÅÍ �ÏËÁÚÁÎÏ,ÞÔÏ ÄÌÑ ÜÔÉÈ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÆÏÒ-ÍÕÌÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ �Ï x. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ,ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ É ÏÂÙÞÎÏÇÏÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÎÅ ×Ù×ÏÄÑÔ ÚÁ �ÒÅÄÅÌÙ ËÌÁÓÓÁ (1).�ÁË ËÁË ÄÌÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ É ÓÌÏÖÅÎÉÑ (ÓÍ. x 1),ÔÏ ÍÙ ÓÒÁÚÕ �ÏÌÕÞÉÍ ÉÓËÏÍÏÅ �ÒÁ×ÉÌÏ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÉ ÆÕÎË�ÉÉ f(x),�ÏÄÓÔÁ×É× Ó�ÒÁ×Á × (1) ×ÍÅÓÔÏ qi(x) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅÆÕÎË�ÉÉ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÅÊ ÆÕÎË�ÉÊ x�+, x��, x�nÍÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎ-ÎÙÅ × ��. 2 É 3, Á ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÕÀ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÀ ÆÕÎË�ÉÉ f(x) Ï�ÒÅÄÅÌÉÍÆÏÒÍÕÌÏÊ Ë:Ò: f(x) =Xpi(x) � Ë:Ò: qi(x): (2)�ÁË ËÁË, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, jxj0 = 1, ÔÏ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÅÊÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÊ ÅÊÒÅÇÕÌÑÒÎÙÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ.ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ 1Æ É 3Æ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ. ðÒÏ×ÅÒÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÅ 2Æ.äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÜÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ ÏÄÎÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ, Ô.Å. ËÏÇÄÁf(x) = p(x)q(x):äÌÑ ÕÄÏÂÓÔ×Á ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ ddx ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ × ÓÍÙÓÌÅÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ É ÛÔÒÉÈÏÍ ÏÂÙÞÎÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ. óÏÇÌÁÓ-ÎÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (3) �. 1 x 2ddx Ë:Ò: f(x) = p0(x) � Ë:Ò: q(x) + p(x) ddx Ë:Ò: q(x):îÏ, ËÁË ÕÖÅ ÏÔÍÅÞÅÎÏ, ddx Ë:Ò: q(x) = Ë:Ò: q0(x);



7℄ x3. òåçõìñòéúáãéñ æõîëãéê 77É, �ÏÌØÚÕÑÓØ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ 1Æ É 3Æ, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ:ddx Ë:Ò: f(x) = Ë:Ò: [p0(x)q(x) + p(x)q0(x)℄ = Ë:Ò: f 0(x):îÏ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ×Ï�ÒÏÓ, ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÌÉ ÎÁÛÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÊÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÉ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞ-ÎÏ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ, ÒÁÚÌÁÇÁÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÅÆÕÎË�ÉÉ pi(x) �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ �ÅÊÌÏÒÁ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ f(x) × ×ÉÄÅËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÕÍÍÙ: f(x) =Xiri(x) + h(x); (10)ÇÄÅ ri(x) | ÓÎÏ×Á ÏÄÎÁ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÊ x�+;x��;x�n (ÔÏÌØËÏ � �ÒÉÎÉÍÁÅÔ,×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÄÒÕÇÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ), i | ÕÖÅ �ÏÓÔÏÑÎÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ,Á h(x) | ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ × ÓÕÍÍÅPiri(x) ��ÒÉ×ÅÄÅÎÙ �ÏÄÏÂÎÙÅ ÞÌÅÎÙ� É ÏÓÔÁ×ÌÅÎÙ ÌÉÛØ ÔÅ ri(x), Õ ËÏ-ÔÏÒÙÈ Re �6�1, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÏÔÎÅÓÅÎÙ × h(x). �ÏÇÄÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ (10)ÂÕÄÅÔ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ, ÔÁË ËÁË ÒÁÚÎÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÎÙÅ �ÏÒÑÄËÉ�ÒÉ x ! 0. ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (10) ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁ�ÉÓÁÔØ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÀXi � Ë:Ò: ri(x) + h(x): (20)ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÉ (2) É (20) ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ; ÜÔÉÍ É ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁ-ÚÁÎÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔØ ÎÁÛÅÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÉ.äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ × ÆÏÒÍÕÌÅ (1) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚÏÄÎÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ p(x)q(x), ÔÁË ËÁË ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÑ (2), ÎÏÉ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÑ (20) ÏÂÌÁÄÁÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ 1Æ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁq(x) = x�+; ÏÓÔÁÌØÎÙÅ Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. ðÕÓÔØ�m � 2 < Re � < �m � 1. òÁÚÌÏÖÉÍ p(x) �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ �ÅÊÌÏÒÁ:p(x) = mXj=0 xjj! p(j)(0) + xm+1s(x):îÁÍ ÎÁÄÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ '(x)(x�+;p(x)'(x)) = mXj=0 p(j)(0)j! (x�+j+ ;'(x)) + 1Z0 x�+m+1s(x)'(x)dx: (3)



78 çì. I. ðòïó�åêûéå ó÷ïêó�÷á ïâïâýåîîùè æõîëãéê [7äÌÑ �ÒÏ×ÅÒËÉ ÜÔÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á �ÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ ÅÇÏ ÌÅ×ÕÀ ÞÁÓÔØ:(x�+;p(x)'(x)) = 1Z0 x��p(x)'(x) � mXk=0 xkk! [p(x)'(x)℄(k)����x=0�dx == 1Z0 x��'(x)� mXj=0 xjj! p(j)(0) + xm+1s(x)� �� mXi=0 xii! '(i)(0) � mXj=0 xjj! p(j)(0)�dx == mXj=0 p(j)(0)j! 1Z0 x�+j�'(x) � mXi=0 xii! '(i)(0)� + 1Z0 x�+m+1s(x)'(x)dx;ÞÔÏ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔØÀ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (3).ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÍÏÇÌÉ ÂÙ �ÏÌÏÖÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ (20) × ÏÓÎÏ×Õ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÉÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÉ. ÷ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÍÏÖÎÏ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ËÁË ÆÏÒÍÕÌÏÊ (2), ÔÁË É ÆÏÒÍÕÌÏÊ (20).òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÆÕÎË�ÉÑ f(x) ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÏÄÎÕ, ÁÎÅÓËÏÌØËÏ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ ÔÁËÏÇÏ ÖÅ ×ÉÄÁ, ËÁË × (1), ÉÌÉ ÄÁÖÅ ÓÞÅÔÎÏÅÞÉÓÌÏ ÔÁËÉÈ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ, ÎÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ × ÌÀÂÏÍ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ.÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ, ËÁË ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎÏ × �. 2ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÑ 1, ÅÄÉÎÉ�Õ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ1 = 1Xi=1 ei(x);ÇÄÅ ÆÕÎË�ÉÉ ei(x) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙ, �ÒÉÞÅÍ ËÁÖÄÙÊÉÎÔÅÒ×ÁÌ ÏÓÉ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó ÎÏÓÉÔÅÌÑÍÉ1) ÔÏÌØËÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁÆÕÎË�ÉÊ ei(x) É × ÇÒÁÎÉ�ÁÈ ÎÏÓÉÔÅÌÑ ÏÄÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ei(x) ÉÍÅÅÔÓÑÔÏÌØËÏ ÏÄÎÁ ÏÓÏÂÁÑ ÔÏÞËÁ ÆÕÎË�ÉÉ f(x). õÍÎÏÖÁÑ �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÎÁ f(x), ÍÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÉÓÈÏÄÉÔØ ÉÚ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑf(x) = 1Xi=1 pi(x)qi(x); (4)ÇÄÅ qi(x) | ÓÄ×ÉÇÉ ÔÅÈ ÖÅ ÆÕÎË�ÉÊ x�+;x��;x�n, Á pi(x) | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ, ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ × �ÒÅÄÅÌÁÈ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ1)îÏÓÉÔÅÌÅÍ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ e(x) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÔÏ-ÞÅË x, ÇÄÅ e(x) 6= 0 (ÓÍ. x 1, �. 4).



7℄ x3. òåçõìñòéúáãéñ æõîëãéê 79ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ ÒÑÄ (4) ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÕÍÍÏÊ. �ÏÇÄÁ ÍÙ ÓÎÏ×Á ÍÏÖÅÍ�ÏÌÏÖÉÔØ Ë:Ò: f(x) = 1Xi=1 pi(x) � Ë:Ò: qi(x); (5)Ô.Å. (Ë:Ò: f(x);'(x)) = 1Xi=1(Ë:Ò: qi(x);pi(x)'(x)); (6)ÚÄÅÓØ ÕÖÅ ÒÑÄ ×ÓÅÇÄÁ ÂÕÄÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÍ, ÔÁË ËÁË ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉÆÉÎÉÔÎÙ. ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�É-ÒÕÅÍÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ É ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÓÎÏ×Á ÎÅ ×Ù×ÏÄÑÔ ÚÁ �ÒÅÄÅÌÙËÌÁÓÓÁ (4). òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ (4) ÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f(x),ÔÁË ÖÅ,ËÁË É �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ (1), ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ; ÎÏ ÍÏÖÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ,ÞÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ (5) ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÜÔÏÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ.ó×ÏÊÓÔ×Á 1Æ{3Æ �ÒÏ×ÅÒÑÀÔÓÑ ÂÅÚ ÔÒÕÄÁ.ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ �Ë.Ò.f(x)� × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ Õ�ÏÔÒÅÂÌÑÔØÓÑ ÎÅ ÂÕÄÅÔ: ÍÙÕÓÌÏ×ÉÍÓÑ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÕÀ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÀ ÆÕÎË�ÉÉ f(x) |ÉÌÉ, ÌÕÞÛÅ ÓËÁÚÁÔØ, ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÕÀ ÏÂÙÞÎÏÊÆÕÎË�ÉÉ f(x), | ÔÅÍ ÖÅ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ f(x), �ÏÄÏÂÎÏ ÔÏÍÕ ËÁË × ��. 2 É 3ÜÔÏ ÂÙÌÏ ÓÒÁÚÕ �ÒÉÎÑÔÏ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÊ x�+ É ÄÒ.÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÓÉÍ×ÏÌÉËÏÊ, �ÒÉÎÑÔÏÊ × �. 3 x 1, �ÏÄÚÁ�ÉÓØÀ R f(x)'(x)dx, ÇÄÅ f(x) | ÏÂÙÞÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÄÏ�ÕÓËÁÀÝÁÑ ËÁ-ÎÏÎÉÞÅÓËÕÀ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÀ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÏÎÉÍÁÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑÜÔÏÊ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÉ Ë ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ '(x).ðÒÉÍÅÒ. ÷ �. 4 x 2 ÍÙ ×ÓÔÒÅÔÉÌÉÓØ Ó ÆÕÎË�ÉÅÊ tg x2 . åÅ ÍÏÖÎÏ�ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ �ÒÉ jxj < �2 × ×ÉÄÅtg x2 = xos x2sin x2 1x = p(x)x ;ÇÄÅ p(x) | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ tg x2ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÑÈ ÔÏÞÅË k�, k = �1;�2; : : : íÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏtg x2 ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÕÀ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÀ. îÁ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÑÈ,ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ ÎÕÌÑ ÌÉÛØ × ÍÁÌÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÕÌÑ, ÜÔÁ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÑÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:�tg x2 ;'(x)� = �p(x)x ;'(x)� = � 1x ;p(x)'(x)� == 1Z0 p(x)'(x) � p(�x)'(�x)x dx = 1Z0 ['(x) � '(�x)℄tg x2dx:



80 çì. I. ðòïó�åêûéå ó÷ïêó�÷á ïâïâýåîîùè æõîëãéê [8÷ ÓÉÌÕ Ó×ÏÊÓÔ×Á 2Æ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÏÔ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ ÂÕÄÅÔ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÁÑÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ ddx tg x2 = �12 1sin2 x2 ;Ô.Å., × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ x�2, ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ, ×ÙÒÁÖÁÅÍÙÊÆÏÒÍÕÌÏÊ �12 1sin2 x2 ;'! = �12 1Z0 "'(x) + '(�x)sin2 x2 � 4'(0)x2 #dx(ÓÎÏ×Á × �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÉ, ÞÔÏ '(x) = 0 ×ÎÅ ÍÁÌÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÕÌÑ).áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÍÏÖÎÏ �ÏÄÓÞÉÔÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÏÔ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊÆÕÎË�ÉÉ tg x2 .8. òÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÑ ÄÒÕÇÉÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ×. ÷ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ �ÕÎËÔÅ ÂÙÌÏ�ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ �ÏÎÉÍÁÔØ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÔÅÏÒÉÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈÆÕÎË�ÉÊ �ÏÄ (ÒÁÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ × ÏÂÙÞÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ) ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ1Z�1 f(x)'(x)dx;ÇÄÅ f(x) | ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ Ó ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÏÂÝÉÍÉ ÓÔÅ�ÅÎÎÙÍÉÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÑÍÉ, Á '(x) | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,ÆÉËÓÉÒÕÑ ÜÔÕ ÏÓÎÏ×ÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ Ó�ÏÓÏÂ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÒÁÓÈÏÄÑÝÉÈÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ×.ïÄÎÁËÏ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÏÓÔÁÌÉÓØ × ÓÔÏÒÏÎÅ ÕÖÅ ÔÁËÉÅ �ÒÏÓÔÙÅ, ÎÏ ×ÁÖÎÙÅÉÎÔÅÇÒÁÌÙ, ËÁË bR0 x�dx É 1R0 x�dx (�ÅÒ×ÙÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ�ÒÉ Re � 6 �1, ×ÔÏÒÏÊ | �ÒÉ ×ÓÅÈ �), É ÍÎÏÇÉÅ ÄÒÕÇÉÅ. ÷ ÜÔÏÍ �ÕÎËÔÅÍÙ �ÏÓÔÁÒÁÅÍÓÑ �ÒÉÄÁÔØ ÔÁËÉÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁÍ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÓÍÙÓÌ.òÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÑ × ËÏÎÅÞÎÏÍ �ÒÏÍÅÖÕÔËÅ. ÷ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ �ÕÎËÔÁÈ ÍÙÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÉ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÙ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÅ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ x�+, x��, x�n ÎÁ�ÏÌÕ�ÒÑÍÏÊ ÉÌÉ ÎÁ ×ÓÅÊ �ÒÑÍÏÊ. íÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÙ,Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁÍÉ �Ï ËÏÎÅÞÎÏÍÕ ÏÔÒÅÚËÕ, ËÁË, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ,(x�06x6b;') = bZ0 x�'(x)dx: (1)



8℄ x3. òåçõìñòéúáãéñ æõîëãéê 81íÙ ×ÚÑÌÉ ÚÄÅÓØ ÏÔÒÅÚÏË 0 6 x 6 b ËÁË ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÔÉ�ÉÞÎÙÊ: ÎÁ ÎÅÍÉÍÅÅÔÓÑ ÏÄÎÁ ÔÏÞËÁ ×ÏÚÍÏÖÎÏÊ ÒÁÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ, �ÒÉÞÅÍ ËÏÎ�Å×ÁÑ (x=0).óÌÕÞÁÊ ÏÔÒÅÚËÁ a6x6b, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÎÅÔ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË, ÎÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÉÎÔÅÒÅÓÁ; ÅÓÌÉ ÖÅ ÔÏÞËÁ ÒÁÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÓÅÒÅÄÉÎÅ ÏÔÒÅÚËÁ,ÔÏ ÍÙ ÒÁÚÏÂØÅÍ ÅÇÏ ÎÁ Ä×Á ÏÔÒÅÚËÁ ÔÁË, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØÔÏÞËÕ ÒÁÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÎÁ ËÏÎ�Å.éÔÁË, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌ (1). ïÎ ÓÈÏÄÉÔÓÑ �ÒÉ Re � > �1 É�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ �. óÏ×ÅÒÛÁÑ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅbZ0 x�'(x)dx= bZ0 x� �'(x) � '(0) � x'0(0) � : : : � xn�1(n � 1)!'(n�1)(0)�dx++ '(0) b�+1� + 1 + '0(0) b�+2(� + 2) + : : : + '(n�1)(0) b�+n(n � 1)!(� + n) ; (2)ÍÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÛ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ËÁË ÆÕÎË�ÉÑ ÏÔ � ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ �ÒÏÄÏÌÖÁ-ÅÔÓÑ ×Ï ×ÓÀ �ÌÏÓËÏÓÔØ �, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÚÎÁÞÅÎÉÊ �=�1;�2; : : : ;�n; : : : ,ÇÄÅ ÏÎ ÉÍÅÅÔ �ÏÌÀÓÙ 1-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ. æÏÒÍÕÌÕ (2) ÍÙ �ÒÉÍÅÍ ÚÁ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÉÅ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÉ ÓÔÏÑÝÅÇÏ ÓÌÅ×Á ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ �ÒÉ � 6= �1;�2; : : :ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÏÔ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ ÞÅÒÅÚ x�06x6b.÷ ËÁÞÅÓÔ×Å '(x) ÚÄÅÓØ ÍÏÖÎÏ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÂÒÁÔØ ÌÀÂÕÀ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÕÀ �ÒÉ 0 6 x 6 b ÆÕÎË�ÉÀ, ÔÁË ËÁË ÔÁËÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ �ÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÚÁ ÔÏÞËÉ 0 É b ÔÁË, ÞÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÉÌÁÓØÆÉÎÉÔÎÁÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ.÷ÏÚØÍÅÍ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, '(x)� 1 �ÒÉ 06x6 b. íÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏbZ0 x�dx = b�+1� + 1 ; (3)Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÅ �ÒÉ ×ÓÅÈ � 6=�1;�2; : : : éÚÌÉÛÎÅ ÕËÁÚÙ×ÁÔØ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ× ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÚÄÅÓØ �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ (�ÒÉ Re � 6 �1) ÎÅ × ÏÂÙÞÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ,Á ËÁË ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÏ×ÁÎÎÙÊ �Ï ÎÁÛÅÍÕ �ÒÁ×ÉÌÕ1).òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÌÀÂÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ f(x) ×ÉÄÁf(x) = (x�p(x) �ÒÉ 0 < x 6 b,0 �ÒÉ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ x, (4)1)÷ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ, Á ×ÍÅÓÔÅ Ó ÎÅÊ É ÌÅ×ÁÑ ÉÍÅÀÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÕÀÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ �ÒÉ � = �1.



82 çì. I. ðòïó�åêûéå ó÷ïêó�÷á ïâïâýåîîùè æõîëãéê [8ÇÄÅ p(x) | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ. ðÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó �. 7ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÀ ÆÕÎË�ÉÉ f(x), Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÕÀ ÆÏÒÍÕÌÏÊ(ÒÅÇ.f(x);'(x)) = �x�06x6b;p(x)'(x)� : (5)óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ ÂÕÄÅÔ �ÏÌÅÚÎÏ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ. ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÅ�ÒÉ Re � > �1 ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏbZ0 x�'(x)dx = Z0 x�'(x)dx + bZ x�'(x)dx; (6)ÇÄÅ 0<<b, ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ �ÒÉ ×ÓÅÈ � 6=�1;�2; : : : , ÅÓÌÉ �ÏÄ �ÅÒ×ÙÍÉ Ä×Õ-ÍÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁÍÉ �ÏÎÉÍÁÔØ ÕËÁÚÁÎÎÙÅ ×ÙÛÅ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÉ. äÅÊÓÔ×É-ÔÅÌØÎÏ, ×ÓÅ ÔÒÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÄÏ�ÕÓËÁÀÔ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏ-ÄÏÌÖÅÎÉÑ × �ÏÌÎÕÀ �ÌÏÓËÏÓÔØ � Ó ÉÓËÌÀÞÅÎÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ �1;�2; : : : ,�ÒÉÞÅÍ �ÏÓÌÅÄÎÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÄÁÖÅ �ÒÉ ×ÓÅÈ � × ÏÂÙÞÎÏÍÓÍÙÓÌÅ, É ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (6) ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ × ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ.�Å�ÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ f(x) ÓÏ ÓÔÅ�ÅÎÎÙÍÉ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÑÍÉ ×ÔÏÞËÁÈ a É b, ÔÁË ÞÔÏ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅf(x) = (x � a)�pa(x);Á × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ b |�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅf(x) = (b � x)�pb(x);ÇÄÅ pa(x) É pb(x) | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ, �ÅÒ×ÁÑ |× ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ a6x<b, ×ÔÏÒÁÑ | × ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ a<x6 b. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÔÅ�ÅÒØÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÀ ÆÕÎË�ÉÉ f(x), Ô.Å. ÉÎÔÅÇÒÁÌÁbZa f(x)'(x)dx;ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ bZa f(x)'(x)dx = Za f(x)'(x)dx + bZ f(x)'(x)dx;ÇÄÅ  | ÔÏÞËÁ ÍÅÖÄÕ a É b, Á ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ Ó�ÒÁ×Á Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ËÁËÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÉ.òÅÚÕÌØÔÁÔ �ÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÔÏÞËÉ .



8℄ x3. òåçõìñòéúáãéñ æõîëãéê 83äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ 0 >  | ÌÀÂÁÑ ÄÒÕÇÁÑ ÔÏÞËÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a;b℄,ÔÏ, �Ï ÓËÁÚÁÎÎÏÍÕ ×ÙÛÅ,0Za f(x)'(x)dx = Za f(x)'(x)dx + 0Z f(x)'(x)dx;bZ f(x)'(x)dx = 0Z f(x)'(x)dx + bZ0 f(x)'(x)dxÉ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,0Za f(x)'(x)dx + bZÓ0 f(x)'(x)dx = Za + 0Z + bZ0 = Za + bZ ;ÞÔÏ É ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ.÷ ËÁÞÅÓÔ×Å �ÒÉÍÅÒÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ B-ÆÕÎË�ÉÀ üÊÌÅÒÁB(�;�) = 1Z0 x��1(1 � x)��1dx:üÔÏÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÓÈÏÄÉÔÓÑ × ÏÂÙÞÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ �ÒÉ Re � > 0, Re � > 0; �ÏÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ, ÏÎ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ×Ï ×ÓÀ �ÌÏÓËÏÓÔØ � É ×Ï×ÓÀ �ÌÏÓËÏÓÔØ �, ËÒÏÍÅ ÚÎÁÞÅÎÉÊ � = 0;�1;�2; : : : É � = 0;�1;�2; : : :æÏÒÍÕÌÁ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÉ �ÒÉ Re � > �k, Re � > �s ÉÍÅÅÔ ×ÉÄB(�;�) = 12Z0 x��1"(1 � x)��1 � k�1Xr=0(�1)r �(�)xrr!�(� � r)#dx ++ 1Z12 (1 � x)��1 "x��1 � s�1Xr=0(�1)r�(�)(1 � x)rr!�(� � r) #dx ++ k�1Xr=0 (�1)r�(�)2r+�r!�(� � r)(r + �) + s�1Xr=0 (�1)r�(�)2r+�r!�(� � r)(r + �) :òÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÑ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ. ÷ÙÛÅ ÍÙ �ÒÉÄÁÌÉ ÓÍÙÓÌ ÉÎÔÅÇÒÁÌÕbZ0 x�dx



84 çì. I. ðòïó�åêûéå ó÷ïêó�÷á ïâïâýåîîùè æõîëãéê [8�ÒÉ ×ÓÅÈ � 6= �1, �ÏÎÉÍÁÑ ÅÇÏ ËÁË ÒÅÚÕÌØÔÁÔ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁx�06x6b Ë ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ '(x), ÒÁ×ÎÏÊ 1 × �ÒÏÍÅÖÕÔËÅ 0 6 x 6 b.âÙÌÏ ÂÙ ÖÅÌÁÔÅÌØÎÏ ÏÓÍÙÓÌÉÔØ �ÏÄÏÂÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌ �Ï ÂÅÓËÏ-ÎÅÞÎÏÍÕ �ÒÏÍÅÖÕÔËÕ 1Zb x�dx (b > 0):îÏ Õ ÎÁÓ ÎÅÔ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ, ÒÁ×ÎÏÊ 1 × �ÒÏÍÅÖÕÔËÅ ÏÔ b ÄÏ 1.ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ �ÒÉÍÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØËÌÁÓÓ K(b;1) ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ '(x), ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ �ÒÉ ×ÓÅÈ x > b É �ÒÉÔÏÍ ÔÁËÏ×Á,ÞÔÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÉÎ×ÅÒÓÉÉ '� 1x� =  (x) �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÅÅ × ÏÓÎÏ×ÎÕÀÆÕÎË�ÉÀ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ �0; 1b �; ÔÏÞÎÅÅ, × ÆÕÎË�ÉÀ, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔÎÁ ÜÔÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á K.�ÏÇÄÁ ÍÙ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ1Zb x�'(x)dxÆÏÒÍÕÌÏÊ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÊ �ÏÓÔÁÎÏ×ËÅ 1x = y:1Zb x�'(x)dx = 1bZ0 y���2'�1y�dy;�ÒÉÞÅÍ �ÏÌÕÞÁÀÝÉÊÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌ, ÅÓÌÉ ÎÕÖÎÏ, �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ × ÕËÁÚÁÎÎÏÍ×ÙÛÅ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÏ×ÁÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ; ÏÎ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �ÒÉ�� � 2 6= �1;�2; : : : , Ô.Å. �ÒÉ � 6= �1;0;+1; : : :äÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ F (x), Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ × �ÒÏÍÅÖÕÔËÅ [b;1) É ÉÍÅÀÝÅÊ×ÉÄ F (x) = x�f(x), ÇÄÅ f(x) | ÆÕÎË�ÉÑ ËÌÁÓÓÁ K(b;1), �ÒÉÍÅÎÉÍ ×ËÁÞÅÓÔ×Å ÆÏÒÍÕÌÙ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÉ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ:(ÒÅÇ: F;') = 1Zb F (x)'(x)dx = 1Zb x�[f(x)'(x)℄dx:ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ ÒÅÇ.F , Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÎÁ ÆÕÎË�É-ÑÈ '(x) ËÌÁÓÓÁ K(b;1), ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÕÓÌÏ×ÉÑ:ÒÅÇ: [�1F1 + �2F2℄ = �1 � ÒÅÇ: F1 + �2 � ÒÅÇ: F2;ÒÅÇ: [g(x)F (x)℄ = g(x) � ÒÅÇ: F (x)



8℄ x3. òåçõìñòéúáãéñ æõîëãéê 85ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ g(x).ðÅÒÅÊÄÅÍ ÔÅ�ÅÒØ Ë ÓÁÍÏÍÕ ÏÂÝÅÍÕ ÓÌÕÞÁÀ, ËÏÇÄÁ ÆÕÎË�ÉÑ F (x) ÉÍÅ-ÅÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ (ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ) ÓÔÅ�ÅÎÎÙÈ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ. ðÅÒÅÎÕÍÅÒÏ×Á×ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ × �ÏÒÑÄËÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ, ÄÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ,�1<b1<:: :<bn<1, ÍÙ ÒÁÚÌÏÖÉÍ ÏÓØ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ �ÒÏÍÅÖÕÔËÏ×:(�1;a1); (a1; b1); (b1;a2); (a2; b2); : : : ; (bn;an+1); (an+1;1);ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÌÉÛØ �Ï ÏÄÎÏÊ ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÅ ÎÁ ÔÏÍÉÌÉ ÉÎÏÍ ËÏÎ�Å, × ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ �ÒÏÍÅÖÕÔËÏ× �ÒÉÍÅÎÉÍ ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÉ É ÓÌÏÖÉÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ. �ÁË ÖÅ ËÁËÉ ×ÙÛÅ, ÌÅÇËÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÂÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ�ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÈ ÔÏÞÅË a1; : : : ;an.ïÔÍÅÔÉÍ ÄÁÌÅÅ, ÞÔÏ ×ÍÅÓÔÅ Ó ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÑÍÉ ÆÕÎË�ÉÉ F (x) ÎÁËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ �ÒÏÍÅÖÕÔËÏ× �ÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÑ ÎÁ ÏÓÉ ÕÄÏ-×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ:ÒÅÇ: [�1F1 + �2F2℄ = �1 � ÒÅÇ: F1 + �2 � ÒÅÇ: F2;ÒÅÇ: [g(x)F (x)℄ = g(x) � ÒÅÇ: F (x)(g(x) | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ).ðÒÉÍÅÒÙ. 1. îÁÊÄÅÍ 1R0 x�dx.ëÁË ÏÔÍÅÞÅÎÏ ×ÙÛÅ, �ÒÉ b > 0bZ0 x�dx = b�+1� + 1 (� 6= �1):ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, 1Zb x�dx = � b�+1� + 1 (� 6= �1):ðÏÜÔÏÍÕ 1Z0 x�dx = bZ0 x�dx + 1Zb x�dx = 0 (� 6= �1):�ÁË ËÁË ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÅÓÔØ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ �, ÔÏ ÏÎ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ× É× ÉÓËÌÀÞÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ � = �1.



86 çì. I. ðòïó�åêûéå ó÷ïêó�÷á ïâïâýåîîùè æõîëãéê [92. éÎÔÅÇÒÁÌ 1Z0 x��1(1 + x)����dx�ÒÉ Re �>0, Re �>0 ÓÈÏÄÉÔÓÑ × ÏÂÙÞÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ É, ËÁË ÌÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ�ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÏÊ x1+x = y, ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó B(�;�). ðÏÜÔÏÍÕ ÅÇÏ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ�ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó B(�;�) �ÒÉ ×ÓÅÈ �;� 6= �1;�2; : : :3. îÁÊÄÅÍ I = 1Z0 �(x + 1)� � x��n dx:òÁÚÌÁÇÁÑ �ÏÄÙÎÔÅÇÒÁÌØÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ ÂÉÎÏÍÁ É �ÒÉÍÅÎÑÑ�ÅÒ×ÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÉ, ÎÁÈÏÄÉÍ:I = nXk=0(�1)kCkn 1Z0 (x + 1)(n�k)�xk�dx == nXk=0(�1)kCknB(k� + 1;k(� � �) � n� � 1)× ÓÉÌÕ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ �ÒÉÍÅÒÁ.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÒÉ �= �;� 1n <�< 1� 1n ÉÎÔÅÇÒÁÌ I ÓÈÏÄÉÔÓÑ × ÏÂÙÞ-ÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ; ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ �ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÕÀ�ÆÏÒÍÕÌÕ1Z0 �(x + 1)� � x��n dx = nXk=0(�1)kCknB(k� + 1;�n� � 1)�� 1n < � < 1 � 1n� :9. ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ r�. ðÏÌÁÇÁÑ r=px21 + : : : + x2n, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ r�, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ(r�;') = ZRn r�'(x)dx; (1)



9℄ x3. òåçõìñòéúáãéñ æõîëãéê 87ËÏÔÏÒÁÑ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ �ÒÉ Re � > �n. ÷ ÓÉÌÕ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎ-�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ ��� (r�;') = Z r� lnr'(x)dxÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ r� �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ÏÔ � ×ÏÂÌÁÓÔÉ Re � >�n. äÌÑ Re �6�n ÆÕÎË�ÉÑ r� ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ;ÍÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ r� ÍÅÔÏÄÏÍ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ.íÏÖÎÏ ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÔØ, ÏÂÏÂÝÁÑ ÓÈÅÍÕ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ �ÕÎËÔÏ× (ÜÔÁ ÉÄÅÑ×�ÏÓÌÅÄÓÔ×ÉÉ ÂÕÄÅÔ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÁ × �ÒÉÍÅÎÅÎÉÉ Ë ÂÏÌÅÅ ÛÉÒÏËÏÍÕËÌÁÓÓÕ ÆÕÎË�ÉÊ ×ÉÄÁ P �(x), ÇÄÅ P (x) | �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑÆÕÎË�ÉÑ; ÓÍ. ÇÌ. III x 3). íÙ ÚÄÅÓØ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÂÏÌÅÅ �ÒÏÓÔÏÊ �ÒÉÅÍ,ÏÓÎÏ×ÁÎÎÙÊ ÎÁ Ó×ÅÄÅÎÉÉ ÆÕÎË�ÉÉ r� Ë x�+.ðÅÒÅÈÏÄÑ × ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ (1) Ë ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ, �ÒÉ×ÏÄÉÍÅÇÏ Ë ×ÉÄÕ (r�;') = 1Z0 r��Z
 '(r!)d!�rn�1dr;ÇÄÅ d! | ÜÌÅÍÅÎÔ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÙ 
. ÷ÎÕÔÒÅÎÎÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÍÏÖÎÏ�ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ÆÏÒÍÅ Z
 '(r!)d! = 
nS'(r);ÇÄÅ 
n ÏÚÎÁÞÁÅÔ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÙ × n-ÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Å, Á S'(r) ÅÓÔØ ÓÒÅÄÎÅÅ ÉÚ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎË�ÉÉ '(x) ÎÁ ÓÆÅÒÅ ÒÁÄÉÕÓÁ r.éÔÁË, ÍÙ �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÆÏÒÍÕÌÅ(r�;') = 
n 1Z0 r�+n�1S'(r)dr: (2)õÓÔÁÎÏ×ÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÆÕÎË�ÉÉ S'(r). íÙ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÍ, ÞÔÏÆÕÎË�ÉÑ S'(r) (Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ �ÒÉ r>0) ÆÉÎÉÔÎÁ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ-�ÉÒÕÅÍÁ É ×ÓÅ ÅÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÎÅÞÅÔÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ × ÎÕÌØ�ÒÉ r = 0.ðÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÍ r ÆÕÎË�ÉÑ '(x) ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ;�ÏÜÔÏÍÕ É ÅÅ ÓÒÅÄÎÅÅ S'(r) ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ; ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, S'(r) |ÆÉÎÉÔÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ.ïÞÅ×ÉÄÎÏ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ S'(r) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ �ÒÉ r > 0.



88 çì. I. ðòïó�åêûéå ó÷ïêó�÷á ïâïâýåîîùè æõîëãéê [9þÔÏÂÙ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ × ÎÁÌÉÞÉÉ ×ÓÅÈ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ Õ ÆÕÎË�ÉÉ S'(r) É�ÒÉ r = 0, ÒÁÚÌÏÖÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ '(x) �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ �ÅÊÌÏÒÁ. �ÏÇÄÁ ÂÕÄÅÍÉÍÅÔØ:
nS'(r) = Z
 �'(0) +X �'(0)�xj xj + 12X �2'(0)�xi�xj xixj ++ 13!X �3'(0)�xi�xj�xk xixjxk + : : :�d!:ñÓÎÏ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ �ÏÄÙÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÓÕÍÍÙ (ËÒÏÍÅ ÏÓÔÁ-ÔÏÞÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ), ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ xj , �ÏÓÌÅÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ. óÌÁÇÁÅÍÙÅ �ÏÄÙÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÓÕÍ-ÍÙ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÓËÁÖÅÍ 2m, ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ xj , �ÏÓÌÅÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ É ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÄÁÄÕÔ ÞÌÅÎ ×ÉÄÁ amr2m. éÔÁË, ÍÙ�ÏÌÕÞÁÅÍ: S'(r) = '(0) + a1r2 + a2r4 + : : : + anr2k + o(r2k)1): (3)üÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ �ÒÉ r = 0 ÆÕÎË�ÉÑ S'(r) ÉÍÅÅÔ�ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÄÏ �ÏÒÑÄËÁ 2k, �ÒÉÞÅÍ ÎÅÞÅÔÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÒÁ×ÎÙÎÕÌÀ. �ÁË ËÁË k, ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ, ÔÏ S'(r) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ �ÒÉ r = 0 É ×ÓÅ ÅÅ ÎÅÞÅÔÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ �ÒÉ r = 0ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ × ÎÕÌØ.ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÀ S'(r) ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁËÞÅÔÎÕÀ ÏÓÎÏ×ÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ r. éÎÔÅÇÒÁÌ (2) × ÔÁËÏÍÓÌÕÞÁÅ ÍÏÖÎÏ �ÏÎÉÍÁÔØ ËÁË ÒÅÚÕÌØÔÁÔ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ 
nx�+(� = � + n � 1) Ë ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ S'(x). îÏ ÍÙ ÈÏÒÏÛÏ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏÆÕÎË�ÉÑ x�+, ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ �ÒÉ Re � > �1 (Ô.Å. Re � > �n) ÄÏ�ÕÓËÁÅÔÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÎÁ ×ÓÀ �ÌÏÓËÏÓÔØ �(�) Ó ÉÓËÌÀÞÅÎÎÙÍÉÔÏÞËÁÍÉ �=�1;�2; : : : (�=�n;�n+1; : : :), × ËÏÔÏÒÙÈ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ �ÏÌÀÓÙ1-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ; �ÒÉ ÜÔÏÍ ×ÙÞÅÔ × �ÏÌÀÓÅ � = �m (� = �n�m+1) ÒÁ×ÅÎ�(�1)m�1Æ(m�1)(x);S'(x)�(m � 1)! = S(m�1)' (0)(m � 1)! :îÏ ÔÁË ËÁË ÎÅÞÅÔÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ S'(x) ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ × ÎÕÌØ�ÒÉ x=0, ÔÏ �ÏÌÀÓÏ×, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÞÅÔÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍm, ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅÎÅÔ. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÓÅÒÉÑ �ÏÌÀÓÏ×, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ m=1;3;5; : : : ÉÌÉ,ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ, � = �n, �n � 2, �n � 4; : : :1)y(x) = o(x) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ yx ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ.



9℄ x3. òåçõìñòéúáãéñ æõîëãéê 89úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÙÞÅÔ ÆÕÎË�ÉÉ (r�;S'(x)) �ÒÉ �=�n�2k (k=0;1; : : :),ËÁË ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ×ÙÛÅÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ, ÒÁ×ÅÎ
n �Æ(2k)(x);S'(x)�(2k)! = 
nS(2k)' (0)(2k)! : (4)÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, × ÔÏÞËÅ � = �n ÆÕÎË�ÉÑ (r�;S') ÉÍÅÅÔ �ÏÌÀÓ 1-ÇÏ�ÏÒÑÄËÁ Ó ×ÙÞÅÔÏÍ 
nS'(0) = 
n'(0). üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑÆÕÎË�ÉÑ r� �ÒÉ � = �n ÉÍÅÅÔ �ÏÌÀÓ 1-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ Ó ×ÙÞÅÔÏÍ 
nÆ(x).÷ÅÌÉÞÉÎÕ S(2k)' (0) ÍÏÖÎÏ ×ÙÒÁÚÉÔØ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÞÅÒÅÚ ÆÕÎË�ÉÀ ', ÍÉÎÕÑÅÅ ÕÓÒÅÄÎÅÎÉÅ.äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÍÙ �ÏÓÔÒÏÉÍ ÉÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ×ÙÞÅÔÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ r� �ÒÉ� = �n � 2k. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ�(r�+2) = (� + 2)(� + n)r�;ÇÄÅ � |Ï�ÅÒÁÔÏÒ ìÁ�ÌÁÓÁ. (ðÒÉ Re � > 0 ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅ�ÏÓÒÅÄ-ÓÔ×ÅÎÎÙÍ �ÏÄÓÞÅÔÏÍ ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ, ÄÌÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ � ÏÎÁ ÏÓÔÁÅÔÓÑ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÊ ×ÓÉÌÕ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ.) éÔÅÒÉÒÕÑ ÜÔÕ ÆÏÒÍÕÌÕ, ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ �ÒÉÌÀÂÏÍ �ÅÌÏÍ k ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïr� = �kr�+2k(� + 2)(� + 4) : : :(� + 2k)(� + n)(� + n + 2) : : :(� + n + 2k � 2) :÷ÙÞÅÔ ÆÕÎË�ÉÉ r� �ÒÉ � = �n� 2k ÍÏÖÎÏ ÔÅ�ÅÒØ ÓÏÓÞÉÔÁÔØ ËÁË ×ÙÞÅÔ �ÒÁ×ÏÊÞÁÓÔÉ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ �. �ÁË ËÁË ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ �ÒÉ � = �n � 2k ÎÅÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ, ÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁÊÔÉ ×ÙÞÅÔ ÞÉÓÌÉÔÅÌÑ. îÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏÓÎÏ×ÎÏÊÆÕÎË�ÉÉ '(x) ��kr�+2k;'(x)� = �r�+2k;�k'(x)� ;Ô.Å. ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ×ÚÑÔØ ×ÙÞÅÔ ÆÕÎË�ÉÉ �r�;�k'(x)� �ÒÉ � = �n. �ÁËÏÊ ×ÙÞÅÔ ÍÙ×ÙÛÅ ×ÙÞÉÓÌÉÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ; ÏÎ ÒÁ×ÅÎ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ÜÔÏÊ ÏÓÎÏ×ÎÏÊÆÕÎË�ÉÉ × ÔÏÞËÅ x = 0, ÕÍÎÏÖÅÎÎÏÍÕ ÎÁ 
n. ÷ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍÚÎÁÞÅÎÉÅ ×ÙÞÅÔÁ, ÒÁ×ÎÏÅ 
n�k'(0). ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ×ÙÞÅÔ ÆÕÎË�ÉÉ (r�;')�ÒÉ � = �n � 2k ÒÁ×ÅÎ
n�k'(0)(�2k � n + 2) : : :(�n)(�2k) : : :(�2) = 
n ��kÆ(x);'(x)�2kk!n(n+ 2) : : :(n + 2k � 2) ; (5)Á ×ÙÞÅÔ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ r� �ÒÉ ÔÏÍ ÖÅ � ÒÁ×ÅÎ
n�kÆ(x)2kk!n(n + 2) : : :(n + 2k � 2) : (50)óÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÕ (5) Ó ÎÁÊÄÅÎÎÙÍ ×ÙÛÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅÍ ×ÙÞÅÔÁ (4), ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏS(2k)' (0) = (2k)!
n�k'(0)2kk!n(n + 2) : : :(n + 2k � 2) : (6)



90 çì. I. ðòïó�åêûéå ó÷ïêó�÷á ïâïâýåîîùè æõîëãéê [10üÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÄÁÅÔ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÎÁ�ÉÓÁÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ �ÅÊÌÏÒÁ ÄÌÑ ÆÕÎË-�ÉÉ S'(r):S'(r) = '(0) + 12!S00'(0)r2 + : : :+ 1(2k)!S(2k)' (0)r2k + : : : == 
n mXk=0 �k'(0)2kk!n(n + 2) : : :(n + 2k � 2) + : : : (7)(ÆÏÒÍÕÌÁ ðÉ�ÅÔÔÉ1)).äÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ ÎÁÍ ÕÄÏÂÎÏ ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ r�ÔÁË ÖÅ, ËÁË ÜÔÏ ÂÙÌÏ ÓÄÅÌÁÎÏ ×ÙÛÅ ÄÌÑ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ x ÎÁ �ÒÑÍÏÊ. äÌÑ ÜÔÏÇÏÒÁÚÄÅÌÉÍ r� ÎÁ(r�;e�r2) = Z r�e�r2rn�1d
dr = 
n2 ��� + n2 � :æÕÎË�ÉÑ 2r�
n���+n2 �Ñ×ÌÑÅÔÓÑ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, �ÅÌÏÊ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ �. úÎÁÞÅÎÉÅ ÜÔÏÊÆÕÎË�ÉÉ × ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞËÁÈ ÞÉÓÌÉÔÅÌÑ É ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÑ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ËÁËÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ×ÙÞÅÔÏ×. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ:2
n r����+n2 � ������=�n�2k = ×ÙÞ:�=�n�2kr�×ÙÞ:�=�n�2k�r�;e�r2� == 
n�kÆ(x)2kk!n(n+2):::(n+2k�2)(
nÆ(2k)(x);e�x2 )(2k)! = (�1)k �kÆ(x)2kk!n: : : (n + 2k � 2) : (8)÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �ÒÉ k = 0 �ÏÌÕÞÁÅÍ:2
n r����+n2 � ������=�n = Æ(x): (9)10. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ r� ÎÁ �ÌÏÓËÉÅ ×ÏÌÎÙ. ðÕÓÔØ ! == (!1;!2; : : : ;!n) | ÔÏÞËÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÙ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Rn. ðÕÓÔØ1)ò. ëÕÒÁÎÔ É ä. çÉÌØÂÅÒÔ, íÅÔÏÄÙ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÚÉËÉ, Ô. II, çÏÓÔÅÈÉÚÄÁÔ,1951, ÇÌ. IV,x 3.



10℄ x3. òåçõìñòéúáãéñ æõîëãéê 91Re � > �1; �ÏÓÔÒÏÉÍ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ F�(!1x1 + : : : + !nxn) �ÏÆÏÒÍÕÌÅ(F�(!1x1 + : : : + !nxn);'(x)) = Z j!1x1 + : : : + !nxnj����+12 � '(x)dx: (1)óÏ×ÅÒÛÁÑ �Ï×ÏÒÏÔ ÏÓÅÊ y = ux, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÔÏÞËÁ ! �ÒÉÏÂÒÅÔÁÅÔËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (1;0; : : : ;0) É �ÏÌÁÇÁÑ (y)='(u�1y)='(x), ÍÙ �ÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍÜÔÏÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌ Ë ×ÉÄÕZ jy1j����+12 � (y)dy = 1Zy1=�1 jy1j����+12 � 8<: Zy2;::: ;yn  (y)dy2 : : : dyn9=;dy1: (2)÷ÙÒÁÖÅÎÉÅ × ÆÉÇÕÒÎÙÈ ÓËÏÂËÁÈ ÅÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ '0(y1),ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁÑ É ÆÉÎÉÔÎÁÑ, Ô.Å. ÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ�ÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ y1. îÏ × ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ (2) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÁÎÁ-ÌÉÔÉÞÅÓËÉ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÏ ÎÁ ×ÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �; ×ÍÅÓÔÅ Ó ÎÉÍ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑÄÌÑ ×ÓÅÈ � É ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ F�(!1x1 + : : : + !nxn).ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ F�(!1x1 + : : : + !nxn) ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÔÏÞËÉ !. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ×ÍÅÓÔÅ Ó ÔÏÞËÏÊ ! ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÍÅÎÑÅÔÓÑ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ Ë ×ÅËÔÏÒÕ !, ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÍÅÎÑÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÆÕÎË�ÉÉ  (y) �Ï ÜÔÏÍÕ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ É,ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÑ '0(y1); ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÏÎÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ × ÓÍÙÓÌÅ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ × ÏÓÎÏ×ÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ-×Å K. ðÏÜÔÏÍÕ �ÒÉ ËÁÖÄÏÍ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ � ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ ÍÅÎÑÅÔÓÑ×ÅÌÉÞÉÎÁ (F�(!1x1 + : : : + !nxn);'(x)), ÞÔÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ F� �Ï �ÁÒÁÍÅÔÒÕ ! (ÓÒ. x 1, �. 8).ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ �ÒÏÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÔØ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ F� �Ï �ÁÒÁÍÅÔÒÕ !,�ÒÏÂÅÇÁÀÝÅÍÕ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÓÆÅÒÕ 
, Ô.Å. �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÔÁËÏÊ ÆÕÎË�ÉÏ-ÎÁÌ G�, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ '(x)(G�;'(x)) = Z
 (F�;'(x))d!(�ÏÄÒÏÂÎÅÅ ÏÂ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÉ �Ï �ÁÒÁÍÅÔÒÕ ÓÍ. × ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÉ 2).÷ÙÞÉÓÌÉÍ ÜÔÏÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ×ÎÁÞÁÌÅ ÄÌÑ Re � >�1. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÁËÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, Z
 j!1x1 + : : : + !nxnj�d!



92 çì. I. ðòïó�åêûéå ó÷ïêó�÷á ïâïâýåîîùè æõîëãéê [10ÅÓÔØ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÏÔ x1;x2; : : : ;xn, ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑÓÔÅ�ÅÎÉ �, É Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ ÒÁ×ÎÁÑ r�. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ,Z
 j!1x1 + : : : + !nxnj�d! = C(n;�)r� : (3)þÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÅ �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ C(n;�), �ÏÌÏÖÉÍ xn = 1, x1 = x2 == : : : = xn�1 = 0. íÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÔÏÇÄÁ1)C(n;�) = Z
 j!nj�d! = 2� n�12 ���+12 ����+12 � :ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅ C(n;�) × ÆÏÒÍÕÌÕ (3) É ÄÅÌÑ ÎÁ � n�12 ���+12 �,�ÏÌÕÞÁÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ1� n�12 ���+12 � Z
 j!1x1 + : : : + !nxnj�d! = 2r����+n2 � ; (4)ÏÓÎÏ×ÎÕÀ ÄÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ. üÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ, ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÎÁÑ ÄÌÑ Re �>�1,ÏÓÔÁÅÔÓÑ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÊ É �ÒÉ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ � × ÓÉÌÕ ÅÄÉÎ-ÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ (ÓÍ. ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅ 2). ïÎÁ ÄÁÅÔÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ 2r��( �+n2 ) ÎÁ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÅ ��ÌÏÓËÉÅ ×ÏÌÎÙ� É ÔÅÍÓÁÍÙÍ, ËÁË ÂÕÄÅÔ �ÏËÁÚÁÎÏ ÎÉÖÅ, ÞÁÓÔÏ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ Ó×ÏÄÉÔØ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ Ë �ÌÏÓËÉÍ É ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÍ.1)äÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ �ÅÒÅÈÏÄÉÍ Ë ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÍ ËÏÏÒÄÉÎÁ-ÔÁÍ �1; �2; : : : ; �n�1. ðÒÉ ÜÔÏÍ!n = os�n�1; Á d! = sinn�2 �n�1d!n�1;ÇÄÅ d!n�1 | ÜÌÅÍÅÎÔ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÓÆÅÒÙ × (n� 1)-ÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å. éÎÔÅÇÒÁÌ�ÒÉÏÂÒÅÔÁÅÔ ×ÉÄ 2
n�1 �2Z0 sinn�2 � os� �d� = 2� n�12 ���+12 ����+n2 � ;�ÏÓËÏÌØËÕ
n�1 = 2� n�12��n�12 � ; Á �2Z0 sinn�2 � os� �d� = 12B�n � 12 ; � + 12 � :



10℄ x3. òåçõìñòéúáãéñ æõîëãéê 93òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ �ÒÉ � = �n. åÓÌÉ nÎÅÞÅÔÎÏ, ÔÏ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ (3) �. 5jxj����+12 � ������=�n = (�1)n�12 �n�12 �!(n � 1)!Æ(n�1)(x):ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ (9) �. 92r����+n2 � ������=�n = 
nÆ(x1;x2; : : : ;xn);ÇÄÅ 
n | �ÌÏÝÁÄØ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÙ. ðÏÄÓÔÁ×É× ÜÔÉ ÚÎÁ-ÞÅÎÉÑ × ÆÏÒÍÕÌÕ (4) É ÒÁÚÄÅÌÉ× ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÎÁ 
n, �ÏÌÕÞÁÅÍ:Æ(x1; : : : ;xn) = (�1)n�12 �n�12 �!� n�12 (n � 1)!
n Z
 Æ(n�1)(!1x1 + : : : + !nxn)d!:÷ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÎÅÞÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÉÚÍÅÒÅÎÉÊ
n = 2� n2��n2 � = 2(2�)n�121 � 3 � 5 : : : (n � 2) :ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÜÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ 
n É Õ�ÒÏÝÁÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ, ÎÁÈÏÄÉÍ ÏËÏÎÞÁ-ÔÅÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ:Æ(x1; : : : ;xn) = (�1)n�122(2�)n�1 Z
 Æ(n�1)(!1x1 + : : : + !nxn)d!: (5)÷Ù×ÅÄÅÍ ÔÅ�ÅÒØ ÆÏÒÍÕÌÕ, ÄÁÀÝÕÀ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ Æ-ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ �ÌÏÓ-ËÉÅ ×ÏÌÎÙ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÞÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÉÚÍÅÒÅÎÉÊ. ðÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØÆÏÒÍÕÌÙ (4) �Ï-�ÒÅÖÎÅÍÕ �ÒÉ � = �n ÏÂÒÁÔÉÔÓÑ × 
nÆ(x1; : : : ;xn). óÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, �ÒÉ ÞÅÔÎÏÍ njxj����+12 � ������=�n = 1���n2 + 12�x�n;ÇÄÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ x�n Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (5) �. 3. ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÜÔÉÚÎÁÞÅÎÉÑ × (4), ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ �ÒÉ ÞÅÔÎÏÍ nÆ(x1; : : : ;xn) = 1���n2 + 12�� n�12 
n Z
 (!1x1 + : : : + !nxn)�nd!:



94 çì. I. ðòïó�åêûéå ó÷ïêó�÷á ïâïâýåîîùè æõîëãéê [10÷Ó�ÏÍÉÎÁÑ, ÞÔÏ 
n = 2� n2�(n2 ) , ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ ÞÅÔÎÏÇÏ nÆ(x1; : : : ;xn) = (�1)n2 (n � 1)!(2�)n Z
 (!1x1 + : : : + !nxn)�nd!1): (6)äÌÑ �ÏÑÓÎÅÎÉÑ ÆÏÒÍÕÌÙ (5) �ÒÉÍÅÎÉÍ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ËÆÕÎË�ÉÉ '(x1;x2; : : : ;xn). íÙ �ÏÌÕÞÉÍ:'(0; : : : ;0) = (�1)n�122(2�)n�1 Z
 d! ZP!kxk=0 �n�1'(x1; : : : ;xn)��n�1 d�0; (7)ÇÄÅ d�0 | ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑ �ÌÏÝÁÄËÁ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ P!kxk = 0, Á ��� |ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ �Ï ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÀ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ Ë ÎÅÊ ×ÅËÔÏÒÁ !.áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ (6). ðÏÌÏÖÉÍ ÄÌÑ ÏÓÎÏ×ÎÏÊÆÕÎË�ÉÉ '(x)  (�;!) �  (�) = ZP!kxk=� '(x1; : : : ;xn)d�� ;ÇÄÅ d�� | ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑ �ÌÏÝÁÄËÁ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ P!kxk = � (×ÅÌÉÞÉ-ÎÁ ÜÔÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÁ !). ïÞÅ×ÉÄÎÏ,ÞÔÏ  (�) | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁÑ ÆÉÎÉÔÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ. óÏÇÌÁÓ-ÎÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (5) �. 3(��n; (�)) = 1Z0 ��n� (�) +  (��) � 2� (0) + �22!  00(0) + : : :: : : + �n�2(n � 2)! (n�2)(0)��d�:1)óÌÕÞÁÊ ÞÅÔÎÏÇÏ n ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÏÂßÅÄÉÎÉÔØ ÓÏ ÓÌÕÞÁÅÍ ÎÅÞÅÔÎÏÇÏ n × ÅÄÉÎÏÊÆÏÒÍÕÌÅ Æ(x1; : : : ;xn) = (n � 1)!(2�i)n Z
 (!1x1 + : : :+ !nxn � i0)�nd!× ÓÉÌÕ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ (x � i0)�n (ÓÍ. �. 6).



11℄ x3. òåçõìñòéúáãéñ æõîëãéê 95�Å�ÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÆÏÒÍÕÌÙ (6) Ë ÏÓÎÏ×ÎÏÊÆÕÎË�ÉÉ '(x) × ×ÉÄÅ'(0; : : : ;0) = (�1)n2 (n � 1)!(2�)n �� Z
 ((!1x1 + : : : + !nxn)�n; (!1x1 + : : : + !nxn))d!: (8)æÏÒÍÕÌÙ (7) É (8) ÄÁÀÔ ÒÅÛÅÎÉÅ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÊ �ÒÏÂÌÅÍÙ òÁÄÏÎÁÏ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÉ ÆÕÎË�ÉÉ '(x) (ÉÌÉ  (x)) �Ï ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ ÅÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁÍ�Ï ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÑÍ (!;x) = C.11. ïÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ××ÅÄÅÎÎÙÅ ×ÙÛÅÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ x�+;x�� É ÄÒ. ÅÝÅ Ó ÎÏ×ÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ | ÉÍÅÎÎÏ,× ÁÓ�ÅËÔÅ �ÏÎÑÔÉÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ. íÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÌÉ × x 1, �. 6ÏÄÎÏÒÏÄÎÕÀ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ÓÔÅ�ÅÎÉ � ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍf(�x) = ��f(x); (1)ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ, �f(x);'�x��� = ��+n(f(x);'(x))ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ '(x) É ÌÀÂÏÇÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ �.õÓÔÁÎÏ×ÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ �ÒÏÓÔÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈÆÕÎË�ÉÊ.1) óÕÍÍÁ Ä×ÕÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ � ÅÓÔØ ÓÎÏ×Á ÏÄÎÏÒÏÄ-ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÔÏÊ ÖÅ ÓÔÅ�ÅÎÉ �.2) ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f ÓÔÅ�ÅÎÉ � ÎÁÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÕÀ ÏÄÎÏÒÏÄÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ a(x) ÓÔÅ�Å-ÎÉ � ÅÓÔØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÓÔÅ�ÅÎÉ � + �.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á Ó×ÏÊÓÔ× 1 É 2 �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ �ÒÉ-ÍÅÎÅÎÉÅÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (1).3) ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ �Ï xj ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f ÓÔÅ�ÅÎÉ �ÅÓÔØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÓÔÅ�ÅÎÉ � � 1.äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ:� �f�xj ;'�x��� = ��f; ��xj '�x��� = � 1���+n�f; �'�xj� == ���1+n� �f�xj ;'� :



96 çì. I. ðòïó�åêûéå ó÷ïêó�÷á ïâïâýåîîùè æõîëãéê [114) ïÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÒÁÚÌÉÞÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ.ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï1f1(x) + : : : + mfm(x) = 0;ÇÄÅ fk(x) | ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÓÔÅ�ÅÎÉ �k, �ÒÉ-ÞÅÍ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ �k ÒÁÚÌÉÞÎÙ. óÏÇÌÁÓÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, �ÒÉ ÌÀÂÏÍ�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÍ � É ÌÀÂÏÊ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ '(x) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï1��1(f1;') + 2��2(f2;') + : : : + m��m(fm;') = 0:�ÁË ËÁË �ÏËÁÚÁÔÅÌÉ �k �Ï �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ ÒÁÚÌÉÞÎÙ, ÔÏ �ÒÉÌÀÂÏÍ k É �ÒÉ ÌÀÂÏÊ ' ÍÙ ÉÍÅÅÍ k(fk;') = 0. åÓÌÉ fk 6= 0, ÔÏÆÕÎË�ÉÀ '(x) ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÂÙÌÏ (fk;') 6= 0; ÏÔÓÀÄÁk = 0 �ÒÉ ËÁÖÄÏÍ k, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ.5) ðÕÓÔØ f� | ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÓÔÅ�ÅÎÉ �, ÁÎÁÌÉ-ÔÉÞÅÓËÁÑ �Ï � × ÏÂÌÁÓÔÉ �. ðÕÓÔØ, ÄÁÌÅÅ, f� ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÁÎÁÌÉ-ÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ �Ï � × ÂÏÌÅÅ ÛÉÒÏËÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ �1 � �.�ÏÇÄÁ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ f� É × ÂÏÌÅÅ ÛÉÒÏËÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ �1 ÏÓÔÁÅÔÓÑÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÓÔÅ�ÅÎÉ �.äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ � É ÌÀÂÏÊ ÏÓÎÏ×ÎÏÊÆÕÎË�ÉÉ '(x) × ÏÂÌÁÓÔÉ � ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï�f�;'�x��� = ��+n(f�;'):ó�ÒÁ×Á É ÓÌÅ×Á ÓÔÏÑÔ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ × ÏÂÌÁÓÔÉ � ÆÕÎË�ÉÉ ÏÔ �.÷ ÓÉÌÕ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ, ÏÎÉ ÓÏ×�Á-ÄÁÀÔ É × ÏÂÌÁÓÔÉ �1, ÞÔÏ ÎÁÍ É ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ.òÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÁÑ × �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ �ÕÎËÔÁÈ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ x�+�ÒÉ Re � > �1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ �. äÁÌÅÅ, ÍÙÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ x�+ ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ×Ï×ÓÀ �ÌÏÓËÏÓÔØ � Ó ÉÓËÌÀÞÅÎÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ �1;�2; : : : ÷ ÓÉÌÕ Ó×ÏÊ-ÓÔ×Á 5 ÆÕÎË�ÉÑ x�+ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ � �ÒÉ ×ÓÅÈËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ � 6= �1;�2; : : : ;�n; : : : �Ï ÖÅ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ÆÕÎË�ÉÉ x��.æÕÎË�ÉÉ jxj�, jxj� sgnx, (x + i0)�, (x � i0)�, ËÁË ÌÉÎÅÊÎÙÅ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉÆÕÎË�ÉÊ x�+ É x��, ÔÁËÖÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÓÔÅ�ÅÎÉ �; �ÒÉ ÜÔÏÍËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÎÉÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁ × �ÏÌÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ Ó×ÏÅÇÏ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ:ÆÕÎË�ÉÑ jxj� ÏÄÎÏÒÏÄÎÁ �ÒÉ � 6= �1;�3;�5; : : : , ÆÕÎË�ÉÑ jxj� sgnxÏÄÎÏÒÏÄÎÁ �ÒÉ � 6= �2;�4; : : : , ÆÕÎË�ÉÉ (x+ i0)� É (x� i0)� ÏÄÎÏÒÏÄÎÙ



11℄ x3. òåçõìñòéúáãéñ æõîëãéê 97�ÒÉ ×ÓÅÈ � ÂÅÚ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÊ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ x�m ÏÄ-ÎÏÒÏÄÎÁ ÓÔÅ�ÅÎÉ �m �ÒÉ ÌÀÂÏÍ �ÅÌÏÍm. éÍÅÅÔÓÑ ÅÝÅ ÏÄÎÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑÆÕÎË�ÉÑ ÓÔÅ�ÅÎÉ �m, ÉÍÅÎÎÏ Æ(m�1)(x); ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,�Æ(m�1)(x);'� x��� = (�1)m�1'(m�1)(0)�m�1 = ��m+1(Æ(m�1)(x);'(x)):îÁÊÄÅÍ ×ÓÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ �ÏÒÑÄËÁ � ÎÁ �ÒÑÍÏÊ.óÏÇÌÁÓÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÔÁËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀf(�x) = ��f(x) (2)�ÒÉ ÌÀÂÏÍ �>0. äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÑ ÜÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ �Ï � É �ÏÌÁÇÁÑ ÚÁÔÅÍ� = 1, �ÏÌÕÞÁÅÍ: xf 0(x) = �f(x): (3)îÁÊÄÅÍ ×ÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ. ðÒÉ x 6= 0 ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉ-ÒÏ×ÁÔØ ÏÂÙÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ; ÜÔÏ �ÒÉ×ÏÄÉÔ ÎÁÓ Ë ×Ù×ÏÄÕ, ÞÔÏ ÉÓËÏÍÁÑÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f(x) ÄÏÌÖÎÁ ÓÏ×�ÁÄÁÔØ Ó C1x� �ÒÉ x > 0 É C2jxj��ÒÉ x < 0. �ÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÉÍÅÀÔÓÑ ÕÖÅ Õ ÎÁÓ:ÜÔÏ ÆÕÎË�ÉÉ C1x�+ É C2x�� �ÒÉ � 6= �n, n = 1;2; : : : ðÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÑ,ÞÔÏ ÜÔÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀf0(x) = f(x) � C1x�+ � C2x��. ïÎÁ ×ÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÙÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍ ÕÄÏ×ÌÅ-Ô×ÏÒÑÅÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ (2) É × ÔÏ ÖÅ ×ÒÅÍÑ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ �ÒÉ x 6= 0. �ÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ, ÆÕÎË�ÉÑ f0(x) ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÁ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ.÷Ï ×ÔÏÒÏÍ ×Ù�ÕÓËÅ ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ, ËÏÔÏÒÕÀÍÙ ÓÅÊÞÁÓ �ÒÉÍÅÍ ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á. åÓÌÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f0ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÁ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ, ÓËÁÖÅÍ x0 = 0, ÔÏ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄf0(x) = mXk=0kÆ(k)(x)Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍ (ËÏÎÅÞÎÙÍ) m.÷ ÓÉÌÕ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÍÙ ÉÍÅÅÍf(x) � C1x�+ � C2x�� � mXk=0kÆ(k)(x) = 0:ðÒÉÍÅÎÑÑ Ó×ÏÊÓÔ×Ï 4, �ÏÌÕÞÁÅÍ 0 = 1 = : : : = m = 0, É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,f(x) = C1x�+ + C2x��ÅÓÔØ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ �ÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ �ÒÉ � 6= �1;�2; : : :



98 çì. I. ðòïó�åêûéå ó÷ïêó�÷á ïâïâýåîîùè æõîëãéê [11ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ � = �n ÅÓÔØ �ÅÌÏÅ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. âÕÄÅÍ�ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ f(x) | ÞÅÔÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ �ÒÉ ÞÅÔÎÏÍ n É ÎÅÞÅÔÎÁÑÆÕÎË�ÉÑ �ÒÉ ÎÅÞÅÔÎÏÍ n. ðÒÉ x 6= 0 ÆÕÎË�ÉÑ f(x) ÄÏÌÖÎÁ ÓÏ×�ÁÄÁÔØ ÓÆÕÎË�ÉÅÊ Cx�n. ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ ÜÔÉÍÓ×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÉÚ×ÅÓÔÎÁ, ÉÍÅÎÎÏ, Cx�n. òÁÚÎÏÓÔØ f0(x) = f(x)�Cx�n, ËÁËÉ ×ÙÛÅ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÁ × ÔÏÞËÅ x = 0 É ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑÆ-ÆÕÎË�ÉÉ É ÅÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ. óÎÏ×Á �ÒÉÍÅÎÑÑ Ó×ÏÊÓÔ×Ï 4, �ÏÌÕÞÁÅÍ,ÞÔÏ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (2) �ÒÉ � = �n ÉÍÅÅÔ ×ÉÄf(x) = Cx�n + C1Æ(n�1)(x):÷Ï ×ÓÅÈ ÓÌÕÞÁÑÈ �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ Ä×Å ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ �ÏÒÑÄËÁ �.÷ n-ÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ r� �ÒÉ Re � > �n,ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÓÔÅ�ÅÎÉ �. ÷ ÓÉÌÕ Ó×ÏÊÓÔ×Á 5 ÏÎÁÏÓÔÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ×ÓÀÄÕ, ËÕÄÁ ÏÎÁ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ,Ô.Å. ×ÓÀÄÕ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ �, ËÒÏÍÅ ÔÏÞÅË � = �n, �n � 2; : : : æÕÎË�ÉÑÆ(x1; : : : ;xn) | ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÓÔÅ�ÅÎÉ �n, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØËÁË ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚ ÅÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÔÁË É Ó �ÏÍÏÝØÀ ÆÏÒÍÕÌÙ (9)�. 9.éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔØ ÆÕÎË�ÉÊ Æ(n�1)(x) É x�n, ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÒÅ-ÏÂÒÁÚÏ×ÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ Æ-ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ �ÌÏÓËÉÅ ×ÏÌÎÙ (�. 10,ÆÏÒÍÕÌÙ (5) É (6)) Ë ÁÆÆÉÎÎÏ-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÍÕ ×ÉÄÕ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÉÚ-×ÏÌØÎÕÀ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ S, Ú×ÅÚÄÎÕÀ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ O; ÏÎÁ �ÏÌÕÞÁÅÔ-ÓÑ ÉÚ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÙ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÒÁÄÉÕÓÁ-×ÅËÔÏÒÁ, ÉÄÕÝÅÇÏ × ÔÏÞËÕ! = (!1; : : : ;!n), ÎÁ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ f(!). ðÏÌÏÖÉÍ �k = f(!)!k. ÷ÓÉÌÕ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ Æ(n�1)(x) ÍÙ ÉÍÅÅÍÆ(n�1)(�1x1 + : : : + �nxn) = [f(!)℄�nÆ(n�1)(!1x1 + : : : + !nxn);Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ [f(!)℄nd! ÅÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ dS �Ï×ÅÒÈÎÏ-ÓÔÉ S; �ÏÜÔÏÍÕ �ÒÉ ÎÅÞÅÔÎÏÍ n ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÆ(x1; : : : ;xn) = nZ
 Æ(n�1)(!1x1 + : : : + !nxn)d! == nZS Æ(n�1)(�1x1 + : : : + �nxn)ds: (4)



1℄ x 4. ðòéóïåäéîåîîùå æõîëãéé 99áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, �ÒÉ ÞÅÔÎÏÍ nÆ(x1; : : : ;xn) = nZ
 (!1x1 + : : : + !nxn)�nd! == nZS (�1x1 + : : : + �nxn)�nds: (5)æÏÒÍÕÌÙ (4){(5) ÉÍÅÀÔ ÕÖÅ ÁÆÆÉÎÎÏ-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÕÀ ÚÁ�ÉÓØ.x 4. ðÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ1)1. ðÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ. ïÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ, ËÁË ÜÔÏ ÓÌÅÄÕ-ÅÔ ÉÚ ÉÈ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ�ÏÄÏÂÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ u:uf(x) = f(�x):äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ f(x) | ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÓÔÅ�ÅÎÉ �, ÔÏuf(x) = f(�x) = ��f(x):õ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ, ÎÁÒÑÄÕ Ó ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÊÆÕÎË�ÉÅÊ f0, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÊ ÄÁÎÎÏÍÕ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ, ÉÍÅÀÔÓÑÏÂÙÞÎÏ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÅ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÏÒÑÄËÏ×.æÕÎË�ÉÉ f1;f2; : : : ;fk; : : : ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÍÉ Ë ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÊÆÕÎË�ÉÉ f0 �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ u, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ:uf0 = af0;uf1 = af1 + bf0;uf2 = af2 + bf1;. . . . . . . . . . . . . . . . . . .ufk = afk + bfk�1;Ô.Å. ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ u ×ÏÓ�ÒÏÉÚ×ÏÄÉÔ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÕÀ ÆÕÎË-�ÉÀ k-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ (k � 1)-ÇÏ�ÏÒÑÄËÁ.úÁÍÅÔÉÍ �ÒÉ ÜÔÏÍ, ÞÔÏ, ËÁË ÌÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÓÕÍÍÁ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÊÆÕÎË�ÉÉ k-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ É �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÉÚÛÅÇÏ �ÏÒÑÄËÁÓÎÏ×Á �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ k-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ. ÷ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, × ÂÁÚÉÓÅ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÍ ÉÚ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ É1)üÔÏÔ �ÁÒÁÇÒÁÆ �ÒÉ �ÅÒ×ÏÍ ÞÔÅÎÉÉ ÍÏÖÎÏ �ÒÏ�ÕÓÔÉÔØ.



100 çì. I. ðòïó�åêûéå ó÷ïêó�÷á ïâïâýåîîùè æõîëãéê [1�ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ, ÍÁÔÒÉ�Á ÜÔÏÇÏ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÉÍÅÅÔ ÖÏÒÄÁÎÏ×Õ ÎÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕ. ðÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎ-ÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ ÉÍÅÅÔ ÖÏÒÄÁÎÏ×Õ ÎÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕ. ðÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÅ×ÅËÔÏÒÙ ×ÙÂÉÒÁÀÔÓÑ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ �ÏÓÔÏÑÎÎÁÑ b ÒÁ×ÎÑÌÁÓØÅÄÉÎÉ�Å.÷ÏÚ×ÒÁÝÁÑÓØ Ë ÆÕÎË�ÉÑÍ É Ë Ï�ÅÒÁÔÏÒÕ �ÏÄÏÂÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ× ÏÂÌÁÓÔÉ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÍÙ ÓËÁÖÅÍ, ÞÔÏ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÊÆÕÎË�ÉÅÊ 1-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ÓÔÅ�ÅÎÉ � ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÑ f1(x), ËÏÔÏÒÁÑÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ � > 0 ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õf1(�x) = ��f1(x) + h(�)f0(x);ÇÄÅ f0(x) | ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÓÔÅ�ÅÎÉ �. æÕÎË�ÉÑ h(�) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÏ�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÉÚ ÔÏÖÄÅÓÔ×Áh(��) = ��h(�) + ��h(�);×ÙÔÅËÁÀÝÅÇÏ ÉÚ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ f1(��x). äÅÌÑ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÔÏÖÄÅ-ÓÔ×Á ÎÁ ����, �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ h1(�) = h(�)�� ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ h1(��) = h1(�) + h1(�):ëÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ. õÞÉÔÙ×ÁÑ ÅÝÅ, ÞÔÏ h(1) = 0, ÍÙ�ÏÌÕÞÁÅÍ: h(�) = �� ln�:ïËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ f1(x) �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ 1-ÇÏ�ÏÒÑÄËÁ ÓÔÅ�ÅÎÉ �, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ � > 0 ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÅf1(�x) = ��f1(x) + �� ln�f0(x); (1)ÇÄÅ f0(x) | ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÓÔÅ�ÅÎÉ �. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ln jxj ÅÓÔØ�ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ 1-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ, ÔÁË ËÁË ÄÌÑ� > 0 ln j�xj = ln jxj + ln�:áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÔÏÍÕ, ËÁË ÜÔÏ ÂÙÌÏ ÓÄÅÌÁÎÏ ÄÌÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÏÄÎÏÒÏÄ-ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÅ ÆÕÎË-�ÉÉ. ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f1 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊÆÕÎË�ÉÅÊ 1-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ÓÔÅ�ÅÎÉ �, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ � > 0�f1;'�x��� = ��+1(f1;') + ��+1 ln�(f0;'); (2)



2℄ x 4. ðòéóïåäéîåîîùå æõîëãéé 101ÇÄÅ f0 | ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÓÔÅ�ÅÎÉ �. ÷ÏÏÂÝÅ, ÄÌÑ ÌÀ-ÂÏÇÏ k ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ fk ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊÆÕÎË�ÉÅÊ k-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ÓÔÅ�ÅÎÉ �, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ � > 0�fk;'�x��� = ��+1(fk;') + ��+1 ln�(fk�1;'); (3)ÇÄÅ fk�1 | �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ (k � 1)-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ.÷ÙÑÓÎÉÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÅ ÏÂÏÂÝÅÎ-ÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÏÒÑÄËÏ× É �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ �. äÌÑ ÜÔÏÇÏÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f� | ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÓÔÅ�ÅÎÉ �,ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁÑ �Ï �, ÔÏ ÅÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ �Ï � ÂÕÄÅÔ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÊÆÕÎË�ÉÅÊ 1-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ.äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �ÒÏÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×Á× �Ï � ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï�f�;'�x��� = ��+1(f�;');ÉÍÅÅÍ: �df�d� ;'�x��� = ��+1�df�d� ;'� + ��+1 ln�(f�;');Ô.Å. df�d� | �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ 1-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ �ÒÏÉÚ-×ÏÄÎÁÑ �Ï � ÏÔ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ k-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ÅÓÔØ �ÒÉÓÏÅÄÉ-ÎÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ (k + 1)-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ.2. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÊ x�+ É x�� × ÒÑÄ �ÅÊÌÏÒÁ É × ÒÑÄ ìÏÒÁÎÁ.åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÞÔÏ �ÒÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ x�+ É ÉÍ ÁÎÁ-ÌÏÇÉÞÎÙÈ × ÒÑÄ �ÅÊÌÏÒÁ ÉÌÉ ÒÑÄ ìÏÒÁÎÁ �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÅÆÕÎË�ÉÉ.òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ x�+ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ ÔÏÞËÉ �0 × ÒÑÄ�ÅÊÌÏÒÁ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄx�+ = x�0+ + (� � �0) ���x�0+ + 12(� � �0)2 �2��2 x�0+ + : : : == x�0+ + (� � �0)x�0+ lnx+ + 12(� � �0)2x�0+ ln2x+ + : : : (1)÷ ÜÔÏÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÕÞÁÓÔ×ÕÀÔ ÎÏ×ÙÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉx�+ lnmx+ = �m��mx�+ (m = 1;2; : : :):úÄÅÓØ m-Ñ ÆÕÎË�ÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ m-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ.ñ×ÎÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÌÉÂÏ ÔÅÍ ÖÅ �ÕÔÅÍ,



102 çì. I. ðòïó�åêûéå ó÷ïêó�÷á ïâïâýåîîùè æõîëãéê [2ÞÔÏ É Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ x�+, ÌÉÂÏ m-ËÒÁÔÎÙÍ ÄÉÆÆÅ-ÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ �Ï � ÆÏÒÍÕÌ (3) É (4) �. 2 x 3; ÔÁË ËÁË �ÒÉ Re �>�n�1,� 6= �1;�2; : : : ;�n ÉÍÅÅÍ:�x�+ lnmx+;'� == 1Z0 x� lnmx�'(x) � '(0) � x'0(0) � : : : � xn�1(n � 1)!'(n�1)(0)�dx ++ 1Z1 x� lnmx'(x)dx + nXk=1 (�1)mm!'(k�1)(0)(k � 1)!(� + k)m+1 ; (2)�ÒÉ �n � 1 < Re � < �n ÉÍÅÅÍ:1Z0 x� lnmx'(x)dx == 1Z0 x� lnmx�'(x) � '(0) � : : : � xn�1(n � 1)!'(n�1)(0)�dx: (3)÷ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ �ÏÌÀÓÁ �=�n ÆÕÎË�ÉÑ x�+ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ × ÒÑÄ ìÏÒÁÎÁÓ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÞÁÓÔØÀ ÓÔÅ�ÅÎÉ �1. þÔÏÂÙ ÎÁ�ÉÓÁÔØ ÜÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ × Ñ×ÎÏÍ×ÉÄÅ, ×ÙÄÅÌÉÍ ÉÚ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ1Z0 x�'(x)dx = 1Z0 x� �'(x) � '(0) � x'0(0) � : : : � xn�1(n � 1)!'(n�1)(0)�dx;ÔÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ, ËÏÔÏÒÏÅ �ÅÒÅÓÔÁÅÔ ÓÈÏÄÉÔØÓÑ �ÒÉ � = �n, Ô.Å. ÚÁ�ÉÛÅÍÜÔÏÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌ × ÔÁËÏÍ ×ÉÄÅ1):1Z0 x�'(x)dx = 1Z0 x� �'(x) � : : : � xn�1(n � 1)!'(n�1)(0)�dx ++ 1Z1 x� �'(x) � : : : � xn�2(n � 2)!'(n�2)(0)�dx + '(n�1)(0)(n � 1)!(� + n) :1)÷ÍÅÓÔÏ 1R1 x�+n�1dx ÍÙ ÍÏÇÌÉ ÂÙ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌ 1Ra x�+n�1dx ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏa > 0. ðÒÉ ÜÔÏÍ �ÒÉÛÌÏÓØ ÂÙ ÒÁÚÌÁÇÁÔØ × ÒÑÄ �ÅÊÌÏÒÁ a�+n É ÄÁÌØÎÅÊÛÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙÓÔÁÌÉ ÂÙ ÂÏÌÅÅ ÇÒÏÍÏÚÄËÉÍÉ.



2℄ x 4. ðòéóïåäéîåîîùå æõîëãéé 103óÕÍÍÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÅÓÔØ �ÒÁ×ÉÌØÎÁÑÞÁÓÔØ ÒÑÄÁ ìÏÒÁÎÁ, Ë ËÏÔÏÒÏÍÕ ÍÙ ×ÓËÏÒÅ �ÒÉÄÅÍ. ïÎÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÏÂÏÊ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ÏÔ � × �ÏÌÏÓÅ jRe � + nj < 1. íÙÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÏÔ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ ÞÅÒÅÚ F�n(x+;�). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,(F�n(x+;�);') = 1Z0 x��'(x) � '(0) � x'0(0) � : : :: : : � xn�2(n � 2)!'(n�2)(0) � xn�1(n � 1)!'(n�1)(0)�(1 � x)�dx;ÇÄÅ �(x) | ÆÕÎË�ÉÑ, ÒÁ×ÎÁÑ 0 �ÒÉ x < 0 É 1 �ÒÉ x > 0. éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ,�ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ �ÏÄ ÚÎÁËÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ �ÒÉÎÉÍÁÅÔÓÑ ×Ï ×ÎÉÍÁÎÉÅÌÉÛØ �ÒÉ 0 < x < 1, Á �ÒÉ x > 1 ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÕÌÅÍ; ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,ÎÁ�ÉÓÁÎÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ É �ÒÉ x=0, É �ÒÉ x=1.ïÓÏÂÕÀ ÒÏÌØ ÉÇÒÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ �ÒÉ � = �n,ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ x�n+ , Ô.Å. ÚÎÁÞÅÎÉÅ �ÒÉ � =�n �ÒÁ×ÉÌØÎÏÊÞÁÓÔÉ ÌÏÒÁÎÏ×ÓËÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÄÌÑ x�+ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ � = �n:x�n+ = lim�!�n ��� [(� + n)x�+℄:ïÔÓÀÄÁ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ x�n+ ÅÓÔØ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÁÑÆÕÎË�ÉÑ 1-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ÓÔÅ�ÅÎÉ �n. üÔÏÔ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁÏÓÎÏ×ÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÑ ' �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ�x�n+ ;'� = 1Z0 x�n �'(x) � '(0) � : : : � xn�1(n � 1)!'(n�1)(0)�(1 � x)�dx:(4)ðÏÄÞÅÒËÎÅÍ, ÞÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ x�n+ ÎÅ ÅÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎË-�ÉÉ x�+ �ÒÉ �=�n; �ÏÓÌÅÄÎÑÑ ÆÕÎË�ÉÑ �ÒÉ �!�n ÉÍÅÅÔ �ÏÌÀÓ É, ÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �ÒÉ � = �n ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. �ÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ x�n+Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÅÊ ÏÂÙÞÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ x�n+ .



104 çì. I. ðòïó�åêûéå ó÷ïêó�÷á ïâïâýåîîùè æõîëãéê [2ïÔÍÅÔÉÍ ÌÀÂÏ�ÙÔÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ x�n+ �Ï x. íÙÉÍÅÅÍ:� ddxx�n+ ;'(x)� = ��x�n+ ;'0(x)� == � 1Z0 x�n �'0(x) � '0(0) � : : :� xn�1(n � 1)!'(n)(0)�(1 � x)�dx == � 1Z0 x�n �'0(x) � '0(0) � : : :� xn�1(n � 1)!'(n)(0)�dx �� 1Z1 x�n �'0(x) � '0(0) � : : :� xn�2(n � 2)!'(n�1)(0)�dx:ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÍ × ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ �Ï ÞÁÓÔÑÍ; × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ�ÏÌÕÞÉÍ� ddxx�n+ ;'� = � 1Z0 nx�n�1 �'(x) � '(0) � : : :� xnn! '(n)(0)�(1 � x)�dx + '(n)(0)n! :óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ddxx�n+ = �nx�n�1+ + (�1)nn! Æ(n)(x): (5)�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÈÏÔÑ ÍÙ Ó ÏÂÙÞÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ x�n+ É ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÌÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ,ÎÁÍ �ÒÉÛÌÏÓØ ��ÏÖÅÒÔ×Ï×ÁÔØ� ÏÂÙÞÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ; ÒÅÇÕÌÑÒÉ-ÚÁ�ÉÑ (4) ÎÅ ÅÓÔØ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ x�n+ .ðÏÌÅÚÎÙ ÔÁËÖÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ �Ï � ÆÕÎË�ÉÉ F�n(x+;�) �ÒÉ � = �n.íÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÉÈ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ���F�n(x+;�)�����=�n = x�n+ lnx+;�2��2F�n(x+;�)�����=�n = x�n+ ln2x+;. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .ÌÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ Ñ×ÎÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ�ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÚÁÍÅÎÏÊ × ÆÏÒÍÕÌÅ (5) x�n ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁ x�n lnx,x�n ln2x É Ô.Ä.ëÁË ÍÙ ×ÉÄÉÍ, ÜÔÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÓÕÔØ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÅÆÕÎË�ÉÉ ÓÔÅ�ÅÎÉ �n É �ÏÒÑÄËÏ× 2;3;4; : : :�Å�ÅÒØ, �ÏÓÌÅ ÔÏÇÏ ËÁË ××ÅÄÅÎÙ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ x�n+ ,x�n+ lnx+, : : : , ÍÙ ÍÏÖÅÍ ×Ù�ÉÓÁÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ × ÒÑÄ ìÏÒÁÎÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ



2℄ x 4. ðòéóïåäéîåîîùå æõîëãéé 105ÆÕÎË�ÉÉ x�+ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ �=�n. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÆÕÎË�ÉÀ F�n(x+;�)ÎÕÖÎÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ × ÒÑÄ �ÅÊÌÏÒÁ, É ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ:x�+ = (�1)n�1Æ(n�1)(x)(n � 1)!(� + n) + x�n+ ++ (� + n)x�n+ lnx+ + : : : + (� + n)kk! x�n+ lnk x+ + : : :�ÅÊÌÏÒÏ×Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ x�� × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏÚÎÁÞÅÎÉÑ �0 ÉÍÅÅÔ ×ÉÄx�� = x�� + (� � �0)x�0� lnx� + 12(� � �0)2x�0� ln2x� + : : :úÄÅÓØ ÆÉÇÕÒÉÒÕÀÔ ÎÏ×ÙÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ x�� lnk x� (k == 1;2; : : : ); k-Ñ ÆÕÎË�ÉÑ ÅÓÔØ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÓÔÅ�ÅÎÉ � É�ÏÒÑÄËÁ k. ÷ÓÅ ÏÎÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÙ �Ï � �ÒÉ � 6=�1;�2; : : : É Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ× �ÏÌÏÓÅ �n � 1 < Re � < �n ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ�x�� lnk x�;'� = 1Z0 x� lnk x�'(�x) � '(0) + x'0(0) � : : :: : : � (�1)n�1xn�1(n � 1)! '(n�1)(0)�dx: (6)þÔÏÂÙ ×Ù�ÉÓÁÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ x�� × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ �ÏÌÀÓÁ� = �n × ÒÑÄ ìÏÒÁÎÁ, ×ÙÄÅÌÉÍ É ÚÄÅÓØ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ, �ÅÒÅÓÔÁÀÝÅÅÓÈÏÄÉÔØÓÑ �ÒÉ � = �n:0Z�1 x��'(x)dx = 1Z0 x��'(�x) � '(0) + x'0(0) � : : :: : : � (�1)n�1 xn�1(n � 1)!'(n�1)(0)�dx + 1Z1 x��'(�x) � '(0) + x'0(0) � : : :: : : + (�1)n�2 xn�2(n � 2)!'(n�2)(0)�dx + (�1)n�1(n � 1)! '(n�1)(0)� + n :óÕÍÍÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× Ó�ÒÁ×Á | ÜÔÏ �ÒÁ×ÉÌØÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÉÓËÏÍÏÇÏ ÒÑÄÁìÏÒÁÎÁ. ïÎÁ ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ �ÒÉ jRe �+nj<1. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÏÔ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ



106 çì. I. ðòïó�åêûéå ó÷ïêó�÷á ïâïâýåîîùè æõîëãéê [2ÞÅÒÅÚ F�n(x�;�). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,(F�n(x�;�);') = 1Z0 x��'(�x) � '(0) + x'0(0) � : : :: : : � (�1)n�1 xn�1(n � 1)!'(n�1)(0)�(1 � x)�dx:úÎÁÞÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ �ÒÉ �=�n, Ô.Å. ÚÎÁÞÅÎÉÅ �ÒÉ �=�n �ÒÁ×ÉÌØÎÏÊÞÁÓÔÉ ÌÏÒÁÎÏ×Á ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÄÌÑ x��, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ x�n� , ÔÁË ÞÔÏx�n� = lim�!�n ��� �(� + n)x��� :üÔÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÆÕÎË�ÉÉ '�Ï ÆÏÒÍÕÌÅ�x�n� ;'� = 1Z0 x�n�'(�x) � '(0) + x'0(0) � : : :: : : � (�1)n�1 xn�1(n � 1)!'(n�1)(0)�(1 � x)�dx (7)É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÅÊ ÏÂÙÞÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ x�n� . ðÏÄÞÅÒËÎÅÍ ÅÝÅÒÁÚ, ÞÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ x�n� ÎÅ ÅÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ x�� �ÒÉ � = �n.ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ �Ï � ÆÕÎË�ÉÉ F�n(x�;�) �ÒÉ � = �n ÏÂÏÚÎÁÞÉÍÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ���F�n(x�;�)�����=�n = x�n� lnx�;�2��2F�n(x�;�)�����=�n = x�n� ln2x�;. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .ñ×ÎÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ ÆÏÒ-ÍÕÌ (7) ÚÁÍÅÎÏÊ x�n ÎÁ x�n lnx;x�n ln2x; : : :òÁÚÌÏÖÉ× ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ F�n(x�;�) × ÒÑÄ �Ï ÓÔÅ�ÅÎÑÍ� + n, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÒÑÄ ìÏÒÁÎÁ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ x��:x�� = Æ(n�1)(x)(n � 1)!(� + n) + x�n� + (� + n)x�n� lnx� + : : : (8)



3℄ x 4. ðòéóïåäéîåîîùå æõîëãéé 107÷ ÜÔÏÍ ÒÑÄÕ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �ÒÉ (� + n)�1 ÅÓÔØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎË-�ÉÑ ÓÔÅ�ÅÎÉ �n, Á ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ �ÒÉ (� + n)m, m = 0;1;2; : : : ÅÓÔØ�ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÓÔÅ�ÅÎÉ �n É �ÏÒÑÄËÁ m + 1.3. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÊ jxj� É jxj� sgnx. ÷Ù�ÉÛÅÍ ÔÅÊÌÏÒÏ×Ù ÉÌÏÒÁÎÏ×Ù ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÊ jxj� É jxj� sgnx. íÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÉÈ, ÅÓÔÅÓÔ-×ÅÎÎÏ, ËÏÍÂÉÎÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÊ x�+É x��. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ Ï�ÑÔØ ××ÅÄÅÍ ÒÑÄ ÎÏ×ÙÈ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ.åÓÌÉ �0 | ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÄÌÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ jxj�, ÔÏjxj� = jxj�0 + (� � �0)jxj�0 ln jxj + 12(� � �0)2jxj�0 ln2 jxj + : : : (1)úÄÅÓØ ××ÅÄÅÎÙ ÎÏ×ÙÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ jxj� lnk jxj; k-Ñ ÆÕÎË�ÉÑÅÓÔØ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÓÔÅ�ÅÎÉ � É �ÏÒÑÄËÁ k. ÷ÓÅ ÏÎÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞ-ÎÙ �Ï � �ÒÉ � 6=�1;�3; : : : É Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ �ÒÉ �2m�1<Re �<�2m+1ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ(jxj� lnk jxj;') = 1Z0 x� lnk x�'(x) + '(�x) �� 2�'(0) + '00(0)2! x2 + : : : + x2m�2(2m � 2)!'(2m�2)(0)��dx: (2)áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ �0 | ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË-�ÉÉ jxj� sgnx, ÔÏ ÔÅÊÌÏÒÏ×Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉÔÏÞËÉ �0 ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ × ×ÉÄÅjxj� sgnx = jxj� sgnx + (� � �0)jxj�0 ln jxjsgnx ++ 12(� � �0)2jxj�0 ln2 jxjsgnx + : : : (3)úÄÅÓØ jxj� lnk jxjsgnx | ÎÏ×ÙÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ; k-Ñ ÉÚ ÎÉÈ |�ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÓÔÅ�ÅÎÉ � É �ÏÒÑÄËÁ k. ÷ÓÅ ÏÎÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÙ�Ï � �ÒÉ � 6= �2;�4; : : : É Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ �ÒÉ �2m � 2 < Re � < �2mÆÏÒÍÕÌÁÍÉ(jxj� lnk jxjsgnx;') = 1Z0 x� lnk x�'(x) � '(�x) �� 2�x'0(0) + x33! '000(0) + : : : + x2m�1(2m � 1)!'(2m�1)(0)��dx: (4)



108 çì. I. ðòïó�åêûéå ó÷ïêó�÷á ïâïâýåîîùè æõîëãéê [3åÓÌÉ �0 = �2m � 1, ÔÁË ÞÔÏ �0 | �ÏÌÀÓ 1-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊÆÕÎË�ÉÉ jxj�, ÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ìÏÒÁÎÁ ÜÔÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉÔÏÞËÉ �0 ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:jxj� = 2Æ(2m)(x)(2m)! 1� + 2m + 1 + x�2m�1+ + x�2m�1� ++ (� + 2m + 1)�x�2m�1+ lnx+ + x�2m�1� lnx�� + : : : (5)áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ �0 =�2m (�ÏÌÀÓ 1-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ÆÕÎË�ÉÉ jxj� sgnx), ÔÏÌÏÒÁÎÏ×Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ jxj� sgnx × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄjxj� sgnx = �2Æ(2m�1)(x)(2m � 1)! 1� + 2m � x�2m+ + x�2m� ++ (� + 2m)�x�2m+ lnx+ � x�2m� lnx�� + : : : (6)ïÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ x�2m�1+ + x�2m�1� ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚjxj�2m�1. òÅÚÕÌØÔÁÔ ÅÅ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ Ë ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ '(x) ×ÙÒÁÖÁ-ÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ�jxj�2m�1;'� = 1Z0 x�2m�1�'(x) + '(�x) � 2�'(0) + x22! '00(0) + : : :: : : + x2m�2(2m � 2)!'(2m�2)(0) + x2m(2m)!'(2m)(0)�(1 � x)��dx(�2m � 2 < Re � < �2m); (7)ÇÄÅ �(x) ÉÍÅÅÔ ÔÏÔ ÖÅ ÓÍÙÓÌ, ÞÔÏ É ×ÙÛÅ.áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ x�2m+ � x�2m� ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁ-ÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ jxj�2m sgnx; ÏÎÁ �ÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ Ë ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ '(x) �ÏÆÏÒÍÕÌÅ�jxj�2m sgnx;'� = 1Z0 x�2m�'(x) � '(�x) � 2�x'0(0) + x33! '000(0) + : : :: : : + x2m�3(2m � 3)!'(2m�3)(0) + x2m�1(2m � 1)!'(2m�1)(0)�(1 � x)��dx(�2m � 1 < Re � < �2m + 1) (8)



3℄ x 4. ðòéóïåäéîåîîùå æõîëãéé 109É Ô.Ä. ïËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ ÔÒÅÂÕÅÍÙÅ ÌÏÒÁÎÏ×Ù ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ ×ÆÏÒÍÅ jxj� = 2Æ(2m)(x)(2m)! 1� + 2m + 1 + jxj�2m�1 ++ (� + 2m + 1)jxj�2m�1 ln jxj + : : : ; (9)jxj� sgnx = �2Æ(2m�1)(x)(2m � 1)! 1� + 2m + jxj�2m sgnx ++ (� + 2m)jxj�2m ln jxjsgnx + : : : (10)÷ ÜÔÉÈ ÒÑÄÁÈ �ÅÒ×ÙÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ Æ(2m)(x) É Æ(2m�1)(x) ÓÕÔØÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ �2m � 1 É �2m � 2, ÁÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ | �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÔÏÊ ÖÅ ÓÔÅ�ÅÎÉÉ �ÏÒÑÄËÏ× 1;2;3; : : :÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �ÏÌÁÇÁÑ × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Å (5) m = 0, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÆÕÎË�ÉÉ jxj� × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ �ÏÌÀÓÁ � = �1:jxj� = 2 Æ(x)� + 1 + jxj�1 + (� + 1)jxj�1 ln jxj + : : : (11)ðÒÉ ÜÔÏÍ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ jxj�1 Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ�jxj�1;'� = 1Z0 '(x) + '(�x) � 2'(0)�(1 � x)x dx == 1Z�1 '(x) � '(0)�(1 � x2)x dx; (12)ÇÄÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ �(1 � x2) ÕËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ '(0) ÎÕÖÎÏ ÕÞÉÔÙ-×ÁÔØ ÔÏÌØËÏ �ÒÉ jxj 6 1, Á �ÒÉ jxj > 1 ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÎÕÌØ.÷×ÅÄÅÎÎÙÅ ×ÙÛÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉjxj�2m�1 = x�2m�1+ + x�2m�1� ;jxj�2m sgnx = x�2m+ � x�2m�ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ jxj� É jxj� sgnx �ÒÉÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ � (�2m � 1 É �2m). ÷ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÔÏÞËÁÈÆÕÎË�ÉÉ jxj� É jxj� sgnx ÉÍÅÀÔ �ÏÌÀÓÙ 1-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ, É ×ÅÌÉÞÉÎÙjxj�2m�1 É jxj�2m sgnx ÓÕÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-ÀÝÉÈ ÒÑÄÏ× ìÏÒÁÎÁ × ÜÔÉÈ �ÏÌÀÓÁÈ.



110 çì. I. ðòïó�åêûéå ó÷ïêó�÷á ïâïâýåîîùè æõîëãéê [4íÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ É ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉx�2m+ + x�2m� ;x�2m�1+ � x�2m�1� ;ÌÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ �ÅÒ×ÁÑ ÉÚ ÎÉÈ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�É-ÅÊ x�2m (ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ jxj� × ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ ÔÏÞËÅ � = �2m), ×ÔÏÒÁÑ | ÓÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ x�2m�1.íÙ ××ÅÌÉ × �. 5 x 3 ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉx�+�(� + 1) ; x���(� + 1) ; jxj����+12 � ; jxj� sgnx���+22 � : (13)üÔÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÕÖÅ ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ. òÁÚÌÁÇÁÑ ÞÉ-ÓÌÉÔÅÌÉ É ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÉ ÄÒÏÂÅÊ (13) × ÒÑÄÙ �ÅÊÌÏÒÁ (ÉÌÉ ìÏÒÁÎÁ) É�ÒÏÉÚ×ÏÄÑ �Ï ÏÂÙÞÎÙÍ �ÒÁ×ÉÌÁÍ ÄÅÌÅÎÉÅ ÒÑÄÏ×, ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ × ÒÑÄÙ �ÅÊÌÏÒÁ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÌÀÂÏÊÔÏÞËÉ �.òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ �(� + 1) �Ï ÓÔÅ�ÅÎÑÍ ��(� + 1) = 1 + 1� + 2�2 + 3�3 + : : : ;ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ1); ÚÄÅÓØ 1 =  = 0;505 : : : | �ÏÓÔÏÑÎÎÁÑ üÊÌÅÒÁ, ÁËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ 2; 3; : : : ×ÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ �Ï ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÍ ÆÏÒÍÕÌÁÍn+1 = 1n + 1 nXk=0(�1)k+1n�ksk+1; s1 = ; sn = �(n):÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �ÒÉ � = 0 �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅx�+�(� + 1) = �(x) + � lnx+ + : : :1 + � + : : : = �(x) + �(lnx+ � �(x)) + : : : (14)4. æÕÎË�ÉÉ (x + i0)� É (x � i0)�. üÔÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÂÙÌÉ××ÅÄÅÎÙ × �. 6 x 3. íÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÈ ÚÄÅÓØ ÂÏÌÅÅ �ÏÄÒÏÂÎÏ. õËÁÚÁÎÎÙÅÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÄÌÑ Re � > �1 ÂÙÌÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ËÁË �ÒÅÄÅÌÙ×ÙÒÁÖÅÎÉÊ (x+ iy)� É (x� iy)� �ÒÉ y!+0; ÜÔÏ �ÒÉ×ÅÌÏ ÎÁÓ Ë ÆÏÒÍÕÌÁÍ(x + i0)� = x�+ + ei��x��; (1)(x � i0)� = x�+ + e�i��x��: (2)1)é. í. òÙÖÉË É é. ó. çÒÁÄÛÔÅÊÎ, �ÁÂÌÉ�Ù ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ×, ÓÕÍÍ, ÒÑÄÏ× É �ÒÏÉÚ×ÅÄÅ-ÎÉÊ (ÉÚÄ. 3-Å, çÏÓÔÅÈÉÚÄÁÔ, 1951), ÓÔÒ. 331, ÆÏÒÍÕÌÁ (6.321). ÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÉÈ ÓÓÙÌËÁÈÎÁ ÜÔÕ ËÎÉÇÕ ÂÕÄÅÍ �ÉÓÁÔØ ËÒÁÔËÏ: �é. í. òÙÖÉË É é. ó. çÒÁÄÛÔÅÊÎ, �ÁÂÌÉ�Ù�.



4℄ x 4. ðòéóïåäéîåîîùå æõîëãéé 111ðÒÁ×ÙÅ ÞÁÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌ (1), (2) ÄÏ�ÕÓËÁÀÔ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ×Ï ×ÓÀ �ÌÏÓËÏÓÔØ �; ÜÔÉÍ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÍ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ ÍÙ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÄÌÑ Re � 6 �1 ÌÅ×ÙÅ ÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ× (1), (2). íÙ ÕÖÅ ÚÁÍÅÔÉÌÉ, ÞÔÏ�ÒÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÍ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÉ �ÒÁ×ÙÈ ÞÁÓÔÅÊ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ × ÔÏÞËÁÈ� = �1;�2; : : : ÉÓÞÅÚÁÀÔ; ÔÅ�ÅÒØ ÍÙ ÎÁÊÄÅÍ × ÜÔÉÈ ÔÏÞËÁÈ É ÓÁÍÉÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÊ (x + i0)� É (x � i0)�.÷ �. 2 ÍÙ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÌÉ ÌÏÒÁÎÏ×Ù ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË-�ÉÊ x�+ É x�� × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ � = �n ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:x�+ = (�1)n�1Æ(n�1)(x)(n � 1)!(� + n) + F�n(x+;�); (3)x�� = Æ(n�1)(x)(n � 1)!(� + n) + F�n(x�;�): (4)úÄÅÓØ F�n(x+;�) É F�n(x�;�) | �ÒÁ×ÉÌØÎÙÅ ÞÁÓÔÉ ÒÑÄÏ× ìÏÒÁÎÁ; ÉÈÚÎÁÞÅÎÉÑ �ÒÉ �=�n ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÙ × �. 2 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÞÅÒÅÚ x�n+ É x�n� .îÁ�ÉÛÅÍ ÅÝÅe�i�� = (�1)ne�i(�+n)� = (�1)n[1 � i(� + n)� + : : : ℄: (5)ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ (3){(5) × �ÒÁ×ÙÅ ÞÁÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌ (1) É (2),ÓÏËÒÁÝÁÑ ÞÌÅÎÙ Ó ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÑÍÉ É �ÅÒÅÈÏÄÑ Ë �ÒÅÄÅÌÕ �ÒÉ � ! �n,ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ:(x � i0)�n = x�n+ + (�1)nx�n� � (�1)n�1i�(n � 1)! Æ(n�1)(x):÷ �. 3 ÍÙ ÏÔÍÅÞÁÌÉ, ÞÔÏ �ÒÉ ÞÅÔÎÏÍ n = 2mx�2m+ + x�2m� = x�2m = jxj����=�2m ;Á �ÒÉ ÎÅÞÅÔÎÏÍ n = 2m + 1x�2m�1+ � x�2m�1� = x�2m�1 = jxj� sgnx���=�2m�1 :�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ(x + i0)�n = x�n � i�(�1)n�1(n � 1)! Æ(n�1)(x); (6)(x � i0)�n = x�n + i�(�1)n�1(n � 1)! Æ(n�1)(x): (7)



112 çì. I. ðòïó�åêûéå ó÷ïêó�÷á ïâïâýåîîùè æõîëãéê [4÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �ÒÉ n = 2� 1(x + i0)2 ;'(x)� = 1Z0 '(x) + '(�x) � 2'(0)x2 dx � i�'0(0); (8)� 1(x � i0)2 ;'(x)� = 1Z0 '(x) + '(�x) � 2'(0)x2 dx + i�'0(0): (9)ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ, ËÁË ×ÉÄÎÏ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌ (1) É (2) �ÒÉ � 6= �1;�2; : : : É ÉÚÆÏÒÍÕÌ (6) É (7) �ÒÉ � = �n = �1;�2; : : : ,ddx (x + i0)� = �(x + i0)��1; (10)ddx (x � i0)� = �(x � i0)��1: (11)�ÁË ËÁË �ÒÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÉÎÄÅËÓ �ÏÎÉÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Õ, ÔÏÆÏÒÍÕÌÙ (10) É (11) ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ �ÏÌÏÖÉÔØ × ÏÓÎÏ×Õ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ (x+ i0)� É (x� i0)� �ÒÉ � 6=�1;�2; : : : îÁ�ÒÉÍÅÒ,(x+ i0)�3=2 ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ËÁË �2 ddx(x+ i0)�1=2, ÇÄÅ ddx |ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ × ÓÍÙÓÌÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, Á (x + i0)�1=2 |ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (1) �ÒÉ� = � 12 .æÏÒÍÕÌÙ (10) É (11) ÕËÁÚÙ×ÁÀÔ ÅÝÅ É ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ×ÁÖÎÏÅÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×Ï: �ÒÉ � 6= �1;�2; : : :limy!+0(x + iy)� = (x + i0)�; (12)limy!�0(x + iy)� = (x � i0)� (13)× ÓÍÙÓÌÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØ-ÛÉÈ Re � ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÓÁÍÏÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ, Á �ÒÉÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÉ × ÓÍÙÓÌÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ �ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ.÷ �ÅÌÙÈ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ �n ÆÕÎË�ÉÉ (x+ i0)�n É (x� i0)�nÍÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ××ÏÄÉÔØ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ×ÙÛÅ (x 2, �. 2, �ÒÉÍÅÒ 6) ÂÙÌÁ ××ÅÄÅÎÁ (ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁÑ)ÆÕÎË�ÉÑ ln(x + i0) = limy!+0 ln(x + iy) = ln jxj + i��(�x); (14)



5℄ x 4. ðòéóïåäéîåîîùå æõîëãéé 113�ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁ×ÎÁddx ln(x + i0) = 1x � i�Æ(x): (15)ïÔÓÀÄÁ É ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (6) �ÒÉ n = 1 ÍÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏddx ln(x + i0) = 1x + i0 : (16)áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ (14) ÍÏÖÎÏ ××ÅÓÔÉln(x � i0) = limy!�0 ln(x + iy) = ln jxj � i��(�x): (17)ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÜÔÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÒÁ×ÎÁddx ln(x � i0) = 1x + i�Æ(x); (18)Ô.Å. × ÓÉÌÕ ÆÏÒÍÕÌÙ (7) �ÒÉ n = 1,ddx ln(x � i0) = 1x � i0 : (19)�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ (x � i0)�1 ÍÙ ÍÏÇÌÉ ÂÙ Ï�ÒÅÄÅ-ÌÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ (16) É (19), Á (x � i0)�n × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ �ÅÌÙÈ ÏÔÒÉ�Á-ÔÅÌØÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ | ÓÎÏ×Á �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÆÏÒÍÕÌ (10) É (11).�ÁË ËÁË �ÒÅÄÅÌØÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (14) É (17) ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ É ×ÓÍÙÓÌÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÔÏ ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ �ÒÅÄÅÌØÎÙÅ ÓÏÏÔ-ÎÏÛÅÎÉÑ (12) É (13) �ÒÉ ×ÓÅÈ � ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ × ÓÍÙÓÌÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈÆÕÎË�ÉÊ.üÔÏ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ×ÍÅÓÔÏ ÆÏÒÍÕÌ (8) É (9) ÎÁ�ÉÓÁÔØ:limy!+0Z '(x)(x + iy)2 dx = 1Z0 '(x) + '(�x) � 2'(0)x2 dx � i�'0(0);limy!+0Z '(x)(x � iy)2 dx = 1Z0 '(x) + '(�x) � 2'(0)x2 dx + i�'0(0):5. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÊ (x + i0)� É (x � i0)� × ÒÑÄ �ÅÊÌÏÒÁ. ïÂÏÂ-ÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ (x + i0)� ËÁË �ÅÌÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ � �ÒÉ ÌÀÂÏÍÚÎÁÞÅÎÉÉ �0 ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ × ÒÑÄ �ÅÊÌÏÒÁ �Ï ÓÔÅ�ÅÎÑÍ �� �0, ÓÈÏÄÑÝÉÊÓÑ�ÒÉ ×ÓÅÈ �:(x + i0)� = (x + i0)�0 + (� � �0)(x + i0)�0 ln(x + i0) ++ 12(� � �0)2(x + i0)�0 ln2(x + i0) + : : : (1)



114 çì. I. ðòïó�åêûéå ó÷ïêó�÷á ïâïâýåîîùè æõîëãéê [5îÁ�ÉÓÁÎÎÙÅ × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Å (1) ÎÏ×ÙÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ (x+i0)�0 ln(x++i0); : : : ÓÕÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ �Ï � ÏÔ (x+i0)� �ÒÉ �=�0.ñ×ÎÙÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ, ÅÓÌÉÓÒÁ×ÎÉÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ (1) Ó ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ �Ï ÓÔÅ�ÅÎÑÍ ���0ÒÁÚ×ÅÒÎÕÔÏÇÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ(x + i0)� = x�+ + ei��x��: (2)íÙ ÉÍÅÅÍ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÄÌÑ �0 6= �1;�2; : : :x�+ = x�0+ + (� � �0)x�0+ lnx+ + 12(� � �0)2x�0+ ln2x+ + : : : ; (3)ei��x�� = ei�0��1 + i�(� � �0) � �22 (� � �0)2 + : : :� �� �x�0� + (� � �0)x�0� lnx� + 12(� � �0)2x�0� ln2x� + : : :� : (4)óÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÒÑÄÁ (1) É ÒÑÄÁ, �ÏÌÕÞÁÅÍÏÇÏ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÏÊÒÑÄÏ× (3) É (4) × ÆÏÒÍÕÌÕ (2), �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÚÁÍÅÎÑÑ ÓÎÏ×Á �0 ÎÁ �:(x + i0)� ln(x + i0) = x�+ lnx+ + i�ei��x�� + ei��x�� lnx�; (5)(x + i0)� ln2(x + i0) = x�+ ln2x+ + ei�� �x�� ln2x� + 2i�x�� lnx� � �2x���(6)É Ô.Ä.üÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù �ÒÉ � 6= �1;�2; : : :òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ (x � i0)� × ÒÑÄ �ÅÊÌÏÒÁ �Ï ÓÔÅ�ÅÎÑÍ � � �0ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ(x � i0)� = (x � i0)�0 + (� � �0)(x � i0)�0 ln(x � i0) ++ 12(� � �0)2(x � i0)� ln2(x � i0) + : : : (7)íÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÌÉ ÚÄÅÓØ ÞÅÒÅÚ(x � i0)� ln(x � i0); (x � i0)� ln2(x � i0); : : :�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ �Ï � �ÅÌÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ (x� i0)�. �ÁËÉÍ ÖÅ�ÕÔÅÍ, ËÁË É ×ÙÛÅ, ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ(x � i0)� ln(x � i0) = x�+ lnx+ � i�e�i��x�� + e�i��x�� lnx�; (8)(x � i0)� ln2(x � i0) = x�+ ln2x+ ++ e�i���x�� ln2x� � 2i�x�� lnx� � �2x��� (� 6= �1;�2; : : :) (9)



5℄ x 4. ðòéóïåäéîåîîùå æõîëãéé 115É Ô.Ä.äÌÑ �ÏÌÕÞÅÎÉÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÆÏÒÍÕÌ �ÒÉ �0, ÒÁ×ÎÏÍ �ÅÌÏÍÕÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ �n, ÍÙ ×ÍÅÓÔÏ ÆÏÒÍÕÌ (3) É (4) ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÒÑÄÙ ìÏÒÁÎÁ:x�+ = (�1)n�1Æ(n�1)(x)(n � 1)!(� + n) + x�n+ + (� + n)x�n+ lnx+ ++ 12(� + n)2x�n+ ln2x+ + : : : ; (10)x�� = Æ(n�1)(x)(n � 1)!(� + n) + x�n� + (� + n)x�n� lnx� ++ 12(� + n)2x�n� ln2x� + : : : ; (11)ei�� = (�1)n�1 + i�(� + n) � �22 (� + n)2 � i�36 (� + n)3 + : : :� : (12)õÍÎÏÖÁÑ (11) ÎÁ (12) É ÓËÌÁÄÙ×ÁÑ Ó (10), ÎÁÈÏÄÉÍ:x�+ + ei��x�� = �x�n + i�(�1)n(n � 1)! Æ(n�1)(x)� ++ (� + n)�i�(�1)nx�n� + (�1)n�1�22 Æ(n�1)(x)(n � 1)! + x�n ln jxj� ++ (� + n)22 "(�1)n�1i�33 Æ(n�1)(x)(n � 1)! ++ (�1)n�1�2x�n� + 2i�(�1)nx�n� lnx� + x�n ln2 jxj#: (13)�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ:(x + i0)�n ln(x + i0) = (�1)ni�x�n� + (�1)n�1�22 Æ(n�1)(x)(n � 1)! + x�n ln jxj;(14)(x + i0)�n ln2(x + i0) = (�1)n�1i�33 Æ(n�1)(x)(n � 1)! + (�1)n�1�2x�n� ++ 2i�(�1)nx�n� lnx� + x�n ln2 jxj (15)É Ô.Ä.



116 çì. I. ðòïó�åêûéå ó÷ïêó�÷á ïâïâýåîîùè æõîëãéê [6æÏÒÍÕÌÙ (14) É (15), ËÁË ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÏÂÝÉÈ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ �ÒÅÄÅÌØÎÏÇÏ �ÅÒÅÈÏÄÁ �ÒÉ �0 ! �n ×ÆÏÒÍÕÌÁÈ (5) É (6). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ(x � i0)�n ln(x � i0) = (�1)n�1i�x�n� ++ (�1)n�1�22 Æ(n�1)(x)(n � 1)! + x�n ln jxj; (16)(x � i0)�n ln2(x � i0) = (�1)ni�33 Æ(n�1)(x)(n � 1)! + (�1)n�1�2x�n� ++ 2i�(�1)n�1x�n� lnx� + x�n ln2 jxj: (17)þÉÔÁÔÅÌÀ �ÒÅÄÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÁÍÏÍÕ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ, ËÁËÉÅ ÉÚ ××ÅÄÅÎÎÙÈÆÕÎË�ÉÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÉÌÉ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÅ ÔÏÊ ÉÌÉ ÉÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ É�ÏÒÑÄËÁ.6. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ r�. ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ r� ÂÙÌÁ ××ÅÄÅÎÁ ×�. 9 x 3 �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ (r�;') = Z r�'(x)dx; (1)�ÒÉÇÏÄÎÏÊ �ÒÉ Re � > �n. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ r� �ÒÉ ÜÔÉÈÚÎÁÞÅÎÉÑÈ � ÅÓÔØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÓÔÅ�ÅÎÉ �. íÙ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÌÉ× �. 9 x 3 ÆÏÒÍÕÌÕ (1) Ë ×ÉÄÕ(r�;') = 
n 1Z0 r�+n�1S'(r)dr;ÇÄÅ S'(r) = 1
n Z
 '(x)d
ÅÓÔØ ÓÒÅÄÎÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ '(x) = '(x1; : : : ;xn) ÎÁ ÓÆÅÒÅÒÁÄÉÕÓÁ r. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, (r�;') ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ 
nx�+ (� = � + n � 1) Ë ÞÅÔÎÏÊ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ S'(r)É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ × �ÌÏÓËÏÓÔØ �, ÚÁ ÉÓ-ËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÌÉÛØ ÔÏÞÅË � = �n, �n � 2; : : : ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ �ÒÉ ÜÔÏÍ�ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÉ r� ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ �.òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ r� × ÒÑÄ �ÅÊÌÏÒÁ ÉÌÉ ÒÑÄ ìÏÒÁÎÁ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕ-ÞÉÔØ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊ ÆÕÎË�ÉÉ 
nx�+.



0℄ x 5. ó÷åò�ëá ïâïâýåîîùè æõîëãéê 117îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÒÑÄ �ÅÊÌÏÒÁ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ ÔÏÞËÉ �0 ÉÍÅÅÔ ×ÉÄr� = r�0 + (� � �0)r�0 lnr + 12(� � �0)2r�0 ln2 r + : : : ;ÇÄÅ �ÏÄ r�0 lnk r �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ(r�0 lnk r;') = 
n 1Z0 r�0+n�1 lnk r �� �S'(r) � '(0) � : : : � rm�1(m � 1)!S(m�1)' (0)�dr�ÒÉ �m � n < Re �0 < �m � n + 1.÷Ù�ÉÛÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ r� × ÒÑÄ ìÏÒÁÎÁ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ� = �n� 2k. üÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ, ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ ×ÒÑÄ ìÏÒÁÎÁ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ 
nx�+ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ �=�2k� 1 (�. 3),ÔÁË ÞÔÏ ÍÙ ÉÍÅÅÍ:r� = 
n Æ(2k)(r)(2k)! 1� + n + 2k + 
nr�2k�n ++ 
n(� + n + 2k)r�2k�n lnr + : : : (2)úÄÅÓØ �ÏÄ r�2k�n lnm r �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ(r�2k�n lnm r;S'(r)) = 1Z0 r�n�2k lnm r"S'(r) � '(0) � : : :: : : � r2k�2(2k � 2)!S(2k�2)' (0) � r2k(2k)!S(2k)' (0)�(1 � r)#dr: (3)úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ r�2k�n ÎÅ ÅÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ r� �ÒÉ� = �2k � n (�ÏÓÌÅÄÎÑÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÉÍÅÅÔ �ÏÌÀÓ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ �), ÁÚÎÁÞÅÎÉÅ �ÒÉ � = �2k � n ÇÌÁ×ÎÏÊ ÞÁÓÔÉ ÌÏÒÁÎÏ×Á ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ r�.÷ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÈ ×ÙÛÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑÈ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ r�0 lnk rÑ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ �0 É �ÏÒÑÄËÁ k, Ár�2k�n lnm r| �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ �2k�n É �ÏÒÑÄËÁm.x 5. ó×ÅÒÔËÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ÷ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÍ ÁÎÁÌÉÚÅ ÞÁÓÔÏ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ Ó×ÅÒÔËÉ Ä×ÕÈÆÕÎË�ÉÊ f(È) É g(È):f(x) � g(x) = Z f(�)g(x � �)d�: (1)



118 çì. I. ðòïó�åêûéå ó÷ïêó�÷á ïâïâýåîîùè æõîëãéê [1÷ ÁÎÁÌÉÚÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ ÉÍÅÅÔ, �ÏÖÁÌÕÊ,ÅÝÅ ÂÏÌÅÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ Ó×ÅÒÔËÉ × ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊÏ�ÉÒÁÅÔÓÑ ÎÁ �ÏÎÑÔÉÅ �ÒÑÍÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ.ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÎÁÞÉÎÁÅÍ Ó Ï�ÉÓÁÎÉÑ �ÒÑÍÙÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ (n. 1). ÷ÏÓÔÁÌØÎÙÈ �ÕÎËÔÁÈ ÜÔÏÇÏ �ÁÒÁÇÒÁÆÁ ÂÕÄÅÔ ××ÅÄÅÎÁ É ÉÚÕÞÅÎÁ Ï�ÅÒÁ�ÉÑÓ×ÅÒÔËÉ É ÂÕÄÕÔ ÕËÁÚÁÎÙ �ÒÉÍÅÒÙ ÅÅ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ.1. ðÒÑÍÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. ðÕÓÔØ ÄÁÎÙ ÏÂÏÂ-ÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f(x), Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Xk ÏÓÎÏ×ÎÙÈÆÕÎË�ÉÊ ÏÔ k ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x1, x2, : : : , xk, É ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑÆÕÎË�ÉÑ g(y), Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Ym ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÏÔm ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ y1, y2, : : : , ym. ó �ÏÍÏÝØÀ ÜÔÉÈ ÏÂÏÂÝÅÎ-ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÍÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ h(z) ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ-×Å Zn ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÏÔ n=k +m ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ z1=x1,z2=x2, : : : , zk=xk, zk+1=y1, zk+2=y2, : : : , zn=ym. äÌÑ ÜÔÏÇÏ �ÏÓÔÕ�ÉÍÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ïÓÎÏ×ÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ '(x) ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÔÅ�ÅÒØÞÅÒÅÚ '(x;y): úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ È É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ '(x;y) ËÁË ÆÕÎË�ÉÀ ÔÏÌØËÏÏÔ y. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÜÔÏ ÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Ym. ðÒÉÍÅÎÉÍ ËÎÅÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ g(y); × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �ÏÌÕÞÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ  (x).üÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ �Ï È, ÔÁË ËÁË (x +�xj) �  (x)�xj = �g(y); '(x + �xj ;y) � '(x;y)�xj � !! �g(y); �'(x;y)�xj �× ÓÉÌÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ '(x+�xj;y)�'(x;y)�xj ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë �'(x;y)�xj× ÓÍÙÓÌÅ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Ym É ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ g(y) ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÅÎ.ïÞÅ×ÉÄÎÏ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ  (x) ÆÉÎÉÔÎÁ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,  (È) |ÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Xk, É Ë ÎÅÊ ÍÏÖÎÏ �ÒÉÍÅÎÑÔØÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ f(x). éÔÁË, ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ(f(x);(g(y);'(x;y))) (2)ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ. üÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Zn; ÉÚÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏ× g(y) É f(x) ÍÏÖÎÏ ×Ù×ÅÓÔÉ, ÞÔÏ ÜÔÏÔÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÅÎ1). íÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ ÞÅÒÅÚ h(z) = f(x)� g(y) ÉÎÁÚÏ×ÅÍ �ÒÑÍÙÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ f(x) ÎÁ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ g(y).1)ðÕÓÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎË�ÉÊ '�(x;y) ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ-×Å Zn; ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ (f(x);(g(y);'� (x;y))) ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ. äÌÑÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÉ  �(x) = (g(y);'� (x;y)) ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÒÁ×ÎÙÍÉ



1℄ x 5. ó÷åò�ëá ïâïâýåîîùè æõîëãéê 119ïÓÏÂÅÎÎÏ �ÒÏÓÔÏ ×ÙÇÌÑÄÉÔ �ÒÑÍÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ × �ÒÉÍÅÎÅÎÉÉ ËÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ '(x;y), Ñ×ÌÑÀÝÅÊÓÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÆÕÎË-�ÉÊ '1(x) É '2(y). ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ �ÒÑÍÏÇÏ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ,(f(x) � g(y);'1(x)'2(y)) = (f(x);(g(y);'1(x)'2(y))) == (f(x);'1(x)(g(y);'2(y))) = (f;'1)(g;'2): (3)ðÒÉÍÅÒÙ. ðÒÑÍÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Æ(x) � Æ(y) ÅÓÔØ Æ(x;y). ðÒÑÍÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅ-ÎÉÅ Æ(x) � 1(y) ÅÓÔØ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ (Æ(x) � 1(y);'(x;y)) == RY '(0;y)dy:ðÒÑÍÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏ× f(x) É g(y) ÅÓÔØ ÒÅÇÕÌÑÒ-ÎÙÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÊ ÆÕÎË�ÉÉ f(x)g(y).îÏÓÉÔÅÌØ �ÒÑÍÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ ×ÓÅÈÔÏÞÅË, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ËÁÖÄÁÑ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÅÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÞÔÏ ÎÉ × ËÁËÏÊÅÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f ÎÅ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ, ÍÙ ÎÁÚ×ÁÌÉ× n. 4 x 1 ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f . ðÕÓÔØ ÎÁÍ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÎÏÓÉÔÅÌÉ F É G ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏ× f É g, Ó�ÒÁÛÉ×ÁÅÔÓÑ, ËÁË Ï�ÉÓÁÔØÎÏÓÉÔÅÌØ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ h = f � g. ïÔ×ÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ: ÎÏÓÉÔÅÌØ HÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ h ÅÓÔØ �ÒÑÍÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ F �G ÎÏÓÉÔÅÌÅÊ f É g; ÉÎÁÞÅÇÏ×ÏÒÑ, ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ H ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÅÈ É ÔÏÌØËÏ ÉÚ ÔÅÈ �ÁÒ (È;Õ), ÕËÏÔÏÒÙÈ �ÅÒ×ÁÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ x �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ F , Á ×ÔÏÒÁÑ y |ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ G.äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏÞËÕ (x0;y0), Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÄÎÁ ÉÚ ËÏÏÒ-ÄÉÎÁÔ | ÄÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ x0 | ÎÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍÕÎÏÓÉÔÅÌÀ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ f ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ ÎÁ×ÓÑËÏÊ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ '(x), ÏÂÒÁÝÁÀÝÅÊÓÑ × ÎÕÌØ ×ÎÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U ÔÏÞËÉ x0. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀÏÓÎÏ×ÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ '(x;y), ÏÔÌÉÞÎÕÀ ÏÔ ÎÕÌÑ ÔÏÌØËÏ �ÒÉ x 2 U , ÉÎÕÌÀ ×ÎÅ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ É ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ×ÍÅÓÔÅ ÓÏ ×ÓÅÍÉ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍÉ. ðÅÒ×ÏÅ | ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ '�(x;y) ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ×ÎÅ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x1; : : : ;ym. äÏ�ÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ �(x) ÎÅ ÓÈÏÄÑÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ Ë ÎÕÌÀ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ " > 0ÎÁÊÄÅÔÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÏÞÅË x(1); : : : ;x(�); : : : ÔÁËÁÑ, ÞÔÏj �(x�)j = j(g(y);'�(x� ;y))j > ":îÏ ÔÁË ËÁË �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ '�(x;y) ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ ×ÍÅÓÔÅ ÓÏ×ÓÅÍÉ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍÉ, ÔÏ ÆÕÎË�ÉÉ '��(y) = '�(x� ;y) ÓÈÏÄÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ, ËÁË ÏÓÎÏ×ÎÙÅÆÕÎË�ÉÉ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Ym. ÷ ÓÉÌÕ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ g(y) ÍÙ ÄÏÌÖÎÙÉÍÅÔØ (g(y);'�� (y)) = (g(y);'� (x� ;y)) ! 0× �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ Ó �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÅÍ. éÔÁË,  �(x) ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ;ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ Ë ÎÕÌÀ É ×ÓÅÈ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÜÔÏÊ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÞÅÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï É ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔÓÑ.



120 çì. I. ðòïó�åêûéå ó÷ïêó�÷á ïâïâýåîîùè æõîëãéê [2�ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ (f � g;'(x;y)) = 0. óÏÇÌÁÓÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ,(f � g;'(x;y)) = (f(y);(g(x);'(x;y))) = (f(y);0) = 0;ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ f � g ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉÔÏÞËÉ (x0;y0).ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ x0 É y0 �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ Ë ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍ F ÉG, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ (x0;y0), ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÍÏÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØÆÕÎË�ÉÀ ×ÉÄÁ '(x) (y), ÏÂÒÁÝÁÀÝÕÀÓÑ × ÎÕÌØ ×ÎÅ ÜÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ,ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ f � g ÉÍÅÅÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ. �ÅÍ ÓÁÍÙÍÓ�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔØ ÎÁÛÅÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÁ.ëÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔØ É ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÓÔØ. : éÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÆÏÒÍÕÌÙf(x) � g(y) = g(y) � f(x);f(x) � fg(y) � h(z)g = ff(x) � g(y)g � h(z):) (4)äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÏÓËÏÌØËÕ × ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÑÈ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÓÔÏÑÔ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÙ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÜÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÎÁ �ÌÏÔÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. äÌÑ �ÒÏ×ÅÒËÉ �ÅÒ×ÏÇÏÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÍÙ ×ÏÚØÍÅÍ �ÌÏÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÆÕÎË�ÉÊ ×ÉÄÁ �Pj=1'j(x) j(y),ÇÄÅ 'j(x),  j(y) (j = 1;2; : : : ;�;� = 1;2; : : : ) | ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ1). íÙ ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ ÔÏÇÄÁ(f(x) � g(y);X'j(x) j(y)) ==X(f(x) � g(y);'j(x) j(y)) =X(f(x);'j(x))(g(y); j (y))É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ(g(y) � f(x);X'j(x) j(y)) =X(g(y); j(y))(f(x);'j (x));ÞÔÏ É ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ.äÌÑ �ÒÏ×ÅÒËÉ ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ×ÙËÌÁÄËÁ �ÒÏ×ÏÄÉÔÓÑÓ ÏÓÎÏ×ÎÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ ×ÉÄÁ Pj 'j(x) j(y)�j(z).1)íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ �ÌÏÔÎÏ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å K. åÓÌÉ, ÎÁ-�ÒÉÍÅÒ, ÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ '(x;y) ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ ×ÎÅ Ë×ÁÄÒÁÔÁ Q= fjxj6 a; jyj66 ag, ÔÏ ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ " = 1=�, �ÏÌØÚÕÑÓØ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ÷ÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ, ÍÙ �ÏÓÔÒÏÉÍÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P�(x;y), ËÏÔÏÒÙÊ × Ë×ÁÄÒÁÔÅ Q0= fjxj6 2a; jyj6 2ag ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ '(x;y)ÍÅÎØÛÅ ÞÅÍ ÎÁ " ×ÍÅÓÔÅ Ó �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍÉ ÄÏ �ÏÒÑÄËÁ �. ðÕÓÔØ, ÄÁÌÅÅ, b(x) | ÆÉË-ÓÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÒÁ×ÎÁÑ 1 �ÒÉ jxj 6 a É ÒÁ×ÎÁÑ 0 �ÒÉ jxj > 2a. �ÏÇÄÁ�ÒÉ "! 0 ÆÕÎË�ÉÉ P�(x;y), b(x)b(y) ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÆÕÎË�ÉÉ '(x;y) × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å K.



2℄ x 5. ó÷åò�ëá ïâïâýåîîùè æõîëãéê 1212. ó×ÅÒÔËÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. åÓÌÉ f(x) É g(x) | Ä×Å ÁÂÓÏ-ÌÀÔÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ É h(x) = f(x) � g(x) | ÉÈÓ×ÅÒÔËÁ, ÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÏÇÏ ÆÕÎË�ÉÅÊ (ÔÁËÖÅÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÊ) h(x), ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÏÂÒÁÚÏÍ:(h(x);'(x)) = Z h(x)'(x)dx == Z �Z f(�)g(x � �)d��'(x)dx = Z Z f(�)g(�)'(� + �)d�d�:éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÉÓËÏÍÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÅÓÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÆÕÎË-�ÉÏÎÁÌÁ f(x)g(y), ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ �ÒÑÍÙÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍÆÕÎË�ÉÊ f(x) É g(y), Ë ÆÕÎË�ÉÉ '(x + y).åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÂÝÅÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ Ó×ÅÒÔËÉ ÌÀÂÙÈ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË-�ÉÊ f É g ÚÁÄÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÏÊ(f � g;') = (f(x) � g(y);'(x + y)): (1)îÏ ÚÄÅÓØ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÍÅÔØ × ×ÉÄÕ, ÞÔÏ '(x + y) | ÕÖÅ ÎÅ ÆÉÎÉÔÎÁÑÆÕÎË�ÉÑ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x;y É �ÏÜÔÏÍÕ ÆÏÒÍÕÌÁ (1),×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌÁ.ïÄÎÁËÏ × ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÏÂÝÉÈ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑÈ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÓÅÊÞÁÓÕËÁÖÅÍ, ÆÏÒÍÕÌÁ (1) ×ÓÅ ÖÅ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ.ëÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ �ÕÎËÔÅ, ÎÏÓÉÔÅÌØ �ÒÑÍÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅ-ÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏ× f(x) É g(y) ÅÓÔØ �ÒÑÍÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÏÓÉÔÅÌÅÊ ÜÔÉÈÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏ×. òÁ×ÅÎÓÔ×Ï (1) ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÓÍÙÓÌ, ÅÓÌÉ �ÏÌÏÓÁ jx+yj6a,× ËÏÔÏÒÏÊ ÚÁËÌÀÞÅÎ ÎÏÓÉÔÅÌØ ÆÕÎË�ÉÉ '(x + y), ÉÍÅÅÔ ÌÉÛØ ÏÇÒÁÎÉ-ÞÅÎÎÏÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Ó ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ �ÒÑÍÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ f � g. ÷ ÜÔÏÍÓÌÕÞÁÅ ÆÕÎË�ÉÀ '(x+ y) ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ × �ÏÌÏÓÅ jx+ yj6 a ÆÉÎÉÔÎÏÊÆÕÎË�ÉÅÊ '(x;y), ÎÅ ÉÚÍÅÎÑÑ ÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÊ × ÔÏÞËÁÈ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ �ÏÌÏÓÙÓ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ f � g; ÎÏ ÔÏÇÄÁ ÕÖÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ(f � g;'(x;y))É, ËÁË ÌÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÏÎÏ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎË-�ÉÉ '(x;y) ×ÎÅ ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ.÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (1) ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ × ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ:Á) ÏÄÉÎ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏ× f , g ÉÍÅÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÎÏÓÉÔÅÌØ;Â) ÎÏÓÉÔÅÌÉ ÏÂÏÉÈ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏ× f , g ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ Ó ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅÓÔÏÒÏÎÙ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, f = 0 �ÒÉ x < a, g = 0 �ÒÉ y < b).òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÌÕÞÁÊ Á). ðÕÓÔØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, f(x) | ÆÉÎÉÔÎÙÊÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ, Ô.Å. ÉÍÅÀÝÉÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÎÏÓÉÔÅÌØ, Á g(y) | �ÒÏÉÚ×ÏÌØ-ÎÙÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ. �ÏÇÄÁ(f � g;') = (f(x) � g(y);'(x + y)) = (g(y);(f(x);'(x + y))): (2)



122 çì. I. ðòïó�åêûéå ó÷ïêó�÷á ïâïâýåîîùè æõîëãéê [2æÕÎË�ÉÑ (f(x);'(x + y)) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ É ÏÂÒÁÝÁ-ÅÔÓÑ �ÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ jyj × ÎÕÌØ, ÔÁË ËÁË �ÒÉ ÂÏÌØÛÉÈ jyjÎÏÓÉÔÅÌÉ ÆÕÎË�ÉÉ '(x + y) É ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ f(x) ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ.ðÏÜÔÏÍÕ ÆÕÎË�ÉÑ (f(x);'(x + y)) | ÏÓÎÏ×ÎÁÑ �Ï y É �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅ Ë ÎÅÊÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ g(y) ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ.åÓÌÉ, ÎÁÏÂÏÒÏÔ, g(y) | ÆÉÎÉÔÎÙÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ, Á f(x) | �ÒÏÉÚ-×ÏÌØÎÙÊ, ÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ (f(x);'(x+ y)) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ, ÎÏ,×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÅ ÆÉÎÉÔÎÁ; ÎÏ ÔÁË ËÁË ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ g(y) ÆÉÎÉÔÎÙÊ, ÔÏ×ÏÚÍÏÖÎÁÑ ÎÅÆÉÎÉÔÎÏÓÔØ (f(x);'(x+y)) ÎÅ ÉÇÒÁÅÔ ÒÏÌÉ É ÒÅÚÕÌØÔÁÔ (2)�Ï-�ÒÅÖÎÅÍÕ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÓÌÕÞÁÊ Â): �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÎÏÓÉÔÅÌÉ ÆÕÎË�É-ÏÎÁÌÏ× f(x) É g(y) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ, ÓËÁÖÅÍ, ÓÌÅ×Á. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ(f(x);'(x + y)). ëÁË É ÒÁÎÅÅ, ÜÔÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎË-�ÉÑ ÏÔ y. ðÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ y ÎÏÓÉÔÅÌØ ÆÕÎË�ÉÉ'(x + y) ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ f(x); �ÏÜÔÏÍÕ �ÒÉÔÁËÉÈ y ÆÕÎË�ÉÑ (f(x);'(x + y)) ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,ÆÕÎË�ÉÑ (f(x);'(x+y)) ÉÍÅÅÔ ÎÏÓÉÔÅÌØ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ Ó�ÒÁ×Á. �ÁË ËÁËÎÏÓÉÔÅÌØ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ g(y) �Ï ÕÓÌÏ×ÉÀ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ ÓÌÅ×Á, ÔÏ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÎÏÓÉÔÅÌÅÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ É �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ (2) ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ Á), Â) Ó×ÅÒÔËÁ ÆÕÎË�ÉÏÎÁ-ÌÏ× f , g ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ×ÓÅÇÄÁ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ Ó×ÅÒÔËÁ Æ � f ,DÆ � f , ÇÄÅ D | ÌÀÂÏÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ; ÜÔÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÙ Æ, DÆ ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÙ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ.îÁÊÄÅÍ Ó×ÅÒÔËÕ Æ � f . óÏÇÌÁÓÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ(Æ � f;') = (Æ(x) � f(y);'(x + y)) == ((f(y);(Æ(x);'(x + y))) = (f(y);'(y)) = (f;'):�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ fÆ � f = f: (3)áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ DÆ � f = Df: (4)÷ ÓÉÌÕ ÏÂÝÉÈ Ó×ÏÊÓÔ× �ÒÑÍÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏ× Ó×ÅÒÔËÁÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏ× ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ, �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ, × ÓÌÕÞÁÑÈ Á) É Â):f � g = g � f:áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÍÏÖÎÏ ÎÁ�ÉÓÁÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, ×ÙÒÁÖÁÀÝÅÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÁÓÓÏ�É-ÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ: (f � g) � h = f � (g � h);



2℄ x 5. ó÷åò�ëá ïâïâýåîîùè æõîëãéê 123�ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉ×, ÞÔÏ ÎÏÓÉÔÅÌÉ Ä×ÕÈ ÉÚ ÔÒÅÈ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏ× f , g, h ÏÇÒÁ-ÎÉÞÅÎÙ Ó ÏÂÅÉÈ ÓÔÏÒÏÎ ÉÌÉ ÞÔÏ ÎÏÓÉÔÅÌÉ ×ÓÅÈ ÔÒÅÈ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏ×ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ Ó ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÓÔÏÒÏÎÙ.÷Ù×ÅÄÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ Ó×ÅÒÔËÉ:D(f � g) = Df � g = f �Dg: (5)÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÂÕÄÅÔ ÞÁÓÔÏ �ÒÉÍÅÎÑÔØÓÑ.éÍÅÅÍ: (D(f � g);') = (f � g;D�');ÇÄÅ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, D�=(�1)�D, ÅÓÌÉD| ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÊÏ�ÅÒÁÔÏÒ �ÏÒÑÄËÁ �. äÁÌÅÅ ÓÏÇÌÁÓÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ Ó×ÅÒÔËÉ,(f � g;D�') = (g(y);(f(x);D�'(x + y))) == (g(y);(Df(x);'(x + y))) = (Df � g;');ÏÔËÕÄÁ D(f � g) = Df � g. äÁÌÅÅ, �ÏÓËÏÌØËÕ Ó×ÅÒÔËÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ,D(f � g) = D(g � f) = Dg � f = f �Dg;É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÆÏÒÍÕÌÁ (5) ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÁ.õÓÔÁÎÏ×ÉÍ �ÏÌÅÚÎÕÀ ÌÅÍÍÕ Ï ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ Ó×ÅÒÔËÉ.ìÅÍÍÁ. éÚ f� ! f ÓÌÅÄÕÅÔ f� � g ! f � g �ÒÉ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ�ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÊ:Á) ×ÓÅ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÙ f� ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÙ ÎÁ ÏÄÎÏÍ É ÔÏÍ ÖÅ ÏÇÒÁÎÉ-ÞÅÎÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å;Â) ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ g ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎ ÎÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å;×) ÎÏÓÉÔÅÌÉ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏ× f� É g ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ Ó ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅÓÔÏÒÏÎÙ É �ÒÉÔÏÍ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÅÊ ÏÔ v ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï.ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ Ó×ÅÒÔËÉ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË-�ÉÉ ' (f� � g;') = (f�(y);(g(x);'(x + y))): (6)÷ ÓÌÕÞÁÅ Á) ÆÕÎË�ÉÀ (g(x);'(x + y)) ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎ-Ë�ÉÅÊ  (y), ÒÁ×ÎÏÊ ÎÕÌÀ ×ÎÅ ÏÂÌÁÓÔÉ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÙ ×ÓÅÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÙ f�(y); �ÏÜÔÏÍÕ(f� � g;') = (f�(y); (y)) ! (f; ) = (f � g; );Ô.Å. f� � g ! f � g;ÞÔÏ É ÕÔ×ÅÒÖÄÁÌÏÓØ.÷ ÓÌÕÞÁÅ Â)  (y) = (g(x);'(x + y)) ÅÓÔØ ÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ; ÏÔÓÀÄÁ,ÔÁË ÖÅ ËÁË É ×ÙÛÅ, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ.



124 çì. I. ðòïó�åêûéå ó÷ïêó�÷á ïâïâýåîîùè æõîëãéê [3÷ ÓÌÕÞÁÅ ×), ÅÓÌÉ ÄÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ ÎÏÓÉ-ÔÅÌÉ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏ× f� É g ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ ÓÌÅ×Á, ÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ  (y) == (g(x);'(x + y)) ÉÍÅÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ Ó�ÒÁ×Á ÎÏÓÉÔÅÌØ; ÅÅ ÍÏÖÎÏÚÁÍÅÎÉÔØ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ, ÏÂÒÁÝÁÀÝÅÊÓÑ × ÎÕÌØ ×ÎÅ ÏÂÌÁÓÔÉ, ×ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÙ ×ÓÅ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÙ f�(y); ÏÔÓÀÄÁ, ËÁË É ×ÙÛÅ,�ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ. ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. åÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ f = ft ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ t ÉÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ��tft1), ÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ��t (ft � g) = �ft�t � gÓ�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á × ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÊ:Á) ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÙ ft ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÙ ÎÁ ÏÄÎÏÍ É ÔÏÍ ÖÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÍÍÎÏÖÅÓÔ×Å;Â) ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ g ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎ ÎÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å;×) ÎÏÓÉÔÅÌÉ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏ× ft É g ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ Ó ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅÓÔÏÒÏÎÙ É �ÒÉÔÏÍ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÅÊ ÏÔ t ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÇËÏ �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÌÅÍÍÙ, ÅÓÌÉÕÞÅÓÔØ, ÞÔÏ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ �ft�t ÅÓÔØ �ÒÅÄÅÌ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑft+�t � ft�t�ÒÉ �t ! 0.3. îØÀÔÏÎÏ×ÓËÉÊ �ÏÔÅÎ�ÉÁÌ É ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÉÆ-ÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ. ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÎØÀÔÏÎÏ×ÓËÏÇÏ �Ï-ÔÅÎ�ÉÁÌÁ ÄÌÑ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÍÁÓÓÙ Ó ËÕÓÏÞÎÏ ÇÌÁÄËÏÊ ÆÉÎÉÔÎÏÊ �ÌÏÔ-ÎÏÓÔØÀ �(x1;x2;x3) ÉÍÅÅÔ ×ÉÄu(x1;x2;x3) = � 14� ZZZ �(�1; �2; �3)d�1d�2d�3p(�1 � x1)2 + (�2 � x2)2 + (�3 � x3)2 : (1)éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ u(x1;x2;x3) | ÆÕÎË�ÉÑ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍÉ ÄÏ2-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ ðÕÁÓÓÏÎÁ�u(x1;x2;x3) = �(x1;x2;x3):æÏÒÍÕÌÕ (1) ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ Ó×ÅÒÔËÉu = � � �� 14�r� �r2 = x21 + x22 + x23� :1)ðÏÄÒÏÂÎÅÅ Ï ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÉ �Ï �ÁÒÁÍÅÔÒÕ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ × ÄÏÂÁ×ÌÅ-ÎÉÉ 2.



3℄ x 5. ó÷åò�ëá ïâïâýåîîùè æõîëãéê 125úÄÅÓØ � ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÕÖÅ ÌÀÂÏÊ ÆÉÎÉÔÎÏÊ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ. ðÒÉÜÔÏÍ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ u ÅÓÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ. ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏÆÏÒÍÕÌÁ ðÕÁÓÓÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ É × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ; ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,×Ó�ÏÍÉÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÕ �1r = �4�Æ (x 2, n. 3), ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÁ�ÉÓÁÔØ:�u = ��� � �� 14�r�� = � ���� 14�r� = � � Æ = �:ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ P (D)u = � (2)| ÌÀÂÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ó �ÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ËÏ-ÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ É �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ � × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁ-ÓÔÉ. îÁÚÏ×ÅÍ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×-ÎÅÎÉÑ (2) ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ E(x), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀP (D)E = Æ(ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ E Ï�ÒÅÄÅÌÅÎ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁ×-ÎÅÎÉÑ). ëÏÇÄÁ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ E ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅ-ÎÉÑ (2) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁ�ÉÓÁÎÏ × ÆÏÒÍÅ Ó×ÅÒÔËÉu = � � E;ÅÓÌÉ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, � | ÆÉÎÉÔÎÁÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,P (D)u = � � P (D)E = � � Æ = �:�ÁË, ÄÌÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ìÁ�ÌÁÓÁ × ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÆÕÎÄÁ-ÍÅÎÔÁÌØÎÙÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÓÌÕÖÉÔ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ E = � 14�r . ÷n-ÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÄÌÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁìÁ�ÌÁÓÁ �ÒÉ n > 2 ÓÌÕÖÉÔ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ � 1(n�2)
n 1rn�2 ,ÇÄÅ 
n | �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÙ, Á �ÒÉ n = 2 | ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÊÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ � 12� ln 1r :÷ ËÁÞÅÓÔ×Å �ÒÉÍÅÒÁ �ÏËÁÖÅÍ ÅÝÅ, ËÁË ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅÒÅÛÅÎÉÅ ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ó �ÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ1):a0E(n) + a1E(n�1) + : : : + anE = Æ(x): (3)1)ðÏ ÓÕÝÅÓÔ×Õ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÌÉÛØ ÎÁÌÉÞÉÅ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÒÅÛÅÎÉÊ,ËÏÔÏÒÏÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ É ÄÌÑ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× | ÌÉÛØ ÂÙ ÔÏÌØËÏ ËÏÜÆÆÉ-�ÉÅÎÔ a0 ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÌÓÑ × ÎÕÌØ.



126 çì. I. ðòïó�åêûéå ó÷ïêó�÷á ïâïâýåîîùè æõîëãéê [3ðÕÓÔØ u1(x), : : : , un(x) | ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÒÅÛÅÎÉÊ ÏÄÎÏÒÏÄ-ÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑa0u(n)(x) + a1u(n�1)(x) + : : : + anu(x) = 0: (4)ðÏÌÏÖÉÍE(x) = (A(x) � �1u1(x) + : : : + �nun(x) �ÒÉ x < 0,B(x) � �1u1(x) + : : : + �nun(x) �ÒÉ x > 0É �ÏÄÂÅÒÅÍ �ÏÓÔÏÑÎÎÙÅ �i É �j ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÌÏÓØ ÕÒÁ×-ÎÅÎÉÅ (3). ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÅÌØÔÁ-ÆÕÎË�ÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÆÕÎË-�ÉÉ �(x), ÒÁ×ÎÏÊ 1 �ÒÉ x > 0 É 0 �ÒÉ x < 0, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏÔÒÅÂÏ×ÁÔØ,ÞÔÏÂÙ × ÔÏÞËÅ x = 0 ×Ù�ÏÌÎÑÌÉÓØ ÕÓÌÏ×ÉÑ:A(0) = B(0);A0(0) = B0(0); : : : ;A(n�2)(0) = B(n�2)(0);a0hA(n�1)(0) � B(n�1)(0)i = 1:9=; (5)ðÏÌÁÇÁÑ �i � �i = i (i = 1; : : : ;n), �ÏÌÕÞÁÅÍ ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ i ÓÉÓÔÅÍÕÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ 1u1(0) + : : : + nun(0) = 0;1u01(0) + : : : + nu0n(0) = 0;. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . : : : : : :1u(n�2)1 (0) + : : : + nu(n�2)n (0) = 0;1u(n�1)1 (0) + : : : + nu(n�1)n (0) = 1a0 :
9>>>>>>>>>=>>>>>>>>>; (6)üÔÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ×ÓÅÇÄÁ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ, ÔÁË ËÁË ÅÅ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÅÓÔØ ×ÒÏÎÓËÉÁÎÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÒÅÛÅÎÉÊ u1(x), : : : , un(x) É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÔÒÏÉÔÓÑ Ó ÂÏÌØÛÉÍ �ÒÏ-ÉÚ×ÏÌÏÍ: ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÒÁÚÎÏÓÔÉ i. üÔÏÔ �ÒÏÉÚ×ÏÌÏÂßÑÓÎÑÅÔÓÑ ÏÞÅÎØ �ÒÏÓÔÏ: ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ ÓÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �ÒÉÂÁ×ÌÅÎÉÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (4).ïÎ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÄÌÑ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÊ çÒÉÎÁ | ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈÒÅÛÅÎÉÊ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÔÅÍ ÉÌÉ ÉÎÙÍ ÇÒÁÎÉÞÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ1).ðÒÉÍÅÒ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅE00 = Æ(x): (7)1)óÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, í. á. îÁÊÍÁÒË, ìÉÎÅÊÎÙÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ,çÏÓÔÅÈÉÚÄÁÔ, 1954.



4℄ x 5. ó÷åò�ëá ïâïâýåîîùè æõîëãéê 127÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ u1 = 1;u2 = x, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,A(x) = �1 + �2x; B(x) = �1 + �2x:äÌÑ i = �i � �i �ÏÌÕÞÁÅÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑ1 = 0; 2 = 1:�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, E = �1 + �2x + x+:üÔÏ, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÓÒÁÚÕ Õ×ÉÄÅÔØ ÉÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (7). ÷ x 6,Á ÔÁËÖÅ × x 2 ÇÌ. III ÍÙ �ÏÓÔÒÏÉÍ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÌÑÛÉÒÏËÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ × ÞÁÓÔÎÙÈ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ.4. éÎÔÅÇÒÁÌ ðÕÁÓÓÏÎÁ É ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ.ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ðÕÁÓÓÏÎÁ × ÔÅÏÒÉÉ ÔÅ�ÌÏ�ÒÏ×ÏÄÎÏÓÔÉ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄu(x;t) = 12p�t 1Z�1 e� (x��)24t �(�)d�; (1)ÇÄÅ �(�), ÓËÁÖÅÍ, | ÆÉÎÉÔÎÁÑ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ. éÚ×ÅÓÔÎÏ1),ÞÔÏ u(x;t) ÏÂÌÁÄÁÅÔ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ �Ï t É Ä×ÕÍÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍÉ �Ï x ÉÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ ÔÅ�ÌÏ�ÒÏ×ÏÄÎÏÓÔÉ�u�t = �2u�x2 (2)Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ u(x;0) = �(x): (3)æÕÎË�ÉÑ u(x;t) ×ÙÒÁÖÁÅÔ ÔÅÍ�ÅÒÁÔÕÒÕ ÔÏÞËÉ x ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÓÔÅÒÖÎÑ× ÍÏÍÅÎÔ t, ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÁ ÎÁÞÁÌØÎÁÑ ÔÅÍ�ÅÒÁÔÕÒÁ �(x) �ÒÉ t = 0.æÏÒÍÕÌÕ (1) ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ Ó×ÅÒÔËÉu(x;t) = �(x) � 12p�t e�x24� � (4)úÄÅÓØ × ËÁÞÅÓÔ×Å � ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÕÖÅ ÌÀÂÕÀ ÆÉÎÉÔÎÕÀ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀÆÕÎË�ÉÀ. ðÒÉ ÜÔÏÍ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÆÕÎË�ÉÑ u(x;t), Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑÆÏÒÍÕÌÏÊ (4), ÅÓÔØ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ (ÚÁ×ÉÓÑÝÁÑ ÏÔ �ÁÒÁ-ÍÅÔÒÁ t). äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÓÎÏ×Á ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ ÔÅ�ÌÏ�ÒÏ×ÏÄÎÏÓÔÉ (2) Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ (3).1)÷. é. óÍÉÒÎÏ×, ëÕÒÓ, Ô. II, 1957, �. 204, ÓÔÒ. 606.



128 çì. I. ðòïó�åêûéå ó÷ïêó�÷á ïâïâýåîîùè æõîëãéê [4ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÒÉ t > 0 ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉv(x;t) = 12p�t e� x24t ;ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ËÁË ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, �Ï x É �Ï �ÁÒÁÍÅÔÒÕ t ÒÁ×-ÎÏÓÉÌØÎÏ ÅÅ ÏÂÙÞÎÏÍÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÀ �Ï x É t. ÷ ÓÉÌÕ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑÉÚ ÌÅÍÍÙ Ï ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ Ó×ÅÒÔËÉ (n. 2)��t (�(x) � v(x;t)) = �(x) � ��tv(x;t)É × ÓÉÌÕ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ Ó×ÅÒÔËÉ (n. 2)�2�x2 (� � v) = � � �2�x2 v:�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,� ��t � �2�x2� (� � v) = � � � ��t � �2�x2�v:îÏ � ��t � �2�x2� 12p�t e�x24t � 0;ÔÁË ÞÔÏ � � v É ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÔÅ�ÌÏ�ÒÏ-×ÏÄÎÏÓÔÉ.ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, �ÏÓËÏÌØËÕ 12p�t e�x24t �ÒÉ t ! 0 ÉÍÅÅÔ �ÒÅÄÅÌÏÍ× ÓÍÙÓÌÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÄÅÌØÔÁ-ÆÕÎË�ÉÀ Æ(x) (ÓÍ. x 2, n. 5,�ÒÉÍÅÒ 2), ÍÙ ÉÍÅÅÍ �ÒÉ t!0, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ Ï ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ Ó×ÅÒÔËÉ(n. 2), u(x;t) = � � 12p�t e�x24t ! � � Æ = �;ÞÔÏ É ÕÔ×ÅÒÖÄÁÌÏÓØ.ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ �u�t = P � ��x�u| ÌÀÂÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ó �ÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎ-ÔÁÍÉ. ðÏÓÔÁ×ÉÍ ÚÁÄÁÞÕ ëÏÛÉ: ÎÁÊÔÉ ÒÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (ÏÂÏÂ-ÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ, ÚÁ×ÉÓÑÝÕÀ ÏÔ t ËÁË ÏÔ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ), ÏÂÒÁÝÁÀÝÅÅÓÑ�ÒÉ t = 0 × ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ u0(x).



4℄ x 5. ó÷åò�ëá ïâïâýåîîùè æõîëãéê 129�Ï ÞÁÓÔÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ, ËÏÔÏÒÏÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ �ÒÉ t = 0× Æ(x), ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ É ÏÂÏ-ÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ E(x;t). äÌÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÔÅ�ÌÏ�ÒÏ×ÏÄÎÏÓÔÉ ÉÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑÆÕÎË�ÉÑ 12p�t e�x24t . åÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÔÏ ÒÅÛÅ-ÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ u0(x) | × �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÉ, ÞÔÏÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ u0(x) ÆÉÎÉÔÅÎ | ÍÏÖÎÏ ×ÙÒÁÚÉÔØ Ó×ÅÒÔËÏÊu(x;t) = E(x;t) � u0(x):äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ, Ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, �ÒÉ t ! 0� ��t � P ( ��x )�u(x;t) == ��t [E(x;t) � u0(x)℄ � P � ��x� [E(x;t) � u0(x)℄ == �E(x;t)�t � u0(x) � P � ��x�E(x;t) � u0(x) == ��E�t � P � ��x�E� � u0(x) = 0 � u0(x) = 0;Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,limt!0 u(x;t) = [ limt!0 E(x;t)℄ � u0(x) = Æ(x) � u0(x) = u0(x);ÞÔÏ É ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔÓÑ.íÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ É ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑP � ��t ; ��x�u(x;t) = 0 (5)ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ m-ÇÏ, �ÏÒÑÄËÁ �Ï t, ÔÁËÖÅ Ó �ÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ. úÁÄÁÞÁ ëÏÛÉ ÚÄÅÓØ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉÒÅÛÅÎÉÅ u(x;t) ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (5), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ:u(x;0) = u0(x); �u(x;0)�t = u1(x); : : : ; �(m�1)(x;0)�t = um�1(x): (6)æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (5) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅ E(x;t),ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍE(x;0) = 0; �E(x;0)�t = 0; : : : ; �(m�2)E(x;0)�tm�2 = 0;�(m�1)E(x;0)�tm�1 = Æ(x): 9>>=>>; (7)



130 çì. I. ðòïó�åêûéå ó÷ïêó�÷á ïâïâýåîîùè æõîëãéê [4åÓÌÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ um�1(x) ÆÉÎÉÔÎÁ, ÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉÄÌÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (5) Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉu(x;0) = 0; �u(x;0)�t = 0; : : : ; �m�2u(x;0)�tm�2 = 0;�m�1u(x;0)�tm�1 = um�1(x) 9>>=>>; (8)ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅu(x;t) = E(x;t) � um�1(x): (9)üÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÇÏÄÉÔÓÑ É ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ um�1(x), ÅÓÌÉ ÆÉÎÉÔÎÏ ÆÕÎÄÁÍÅÎ-ÔÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ E(x;t).äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �ÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ u(x;t), Ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,ÅÓÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (5), �ÏÓËÏÌØËÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒP � ��t ; ��x� ÍÏÖÎÏ ÏÔÎÅÓÔÉ Ë E(x;t); ÄÁÌÅÅ, �ÒÉ t ! 0 ÍÙ ÉÍÅÅÍ:u(x;t) ! E(x;0) � um�1(x) = 0;�u(x;t)�t ! �E(x;0)�t � um�1(x) = 0;. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .�m�1u(x;t)�tm�1 ! �m�1E(x;0)�tm�1 � um�1(x) = um�1(x):ðÒÉÍÅÒ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÓÔÒÕÎÙ�2u�t2 = �2u�x2 (�1 < x < 1) (10)É �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÓÌÕÖÉÔ ÆÕÎË�ÉÑE(x;t) = ( 12 �ÒÉ jxj < t,0 �ÒÉ jxj > t.äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ t > 0 ÍÙ ÉÍÅÅÍ:�E(x;t)�x = 12Æ(x + t) � 12Æ(x � t);�2E(x;t)�x2 = 12Æ0(x + t) � 12Æ0(x � t);



4℄ x 5. ó÷åò�ëá ïâïâýåîîùè æõîëãéê 131Á �ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ x, ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÑ E(x;t) �Ï �ÁÒÁÍÅÔÒÕ t, ÎÁÈÏ-ÄÉÍ: �E(x;t)�t = 12Æ(x + t) + 12Æ(x � t);�2E(x;t)�t2 = 12Æ0(x + t) � 12Æ0(x � t);9>>=>>; (11)ÔÁË ÞÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (10) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔÓÑ.äÁÌÅÅ, ÕÓÔÒÅÍÌÑÑ × ÆÏÒÍÕÌÅ (11) t Ë ÎÕÌÀ, �ÏÌÕÞÁÅÍ:�E(x;t)�t ����t=0 = Æ(x);ÔÁË ÞÔÏ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔÓÑ É ÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÝÅÅ ÆÕÎÄÁ-ÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ (ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÓÁÍÁ E(x;t) �ÒÉ t! 0ÉÍÅÅÔ �ÒÅÄÅÌÏÍ 0).ïÔÓÀÄÁ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ ÄÌÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÓÔÒÕÎÙ (10) Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉu(x;0) = 0; �u(x;0)�t = u1(x):óÏÇÌÁÓÎÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (9) ÍÙ ÉÍÅÅÍ (ÓÞÉÔÁÑ u1(x) ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÊÆÕÎË�ÉÅÊ)u(x;t) = E(x;t) � u1(x) = 1Z�1 E(�; t)u1(x � �)d� == 12 tZ�t u1(x � �)d� = 12 x+tZx�t u1()d:÷ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ E(x;t) | ÆÉÎÉÔÎÁÑ ÆÕÎË-�ÉÑ; �ÏÜÔÏÍÕ Ó×ÅÒÔËÁ E(x;t) � u1(x) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊÆÕÎË�ÉÉ u1(x).�Å�ÅÒØ ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÊÔÉ Ë ÓÁÍÏÍÕ ÏÂÝÅÍÕ ÓÌÕÞÁÀ, ËÏÇÄÁ ÚÁÄÁÎÙÆÕÎË�ÉÉ u(x;0) = u0(x);�u(x;0)�t = u1(x); : : : ; �m�1u(x;0)�tm�1 = um�1(x)



132 çì. I. ðòïó�åêûéå ó÷ïêó�÷á ïâïâýåîîùè æõîëãéê [4É ×ÓÅ ÏÎÉ ÆÉÎÉÔÎÙ (ÅÓÌÉ ÆÉÎÉÔÎÏ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ E(x;t),ÔÏ �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÍÏÖÎÏ ÏÔÂÒÏÓÉÔØ). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉu | ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ�ku(x;0)�tk = 0 (k = 0;1;2; : : : ;m � 2);�m�1u(x;0)�tm�1 = um�1(x);ÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ u1(x;t)= �u�t ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÔÏÍÕ ÖÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ É ÎÁÞÁÌØÎÙÍÕÓÌÏ×ÉÑÍ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ ÔÏÌØËÏ �m�2u1(x;0)�tm�2 É �m�1u1(x;0)�tm�1 .÷ÙÞÉÔÁÑ ÉÚ u1(x;t) ÒÅÛÅÎÉÅ u2(x;t), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ�ku2(x;0)�tk = 0 (k = 0;1;2; : : : ;m � 2);�m�1u2(x;0)�tm�1 = �m�1u1(x;0)�tm�1 ;ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÒÅÛÅÎÉÅ u3, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ �ÒÉ t = 0 ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ ÎÕÌÑ ÔÏÌØËÏ�ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ �m�2�tm�2 , �ÒÉÞÅÍ ÏÎÁ ÒÁ×ÎÁ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ um�2(x).áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ k6m � 1 ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ�ÒÉ t = 0 ÉÚ �ÅÒ×ÙÈ m � 1 �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ �Ï t ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ ÎÕÌÑ É ÒÁ×ÎÁÚÁÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ uk(x) ÔÏÌØËÏ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ �ku�tk . óÕÍÍÁ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈÞÁÓÔÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÄÁÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ ÏÂÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ.òÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ ÄÌÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÓÔÒÕÎÙ (10) �ÒÉ ÏÂÝÉÈ ÎÁÞÁÌØ-ÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈ u(x;0) = u0(x); �u(x;0)�t = u1(x) (12)�ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ �Ï ÜÔÏÍÕ ÍÅÔÏÄÕ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. îÁÈÏÄÉÍ ÒÅÛÅÎÉÅu1(x;t), ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍu1(x;0) = 0; �u1(x;0)�t = u0(x):ðÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ, ÏÎÏ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄu1(x;t) = 12 x+tZx�t u0(�)d�:äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÑ u1(x;t) �Ï t, ÎÁÈÏÄÉÍ ÎÏ×ÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ�u1(x;t)�t = u2(x;t) = 12[u0(x + t) + u0(x � t)℄;



5℄ x 5. ó÷åò�ëá ïâïâýåîîùè æõîëãéê 133ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍu2(x;0) = �u1(x;0)�t = u0(x);�u2(x;0)�t = 12 ��u0(x)�t � �u0(x)�t � = 0:ïÔÓÀÄÁ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅÍ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÍ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ (12),ÓÌÕÖÉÔ ÆÕÎË�ÉÑu(x;t) = u0(x + t) + u0(x � t)2 + 12 x+tZx�t u1(�)d�:íÙ �ÏÌÕÞÉÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ äÁÌÁÍÂÅÒÁ.÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ (x 6) ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍÉ ÍÅÔÏÄÁÍÉ ÍÙ ÎÁÊÄÅÍ ÆÕÎÄÁ-ÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ ÄÌÑ ÛÉÒÏËÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ×ÞÁÓÔÎÙÈ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ.5. éÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ É ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ.èÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ëÏÛÉgn(x) = xZ0 �n�1Z0 � � � �2Z0 �1Z0 g(�)d�d�1 : : : d�n�1 = 1(n � 1)! xZ0 g(�)(x � �)n�1d�Ó×ÏÄÉÔ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ n-ËÒÁÔÎÏÊ �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÏÊ ÏÔ ÆÕÎË�ÉÉ g(x), Ï�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÎÏÊ �ÒÉ x> 0, Ë ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÀ ÏÄÎÏËÒÁÔÎÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ. üÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁ�ÉÓÁÎÁ × ×ÉÄÅgn(x) = g(x) � xn�1(n � 1)! = g(x) � xn�1�(n) ;ÇÄÅ ÆÕÎË�ÉÉ g(x) É xn�1 �ÒÉ x < 0 ÚÁÍÅÎÑÀÔÓÑ ÎÕÌÅÍ.ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÏÂÝÉÔØ ÜÔÕ ÆÏÒÍÕÌÕ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊÌÀÂÏÇÏ �ÏËÁÚÁÔÅÌÑ � É ÌÀÂÏÊ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ g, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÏÊÎÁ �ÏÌÕÏÓÉ x > 0, Ï�ÒÅÄÅÌÉ× �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÕÀ �ÏÒÑÄËÁ � ÏÔ ÆÕÎË�ÉÉ gËÁË Ó×ÅÒÔËÕ g�(x) = g(x) � x��1+�(�) : (1)îÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ �ÒÉ Re � > 0. äÌÑ ÏÓÔÁÌØ-ÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ � �ÏÄ x��1+�(�) ÓÌÅÄÕÅÔ �ÏÎÉÍÁÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ,



134 çì. I. ðòïó�åêûéå ó÷ïêó�÷á ïâïâýåîîùè æõîëãéê [5�ÏÓÔÒÏÅÎÎÕÀ × n. 5 x 3; ÔÁË ËÁË ÏÎÁ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÏÊ ÎÁ�ÏÌÕ�ÒÑÍÏÊ x > 0, ÔÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ Ó×ÅÒÔËÉ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ.õÄÏÂÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ x��1+�(�) = ��, ÔÁË ÞÔÏg�(x) = g(x) � ��: (2)éÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ��k = Æ(k)(x) (k = 0;1;2; : : : )(x 3, n. 5) ÍÙ ×Ù×ÏÄÉÍ, ÞÔÏg0(x) = g(x) � �0 = g(x) � Æ(x) = g(x);g1(x) = g(x) � ��1 = g(x) � Æ0(x) = g0(x)É Ô.Ä.; ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÆÏÒÍÕÌÁ (2) ÄÁÅÔ �ÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ � ÎÅÔÏÌØËÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ, ÎÏ É ×ÓÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ g(x). ÷ Ó×ÑÚÉ Ó ÜÔÉÍÍÙ ÕÓÌÏ×ÉÍÓÑ ÔÁËÖÅ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ Ó×ÅÒÔËÁg�� = g � ���ÅÓÔØ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ �ÏÒÑÄËÁ � ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ g É ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÜÔÏÔÁË: g�� = d�dx� g:äÌÑ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏ× �� ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ�� � �� = ��+�; (3)ÉÌÉ x��1+�(�) � x��1+�(�) = x�+��1+�(� + �) : (30)äÏËÁÖÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ ÏÎÁ ×ÅÒÎÁ �ÒÉ Re � > 0, Re � > 0. �ÁË ËÁË�� � �� = x��1+�(�) � x��1+�(�) = xZ0 ���1�(�) � (x � �)��1�(�) d�;��+� = x�+��1+�(� + �) ;ÔÏ ÔÒÅÂÕÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÌÉÛØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅxZ0 ���1(x � �)��1d� = �(�)�(�)�(� + �) x�+��1:



5℄ x 5. ó÷åò�ëá ïâïâýåîîùè æõîëãéê 135ðÏÌÏÖÉÍ × ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ � = xt; ÔÏÇÄÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÓÌÅ×Á �ÒÉ×ÅÄÅÔÓÑ ËÉÎÔÅÇÒÁÌÕ x�+��1 1Z0 t��1(1 � t)��1dtÉ ÎÕÖÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÇÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅ-ÎÉÑ B(�;�) = 1Z0 t��1(1 � t)��1dt = �(�)�(�)(� + �) :äÌÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ �;� ÆÏÒÍÕÌÁ (3) ÏÓÔÁÅÔÓÑ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÊ É ÓÉÌÕÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ.éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (3) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ g(ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÏÊ ÎÁ �ÏÌÕÏÓÉ x > )(g � ��) � �� = g � (�� � ��) = g � ��+�: (4)ðÒÉ � = �� ÏÔÓÀÄÁ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ É ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ �ÏÒÑÄËÁ | ×ÚÁÉÍÎÏÏÂÒÁÔÎÙÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ. äÁÌÅÅ, ÉÚÆÏÒÍÕÌÙ (4) ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ d�dx� � dgdx� = d�+gdx�+ (5)�ÒÉ ÌÀÂÙÈ � É .ïÔÍÅÔÉÍ ÅÝÅ ÄÒÕÇÉÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ ÆÏÒÍÕÌÙ (3). úÁÍÅÎÑÑ × ÎÅÊ � ÎÁ ��,ÍÏÖÅÍ ÎÁ�ÉÓÁÔØ: d�dx�  x��1+�(�)! = x����1+�(� � �) : (6)÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �ÒÉ � = 1 ÉÍÅÅÍ:d�dx� �(x) = x��+�(�� + 1) : (60)åÓÌÉ × ÆÏÒÍÕÌÅ (6) � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÌÙÍ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÉÌÉ ÎÕÌÅÍ,� = �k, ÔÏ ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏd�dx� �Æ(k)(x)� = x�k���1+�(�k � �) : (7)



136 çì. I. ðòïó�åêûéå ó÷ïêó�÷á ïâïâýåîîùè æõîëãéê [5ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ � � � = �k Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÌÙÍ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍÞÉÓÌÏÍ ÉÌÉ ÎÕÌÅÍ, ÔÏ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (6) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏd�dx�  x��k�1+�(� � k)! = Æ(k)(x): (8)ðÒÉÍÅÒÙ. 1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅáÂÅÌÑ g(x) = 1�(1 � �) xZ0 f(�)d�(x � �)� : (9)úÄÅÓØ g | ÚÁÄÁÎÎÁÑ, f | ÉÓËÏÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ.÷ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ1) ÞÉÓÌÏ � �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÍÅÎØÛÉÍ 1; ÜÔÏÕÓÌÏ×ÉÅ ÏÂÅÓ�ÅÞÉ×ÁÅÔ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ. ïÄÎÁËÏÍÙ × ÜÔÏÍ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÉ ÎÅ ÎÕÖÄÁÅÍÓÑ, ÔÁË ËÁË �ÒÉ ÌÀÂÏÍ � ÍÏÖÅÍ�ÏÎÉÍÁÔØ �ÒÁ×ÕÀ ÞÁÓÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (9) ËÁË ÉÎÔÅÇÒÁÌ �ÏÒÑÄËÁ �=��+1ÏÔ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f , Ô. Å. ËÁË Ó×ÅÒÔËÕg(x) = f(x) � ��: (90)äÌÑ �ÏÌÕÞÅÎÉÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ f ÞÅÒÅÚ g ÎÕÖÎÏ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, �ÒÉ-ÍÅÎÉÔØ Ë �ÏÓÌÅÄÎÅÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ �ÏÒÑÄËÁ �. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,f(x) = d�dx� g(x). òÅÛÅÎÉÅ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ Ó×ÅÒÔËÏÊ Ó ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏÍ ���:g(x) � ��� = (f(x) � ��) � ��� = f(x) � (�� � ���) == f(x) � Æ = f(x): (10)ðÕÓÔØ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, 0 < � < 1; ÔÏÇÄÁ �� �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÏÂÙÞÎÏÊÆÕÎË�ÉÉ 1�(1��)x��+ É ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (9') ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ (9). ÷ ÜÔÏÍÓÌÕÞÁÅ �� = � � 1 É ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ ��� ÓÉÎÇÕÌÑÒÅÎ, ÔÁË ÞÔÏ, ×ÏÏÂÝÅÇÏ×ÏÒÑ, ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (9) ÎÅ �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ Ë ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ.åÓÌÉ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ g(x) ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕ-ÅÍÁ, ÔÏ ÚÁ�ÉÓØ ÒÅÛÅÎÉÑ × ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÅ ÕÖÅ ×ÏÚÍÏÖÎÁ. éÍÅÎÎÏ,ÍÙ ÉÍÅÅÍ:g(x) � ���1 = g(x) � ddx�� = ddxg(x) � �� = 1�(�) xZ0 g0(�)d�(x � �)1�� ;1)óÍ. ç. í. æÉÈÔÅÎÇÏÌØ�, ëÕÒÓ, Ô. III, �. 592, ÓÔÒ. 290 (ÓÌÕÞÁÊ � = 1=2).



5℄ x 5. ó÷åò�ëá ïâïâýåîîùè æõîëãéê 137Ô. Å. f(x) = 1�(�) xZ0 g0(�)d�(x � �)1�� : (11)æÏÒÍÕÌÁ (11) ÄÌÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ � = 12 É ÂÙÌÁ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ �ÏÌÕÞÅÎÁ áÂÅÌÅÍ�ÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (9).2. íÎÏÇÉÅ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ×ÙÒÁÖÅÎÙ ËÁË �ÒÏÉÚ-×ÏÄÎÙÅ ÄÒÏÂÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. äÌÑ ÇÉ�ÅÒÇÅÏÍÅ-ÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ1) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ Ä×Á ÔÁËÉÈ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ. çÉ�ÅÒÇÅÏÍÅ-ÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ F (�;�;;x) Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ �ÒÉ Re >Re �>0 É jxj<1ËÁË ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ×ÉÄÁ:F (�;�;;x) = �()�(�)�( � �) 1Z0 t��1(1 � t)���1(1 � tx)��dt: (12)ðÒÉ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ �; ( 6= 0;�1;�2; : : :) É jxj < 1 ÏÎÁÏ�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ, Ô. Å. ËÁË ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÑÜÔÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ (ÓÍ. x 3, n. 8). óÄÅÌÁÅÍ × ÜÔÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÕ! = tx. íÙ �ÏÌÕÞÉÍ:F (�;�;;x) = �()�(�)�( � �)x�1 xZ0 !��1(1 � !)��(x � !)���1d!;(13)ÜÔÕ ÆÏÒÍÕÌÕ ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ×ÉÄÅ:x�1�() F (�;�;;x) = d��dx��  x��1+ (1 � x)��+�(�) ! : (14)�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÆÕÎË�ÉÑ x�1�() F (�;�;;x) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ �ÏÒÑÄ-ËÁ � �  ÏÔ ÆÕÎË�ÉÉ x��1+ (1�x)��+�(�) . üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ÔÁËÖÅ × ×ÉÄÅÆÏÒÍÕÌÙ x�1�() F (�;�;;x) = x���1+�( � �) � x��1+ (1 � x)��+�(�) : (15)1)óÍ. ç. í. æÉÈÔÅÎÇÏÌØ�, ëÕÒÓ, Ô. II, 1948, �. 495, ÓÔÒ. 793.



138 çì. I. ðòïó�åêûéå ó÷ïêó�÷á ïâïâýåîîùè æõîëãéê [5äÒÕÇÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ÇÉ�ÅÒÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ × ×ÉÄÅ �ÒÏ-ÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÄÒÏÂÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÓÄÅÌÁÔØ × ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ (12)�ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÕ ! = x(1�t)1�tx . íÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏF (�;�;;x) == �()(1 � x)�����(�)�( � �)x�1 xZ0 !���1(1 � !)��(x � !)��1d!: (16)éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ,x�1(1 � x)�+���() F (�;�;;x) = d��dx�� "x���1+ (1 � x)��+�( � �) # : (17)óÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ÆÏÒÍÕÌÙ (14) É (17), ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÉÚ×ÅÓÔÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕF (�;�;;x) = (1 � x)����F ( � �; � �;;x): (18)ìÀÂÏ�ÙÔÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÄÌÑ ÇÉ�ÅÒÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ×Ù-ÔÅËÁÀÔ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (5), Ô. Å. ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙd�dx� �dgdx� = d�+gdx�+ : (19)÷ÏÚØÍÅÍ ÏÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (14) �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ �ÏÒÑÄËÁ �Æ. íÙ �ÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏd�Ædx�Æ �x�1�() F (�;�;;x)� = d���Ædx���Æ "x��1+ (1 � x)��+�(�) # == x+Æ�1�( + Æ)F (�;�;;x): (20)åÓÌÉ ÉÚÏÂÒÁÚÉÔØ ÜÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï × ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ, ÔÏ ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ:F (�;�; + Æ;x) == �( + Æ)�()�(Æ)x+Æ�1 xZ0 !�1F (�;�;;x)(x � !)Æ�1d! == �( + Æ)�()�(Æ) 1Z0 !�1(1 � !)Æ�1F (�;�;;x!)d!: (21)



5℄ x 5. ó÷åò�ëá ïâïâýåîîùè æõîëãéê 139üÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ×ÅÒÎÁ �ÒÉ ×ÓÅÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ �;�;;Æ, ÅÓÌÉ �ÏÎÉÍÁÔØ ÉÎÔÅ-ÇÒÁÌ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ËÁË ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÏ×ÁÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÉÎÔÅ-ÇÒÁÌÁ (x 3, n. 8).ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ (14) É (17) ÇÉ�ÅÒÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÊ × ×É-ÄÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÄÒÏÂÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ �ÏÚ×ÏÌÑÀÔ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÓÌÕÞÁÉ, ×ËÏÔÏÒÙÈ ÜÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÉÌÉ ÖÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ,ÕÍÎÏÖÅÎÎÙÍ ÎÁ (1 � x)p.ðÕÓÔØ � | ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÅ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ ÉÌÉ ÎÕÌØ, � = �k. �ÏÇÄÁx��1�(�) = Æ(k)(x). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÆÏÒÍÕÌÁ (14) �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄx�1F (�;�k;;x)�() = d�k�dx�k� �(1 � x)��Æ(k)(x)�: (22)îÏ ÆÕÎË�ÉÑ1) (1 � x)��Æ(k)(x) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÅÊ Æ-ÆÕÎË�ÉÉ É ÅÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ:(1 � x)��Æ(k)(x) = kXr=0(�1)rCrk �(� + r)�(�) Æ(k�r)(x): (23)ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (7) d�k�dx�k� �Æ(k�r)(x)� = xr+�1�(r + ) :÷ÎÏÓÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ (1 � x)��Æ(k)(x) × ÆÏÒÍÕÌÕ (22), ×Ù�ÏÌÎÑÑ ÄÉÆ-ÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ É ÓÏËÒÁÝÁÑ ÎÁ x�1�() , ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ:F (�;�k;;x) = kXr=0(�1)rCrk �(� + r)�(�) �()�( + r)xr (24)(�ÒÉ ÜÔÏÍ  ÎÅ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ �ÅÌÙÍ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÉÌÉ ÎÕÌÅÍ).íÎÏÇÏÞÌÅÎ F (�;�n;;x) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ñËÏÂÉ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ-ÓÑ G(�;�n;;x). éÚ ÆÏÒÍÕÌ (18) É (24) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ � � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÌÙÍ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÉÌÉ ÎÕÌÅÍ,  � � = �n,ÇÉ�ÅÒÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ×ÉÄ:F (�; + n;;x) = (1 � x)���nG( � �;�n;;x):1)ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ: ÔÁË ËÁË Æ(k)(x) ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÏ× ÎÕÌÅ, ÔÏ (1 � x)�� ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ,ÒÁ×ÎÏÊ (1 � x)�� × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÕÌÑ.



140 çì. I. ðòïó�åêûéå ó÷ïêó�÷á ïâïâýåîîùè æõîëãéê [5éÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á F (�;�;;x) = F (�;�;;x) ×ÙÔÅËÁÀÔ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÅ×, ËÏÇÄÁ � ÉÌÉ  � � Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÅÌÙÍÉ ÏÔÒÉ-�ÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ ÉÌÉ ÎÕÌÑÍÉ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÇÉ�ÅÒÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ËÁË ÆÕÎË�ÉÀÏÔ . éÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (14) ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÏÓÏ-ÂÅÎÎÏÓÔØ, ÅÓÌÉ  Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÌÙÍ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÉÌÉ ÎÕÌÅÍ.æÕÎË�ÉÑ �() ÉÍÅÅÔ �ÒÉ  = �n �ÏÌÀÓ Ó ×ÙÞÅÔÏÍ (�1)nn! . åÓÌÉ � ÉÌÉ �ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÅÌÙÍÉ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ ÉÌÉ ÎÕÌÑÍÉ, ÎÁ�ÒÉ-ÍÅÒ � =�m, �ÒÉÞÅÍ m<n, ÔÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÓËÁÚÁÎÎÏÍÕ ×ÙÛÅ, ÇÉ�ÅÒÇÅÏÍÅ-ÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ×ÙÒÏÖÄÁÅÔÓÑ × ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ. åÓÌÉ ÖÅ ÜÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÎÅ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ, ÔÏ ÇÉ�ÅÒÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÁÑ ËÁËÆÕÎË�ÉÑ ÏÔ , ÉÍÅÅÔ �ÏÌÀÓ Ó ×ÙÞÅÔÏÍ(�1)nxn+1n! d�+ndx�+n  x��1+ (1 � x)��+�(�) ! == (�1)nxn+1n! dn+1�(�;�;1;x)dxn+1 : (25)òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÂÅÓÓÅÌÅ×Ù ÆÕÎË�ÉÉ1) É �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÀup=2Jp (pu) ÔÁËÖÅ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÄÒÏÂÎÏÇÏ �ÏÒÑÄ-ËÁ ÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ. æÕÎË�ÉÑ Jp(z) ÉÍÅÅÔ �ÒÉ Re p > �12ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ:Jp(z) = 2� z2�p��p + 12�p� 1Z0 (1 � t2)p� 12 osztdt: (26)äÌÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ p ÜÔÏÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÍÏÖÎÏ �ÏÎÉÍÁÔØ × ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÏ×ÁÎÎÏÍÓÍÙÓÌÅ. ðÏÌÁÇÁÑ ÚÄÅÓØ zt = !, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ:Jp(z) = 2(2z)p��p + 12�p� zZ0 (z2 � !2)p� 12 os!d!; (27)ÉÌÉ 2pp�up=2Jp �pu� = uZ0 (u � v)p� 12��p + 12� ospvpv dv: (28)üÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ×ÉÄÅ:2pp�up=2Jp �pu� = d�p� 12du�p� 12 �ospupu � : (29)1)óÍ. ÷. é. óÍÉÒÎÏ×, ëÕÒÓ, Ô. III, Þ. 2, 1951, ÇÌ. 6, x 2.



1℄ x 6. æõîäáíåî�áìøîùå òåûåîéñ õòá÷îåîéê 141÷ÏÚØÍÅÍ ÏÔ ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÅÊ ÜÔÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ �ÏÒÑÄËÁ�q � 1; ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ:d�q�1du�q�1 h2pp�up=2Jp �pu�i = d�p�q� 32du�p�q� 32 �ospupu � == 2p+q+1p�u p+q+12 Jp+q+1 �pu� : (30)úÁ�ÉÓÙ×ÁÑ ÜÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï × ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ, ÍÙ ÎÁÈÏÄÉÍ:2q+1u p+q+12 Jp+q+1 �pu� = uZ0 vp=2Jp �pv� (u � v)q�(q + 1)dv: (31)ðÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ u = x2, v = x2 sin� �ÒÉ×ÏÄÉÔ ÆÏÒÍÕÌÕ (31) Ë ×ÉÄÕJp+q+1(x) = xq+1�(q + 1)2q �2Z0 Jp(xsin�)sinp+1 � os2q+1 �d�: (32)üÔÏÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ óÏÎÉÎÁ, ÔÁË ËÁË î. ñ. óÏÎÉÎÄÏËÁÚÁÌ ÆÏÒÍÕÌÕ (32) ÄÌÑ �ÅÌÙÈ p É q, p > 0;q > 0.x 6. æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×-ÎÅÎÉÊ Ó �ÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ1. æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ. ðÕÓÔØ ÄÁÎÌÉÎÅÊÎÙÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ L� ��x1 ; : : : ; ��xn� �ÏÒÑÄËÁ 2m Ó�ÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ L0 ÅÇÏ ÇÌÁ×ÎÕÀ ÞÁÓÔØ,Ô. Å. ÞÁÓÔØ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ ÔÏÌØËÏ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ �ÏÒÑÄËÁ 2m. ï�ÅÒÁÔÏÒ LÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ �ÒÉ ÚÁÍÅÎÅ × L0 ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÄÉÆ-ÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÏ× ��x1 ; : : : ; ��xn ÞÉÓÌÁÍÉ !1; : : : ;!n ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎL0(!1; : : : ;!n), ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÊÓÑ × ÎÕÌØ �ÒÉ ! = (!1; : : : ;!n) 6= 0.íÙ ÄÏÌÖÎÙ ÒÅÛÉÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅL� ��x1 ; : : : ; ��xn�u(x1; : : : ;xn) = Æ(x1; : : : ;xn): (1)ðÒÉÍÅÎÉÍ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÍÅÔÏÄ.1Æ. íÙ ÚÁÍÅÎÑÅÍ Æ-ÆÕÎË�ÉÀ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ ÕÒÁ×-ÎÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÅÊ 2r�
n�(�+n2 ) , ËÏÔÏÒÁÑ ÒÁ×ÎÁ ÄÅÌØÔÁ-ÆÕÎË�ÉÉ �ÒÉ � = �n(x 3, n. 9, (9)).



142 çì. I. ðòïó�åêûéå ó÷ïêó�÷á ïâïâýåîîùè æõîëãéê [12Æ. æÕÎË�ÉÀ 2r�
n�( �+n2 ) ÒÁÚÌÁÇÁÅÍ ÎÁ �ÌÏÓËÉÅ ×ÏÌÎÙ, Ô. Å. �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÌÑÅÍ ÅÅ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (4) n. 10 x 3, ËÁË ÓÒÅÄÎÅÅ �Ï ×ÓÅÍÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑÍ ! = (!1; : : : ;!n) ÏÔ ÆÕÎË�ÉÊ ×ÉÄÁ Cj!1x1 + : : :+ !nxnj� ÉÒÅÛÁÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÄÌÑ �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ×ÉÄÁ j!1x1 + : : : + !nxnj�, ÞÔÏ ÕÖÅÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ.éÔÁË, ÚÁÍÅÎÑÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (1) ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍL� ��x1 ; : : : ; ��xn�u = 2r�
n���+n2 � ; (2)ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (1) �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ �ÒÉ � = �n.ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÔÅ�ÅÒØ �ÒÁ×ÕÀ ÞÁÓÔØ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ (4) n. 10 x 3 × ×ÉÄÅ2r�
n���+n2 � = 1
n� n�12 ���+12 � Z
 j!1x1 + : : : + !nxnj�d
: (3)åÓÌÉ ÎÁÊÔÉ ÒÅÛÅÎÉÅ v ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑL� ��x1 ; : : : ; ��xn�v = j!1x1 + : : : + !nxnj�
n� n�12 ���+12 � ; (4)ÚÁ×ÉÓÑÝÅÅ ÔÏÌØËÏ ÏÔ � = !1x1 + : : : + !nxn, ÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (2)ÚÁ�ÉÛÅÔÓÑ × ×ÉÄÅu(x1; : : : ;xn) = Z
 v(!1x1 + : : : + !nxn)d
:òÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (4) Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅ-ÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ. �ÁË ËÁË ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ v(�)=v(!1x1+: : :+!nxn)��xk = !k dd� ;ÔÏ, �ÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÆÕÎË�ÉÀ v(�) × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (4), ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÏÂÙËÎÏ×ÅÎ-ÎÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ �ÏÒÑÄËÁ 2m:L�!1 dd� ; : : : ;!n dd��v = j�j�
n� n�12 ���+12 � : (5)ðÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, �ÏÍÉÍÏ �, ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ �, Á ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙÓÌÅ×Á ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ !1; : : : ;!n. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÒÅÛÅÎÉÅ v ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ �, � É!. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÉÓÁÔØ:v = v!(�;�):



1℄ x 6. æõîäáíåî�áìøîùå òåûåîéñ õòá÷îåîéê 143ðÕÓÔØ G(�;!) ÅÓÔØ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (5), Ô. Å.ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑL�!1 dd� ; : : : ;!n dd��G(�;!) = Æ(�):�ÏÇÄÁ v!(�;�) = 1
n� n�12 ���+12 � 1Z�1 G(� � �;!)j�j�d� (6)É u(x1; : : : ;xn) = Z
 v!(!1x1 + : : : ;+!nxn;�)d
: (7)þÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÉÔØ ÉÓËÏÍÏÅ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÎÕÖÎÏ �ÏÌÏÖÉÔØ× �ÏÓÌÅÄÎÉÈ ÆÏÒÍÕÌÁÈ � = �n.ïÓÏÂÅÎÎÏ �ÒÏÓÔÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ × ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÞÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁÉÚÍÅÒÅÎÉÊ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅj�j����+22 � ������=�n = CÆ(n�1)(�)É, ÚÎÁÞÉÔ, v!(�;�n) = C �n�1G(�;!)��n�1 : (8)�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÞÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÉÚÍÅÒÅÎÉÊ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØ-ÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÏ ××ÉÄÅ u(x1; : : : ;xn) = C1 Z
 �n�1d�n�1G(�;!)d
: (9)úÄÅÓØ � = !1x1 + : : : + !nxn, Á G(�;!) ÅÓÔØ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅ-ÎÉÅ ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ó ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔØÀL�!1 dd� ; : : : ;!n dd��. íÏÖÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏC1 = (�1)n�12
n(2�)n�12 � 1 � 3 : : : (n � 2) :óÔÒÏÇÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ Ó×ÅÒÔËÉ × ÆÏÒÍÕÌÅ (6) É ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÉÎÔÅ-ÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ × ÆÏÒÍÕÌÅ (7) ÎÕÖÄÁÀÔÓÑ × ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ. ðÒÑÍÏÊ �ÕÔØ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ |�ÏÌÕÞÅÎÉÅ ÆÏÒÍÕÌ ÄÌÑ G(�;!) × Ñ×ÎÏÍ ×ÉÄÅ. ÷ÍÅÓÔÏ ÜÔÏÇÏ ÍÙ ÚÄÅÓØ, ÏÂÈÏÄÑ ×Ï�ÒÏÓ Ï



144 çì. I. ðòïó�åêûéå ó÷ïêó�÷á ïâïâýåîîùè æõîëãéê [1ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ Ó×ÅÒÔËÉ (6), �ÒÉ×ÅÄÅÍ ÄÒÕÇÏÊ Ó�ÏÓÏÂ �ÏÌÕÞÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ v! (P!ixi),ÎÅ ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÊ ÓÏÍÎÅÎÉÊ × ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÅÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ �Ï ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÅ.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ v(�) ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ�ÁÒÁÍÅÔÒÏ×, ÔÏ ÅÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ �Ï � ÔÁËÖÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔÜÔÉÈ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× (ÓÍ. x 2). äÁÌÅÅ, ÅÓÌÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ v(�) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ L�v(�)=f(�) (L� |ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ Ó �ÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ-�ÉÅÎÔÁÍÉ), ÔÏ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ !(�)= dv(�)d� Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ L�!(�)= df(�)d� .ïÔÍÅÔÉÍ ÅÝÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ v�(�) É f�(�) ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ ÚÁ×ÉÓÑÔÏÔ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ � É �ÒÉ � 6= �0 (× ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ �0) v�(�) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ L�v�(�) = f�(�), ÔÏ v�0 (�) ÂÕÄÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ L�v�0 (�) = f�0(�).ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ Re � > 0. �ÏÇÄÁ �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (5) |ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÏÔ �, É ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ × ÓÉÌÕ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÔÅÏÒÅÍÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ. äÁÌÅÅ, �ÒÉ Re �>0 �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ É ÏÔ �, �ÏÜÔÏÍÕv ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ �. îÁËÏÎÅ�, ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (5), ÓÔÏÑÝÉÅ × ÌÅ×ÏÊÞÁÓÔÉ, ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ! �P!2i = 1�, �ÒÉÞÅÍ ÍÏÄÕÌØ ÓÔÁÒÛÅÇÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁL0(!1; : : : ;!n), × ÓÉÌÕ ÜÌÌÉ�ÔÉÞÎÏÓÔÉ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÉÍÅÅÔ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊÍÉÎÉÍÕÍ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, v ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ É ÏÔ !. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, v ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ! É � ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ × ÓÍÙÓÌÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ.úÁÍÅÔÉÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ �ÒÉ Ä×ÕËÒÁÔÎÏÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÉ �Ï � �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (5) ×ÏÓ�ÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÓÑ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ 2�) Ó ÉÎÄÅËÓÏÍ, ÎÁ Ä×ÅÅÄÉÎÉ�Ù ÍÅÎØÛÉÍ, ÅÓÌÉ ÔÏÌØËÏ � 6= 0. ÷ ÓÉÌÕ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÚÁÍÅÞÁÎÉÊ ÍÙ ÍÏÖÅÍÎÁÊÔÉ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ ÚÁ×ÉÓÑÝÅÅ ÏÔ ! ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (5) �ÒÉ ×ÓÅÈ � ÍÎÏÇÏËÒÁÔÎÙÍÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ ÒÅÛÅÎÉÑ v!(�;�) ÄÌÑ Re � > 0 É, ÅÓÌÉ ÎÕÖÎÏ, �ÒÅÄÅÌØÎÙÍ�ÅÒÅÈÏÄÏÍ.÷ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÞÅÔÎÏÇÏ n ÎÕÖÎÏ ÎÁÞÁÔØ Ó ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ v!(�;�) �ÒÉ � = 1.ðÏÓÌÅ Ä×ÕËÒÁÔÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑÆÕÎË�ÉÑ G(�;!), ÔÁË ËÁË �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (5) �ÒÉ � = �1 ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ ÓÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ × Æ(�). äÁÌØÎÅÊÛÉÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍÆÏÒÍÕÌÕ (8).÷ ÓÌÕÞÁÅ ÞÅÔÎÏÇÏ n ÍÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÒÅÛÅÎÉÅ v!(�;�) �ÒÉ ÍÁÌÙÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ �,ÚÁÔÅÍ Ä×ÁÖÄÙ �ÒÏÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍ ÅÇÏ �Ï �, ÒÁÚÄÅÌÉÍ ÎÁ � É ÕÓÔÒÅÍÉÍ � Ë ÎÕÌÀ.÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (5), ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÀ � = �2.äÁÌØÎÅÊÛÉÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ �ÏÌÕÞÉÍ v!(�;�) �ÒÉ � = �4;�6; : : :òÁÚÂÅÒÅÍ ÂÏÌÅÅ �ÏÄÒÏÂÎÏ ÓÌÕÞÁÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÄÉÆ-ÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ L(= L0). ïÂÙËÎÏ×ÅÎÎÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÅÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (5) × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÒÉÏÂÒÅÔÁÅÔ ×ÉÄL(!1; : : : ;!n)v(2m)(�) = j�j�
n� n�12 ���+12 �É, ÚÎÁÞÉÔ, v(2m)(�) = j�j�
n� n�12 ���+12 �L(!1; : : : ;!n) :äÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ v(�), ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ 2m ÒÁÚ �ÒÏÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÔØ�ÒÁ×ÕÀ ÞÁÓÔØ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ. ëÁË ÍÙ �ÏËÁÚÁÌÉ × x 3, n. 4,ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÞÉÔÁÔØ ÒÁ×ÎÙÍv(�) = 1
n� n�12 ���+12 �L(!1; : : : ;!n) � j�j�+2m(� + 1) : : :(� + 2m) + Q�(�)� ;



1℄ x 6. æõîäáíåî�áìøîùå òåûåîéñ õòá÷îåîéê 145ÇÄÅ Q�(�) = mXk=1 �2m�2k(2k � 1)!(2m � 2k)!(� + 2k) :�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÒÅÛÅÎÉÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑL� ��x1 ; : : : ; ��xn�u = 2r�
n���+n2 �ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊu(x1; : : : ;xn) = 1
n� n�12 ���+12 � �� Z
 � j!1x1 + : : : + !nxnj�+2m(� + 1) : : : (� + 2m) + Q��X!kxk�� d
L(!1 : : :!n) : (10)÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �ÒÉ � = �n �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÏÄ-ÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ �ÏÒÑÄËÁ 2m.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÁË ËÁË ÉÎÔÅÇÒÁÌ �Ï ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÅ 
 ÏÔ ËÁÖÄÏÇÏÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ × ×ÙÒÁÖÅÎÉÉ Q�� nPk=1!kxk� Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÓÔÅ�ÅÎÉÍÅÎØÛÅ 2m É �ÏÜÔÏÍÕ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ L� ��x1 ; : : : ; ��xn�u = 0,ÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ × ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ×ËÌÀÞÉÔØ ÔÏÌØËÏ ÔÏ ÓÌÁÇÁ-ÅÍÏÅ ÜÔÏÇÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÕÖÎÏ, ÞÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÅÉÍÅÌÁ �ÏÌÀÓÁ �ÒÉ � = �n, ÏÔÂÒÏÓÉ× ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ.òÁÚÂÅÒÅÍ ÂÏÌÅÅ �ÏÄÒÏÂÎÏ ×ÉÄ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ. ðÒÉ ÜÔÏÍÂÕÄÅÍ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÏÔÄÅÌØÎÏ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ �ÏÒÑÄÏË ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÎÅ ÍÅÎØÛÅÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, Ô. Å. 2m > n, É ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ 2m < n.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ �ÅÒ×ÙÊ ÓÌÕÞÁÊ 2m > n. ðÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÒÁÚÌÉÞÁÔØÅÝÅ ÓÌÕÞÁÊ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÅÞÅÔÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n É ÓÌÕÞÁÊ ÞÅÔÎÏÇÏ n.ðÒÉ n ÎÅÞÅÔÎÏÍ É 2m > n �ÒÅÄÅÌØÎÙÊ �ÅÒÅÈÏÄ × ÆÏÒÍÕÌÅ (10) ÄÁÅÔ ÄÌÑÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅu(x1; : : : ;xn) = (�1)n�124(2�)n(2m � n)! Z
 j!1x1 + : : : + !nxnj2m�nL(!1; : : : ;!n) d
: (11)íÎÏÇÏÞÌÅÎ Q�(�) ÚÄÅÓØ ÏÔÂÒÏÛÅÎ, ÔÁË ËÁË ÄÌÑ �ÒÅÄÅÌØÎÏÇÏ �ÅÒÅÈÏÄÁ ÏÎÎÅ ÎÕÖÅÎ.÷ ÓÌÕÞÁÅ ÞÅÔÎÏÇÏ n É 2m > n �ÒÉ � = �n ÄÌÑ �ÏÌÕÞÅÎÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏÚÎÁÞÅÎÉÑ �ÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÄÏÂÁ×ÌÑÔØ Ë ÆÕÎË�ÉÉ jP!kxkj�+2m(�+1):::(�+2m) ÔÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ



146 çì. I. ðòïó�åêûéå ó÷ïêó�÷á ïâïâýåîîùè æõîëãéê [1ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Q� (P!kxk), ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ1�+n , Á ÉÍÅÎÎÏ �2m�n(n�1)!(2m�n)!(�+n) . ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÕÍÍÁj�j�+2m(� + 1) : : : (� + 2m) + ��n+2m(n � 1)!(2m � n)!(� + n)�ÒÉ � ! �n ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë � �2m�n ln j�j(n�1)!(2m�n)! , É ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ:u(x1; : : : ;xn) = (�1)n2�1(2�)n(2m � n)! �� Z
 (!1x1 + : : : + !nxn)2m�n ln j!1x1 + : : : + !nxnjL(!1; : : : ;!n) d
: (12)úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÏÇÄÁ �ÏÒÑÄÏË ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ �Ï ÓÆÅÒÅ ÓÈÏÄÑÔÓÑ, É ÆÕÎË�ÉÑ çÒÉÎÁ �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÏÂÙÞÎÕÀ (ÎÅÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ) ÆÕÎË�ÉÀ ÏÔ x1;x2; : : : ;xn,ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÕÀ × ÔÏÞËÅ x1 = x2 = : : : = xn = 0.ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÓÌÕÞÁÑÍ, ËÏÇÄÁ �ÏÒÑÄÏË ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÍÅÎØÛÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á (2m < n).÷ ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈj�j�+2m���+12 � ������=�n = (�1)n�12 �n�12 �!(n � 2m � 1)! Æn�2m�1(x)ÄÌÑ ÎÅÞÅÔÎÏÇÏ n É j�j�+2m���+12 � ������=�n = j�j�n+2m�� 1�n2 �ÄÌÑ ÞÅÔÎÏÇÏ n.ïÔÓÀÄÁ ÄÌÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ �ÒÉ ÎÅÞÅÔÎÏÍ n(2m < n) ×ÙÒÁÖÅÎÉÅu(x1; : : : ;xn) == (�1)n�122(2�)n�1 Z
 Æ(n�2m�1)(!1x1 + : : : + !nxn) d
L(!1; : : : ;!n) (13)É �ÒÉ ÞÅÔÎÏÍ n (2m < n) ×ÙÒÁÖÅÎÉÅu(x1; : : : ;xn) == (�1)n2 (n � 2m � 1)!(2�)n Z
 j!1x1 + : : : + !nxnj�n+2m d
L(!1; : : : ;!n) : (14)



2℄ x 6. æõîäáíåî�áìøîùå òåûåîéñ õòá÷îåîéê 147íÏÖÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ u(x1; : : : ;xn), ×Ù-ÒÁÖÅÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ (11){(14), ×ÓÅÇÄÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÏÂÙÞÎÕÀ(ÎÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ) ÆÕÎË�ÉÀ, �ÒÉÔÏÍ ÏÂÌÁÄÁÀÝÕÀ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊ-ÓÔ×ÁÍÉ: �ÒÉ x 6= 0 ÏÎÁ ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ, Á × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀu(x1; : : : ;xn) = 8><>:O(r2m�n); ÅÓÌÉ n ÎÅÞÅÔÎÏ ÉÌÉÅÓÌÉ n ÞÅÔÎÏ É 2m < n,O(r2m�n lnr); ÅÓÌÉ n ÞÅÔÎÏ É 2m > nÇÄÅ r = pPx2i ; �ÒÉ ÜÔÏÍ × ÓÌÕÞÁÅ 2m > n ÆÕÎË�ÉÑ u(x1; : : : ;xn) ÉÍÅÅÔ× ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÄÏ �ÏÒÑÄËÁ 2m � n � 1.ðÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ L� ��x1 ; : : : ; ��xn� = � �2�x21 + : : : + �2�x2n�m ÅÓÔØ m-Ñ ÉÔÅ-ÒÁ�ÉÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ìÁ�ÌÁÓÁ. íÎÏÇÏÞÌÅÎ L0(!1; : : : ;!n) = �P!2i �m ÎÁÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÅ 
 ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÅÄÉÎÉ�Õ. éÎÔÅÇÒÁÌÙ (8), (10) É (11)ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÔÅ�ÅÒØ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ (3) É �ÒÉ 2m < n, Á ÔÁËÖÅ�ÒÉ n ÎÅÞÅÔÎÏÍ É 2m > n ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁ�ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ u(x) = Cmnr2m�n:åÓÌÉ 2m>n É n ÞÅÔÎÏ, ÔÏ, �ÅÒÅÈÏÄÑ × ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ (12) Ë ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÍËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ:u(x) = C 0mnr2m�n lnr + C 00mnr2m�n:ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÍÏÖÎÏ ÏÔÂÒÏÓÉÔØ, ÔÁË ËÁË ÏÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ �mu = 0.2. æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅL� ��x1 ; ��x2 ; : : : ; ��xn�u(x1; : : : ;xn) = Æ(x1; : : : ;xn); (1)ÇÄÅ L | ÔÁËÏÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÙ ÚÁÍÅÎÉÍ× ÎÅÍ ��xi ÎÁ !i, ÔÏ �ÏÌÕÞÉÍ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ �ÏÌÉÎÏÍ ÓÔÅ�ÅÎÉ m1). íÙ�ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ËÏÎÕÓ L(!1; : : : ;!n) = 0 ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË(ËÒÏÍÅ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ), Ô. Å. ÞÔÏ �ÒÉ L(!1; : : : ;!n) = 0 É P!2j 6= 0ÇÒÁÄÉÅÎÔ L(!1; : : : ;!n) ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅL� ��x�u = Æ(x) É ÓÁÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒ L� ��x� ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍÉ.1)÷ n. 1 �ÏÒÑÄÏË Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ L ÏÂÏÚÎÁÞÁÌÓÑ ÞÅÒÅÚ 2m.



148 çì. I. ðòïó�åêûéå ó÷ïêó�÷á ïâïâýåîîùè æõîëãéê [2÷ n. 1 ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÌÉ ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÉÊ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ m ÞÅÔÎÏ É, ÞÔÏÓÁÍÏÅ ÇÌÁ×ÎÏÅ, L(!1; : : : ;!n) 6= 0 �ÒÉ P!2j 6= 0. ÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÅÍ ÖÅ�ÕÔÅÍ ÍÏÖÎÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ �ÒÉÊÔÉ Ë ×ÙÒÁÖÅÎÉÀu(x1; : : : ;xn) = Z
 fmn (Pxi!i)d
L(!1; : : : ;!n) ; (2)ÇÄÅ 
 | ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÓÆÅÒÁ nPi=1!2i = 1, d
 | ÜÌÅÍÅÎÔ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÜÔÏÊÓÆÅÒÙ, Á ÆÕÎË�ÉÑ fmn ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ: ÅÓÌÉ n ÞÅÔÎÏ Ém>n,ÔÏ fmn(x) = (�1)n2�1(2�)n(m � n)!xm�n ln jxj; (3)ÅÓÌÉ n ÞÅÔÎÏ É m < n, ÔÏfmn(x) = (�1)n2+m(n �m � 1)!(2�)n xm�n; (4)ÅÓÌÉ n ÎÅÞÅÔÎÏ É m > n, ÔÏfmn(x) = (�1)n�124(2�)n�1(m � n)!xm�n sgnx; (5)ÅÓÌÉ n ÎÅÞÅÔÎÏ É m < n, ÔÏfmn(x) = (�1)n�122(2�)n�1 Æ(n�m�1)(x): (6)îÏ ÔÅ�ÅÒØ ÉÎÔÅÇÒÁÌ (2), ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ, �ÏÓËÏÌØËÕÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÅ 
 ÉÍÅÅÔÓÑ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ P , ÎÁËÏÔÏÒÏÍ L(!1; : : : ;!n) = 0.ïÄÎÁËÏ, ÅÓÌÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒ L ÒÅÇÕÌÑÒÅÎ É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ-ÚÉÅ P ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË, ÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ (2) ÍÏÖÎÏ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÉÒÏ×ÁÔØÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:u(x1; : : : ;xn) = Z
 fmn (Pxi!i)L(!1; : : : ;!n)d
 = lim"!0u"(x1; : : : ;xn);ÇÄÅ u"(x1; : : : ;xn) = Z
" fmn (Pxi!i)d
L(!1; : : : ;!n) : (7)



2℄ x 6. æõîäáíåî�áìøîùå òåûåîéñ õòá÷îåîéê 149úÄÅÓØ ÞÅÒÅÚ 
" ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÅÈ ÔÏÞÅË ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÅ,ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ jL(!1; : : : ;!n)j > ".îÁÍ ÎÁÄÏ �ÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÅÄÅÌ ÄÌÑÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ u", Ô. Å. ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÉÎÉÔÎÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ' ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÅÄÅÌlim"!0(u";'(x1; : : : ;xn)) = (u;'(x1; : : : ;xn)):úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ fmn (Pxi!i) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ �Ï ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÆÏÒ-ÍÕÌ (3){(6), ÔÏ (fmn;') Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎË-�ÉÅÊ ÏÔ !1; : : : ;!n. üÔÏ �ÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÏÊ ÚÁÍÅÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ × ÉÎ-ÔÅÇÒÁÌÅ, ×ÙÒÁÖÁÀÝÅÍ (fmn;'), �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÏÔ !1; : : : ;!n× ÁÒÇÕÍÅÎÔ '.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ (fmn (Pxi!i) ;') ÞÅÒÅÚ r(!1; : : : ;!n) É �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÅÄÅÌ lim"!0Z
" r(!1; : : : ;!n)d
L(!1; : : : ;!n) = (u;'):þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÜÔÏ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ r(!1; : : : ;!n) × ×ÉÄÅ r = nPi=1ri, ÇÄÅÆÕÎË�ÉÑ ri(!1; : : : ;!n) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ É ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ ×ÎÕÌØ ×ÎÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ Si. îÁÄÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙÌÉÛØ ÄÌÑ ÔÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ ri, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÏÂÌÁÓÔÉ Si �ÅÒÅÓÅËÁ-ÅÔÓÑ Ó ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ P , ÇÄÅ L(!1; : : : ;!n) = 0. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÏÖÎÏ�ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ ri(!1; : : : ;!n), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁÄÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ �ÒÅÄÅÌÁ lim"!0 R
" rd
� , ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ ×ÎÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÍÁÌÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ A, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÊ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ P . ÷ ÜÔÏÊÔÏÞËÅ, ËÁË É ÎÁ ×ÓÅÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ P , ÇÒÁÄÉÅÎÔ L ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ× ÎÕÌØ. ðÏÜÔÏÍÕ × ÔÏÞËÅ A ÏÄÎÁ ÉÚ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ �L�!i (i = 1;2; : : : ;n) ÎÅÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, × ÔÏÞËÅ A ÍÙ ÉÍÅÅÍ P!2i = 1 É ÈÏÔÑÂÙ ÏÄÎÁ ÉÚ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ !i ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ ÎÕÌÑ. ðÕÓÔØ ÄÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ�L�!1 6= 0 É !n 6= 0. �ÏÇÄÁ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ A ÎÁ P ÍÏÖÎÏ ××ÅÓÔÉÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ L;!2; : : : ;!n�1. ÷ ÜÔÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ d
 ×ÙÒÁÚÉÔÓÑ ××ÉÄÅ d
 = I(L;!2; : : : ;!n�1)dLd!2 : : : d!n�1;



150 çì. I. ðòïó�åêûéå ó÷ïêó�÷á ïâïâýåîîùè æõîëãéê [2ÇÄÅ I(L;!2; : : : ;!n�1) | ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,Z
" ri(!1; : : : ;!n)L(!1; : : : ;!n) d
 == lim"!0Z � � �Z
" ri(L;!2; : : : ;!n�1)I(L;!2; : : : ;!n�1)L dLd!2 : : : d!n�1 == 1Z � � �Z�1 264 ZjLj>" ri(L;!2; : : : ;!n�1)I(L;!2; : : : ;!n�1)dLL 375 �� d!2 : : : d!n�1:�ÁË ËÁË ÉÎÔÅÇÒÁÌ RjLj>" riI dLL �ÒÉ " ! 0 ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÇÌÁ×ÎÏÍÕÚÎÁÞÅÎÉÀ �Ï ëÏÛÉ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÅÄÅÌlim"!0Z
" ri(!1; : : : ;!n)d
L(!1; : : : ;!n) ;Á ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, É �ÒÅÄÅÌlim"!0Z
" r(!1; : : : ;!n)d
L(!1; : : : ;!n) = lim"!0(u";'):íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÑ �Ï ëÏÛÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁZ
 r(!1; : : : ;!n)d
L(!1; : : : ;!n) : (8)ðÏ ËÁÖÄÏÊ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ (8) ÍÙ ÍÏÖÅÍ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ (2)u(x1; : : : ;xn) = Z
 fmn (Pxi!i)d
L(!1; : : : ;!n)ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:(u;'(x1; : : : ;xn)) = Z
 (fmn;')d
L(!1; : : : ;!n) ;



2℄ x 6. æõîäáíåî�áìøîùå òåûåîéñ õòá÷îåîéê 151ÇÄÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌ �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ × ÓÍÙÓÌÅ ÎÁÛÅÊ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÉ.äÌÑ ÎÁÛÉÈ �ÅÌÅÊ ÇÏÄÉÔÓÑ ÌÀÂÁÑ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ (8), �ÏÄÞÉÎÑÀÝÁÑÓÑÔÏÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ r ÉÍÅÅÔ ×ÉÄr(!1; : : : ;!n) = L(!1; : : : ;!n)r1(!1; : : : ;!n);ÇÄÅ r É r1 | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ, ÔÏZ
 r(!1; : : : ;!n)d
L(!1; : : : ;!n) = Z
 r1(!1; : : : ;!n)d
: (9)ä×Å ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÉ, �ÏÄÞÉÎÑÀÝÉÅÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÀ (9), ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ ÎÁÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ: ZP r(!1; : : : ;!n)d�; (10)ÇÄÅ P | ÓÎÏ×Á ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÎÕÌÅÊ �ÏÌÉÎÏÍÁ L(!1; : : : ;!n)=0 ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÅ 
,Á � | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÍÅÒÁ ÎÁ ÜÔÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ.äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÔÁË ËÁË ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ r, ÏÂÒÁÝÁÀÝÅÊÓÑ × ÎÕÌØ ÎÁ ÍÎÏÇÏ-ÏÂÒÁÚÉÉ P , ×ÓÅ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ (8), �ÏÄÞÉÎÑÀÝÉÅÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÀ (9), ÄÁÀÔÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ (�ÏÓËÏÌØËÕ ÔÁËÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅr = r1L), ÒÁÚÎÉ�Á ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÑÍÉ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÚÁ×ÉÓÅÔØ ÎÉ ÏÔ ÚÎÁÞÅÎÉÊÆÕÎË�ÉÉ r(!1; : : : ;!n) ×ÎÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ P , ÎÉ ÏÔ ÚÎÁÞÅÎÉÊ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÅÅ ÎÁ ÓÁÍÏÍÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ P , Á ÚÎÁÞÉÔ, ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ (10).ðÏËÁÖÅÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ Ä×Å ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ (2), �ÏÄÞÉÎÑÀ-ÝÉÅÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÀ (9), ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ ÎÁ ÒÅÛÅÎÉÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑL� ��x1 ; : : : ; ��xn�u = 0:äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÒÁÚÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ ÍÙ ÍÏÖÅÍ �Ï (10)�ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ:s(x1; : : : ;xn) = ZP fmn�Xxi!i�d�:ðÒÉÍÅÎÑÑ Ë �ÏÌÕÞÅÎÎÏÍÕ ×ÙÒÁÖÅÎÉÀ Ï�ÅÒÁÔÏÒ L, ÍÙ ÉÍÅÅÍ:L� ��x1 ; : : : ; ��xn�s(x1; : : : ;xn) = ZP L(!1; : : : ;!n)f(m)mn �Xxi!i�d�;É ÔÁË ËÁË ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÉÄÅÔ �Ï ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ P , ÇÄÅ L(!1; : : : ;!n)= 0, �ÏÓÌÅÄÎÉÊÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ.îÁÍ ÏÓÔÁÌÏÓØ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ (2) ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÄÁÓÔ ÒÅÛÅ-ÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1). äÌÑ �ÒÏ×ÅÒËÉ ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ �ÒÉÍÅÎÉÍ Ë ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ (2)ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ L� ��x1 ; : : : ; ��xn�. íÙ ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ:L� ��x1 ; : : : ; ��xn�u(x1; : : : ;xn) = Z
 f (m)mn �Xxi!i�d
:



152 çì. I. ðòïó�åêûéå ó÷ïêó�÷á ïâïâýåîîùè æõîëãéê [3éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÆÏÒÍÕÌÙ (3){(6) ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ fmn, Á ÔÁËÖÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ Æ-ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ �ÌÏÓËÉÅ ×ÏÌÎÙ (x 3), ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ: ÅÓÌÉ nÞÅÔÎÏ, ÔÏL� ��x1 ; : : : ; ��xn�u(x1; : : : ;xn) == (�1)n2 (n � 1)!(2�)n Z
 �Xxi!i��n d
 = Æ(x1; : : : ;xn);ÅÓÌÉ n ÎÅÞÅÔÎÏ, ÔÏL� ��x1 ; : : : ; ��xn�u(x1; : : : ;xn) == (�1)n�122(2�)n�1 Z
 Æ(n�1)�Xxi!i�d
 = Æ(x1; : : : ;xn):�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ ËÏÎÕÓ L(!1; : : : ;!n) ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË,ÔÏ ÆÏÒÍÕÌÙ (2){(6) ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ×ÙÒÁÖÁÀÔ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑL� ��x�u = Æ(x).3. æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÉÆÆÅ-ÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅP � ��t ; ��x1 ; : : : ; ��xn�u = 0 (1)�ÏÒÑÄËÁ m �Ï �ÅÒÅÍÅÎÎÏÍÕ t.îÅÓËÏÌØËÏ �ÏÚÖÅ ÍÙ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ, ÎÁÌÏÖÅÎÎÙÅ ÎÁÜÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ. íÙ ÓÔÁ×ÉÍ ÓÅÂÅ �ÅÌØÀ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (ÓÍ. x 5, n. 4). éÎÙÍÉ ÓÌÏ-×ÁÍÉ, ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÎÁÊÔÉ ÒÅÛÅÎÉÅ u(t;x), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÍÕÓÌÏ×ÉÑÍu(0;x) = 0; �u(0;x)�t = 0; : : : ; �m�1u(0;x)�t = Æ(x):òÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ ÄÌÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1) �ÒÉ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ÞÉÓÌÅÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÍÙ �ÒÏ×ÅÄÅÍ Ó×ÅÄÅÎÉÅÍ Ë ÚÁÄÁÞÅ ëÏÛÉ ÄÌÑÄ×ÕÈ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ïÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1) ÓÄÅÌÁÅÍÓÌÅÄÕÀÝÅÅ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ: ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒP!� ��t ; ���� = P � ��t ;!1 ��� ; : : : ;!n ���� (2)



3℄ x 6. æõîäáíåî�áìøîùå òåûåîéñ õòá÷îåîéê 153ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÅÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑP!� ��t; ����v! = 0 (3)ÚÁÄÁÞÁ ëÏÛÉ ËÏÒÒÅËÔÎÁ.ðÅÒÅÊÄÅÍ ÔÅ�ÅÒØ Ë ÒÁÚÙÓËÁÎÉÀ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉëÏÛÉ ÄÌÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1).õÞÉÔÙ×ÁÑ, ÞÔÏ Æ(x) = 2r�
n���+n2 � ������=�n(x 3, n. 9), ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÜÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (1)P � ��t ; ��xi�u = 0�ÒÉ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈ�ku�tk ����t=0 = 0 (k = 0;1; : : : ;m � 2);�m�1u�tm�1 ����t=0 = 2r�
n���+n2 � : 9>>>=>>>; (4)òÁÚÌÏÖÉÍ 2r�
n�( �+n2 ) �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ2r�
n���+n2 � = 1
n� n�12 ���+12 � Z
 j!1x1 + : : : + !nxnj�d
:âÕÄÅÍ ÉÓËÁÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1) Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ (4), ×ËÏÔÏÒÙÈ �ÒÁ×ÕÀ ÞÁÓÔØ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÚÁÍÅÎÉÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅÍ1
n� n�12 ���+12 � j!1x1 + : : : + !nxnj�:åÓÌÉ ÉÓËÁÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ × ×ÉÄÅ ÆÕÎË�ÉÉu!(t;�;�) = u!(t;!1x1 + : : : + !nxn;�);ÔÏ ÍÙ �ÒÉÄÅÍ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ Ä×ÕÍÅÒÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅ: ÎÁÊÔÉ ÒÅÛÅÎÉÅ u!(t;�;�)ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (3)P!� ��t ; ����u! = P � ��t ;!1 dd� ; : : : ;!n dd��u! = 0



154 çì. I. ðòïó�åêûéå ó÷ïêó�÷á ïâïâýåîîùè æõîëãéê [3�ÒÉ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ�ku!(t;�;�)�tk ����t=0 = 0 (k = 0;1; : : : ;m � 2);�m�1u!(t;�;�)�tm�1 ����t=0 = 1
n� n�12 ���+12 � j�j�: 9>>>=>>>; (5)éÓËÏÍÏÅ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ ÄÌÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1)�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅu(t;x) = Z
 u!(t;x1!1 + : : : + xn!n;�n)d
: (6)íÙ �ÏÌÏÖÉÌÉ � = �n, �ÏÓËÏÌØËÕ ÉÍÅÎÎÏ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ � ÆÕÎË�ÉÑ2r�
n�( �+n2 ) ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × Æ(x1; : : : ;xn).æÕÎË�ÉÑ u!(t;�;�) × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØ-ÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ G!(t;�) ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ ÄÌÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (3), Á ÉÍÅÎÎÏ:u!(t;�;�) = 1
n� n�12 ���+12 � 1Z�1 G!(t;� � �)j�j�d�: (7)ïÓÏÂÅÎÎÏ �ÒÏÓÔÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ × ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÞÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁÉÚÍÅÒÅÎÉÊ: × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅu!(t;�;�n) = C dn�1d�n�1G!(t;�): (8)�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ u(t;x) ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ ÄÌÑÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1) ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ G!(t;�)ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ ÄÌÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (3) �Ï ÆÏÒÍÕÌÅu(t;x) = 1
n� n�12 ���+12 � Z
 8<: 1Z�1 G!(t;� � �)j�j�d�9=;d!�������=�n ; (9)× ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÞÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÉÚÍÅÒÅÎÉÊ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÂÏÌÅÅ �ÒÏÓÔÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ:u(t;x) = (�1)n�12 �n�12 �!
n� n�12 (n � 1)! Z
 dn�1d�n�1G!(t;�)d
: (10)



3℄ x 6. æõîäáíåî�áìøîùå òåûåîéñ õòá÷îåîéê 155äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÚÄÅÓØ ÎÕÖÎÏ �ÏÎÉÍÁÔØ ËÁË ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×Á-ÎÉÅ × ÓÍÙÓÌÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, Á ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ | ËÁË ÉÎÔÅÇÒÉ-ÒÏ×ÁÎÉÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ ÚÁ×ÉÓÑÝÉÈ ÏÔ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ.ðÏÄÞÅÒËÎÅÍ, ÞÔÏ ÕËÁÚÁÎÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÕÒÁ×-ÎÅÎÉÊ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ËÏÒÒÅËÔÎÁ ÚÁÄÁÞÁ ëÏÛÉ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ�ÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÉÈ É ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ.ðÒÉ ÖÅÌÁÎÉÉ ÏÂÏÊÔÉ ×Ï�ÒÏÓ Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ Ó×ÅÒÔËÉ × ÆÏÒÍÕÌÅ (7) É �ÏÌÕ-ÞÉÔØ ÆÕÎË�ÉÀ v!(t;�;�n) × ÔÁËÏÊ ÆÏÒÍÅ, ÞÔÏÂÙ ÂÙÌÁ ÏÞÅ×ÉÄÎÏÊ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÅÅÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ �Ï ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÅ, ÓÌÅÄÕÅÔ �ÒÏ×ÅÓÔÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ�ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÍ × n. 1 (ÍÅÌËÉÍ ÛÒÉÆÔÏÍ). íÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÎÁ ÜÔÏÍ ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÔØÓÑ.òÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ ÄÌÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ.æÏÒÍÕÌÙ çÅÒÇÌÏÔ�Á{ðÅÔÒÏ×ÓËÏÇÏ. òÁÚÂÅÒÅÍ ÂÏÌÅÅ �ÏÄÒÏÂÎÏ ÓÌÕÞÁÊ ÇÉ-�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ �ÏÒÑÄËÁ <m.ïÄÎÏÒÏÄÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ P � ��t ; ��x� = P � ��t ; ��x1 ; : : : ; ��xn� ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ �ÒÉ ÌÀÂÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ !1; : : : ;!n, P!2j = 1,ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ m-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ vP (v;!1; : : : ;!n) = 0 (11)ÉÍÅÅÔ m ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ É ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ.íÙ ÉÍÅÅÍ ÚÁÄÁÞÕ P � ��t ; ��xi�u = 0 (12)�ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ �ku�tk ����t=0 = 0 (k = 0;1; : : : ;m � 2);�m�1u�tm�1 ����t=0 = 2r�
n���+n2 � : 9>>>=>>>; (13)ëÁË ÍÙ ÕÖÅ ÇÏ×ÏÒÉÌÉ, ÒÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÒÅÛÅÎÉÀÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ:P!� ��t ; ����u! = P � ��t ;!1 ��� ; : : : ;!n ����u! = 0 (14)�ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ �ku!�tk ����t=0 = 0 (k = 0;1; : : : ;m � 2);�m�1u!�tm�1 ����t=0 = j�j�
n� n�12 ���+12 � : 9>>>=>>>; (15)



156 çì. I. ðòïó�åêûéå ó÷ïêó�÷á ïâïâýåîîùè æõîëãéê [3ëÁË ÌÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ (12) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ×ÓÑËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑf (Pxk!k + vjt), ÇÄÅ vj | ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ËÏÒÅÎØ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅ-ÎÉÑ (11). ÷ÓÅ ËÏÒÎÉ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙ É ÒÁÚÌÉÞÎÙ × ÓÉÌÕ ÇÉ-�ÅÒÂÏÌÉÞÎÏÓÔÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (12). òÅÛÅÎÉÅ f (Pxk!k + vjt) �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÏÂÏÊ �ÌÏÓËÕÀ ×ÏÌÎÕ, ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÑÀÝÕÀÓÑ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ �vj .âÕÄÅÍ ÉÓËÁÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ (14){(15) × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÏÄÉÎÁ-ËÏ×ÙÈ �ÌÏÓËÉÈ ×ÏÌÎu!�t;X!kxk� = mXj=1 jf nXk=1xk!k + vjt! ; (16)ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÑÀÝÉÈÓÑ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔÑÍÉ vj . óÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ × ÆÏÒÍÕÌÅ (16)×ÅÄÅÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍ ËÏÒÎÑÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (11). ðÏ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÑÅÍ j É f ÉÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊXj = 0; Xjvj = 0; : : : ; Xjvm�2j = 0; Xjvm�1j = 1;f (m�1)(�) = 1
n� n�12 ���+12 � j�j�: 9>=>;(17)ïÔÓÀÄÁ j = 1(vj � v1) : : : (vj � vj�1)(vj � vj+1) : : : (vj � vm) : (18)äÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ f(�) ÎÕÖÎÏ m � 1 ÒÁÚ �ÒÏÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÔØ j�j�. íÙ�ÏÌÕÞÁÅÍ:f(�) = 1
n� n�12 ���+12 � � j�j�+m�1(sgn�)m�1(� + 1) : : :(� +m � 1) + Q�(�)� ; (19)ÇÄÅ Q�(�) = [m�12 ℄Xk=1 �m�2k�1(2k � 1)!(m � 2k � 1)!(� � 2k) (20)(ÓÒ. x 3, n. 4).



3℄ x 6. æõîäáíåî�áìøîùå òåûåîéñ õòá÷îåîéê 157éÔÁË, × ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ (14) É (15)ÎÁÊÄÅÎÏ × Ñ×ÎÏÍ ×ÉÄÅ:u!�t;X!kxk� = 1
n� n�12 ���+12 � �� mXj=1 j� jP!kxk + vj tj�+m�1 [sgn(P!kxk + vjt)℄m�1(� + 1)(� + 2) : : : (� +m � 1) ++ Q��X!ixi + vjt��; (21)ÇÄÅ j Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ (18), Á Q�(�) | �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ (20).òÅÛÅÎÉÅ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ (12) É (13) �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ (21)ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ �Ï ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÅ !21 + : : : + !2n = 1:u(t;x1; : : : ;xn;�) = Z
 u! �t;X!kxk�d
: (22)ðÒÉ �=�n ÉÚ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ, ËÁË É ÒÁÎØÛÅ, �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØ-ÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ.÷ ÆÏÒÍÕÌÅ (22) ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ �ÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ �Ï ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÅ.÷ÙÂÏÒ ÓÆÅÒÙ × ËÁÞÅÓÔ×Å �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÄÅÓØ�Ï ÓÕÝÅÓÔ×Õ ÓÌÕÞÁÊÎÙÍ; �ÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÓÅÊÞÁÓ �ÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ ÜÔÕ ÆÏÒÍÕÌÕË ×ÉÄÕ, ÂÏÌÅÅ ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÍÕ ÓÕÝÅÓÔ×Õ ÚÁÄÁÞÉ.÷ ÆÏÒÍÕÌÅ (22) u! ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁ m ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, ×ÙÒÁÖÁÅÍÁÑ ÆÏÒÍÕ-ÌÏÊ (21). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ j-Å ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ:j� jPxk!k + vjtj�+m�1 [sgn(Pxk!k + vjt)℄m�1(� + 1)(� + 2) : : : (� +m � 1) + Q�Xxk!k + vjt��óÄÅÌÁÅÍ × ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ �Ï ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÅ 
 ÏÔ ÜÔÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏÚÁÍÅÎÕ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, Á ÉÍÅÎÎÏ �ÏÌÏÖÉÍ !jvi = �j . íÙ ÓÔÒÅÍÉÍÓÑ Ë ÔÏÍÕ,ÞÔÏÂÙ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ �Ï 
 ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ �Ï �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉP (1; �1; : : : ; �n) � H(�1; : : : ; �n) = 0. ðÒÉ ËÁÖÄÏÍ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÎÁÂÏÒÅÚÎÁÞÅÎÉÊ !1; : : : ;!n ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ P (v;!1; : : : ;!n) = 0 ÉÍÅÅÔ n ÒÁÚÌÉÞÎÙÈËÏÒÎÅÊ vj . ðÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÉ ËÏÒÎÉ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× !i,ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÒÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ !i ÓÌÅÄÉÔØ ÚÁ ÏÄÎÉÍ ËÏÒÎÅÍ. ëÏÇÄÁ ÔÏÞËÁ(!1; : : : ;!n) �ÒÏÂÅÇÁÅÔ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÓÆÅÒÕ 
, ÔÏÞËÁ (1; �1; : : : ; �n) Ï�ÉÓÙ-×ÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÕ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ P (1; �1; : : : ; �n) = 0.ëÁÖÄÁÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ Ä×ÕÈ ÔÉ�Ï×: 1) �ÒÉ �ÅÒÅÈÏÄÅ ÏÔ(!1; : : : ;!n) Ë (�!1; : : : ;�!n) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ËÏÒÅÎØ vj �ÅÒÅÈÏÄÉÔ ×
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v1 v2 v3 v4 v5 v6

òÉÓ. 5.ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÄÒÕÇÏÊ ËÏÒÅÎØ vk; 2) �ÒÉ ÔÁËÏÍ �ÅÒÅÈÏÄÅ vj �ÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÓÅÂÑ.ëÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ 1-ÇÏ ÔÉ�Á ÎÁÚÏ×ÅÍ �Ï×ÁÌÁÍÉ�, ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ 2-ÇÏ ÔÉ�Á |�ÎÅ�ÁÒÎÙÍÉ ËÕÓËÁÍÉ�. íÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ | ÞÅÔÎÏÇÏ�ÏÒÑÄËÁ, ÔÏ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ P (1; �1; : : : ; �n) = 0 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ m2 Ï×ÁÌÏ×, ÁÅÓÌÉ m ÎÅÞÅÔÎÏ, ÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ m�12 Ï×ÁÌÏ× É ÏÄÉÎ ÎÅ�ÁÒÎÙÊ ËÕÓÏË. íÙÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÒÁÚÂÏÒÏÍ �ÅÒ×ÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ (ÒÉÓ. 5); ×ÔÏÒÏÊ ÒÁÚÂÉÒÁÅÔÓÑÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÕÖÎÏ ÕÞÅÓÔØ, ÞÔÏ ËÏÇÄÁ ÔÏÞËÁ (!1; : : : ;!n) �ÒÏÂÅÇÁ-ÅÔ 
, ÔÏÞËÁ (1; �1; : : : ; �n) �ÒÏÂÅÇÁÅÔ Ï×ÁÌ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÊ Ä×ÕÍ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍËÏÒÎÑÍ vj É vk. ðÏÜÔÏÍÕ, ËÏÇÄÁ ÍÙ ÓÌÏÖÉÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ �Ï 
, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅÒÁÚÎÙÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍ × ÆÏÒÍÕÌÅ (21), ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÕÄ×ÏÅÎÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ�Ï �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ H(�1; : : : ; �n) = 0. åÓÌÉ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÞÅÒÅÚ d� ÜÌÅÍÅÎÔ �Ï-×ÅÒÈÎÏÓÔÉH(�1; : : : ; �n)=0, ÚÁËÌÀÞÅÎÎÙÊ × ÔÅÌÅÓÎÏÍ ÕÇÌÅ, Ï�ÉÒÁÀÝÅÍÓÑÎÁ d
, É ÞÅÒÅÚ ' | ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ÎÏÒÍÁÌÑÍÉ Ë �ÌÏÝÁÄËÁÍ d� É d
, ÔÏ,ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, d
 = jos'jd�j�jn�1 = jP�iH�i jd�j�jnjgradH j :ëÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ j ÒÁ×ÅÎj = 1(vj � v1) : : : (vj � vj�1)(vj � vj+1) : : : (vj � vm) = 1�P�v ��v=vj :÷ ÓÉÌÕ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P (v;!1; : : : ;!n)vj �P�v ����v=vj +X!k �P�!k = mP (vj ;!1; : : : ;!n) = 0(ÔÁË ËÁË vj | ËÏÒÅÎØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ P (v;!1; : : : ;!n) = 0); �ÏÜÔÏÍÕj = 1�P�v ��v=vj = � vjP!k �P�!k ���v=vj :



3℄ x 6. æõîäáíåî�áìøîùå òåûåîéñ õòá÷îåîéê 159úÁÍÅÎÑÑ !k ÎÁ vj�k É P (1; �1; : : : ; �n) ÎÁ H(�1; : : : ; �n), �ÏÌÕÞÁÅÍ:j = � v1�mjmPk=1�kH�k = � (sgnvj)m�1j�jm�1P�kH�k :äÁÌÅÅ,���Xxk!k + vjt����+m�1 hsgn�Xxk!k + vjt�im�1 == jvj j�+m�1(sgnvj)m�1 ���Xxk�k + t����+m�1 hsgn�Xxk�k + t�im�1 ;É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ j ÉÍÅÅÍ:�Xxk!k + tvj�m�2k�1 = vm�2k�1j �Xxk�k + t�m�2k�1 == �P�kxk + tj�j �m�2k�1 (sgnvj)m�1:ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ j , d
 É ÆÕÎË�ÉÉ ÏÔ Pxk!k + vjt × ÆÏÒÍÕ-ÌÕ (22), ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ:u(t;x1; : : : ;xn;�) = � 2
n� n�12 ���+12 � �� ZH=0 � j�j���n jPxk�k + tj�+m�1 sgn(Pxk�k + t)m�1(� + 1)(� + 2) : : : (� +m � 1) ++ Q�Pxk�k + tj�j �� d�jgradH jsgn(P�kH�k ) : (23)ðÒÅÄÅÌØÎÙÊ �ÅÒÅÈÏÄ �ÒÉ � ! �n ÄÁÅÔ ÎÁÍ ÆÏÒÍÕÌÙ çÅÒÇÌÏÔ�Á{ðÅÔÒÏ×ÓËÏÇÏ ÄÌÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ,ÅÓÌÉ n ÎÅÞÅÔÎÏ, �ÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄu(x1; : : : ;xn) = � (�1)n�122(2�)n�1(m � n � 1)! �� ZH=0 �Xxk�k + t�m�n�1 hsgn�Xxk�k + t�im�1!; (24)



160 çì. I. ðòïó�åêûéå ó÷ïêó�÷á ïâïâýåîîùè æõîëãéê [0ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ ! ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ d�jgradHj sgn� nPk=1�kH�k� .æÏÒÍÙ �ÏÄÏÂÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÂÕÄÕÔ �ÏÄ×ÅÒÇÎÕÔÙ ÄÅÔÁÌØÎÏÍÕ ÉÚÕÞÅ-ÎÉÀ × ÇÌ. III.íÎÏÇÏÞÌÅÎ Q�P�kxk+tj�j � ÚÄÅÓØ �ÒÉ �ÒÅÄÅÌØÎÏÍ �ÅÒÅÈÏÄÅ ÏÔÂÒÏÛÅÎ,ÔÁË ËÁË ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÎÅÇÏ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ. ðÒÉ ÞÅÔÎÏÍ n �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑÆÏÒÍÕÌÁu(x1; : : : ;xn) = 2(�1)n=2(2�)n(m � n � 1)! �� ZH=0 �Xxk�k + t�m�n�1 ln ����Pxk�k + tPxk�k ����!: (25)ëÏÇÄÁ �ÏÒÑÄÏË ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ m ÍÅÎØÛÅ n� 1, ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎ-ÔÁÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ �ÒÉÏÂÒÅÔÁÀÔ ×ÉÄ: �ÒÉ ÎÅÞÅÔÎÏÍ nu(x1; : : : ;xn) = (�1)n+12(2�)n�1 ZH=0 Æ(n�m)�Xxk�k + t�! (26)É �ÒÉ ÞÅÔÎÏÍ nu(x1; : : : ;xn) = (�1)n+12 (n �m)!(2�)n ZH=0 !(Pxk�k + t)n�m+1 : (27)éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÁÆÆÉÎÎÏ-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÕÀ ÚÁ�ÉÓØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÄÅÌØÔÁ-ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ �ÌÏÓ-ËÉÅ ×ÏÌÎÙ (x 3, n. 11, ÆÏÒÍÕÌÙ (4) É (5)) É ×ÙÂÉÒÁÑ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÏÂÌÁÓÔÉ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×Á-ÎÉÑ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ H = 0, ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ �ÏÌÕÞÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ (24){(27) ÂÏÌÅÅ �ÒÑÍÙÍ�ÕÔÅÍ, ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÑÓØ Ë ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÀ �Ï ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÅ.



äïâá÷ìåîéå 1.ìïëáìøîùå ó÷ïêó�÷á ïâïâýåîîùè æõîëãéêíÙ ÕËÁÚÙ×ÁÌÉ × x 1, ÞÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁ×ÁÔØÌÏËÁÌØÎÏ, Ô. Å. ÎÁ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÑÈ, ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ ÎÕÌÑ ÔÏÌØËÏ ×ÚÁÄÁÎÎÙÈ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ ÍÁÌÙÈ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÑÈ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ.÷ ÜÔÏÍ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÉ ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÜÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ×ÍÅÓÔÅ Ó ÄÒÕ-ÇÉÍÉ, ËÁÓÁÀÝÉÍÉÓÑ ÌÏËÁÌØÎÙÈ Ó×ÏÊÓÔ× ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ; ÔÁËÉÅÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÉÍÅÀÔ ÍÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ × ÔÅÏÒÉÉ. ÷ÎÁÞÁÌÅ ÍÙ×ÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÉÚÕÞÅÎÉÀ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁK ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. íÙ �ÏËÁÖÅÍ,ÞÔÏ × ÞÉÓÌÅ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÍÅÀÔÓÑ ÔÁËÉÅ, ËÏÔÏÒÙÅ × ÚÁÄÁÎÎÙÈÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ �ÒÉÎÉÍÁÀÔÚÁÄÁÎÎÙÅ �ÏÓÔÏÑÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. îÁÌÉÞÉÅ ÔÁËÉÈ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ�ÏÚ×ÏÌÉÔ ÎÁÉÂÏÌÅÅ �ÒÏÓÔÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÏÄÏÊÔÉ Ë ÉÚÕÞÅÎÉÀ ÌÏËÁÌØÎÙÈÓ×ÏÊÓÔ× ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ.1. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ �ÕÔÅÍ ÕÓÒÅÄÎÅÎÉÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ.ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÎÏÊ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÆÉÎÉÔÎÏÊ) ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊÆÕÎË�ÉÉ f(x) ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÅ ÆÕÎË-�ÉÉ fÆ(x) ÔÁË, ÞÔÏ �ÒÉ Æ ! 0fÆ(x) ! f(x)ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ × ÌÀÂÏÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ.÷ ËÁÞÅÓÔ×Å fÆ(x) ×ÏÚØÍÅÍ ÕÓÒÅÄÎÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ f(x) ×ÉÄÁfÆ(x) = CÆ Zjx��j6Æ f(�)'(x � �;Æ)d�; (1)ÇÄÅ '(x; Æ) | ÆÕÎË�ÉÑ, Ó ËÏÔÏÒÏÊ ÍÙ ×ÓÔÒÅÔÉÌÉÓØ × n. 2 x 1:'(x;Æ) = (e� Æ2Æ2�jxj2 �ÒÉ jxj < Æ,0 �ÒÉ jxj > Æ; 1CÆ = Zjxj6Æ '(x;Æ)dx:éÚ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ (1) ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ f(x) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕ-ÅÍÁ ×ÍÅÓÔÅ Ó ÆÕÎË�ÉÅÊ '(x; Æ). äÁÌÅÅ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ:f(x) � fÆ(x) == CÆ Zjx��j<Æ f(x)'(x � �;Æ)d� � CÆ Zjx��j<Æ f(�)'(x � �;Æ)d� == CÆ Zjx��j<Æ [f(x) � f(�)℄'(x � �;Æ)d�:



162 çì. I. ðòïó�åêûéå ó÷ïêó�÷á ïâïâýåîîùè æõîëãéê [2�ÁË ËÁË f(x) | ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ x, ÔÏ × ÌÀÂÏÊ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÄÌÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÇÏ Æ ×ÅÌÉÞÉÎÁ jf(x) � f(�)j�ÒÉ jx � �j < Æ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÍÅÎØÛÅ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ". ðÏÜÔÏÍÕ, ×ÙÂÉÒÁÑ ÆÕËÁÚÁÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ:jf(x) � fÆ(x)j 6 " � CÆ Zjx��j<Æ '(x � �;Æ)d� = ";ÞÔÏ É ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔÓÑ.÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ f(x) ÆÉÎÉÔÎÁ, ÔÏ É fÆ(x) ÆÉÎÉÔÎÁ:fÆ(x) = 0 ×ÎÅ Æ-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÏÓÉÔÅÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ f(x).åÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ f(x) �ÏÓÔÏÑÎÎÁ × ÛÁÒÅ ÒÁÄÉÕÓÁ Æ Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ x0:f(x) � f(x0) �ÒÉ jx � x0j 6 Æ;ÔÏ fÆ(x0) = f(x0)CÆ ZR '(x � �;Æ)d� = f(x0):óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ f(x) �ÏÓÔÏÑÎÎÁ × ÏÂÌÁÓÔÉ G, ÔÏ fÆ(x)�ÏÓÔÏÑÎÎÁ (É ÒÁ×ÎÁ f(x)) × ÏÂÌÁÓÔÉ GÆ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ ÔÅÈ ÔÏÞÅË x 2G,ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ × G ×ÍÅÓÔÅ Ó ÛÁÒÏÍ ÒÁÄÉÕÓÁ Æ.ïÔÍÅÔÉÍ ÅÝÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ f(x) ×ÓÀÄÕ ÚÁËÌÀÞÅÎÙÍÅÖÄÕ 1 É 0, ÔÏ ÜÔÉÍ ÖÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÏÂÌÁÄÁÅÔ É ÆÕÎË�ÉÑ fÆ(x).ðÏËÁÖÅÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ F | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï É U | ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ÅÇÏ ÏÔËÒÙÔÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ '(x), ÒÁ×ÎÁÑ 1 ÎÁ F , 0 ×ÎÅ U É ÚÁËÌÀÞÅÎÎÁÑ ÍÅÖÄÕ1 É 0 × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ.äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÔÁË ËÁË F ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ, ÔÏ ÏÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × U×ÍÅÓÔÅ ÓÏ Ó×ÏÅÊ "-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØÀ �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ " > 0. ïÂÏÚÎÁÞÉÍÞÅÒÅÚ F1 ÚÁÍÙËÁÎÉÅ "3 -ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á F , ÞÅÒÅÚ U1 ÏÔËÒÙÔÕÀ2"3 -ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á F É ÞÅÒÅÚ W ÅÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ ÄÏ×ÓÅÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Rn. îÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÔÏÞËÉ x�(x;W ) = miny2W �(x;y)�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ × ÏÂÌÁÓÔÉ U1 É ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å F1 ÏÂÌÁÄÁÅÔ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÍÉÎÉÍÕÍÏÍ �. æÕÎË�ÉÑf(x) = min� 1��(x;W );1�ÔÁËÖÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ, ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ ×ÎÅ ÏÂÌÁÓÔÉ U1 É ÅÄÉÎÉ�Å ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ-×Å F1, Á × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ ÚÁËÌÀÞÅÎÁ ÍÅÖÄÕ 0 É 1. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÉÓËÏÍÏÊÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ '(x) ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÚÑÔØ fÆ(x) Ó Æ = "3 .



2℄ äïâá÷ìåîéå 1 1632. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉ�Ù. ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÞÅÔÎÏÅ �ÏËÒÙ-ÔÉÅ n-ÍÅÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Rn ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍÉ ÏÂÌÁÓÔÑÍÉU1, U2, : : : , Um, : : : , ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ × ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ�ÏËÒÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÉÚ ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔÉ U1,U2, : : : , Um, : : : ; ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÅÆÕÎË�ÉÉ e1(x), e2(x), : : : , em(x), : : : ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ×Ù�ÏÌÎÑÌÉÓØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅÕÓÌÏ×ÉÑ:a) 0 6 ek(x) 6 1;Â) ek(x) = 0 ×ÎÅ ÏÂÌÁÓÔÉ Uk (k = 1;2; : : : );×) e1(x) + e2(x) + : : : + em(x) + : : : � 1.óÌÅ×Á �ÒÉ ËÁÖÄÏÍ x, × ÓÉÌÕ Â), ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ ÎÕÌÑ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅÞÉÓÌÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ. óÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ ÆÕÎË�ÉÊ fei(x)g ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÚÌÏ-ÖÅÎÉÅÍ ÅÄÉÎÉ�Ù, ÔÏÞÎÅÅ, ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ ÅÄÉÎÉ�Ù, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ�ÏËÒÙÔÉÀ fUig.ëÏÎÓÔÒÕË�ÉÀ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉ�Ù ÍÏÖÎÏ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÏÂÒÁÚÏÍ. ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÏÂÌÁÓÔÉ V1, V2, : : : ,Vm, : : : , ÔÁËÖÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ �ÏËÒÙÔÉÅ ×ÓÅÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Rn É ÔÁËÉÅ,ÞÔÏ ÏÂÌÁÓÔØ Vk ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÏÂÌÁÓÔÉ Uk ×ÍÅÓÔÅ ÓÏ Ó×ÏÉÍ ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍV k(k = 1; 2; : : : ). äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �ÕÓÔØ ÏÂÌÁÓÔÉ V1, : : : , Vk�1 ÕÖÅ�ÏÓÔÒÏÅÎÙ ÔÁË, ÞÔÏ V j� Uj(j=1; : : : ; k�1) É V1, : : : , Vk�1, Uk, Uk+1, : : :ÅÓÔØ ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ �ÏËÒÙÔÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Rn. äÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ ËÏÂÌÁÓÔÉ V1[ : : :[Vk�1[Uk+1[ : : : ÅÓÔØ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Fk, ËÏÔÏÒÏÅ�ÅÌÉËÏÍ �ÏËÒÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂÌÁÓÔØÀ Uk. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å Vk ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÌÀÂÕÀÉÚ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ Fk É ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈÓÑ × Uk ×ÍÅÓÔÅ ÓÏÓ×ÏÉÍ ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ, É Ô.Ä.�ÁË ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï V k ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ, ÔÏ, × ÓÉÌÕ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÒÅÚÕÌØ-ÔÁÔÁ n. 1, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ hk(x),×ÓÀÄÕ ÚÁËÌÀÞÅÎÎÁÑ ÍÅÖÄÕ 0 É 1, ÒÁ×ÎÁÑ 1 × Vk É 0 ×ÎÅ Uk. ðÏÌÏÖÉÍh(x) = 1Xk=1hk(x);ÜÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÉ ×ÓÅÈ x É ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 1.�Å�ÅÒØ ÏÓÔÁÅÔÓÑ �ÏÌÏÖÉÔØek(x) = hk(x)h(x) (k = 1;2; : : : );ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÉ ek(x) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ �ÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÍ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉ-ÑÍ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ fei(x)g | ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉ�Ù, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ(ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÏÍÕ) �ÏËÒÙÔÉÀ fUig �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Rn. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ



164 çì. I. ðòïó�åêûéå ó÷ïêó�÷á ïâïâýåîîùè æõîëãéê [3ÌÀÂÏÊ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ '(x) ÍÙ ÉÍÅÅÍ:'(x) = 1X1 'i(x); (1)ÇÄÅ 'i(x) = '(x)ei(x)| ÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÒÁ×ÎÁÑ ÎÕÌÀ ×ÎÅ ÏÂÌÁÓÔÉ Ui. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÞÉÓÌÏÓÌÁÇÁÅÍÙÈ Ó�ÒÁ×Á × (1) ÂÕÄÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ �ÒÅÄ-�ÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÛÁÒ jxj 6 n �ÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ ÌÉÛØ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍÞÉÓÌÏÍ ÏÂÌÁÓÔÅÊ Ui. ïÔÍÅÔÉÍ ÅÝÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÉ '�(x) ÓÔÒÅÍÑÔÓÑË ÎÕÌÀ �ÒÉ � !1 × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å K, ÔÏ É ËÁÖÄÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ'�i(x) = '�(x)ei(x) ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ �ÒÉ � ! 1 × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å K.üÔÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÏÓØ × �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ �ÁÒÁÇÒÁÆÁÈ É ÎÅÏÄÎÏ-ËÒÁÔÎÏ ÂÕÄÅÔ ÎÁÍ �ÏÌÅÚÎÏ É × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ.3. ìÏËÁÌØÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. ÷ n. 4 x 1 ÍÙ ××ÅÌÉÔÁËÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ: ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ', ÏÔÌÉÞÎÏÊ ÏÔ ÎÕÌÑÔÏÌØËÏ × �ÒÅÄÅÌÁÈ ÜÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (f; ') = 0.äÁÌÅÅ, ÍÙ ÇÏ×ÏÒÉÌÉ, ÞÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ ×ÏÔËÒÙÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ G, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ ÏÂÌÁÓÔÉ G. üÔÏ | ÔÉ�ÉÞÎÏÅ ÌÏËÁÌØÎÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ.íÏÖÎÏ ÄÁÔØ É ÉÎÏÅ, ÎÅÌÏËÁÌØÎÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÎÕÌÀÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f × ÏÂÌÁÓÔÉ G: ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f ÒÁ×ÎÁÎÕÌÀ × ÏÂÌÁÓÔÉ G, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ', ÏÔÌÉÞÎÏÊÏÔ ÎÕÌÑ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å Q, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÍÓÑ × G ×ÍÅÓÔÅ ÓÏ Ó×ÏÉÍÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (f; ') = 0.îÁÍÅÔÉÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÜÔÉÈ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ. äÏÓÔÁ-ÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÕÌÀ × ÓÍÙÓÌÅ ÎÅÌÏËÁÌØÎÏÇÏ Ï�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÉÑ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÎÕÌÀ × ÓÍÙÓÌÅ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ(ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ). äÏ�ÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f ÒÁ×ÎÁÎÕÌÀ × ÏÂÌÁÓÔÉ G × ÓÍÙÓÌÅ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, É �ÕÓÔØ '(x) |ÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÏÔÌÉÞÎÁÑ ÏÔ ÎÕÌÑ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÅQ, ÚÁÍÙËÁÎÉÅËÏÔÏÒÏÇÏ Q ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × G. õ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ x 2 Q ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ,�Ï ÕÓÌÏ×ÉÀ, ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U , × ËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ f ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ. âÅÚÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÅÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ. óÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØÜÔÉÈ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ ÏÂÒÁÚÕÅÔ �ÏËÒÙÔÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Q, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ,�ÏÌØÚÕÑÓØ ÌÅÍÍÏÊ çÅÊÎÅ{âÏÒÅÌÑ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ×ÙÂÒÁÔØ ÓÞÅÔÎÏÅ �ÏËÒÙÔÉÅU1; : : : ;Um; : : : , ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ ÔÅÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÛÁÒ jxj 6 n�ÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ Ui. óÏÇÌÁÓÎÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÀ



3℄ äïâá÷ìåîéå 1 165× ËÏÎ�Å n. 2 ÆÕÎË�ÉÀ '(x) ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ (ËÏÎÅÞÎÏÊ) ÓÕÍÍÙÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ'(x) = '1(x) + : : : + 'm(x) + : : : ;ÇÄÅ 'k(x) ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ ×ÎÅ Uk. �ÏÇÄÁ, �Ï ÕÓÌÏ×ÉÀ, (f; 'k) = 0,ÏÔËÕÄÁ É (f; ') =P(f; 'k) = 0, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ.ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÏÞÅ×ÉÄÎÏÅ, ÎÏ ×ÅÓØÍÁ ×ÁÖÎÏÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÜÔÏÇÏ �ÒÅÄÌÏ-ÖÅÎÉÑ: ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f , ÒÁ×ÎÁÑ ÎÕÌÀ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ËÁÖÄÏÊÔÏÞËÉ, ÅÓÔØ ÎÕÌÅ×ÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, Ô. Å. ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ '(f;') = 0:ïÔÍÅÔÉÍ ÅÝÅ ÏÄÎÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ: ÅÓÌÉ ÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ '(x) ÒÁ×ÎÁÎÕÌÀ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U ÎÏÓÉÔÅÌÑ F ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f ,ÔÏ (f; ') = 0. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÌÏËÁÌØÎÏÍÕ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, f = 0×ÎÅ F , É ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÓÏÓÌÁÔØÓÑ ÎÁ ÎÅÌÏËÁÌØÎÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ.íÙ ÇÏ×ÏÒÉÌÉ ÄÁÌÅÅ, ÞÔÏ Ä×Å ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ f É g ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ ×ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x0, ÅÓÌÉ ÉÈ ÒÁÚÎÏÓÔØ f�g × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ. äÏËÁÚÁÎÎÏÅ ×ÙÛÅ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÂÏÂ-ÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ, ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÉÅ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ, ÒÁ×ÎÙÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁÖÄÁÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó×ÏÉÍÉ ÌÏËÁÌØÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ.íÏÖÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÜÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÄÌÑ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊÆÕÎË�ÉÉ × �ÅÌÏÍ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ÚÁÄÁÎÁ ÌÏËÁÌØÎÏ. á ÉÍÅÎÎÏ, �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ,ÞÔÏ Õ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ x0 ÉÍÅÅÔÓÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U(x0), ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ '(x), ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÈÓÑ × ÎÕÌØ ×ÎÅ ÜÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ,ÚÁÄÁÎÙ ÞÉÓÌÁ (f; '), ÌÉÎÅÊÎÏ É ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ ÚÁ×ÉÓÑÝÉÅ ÏÔ '. ðÒÅÄ�ÏÌÏ-ÖÉÍ, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ (f; ') �ÒÉ ÜÔÏÍ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÓÁÍÏÊÆÕÎË�ÉÉ ' É ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÔÏÞËÉ x0, ×ÎÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U(x0)ËÏÔÏÒÏÊ '(x) ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ. �ÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å K, ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÉÊ Ó ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏÍ f ÎÁÔÅÈ '(x), ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ f Ï�ÒÅÄÅÌÅÎ.äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á �ÏÓÔÕ�ÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.ïËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U(x0) ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ×ÉÄÁ, �Ï ÕÓÌÏ×ÉÀ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÕËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ É ÏÂÒÁÚÕÀÔ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �ÏËÒÙÔÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R.âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÜÔÉ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ-ÎÙÍÉ. ëÁË É ×ÙÛÅ, �ÏÌØÚÕÑÓØ ÌÅÍÍÏÊ çÅÊÎÅ{âÏÒÅÌÑ, ÉÚ ÜÔÏÇÏ �ÏËÒÙÔÉÑÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÓÞÅÔÎÏÅ �ÏËÒÙÔÉÅ U1, U2, : : : , Um, : : : , ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅÔÅÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÛÁÒ jxj 6 n �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅÞÉÓÌÏ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ Ui. óÏÇÌÁÓÎÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÀ × n. 2 ×ÓÑËÁÑ ÏÓÎÏ×ÎÁÑÆÕÎË�ÉÑ '(x) �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ × ×ÉÄÅ'(x) = 1X1 'i(x); (1)



166 çì. I. ðòïó�åêûéå ó÷ïêó�÷á ïâïâýåîîùè æõîëãéê [4ÇÄÅ 'i(x) | ÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÒÁ×ÎÁÑ ÎÕÌÀ ×ÎÅ Ui, �ÒÉÞÅÍ ÓÕÍÍÁ ÎÁÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ×ÓÅÇÄÁ ËÏÎÅÞÎÁ. äÌÑ ×ÓÅÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ÚÎÁÞÅÎÉÑÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ f . ðÏÌÏÖÉÍ, �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ,(f;') = 1X1 (f;'i): (2)íÙ �ÏÌÕÞÉÌÉ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. ïÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ É ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏÍ. äÅÊ-ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ' ÓÔÒÅÍÉÔÓÑË ÎÕÌÀ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å K, ÔÏ, ËÁË ÏÔÍÅÞÅÎÏ × n. 2, 'm(x) ! 0 × K�ÒÉ ËÁÖÄÏÍ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ m. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÕÍÍÁ Ó�ÒÁ×Á × (1) ÓÏÄÅÒ-ÖÉÔ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÎÏÓÉÔÅÌÉ ÆÕÎË�ÉÊ 'ÚÁËÌÀÞÅÎÙ × ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÛÁÒÅ. ðÏÜÔÏÍÕ É (f; ') ! 0.ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÎÁ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÑÈ ', ÒÁ×ÎÙÈ ÎÕÌÀ ×ÎÅ ÏËÒÅÓÔÎÏ-ÓÔÉ Um, ÚÎÁÞÅÎÉÑ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉÉÓÈÏÄÎÏÇÏ, ÔÁË ËÁË × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÓÅ 'i Ó�ÒÁ×Á × (1) ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ ×ÎÅ Um.ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ f ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ×ÙÂÏÒÁ �ÏËÒÙÔÉÑ fUig Ó ÕËÁÚÁÎÎÙÍÉ ×ÙÛÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ: ÅÓÌÉ fVig |ÄÒÕÇÏÅ �ÏËÒÙÔÉÅ Ó ÜÔÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ É g | �ÏÌÕÞÁÅÍÙÊ Ó ÅÇÏ �ÏÍÏÝØÀÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ, ÔÏ f = g ÌÏËÁÌØÎÏ, Á �ÏÔÏÍÕ É × �ÅÌÏÍ.4. äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ ËÁË ÌÏËÁÌØÎÁÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ. íÙ ÇÏ×ÏÒÉÌÉ, ÞÔÏÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x0, ÅÓÌÉ ÏÎÁÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ ÎÁ ×ÓÑËÏÊ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ, ÏÔÌÉÞÎÏÊ ÏÔ ÎÕÌÑÔÏÌØËÏ × �ÒÅÄÅÌÁÈ ÜÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ É ×ÓÅ�ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ × ÜÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ.÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ' ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ ÎÕÌÑ ÔÏÌØËÏ ×�ÒÅÄÅÌÁÈ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U(x0), ÔÏ É ×ÓÅ ÅÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑÔÏÌØËÏ × �ÒÅÄÅÌÁÈ ÜÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ; �ÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÁËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ� �f�xj ;'� = �f;� �'�xj� = 0;ÞÔÏ É ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔÓÑ.ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÙ, ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÉÅ × ÏÂÌÁÓÔÉ G,ÉÍÅÀÔ × ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ É ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÉÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÌÀÂÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ.ðÕÓÔØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ f × ÏÂÌÁÓÔÉ G ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÒÅÇÕ-ÌÑÒÎÙÍ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏÍ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎË-�ÉÉ f(x). �ÏÇÄÁ �f�xj ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ × ÏÂÌÁÓÔÉ G Ó ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ ÆÕÎË-�ÉÏÎÁÌÏÍ, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ ÆÕÎË�ÉÅÊ �f(x)�xj . �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÁÖÅ ÄÌÑÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÈ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊÔÁÍ, ÇÄÅ ÍÏÖÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÔØÏÂÙÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ É ÏÂÙÞÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ.



0℄ äïâá÷ìåîéå 1 167äÒÕÇÉÍ ×Ù×ÏÄÏÍ ÉÚ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÆÁËÔ: ÅÓÌÉÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ f ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å F , ÔÏ ÅÇÏ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ �f�xj ,�2f�xj�xk É Ô.Ä. ÔÁËÖÅ ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÙ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å F .îÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÄÅÌØÔÁ-ÆÕÎË�ÉÉ Æ(x� x0) ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÙ ×ÔÏÞËÅ x0 (ÞÔÏ, ×�ÒÏÞÅÍ, É ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ); ÌÀÂÁÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄ-ÎÁÑ ÏÔ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ, ÏÂÒÁÝÁÀÝÅÊÓÑ × ÎÕÌØ ×ÎÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏÍÎÏÖÅÓÔ×Á F , ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÁ ÎÁ ÜÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å F .úÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÉ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ÄÏ�ÕÓËÁÀÔ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ:1Æ. ÷ÓÑËÁÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÁÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞ-ËÅ x0, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÁ ËÁË (ËÏÎÅÞÎÁÑ) ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑÆÕÎË�ÉÉ Æ(x � x0) É ÅÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ.2Æ. ÷ÓÑËÁÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÁÑ ÎÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÍÚÁÍËÎÕÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å F , ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÁ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ "> 0ËÁË (ËÏÎÅÞÎÁÑ) ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÏÔ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈÆÕÎË�ÉÊ, ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÈÓÑ × ÎÕÌØ ×ÎÅ "-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á F .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ 1Æ{2Æ ÂÕÄÕÔ ÄÁÎÙ ×Ï ×ÔÏÒÏÍ ×Ù�ÕÓËÅ(ÇÌ. II, x 4).



äïâá÷ìåîéå 2.ïâïâýåîîùå æõîëãéé, úá÷éóñýéåï� ðáòáíå�òá÷ ÜÔÏÍ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÉ ÂÕÄÕÔ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÙ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË-�ÉÊ, ÚÁ×ÉÓÑÝÉÈ ÏÔ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈÆÕÎË�ÉÊ, ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ ÚÁ×ÉÓÑÝÉÈ ÏÔ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ. üÔÉ Ó×ÏÊÓÔ×Á ×ÏÍÎÏÇÏÍ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ ÏÂÙÞÎÙÈ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÄÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ �Ï ÂÏÌØÛÅÊ ÞÁÓÔÉ �ÕÔÅÍ Ó×ÅÄÅÎÉÑ Ë ÏÂÙÞÎÙÍ ÆÕÎË�ÉÑÍ.óÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï �ÏÌÎÏÔÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÏÂÏÂÝÅÎ-ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ: ÅÓÌÉ ÄÁÎÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ f1,f2, : : : , f� , : : : , ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÞÉÓÌÏ×ÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (f� ; ')ÉÍÅÅÔ �ÒÅÄÅÌ, ÔÏ ×ÅÌÉÞÉÎÁ lim�!1(f� ; ') = (f; ') Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÏÂÏÂÝÅÎ-ÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÁÅÔÓÑ × äÏÂÁ×ÌÅÎÉÉ,�ÏÍÅÝÅÎÎÏÍ × ËÏÎ�Å ÜÔÏÇÏ ×Ù�ÕÓËÁ.1. îÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ. ðÕÓÔØ ËÁÖÄÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏÉÌÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ �, �ÒÏÂÅÇÁÀÝÅÇÏ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ �,�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÁ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f�. ÷ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ ÓÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ, ÄÁÎÎÙÍ × n. 8 x 1, ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ�ÒÅÄÅÌÏÍ f� �ÒÉ � ! �0, ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÏ×ÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ (f�; ') ÓÔÒÅÍÉÔÓÑË (f; ') �ÒÉ ÌÀÂÏÍ '. æÕÎË�ÉÑ f� ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ �Ï �× ÏÂÌÁÓÔÉ �, ÅÓÌÉ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ �0 2 � ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅf�0 = lim�!�0 f�.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÅÓØÍÁ ×ÁÖÎÙÊ ×Ï�ÒÏÓ Ï ÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊÆÕÎË�ÉÉ f� �Ï ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ �Ï �ÁÒÁÍÅÔÒÕ �. ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÓÅÂÅ, ÞÔÏÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f� Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ É ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å �,ÉÍÅÀÝÅÍ �ÒÅÄÅÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ �0, × ËÏÔÏÒÏÊ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f� ÚÁÒÁ-ÎÅÅ ÎÅ ÚÁÄÁÎÁ. ó�ÒÁÛÉ×ÁÅÔÓÑ, ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÌÉ ÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀÆÕÎË�ÉÀ f� × ÔÏÞËÅ �0 ÔÁË, ÞÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÉÌÁÓØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ,ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å � + �0.ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ ÄÌÑ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÔÁËÏÇÏÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ �Ï ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ×ÓÅÈ ÞÉÓÌÏ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ (f�; ') × ÔÏÞËÅ �0. üÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ; ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ' ÉÌÀÂÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ �� ! �0, �� 2 � ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÅÄÅÌ �ÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÞÉÓÅÌ (f�� ; '), ÔÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï �ÏÌÎÏÔÅ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Á ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f = f�0 ,ËÏÔÏÒÁÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÅÄÅÌÏÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ f�� . ïÂÙÞÎÙÍ �ÕÔÅÍÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ �� ! �0.úÁÍÅÔÉÍ ÄÁÌÅÅ, ÞÔÏ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ (�Ï x) ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f�,ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ ÚÁ×ÉÓÑÝÅÊ ÏÔ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ �, ÔÁËÖÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ



2℄ äïâá÷ìåîéå 2 169�ÁÒÁÍÅÔÒÁ �. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ËÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ × n. 4 x 2, ÉÚ f�� ! f�0ÓÌÅÄÕÅÔ ��xj f�� ! ��xj f�0 :îÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÅ �Ï �ÁÒÁÍÅÔÒÕ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ f� ÍÏÖÎÏ ÉÎ-ÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÔØ �Ï ÜÔÏÍÕ �ÁÒÁÍÅÔÒÕ (ÓÒ. x 3, n. 10). ðÕÓÔØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ,ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ f� ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÅÎ �Ï � ÎÁ Ó�ÒÑÍÌÑÅÍÏÊ ËÒÉ×ÏÊ �. óÏÓÔÁ×ÉÍÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÕÀ ÓÕÍÍÕ sn = nXj=1f�0j��j ;×ÚÑ× ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ËÒÉ×ÏÊ � ÎÁ n ÞÁÓÔÅÊ ÔÏÞËÁÍÉ ÄÅÌÅÎÉÑ �0;�1; : : : ;�n É×ÙÂÒÁ× �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ ÔÏÞËÉ �0j ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÈ [�j�1; �j ℄. ðÒÉ max j��j j!! 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ', × ÓÉÌÕ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ(f�; '), ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÅÄÅÌ ×ÙÒÁÖÅÎÉÊ(sn;') = nXj=1�f�0j ;'���j ;ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÉÊ ÏÔ Ó�ÏÓÏÂÁ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ � É ×ÙÂÏÒÁ �ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÈ ÔÏ-ÞÅË �0j , ÒÁ×ÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ ÏÔ ÆÕÎË�ÉÉ (f�; '). üÔÏÔ �ÒÅÄÅÌ Ï�ÒÅÄÅ-ÌÑÅÔ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÏÓÎÏ×ÎÙÈÆÕÎË�ÉÊ; ÏÎ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ÏÔ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f� �ÏËÒÉ×ÏÊ �.òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÔØ ÍÏÖÎÏ ÎÅ ÔÏÌØËÏ �Ï ËÒÉ×ÏÊ, ÎÏ É �ÏÏÂÌÁÓÔÉ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÉÚÍÅÒÅÎÉÊ.2. äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ. ÷ n. 1 x 3 ÂÙÌÏ ××ÅÄÅÎÏ Ï�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÉÅ: ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ g ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÏÔ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊÆÕÎË�ÉÉ f� �Ï �ÁÒÁÍÅÔÒÕ � �ÒÉ � = �0, ÅÓÌÉg = lim�!�0 f� � f�0� � �0 :äÌÑ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ �f��� �ÒÉ � = �0 ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÉÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ×ÓÅ ÞÉÓÌÏ×ÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ (f�; ') ÂÙÌÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎ-�ÉÒÕÅÍÙ �Ï � �ÒÉ � = �0. îÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ;�ÒÏ×ÅÒÉÍ ÅÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÔØ. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ' É ÌÀÂÏÊ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ �� ! �0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÅÄÅÌ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ(f�;') � (f�0 ;')� � �0 = �f� � f�0� � �0 ;'� :



170 çì. I. ðòïó�åêûéå ó÷ïêó�÷á ïâïâýåîîùè æõîëãéê [3îÏ ÔÏÇÄÁ, ËÁË ÂÙÌÏ ÕËÁÚÁÎÏ ×ÙÛÅ, ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f��f�0���0 , Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÎÁÑ �ÒÉ � 6= �0, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÁ �Ï ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ É�ÒÉ � = �0; ÉÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, Ñ×ÌÑÀ-ÝÁÑÓÑ �ÒÅÄÅÌÏÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ f��f�0���0 �ÒÉ � ! �0, ÞÔÏ É ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔÓÑ.åÓÌÉ f� ÉÍÅÅÔ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ �Ï � �ÒÉ ÌÀÂÏÍ � 2 �, ÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ f�ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏÊ �Ï � × ÏÂÌÁÓÔÉ �.áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ×ÙÓÛÉÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ �Ï �ÁÒÁÍÅÔÒÕ ÉÍÎÏÇÏËÒÁÔÎÁÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏÓÔØ ÆÕÎË�ÉÊ.ìÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ f� ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ �Ï � ×ÏÂÌÁÓÔÉ �, ÔÏ É ×ÓÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ f� �Ï x ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙ �Ï � ÉÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ ��� ��xj f� = ��xj ���f�: (1)äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ' ÞÉÓÌÏ×ÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ� ��xj f�;'� = �f�;� �'�xj�ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ �Ï � É ÉÍÅÅÔ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ��� �f�;� �'�xj� = ��f��� ;� �'�xj� = � ��xj ���f�;'� :üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ ��xj f� ÉÍÅÅÔ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ �Ï � ÉÓ�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÆÏÒÍÕÌÁ (1), ÞÔÏ É ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔÓÑ.3. áÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ. åÓÌÉ � | ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÊ �ÁÒÁÍÅÔÒ, �ÒÏ-ÂÅÇÁÀÝÉÊ ÏÔËÒÙÔÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ �, ÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁÑ × ÏÂÌÁÓÔÉ �ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f� ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÏÔ �.÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÓÅ ÞÉÓÌÏ×ÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ (f�; ') Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÂÙÞÎÙÍÉÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ ÏÔ � × ÏÂÌÁÓÔÉ �. é ÏÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ ÄÌÑÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f� ×ÓÅ ÞÉÓÌÏ×ÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ (f�; ') Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÁÎÁÌÉ-ÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ ÏÔ � × ÏÂÌÁÓÔÉ �, ÔÏ É f� ÅÓÔØ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑÆÕÎË�ÉÑ ÏÔ � (ÓÒ. x 3, n. 1). ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ � ÏÂÌÁÓÔÉ �ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ×ÓÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ �f�� ; �2f��2 ; : : : , É × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ �02�ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ × ÒÑÄ �ÅÊÌÏÒÁf� = f�0 + (� � �0)�f�0�� + 12(� � �0)2 �2f�0��2 + : : : (2)äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ �f�0�� ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÔÁË ËÁË �Ï ÕÓÌÏ-×ÉÀ �ÒÉ �=�0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ �Ï � Õ ×ÓÅÈ ÞÉÓÌÏ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ



3℄ äïâá÷ìåîéå 2 171(f�; '); �Ï ÔÁËÏÊ ÖÅ �ÒÉÞÉÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ É ×ÓÅ ×ÙÓÛÉÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ�2f�0��2 , : : : äÁÌÅÅ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ '(x) Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ �ÅÊÌÏÒÁ ÏÂÙÞÎÏÊ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ (f�; '):(f�;') = (f�0 ;') + (� � �0) ��� (f�;')�����=�0 ++ 12(� � �0)2 �2��2 (f�;')�����=�0 + : : : == (f�0 ;') + (� � �0)��f�0�� ;'� + 12(� � �0)2��2f�0��2 ;'� + : : : == �f�0 + (� � �0)�f�0�� + 12(� � �0)2 �2f�0��2 + : : : ;'� ;ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ (2).ä×Å ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ f� É g�, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ × ÏÂÌÁÓÔÉ � ÉÓÏ×�ÁÄÁÀÝÉÅ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÚÎÁÞÅÎÉÊ �, ÉÍÅÀÝÅÍ �ÒÅÄÅÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ×ÎÕÔÒÉ �, ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ �ÒÉ ×ÓÅÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ � 2 �. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑÌÀÂÏÊ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ '(x) ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ (f�; ') É (g�; ') ÓÏ×�Á-ÄÁÀÔ × ÏÂÌÁÓÔÉ � × ÓÉÌÕ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÄÌÑÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ.îÁ ÜÔÏÍ Ó×ÏÊÓÔ×Å ÏÓÎÏ×ÁÎ ×ÁÖÎÙÊ ÍÅÔÏÄ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÄÏÌ-ÖÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ f� �Ï �ÁÒÁÍÅÔÒÕ �. äÏ�ÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ f�ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÎ × ÏÂÌÁÓÔÉ �. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ ÄÁÌÅÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÞÉÓÌÏ×ÙÅ ÆÕÎË-�ÉÉ (f�;') ÄÏ�ÕÓËÁÀÔ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ × ÂÏÌÅÅ ÛÉÒÏËÕÀÏÂÌÁÓÔØ �1. �ÏÇÄÁ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ (f�1 ;') �ÒÉÌÀÂÏÍ �1 � �1 ÔÁËÖÅ ÚÁÄÁÀÔ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ ÎÁ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å K. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ × ÌÀÂÕÀÔÏÞËÕ ÏÂÌÁÓÔÉ �1, ËÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÅÎÏ �ÒÉ�ÏÍÏÝÉ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ �ÅÒÅÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊ × ÒÑÄ �ÅÊÌÏÒÁ. îÏ ËÁÖÄÙÊÒÑÄ �ÅÊÌÏÒÁ(f�;') = (f�0 ;') + (� � �0)��f�0�� ;'� + 12(� � �0)2��2f�0��2 ;'� + : : : ;�ÏÓËÏÌØËÕ ÏÎ ÓÈÏÄÉÔÓÑ �ÒÉ ÌÀÂÏÊ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ' É �ÏÓËÏÌØËÕÒÁÄÉÕÓ ÅÇÏ ËÒÕÇÁ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÅÊ ÏÂÌÁÓÔÅÊ� É �1 É ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ', ÉÍÅÅÔ Ó×ÏÅÊ ÓÕÍÍÏÊ × ËÒÕÇÅ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉÓÎÏ×Á ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ, ÞÔÏ ÎÁÍ É ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ.ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ (�Ï x) ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊÆÕÎË�ÉÉ f� ÓÕÔØ ÔÁËÖÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÏÔ �.ïÔÍÅÔÉÍ ÄÁÌÅÅ, ÞÔÏ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÍÎÏÇÉÅ



172 çì. I. ðòïó�åêûéå ó÷ïêó�÷á ïâïâýåîîùè æõîëãéê [3Ó×ÏÊÓÔ×Á ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ f�. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ f� × ÏÂÌÁÓÔÉ �ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÅÎ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ u, ÔÁË ÞÔÏ f�(ux) = f�(x), ÔÏ É ÅÇÏÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ × ÏÂÌÁÓÔØ �1 ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÜÔÏÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï(f�(ux);'(x)) = (f�(x);'(x)) = (f�(x);'(u�1x));Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÅ × ÏÂÌÁÓÔÉ �, × ÓÉÌÕ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ�ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ, ÏÓÔÁÅÔÓÑ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÙÍ É × ÏÂÌÁÓÔÉ �1.�ÁË, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÏ-ÎÁÌÙ ÉÍÅÀÔ É ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ.úÁÍÅÔÉÍ × ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ, ÞÔÏ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÏÂÏÂÝÅÎ-ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ, ÚÁ×ÉÓÑÝÅÊ ÏÔ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ, ÔÁË ÖÅ ËÁË É ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ�ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÏÂÙÞÎÏÊ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ, ÍÏÖÅÔ �ÒÉ×ÅÓÔÉ ËÆÕÎË�ÉÉ Ó ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÑÍÉ (�ÏÌÀÓÁÍÉ ÉÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÏÓÏÂÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ), Á ÔÁËÖÅ Ë ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÙÍ ÆÕÎË�ÉÑÍ.÷ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÉ �0 ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÏÂÏÂ-ÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f� ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ × ÒÑÄ ìÏÒÁÎÁ × ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊÆÏÒÍÅ f� = 1X�1n(� � �0)n;ÇÄÅ n(n = 0; � 1; � 2; : : : ) | ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ (ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÉÅ ÏÔ �)ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÙ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ × ÒÑÄ ìÏÒÁÎÁ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ':(f�;') = 1X�1n(')(� � �0)n;�ÒÉÞÅÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ n(') ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ �Ï ÆÏÒÍÕÌÁÍ ëÏÛÉn(') = 12�i Z� (f�;')d�(� � �0)n+1 (n = 0;�1;�2; : : :); (3)ÇÄÅ � | ËÏÎÔÕÒ × ÏÂÌÁÓÔÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ f�, ÚÁËÌÀÞÁÀÝÉÊ×ÎÕÔÒÉ ÓÅÂÑ ÔÏÞËÕ �0. éÎÔÅÇÒÁÌ (3) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎ × ÆÏÒÍÅ12�i Z� � f�(� � �0)n+1 ;'�d� = 12�i Z� (g�;')d�; g� = f�(� � �0)n+1É, �Ï ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ, ÓÎÏ×Á Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍ ÆÕÎË�ÉÏ-ÎÁÌÏÍ ÏÔ '. íÙ ÍÏÖÅÍ �ÏÌÏÖÉÔØ �ÏÜÔÏÍÕ n(') = (n; '), ÇÄÅ n |ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ. éÔÁË, f� = 1P�1n(� � �0)n, ÞÔÏ ÉÕÔ×ÅÒÖÄÁÌÏÓØ.



çìá÷á IIðòåïâòáúï÷áîéñ æõòøå ïâïâýåîîùèæõîëãéê
x 1. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ1. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á K. îÁÞÉÎÁÑÓ ÜÔÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ, ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ë ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ (ÇÌ. I, x 1, �. 9) É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ë 0 ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÎÁÞÁÌÅ ÓÌÕÞÁÊ ÏÄÎÏÇÏ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ.ðÕÓÔØ '(È) | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÅÅ �ÒÅÏÂÒÁ-ÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ:  (�) = 1Z�1 '(x)ei�xdx: (1)æÕÎË�ÉÀ  (�) ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÔÁËÖÅ ÓÉÍ×ÏÌÁÍÉ℄'(x) É F ['(x)℄:÷ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ, �ÏÓËÏÌØËÕ '(x) | ÆÉÎÉÔÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÉÎÔÅ-ÇÒÁÌ (1) ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÅÎ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ �a 6 x 6 a;�ÏÜÔÏÍÕ ÆÕÎË�ÉÑ  (�) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ É ÄÌÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈÚÎÁÞÅÎÉÊ s = � + i� : (� + i�) = aZ�a '(x)eisxdx = aZ�a '(x)ei�xe��xdx: (2)�ÁË ËÁË ÉÎÔÅÇÒÁÌ (2) ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ �Ï ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏ-ÍÕ �ÁÒÁÍÅÔÒÕ s = �+ i� , ÔÏ  (�+ i�) | �ÅÌÁÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ.



174 çì. II. ðòåïâòáúï÷áîéñ æõòøå ïâïâýåîîùè æõîëãéê [1äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ '(È) �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ  (s) ÎÁ �is:ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,aZ�a '0(x)eixsdx = '(x)eixs��a�a � aZ�a is'(x)eixsdx = �is (s):ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ, �ÏÌÕÞÉÍ ÄÁÌÅÅ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ q == 0;1;2; : : : F ['(q)(x)℄ = (�is)qF ['(x)℄ (3)É ×ÏÏÂÝÅ F �P � ddx�'(x)� = P (�is)F ['(x)℄; (4)ÇÄÅ P (t) | ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó �ÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ. ÷ÍÅÓÔÅÓ ÔÅÍ ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ Ï�ÅÎËÕjsjq j (s)j = ������ aZ�a '(q)(x)eisxdx������ 6 Cqeaj� j:�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ  (s) ËÁÖÄÏÊ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË-�ÉÉ '(È), ÏÂÒÁÝÁÀÝÅÊÓÑ × ÎÕÌØ �ÒÉ jÈj > Á, ÅÓÔØ �ÅÌÁÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅ-ÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ s = � + i� , ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ �ÒÉ ËÁÖÄÏÍq = 0;1;2; : : : ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ jsq (s)j 6 Cqeaj� j: (5)íÙ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÍ, ÞÔÏ ×ÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ: ×ÓÑËÁÑ �ÅÌÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ  (s),ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ �ÒÉ ËÁÖÄÏÍ q ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ (5), ÅÓÔØ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ-×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ '(È),ÏÂÒÁÝÁÀÝÅÊÓÑ × ÎÕÌØ �ÒÉ jÈj > Á.æÕÎË�ÉÀ '(È) ÍÙ, ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÆÏÒÍÕÌÏÊ'(x) = 12� 1Z�1  (�)ei�xd�:éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÆÏÒÍÕÌÕ ëÏÛÉ, ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ �Ï×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÏÓÉ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ �Ï �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ:'(x) = 12� 1Z�1  (� + i�)e�i(�+i�)xd� = 12�e�x 1Z�1  (� + i�)e�i�xd�;



2℄ x 1. ðòåïâòáúï÷áîéñ æõòøå ïóîï÷îùè æõîëãéê 175�ÒÉÞÅÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌ, × ÓÉÌÕ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (5), �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔ ÏÓÔÁ×ÁÔØÓÑÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ. ïÎ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔ ÏÓÔÁ×ÁÔØÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑ-ÝÉÍÓÑ ÔÁËÖÅ �ÒÉ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÉ �ÏÄÙÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÇÏ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ �Ï x, �ÏÜÔÏÍÕ ÆÕÎË�ÉÑ '(È) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ É'(q)(x) = 12� 1Z�1 (�is)q (s)e�isxd�:ðÕÓÔØ jÈj > Á; ÚÁÄÁÄÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ t > 0 É ÎÁÊÄÅÍ � ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑx� = �tjxj. éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (5) �ÒÉ q = 0 É q = 2, ÎÁÈÏÄÉÍ:j (s)j 6 eaj� jmin�C0; C2jsj2� 6 C eaj� j1 + jsj2 6 C eaj� j1 + j�j2 ;j'(x)j 6 12� e�x 1Z�1 C eaj� j1 + j�j2 d� = C 0e�tjxj+at = C 0et(a�jxj):�ÁË ËÁË ó 0 ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ t, ÔÏ, ÕÓÔÒÅÍÌÑÑ t Ë 1, ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏ'(x) = 0. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÉ jÈj > Á ÆÕÎË�ÉÑ '(È) ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ.éÔÁË, ÆÕÎË�ÉÑ '(È) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ×ÓÅÍ ×ÙÓËÁÚÁÎÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ. ÷ ÓÉÌÕÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ æÕÒØÅ1) ÅÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÆÕÎË�ÉÅÊ  (�), ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.ïÔÍÅÔÉÍ ÅÝÅ ÏÄÎÕ �ÏÌÅÚÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË-�ÉÉ '(x) FF ['(x)℄ = 2�'(�x): (6)äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ F ['(x)℄ =  (�), ÔÏ ÍÙ ÉÍÅÅÍ:F�1[ (�)℄ = 12� Z  (�)e�ix�d� = '(x);ÏÔËÕÄÁ Z  (�)eix�d� � F [ (�)℄ = 2�'(�x);ÞÔÏ É ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔÓÑ.1)÷. é. óÍÉÒÎÏ×, ëÕÒÓ, Ô. II, 1957, �. 160, ÓÔÒ. 467.



176 çì. II. ðòåïâòáúï÷áîéñ æõòøå ïâïâýåîîùè æõîëãéê [22. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Z. éÚÕÞÅÎÉÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ æÕÒØÅ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á K, ÎÁÞÁÔÏÅ × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ �ÕÎËÔÅ, ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ �ÒÉ×Ï-ÄÉÔ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ. ÷×ÅÄÅÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Z ×ÓÅÈ �ÅÌÙÈÆÕÎË�ÉÊ  (s), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍjsjqj (s)j 6 Cqeaj� j (q = 0;1;2; : : :) (1)(ÇÄÅ �ÏÓÔÏÑÎÎÙÅ a É Cq ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ÆÕÎË�ÉÉ  ), Ó ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÉÅÍ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ | ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁÞÉÓÌÏ.ëÁË �ÏËÁÚÁÎÏ × �. 1, �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔ ÍÅÖÄÕ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ K É Z ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ. ïÞÅ×ÉÄ-ÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÕËÁÚÁÎÎÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ.ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ×�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å K, ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ �Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÁÑ� ÌÉÎÅÊÎÁÑ Ï�ÅÒÁ-�ÉÑ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Z. �ÁË, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÄÉÆ-ÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å K ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ, × ÓÉÌÕ ÆÏÒÍÕ-ÌÙ (3) �. 1, Ï�ÅÒÁ�ÉÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ �is × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Z. ó ÄÒÕÇÏÊÓÔÏÒÏÎÙ, ÆÏÒÍÕÌÁ d (s)ds = 1Z�1 ixeisx'(x)dx�ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ix × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å K ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÅÔ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Z; �Ï×ÔÏÒÑÑ ÜÔÕÏ�ÅÒÁ�ÉÀ, �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÆÏÒÍÕÌÅ, Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÊ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ q = 0;1;2; : : : :dqdsq F ['℄ = F [(ix)q'(x)℄: (2)éÚ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÌÅ×ÏÊ; �Ï-ÜÔÏÍÕ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Z ÆÕÎË�ÉÉ  (s) ÍÏÖÎÏ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ-�ÉÒÏ×ÁÔØ, ÎÅ ×ÙÈÏÄÑ ÚÁ �ÒÅÄÅÌÙ ÜÔÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. íÏÖÎÏ ÎÁ�ÉÓÁÔØÉ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ:P � dds�F ['℄ = F [P (ix)'(x)℄; (3)ÇÄÅ P (t) | ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ  �ÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ.ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÓÄ×ÉÇÁ '(x) ! '(x � h) × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å K ÏÔ×ÅÞÁÅÔÏ�ÅÒÁ�ÉÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ eish × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Z; ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,F ['(x � h)℄ = 1Z�1 ei�x'(x � h)dx = 1Z�1 ei�(y+h)'(y)dy = ei�hF ['(x)℄:



3℄ x 1. ðòåïâòáúï÷áîéñ æõòøå ïóîï÷îùè æõîëãéê 177ïÂÒÁÔÎÏ, Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ eixh (�ÒÉ ÌÀÂÏÍ, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÉËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÍ, h) × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å K ÏÔ×ÅÞÁÅÔ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ ÓÄ×ÉÇÁ × �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Å Z:F [eixh'(x)℄ = 1Z�1 eixhei�x'(x)dx = 1Z�1 eix(h+�)'(x)dx =  (� + h):÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ × �ÒÅÄÅÌÁÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Z ÆÕÎË�ÉÉ  (x)ÄÏ�ÕÓËÁÀÔ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÓÄ×ÉÇÉ.íÏÖÎÏ �ÅÒÅÎÅÓÔÉ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Z É Ï�ÅÒÁ�ÉÀ �ÒÅÄÅÌØÎÏÇÏ �ÅÒÅ-ÈÏÄÁ, ÓÞÉÔÁÑ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÉ  �(x) ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ, ÅÓÌÉ ÉÈ ÏÂÒÁÚÙ'�(x) ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ × ÓÍÙÓÌÅ, ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÎÏÍ ÄÌÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á K.÷�ÒÏÞÅÍ, ÜÔÕ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ × Z ÍÏÖÎÏ Ï�ÉÓÁÔØ É ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÍ ÏÂÒÁ-ÚÏÍ. éÍÅÎÎÏ, �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ  �(x) ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ × Z, ÅÓÌÉ,×Ï-�ÅÒ×ÙÈ, ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ájsq �(s)j 6 Cqeaj� jÓ �ÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ Cq É a, ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÉÍÉ ÏÔ �, É ÅÓÌÉ ÜÔÉ ÆÕÎË�ÉÉÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ ÏÓÉ �.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ × ÒÑÄ �ÅÊÌÏÒÁ1Xq=0 (q)(s)hqq! =  (s + h)Ó ÌÀÂÙÍ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ (ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÍ) h ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ × ÓÍÙÓÌÅÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ; ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔÉ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÊÆÏÒÍÕÌÙ 1Xq=0 (ix)q hqq! '(x) = eixh'(x)× ÓÍÙÓÌÅ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å K.3. óÌÕÞÁÊ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. îÁÛÉ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ�ÏÞÔÉ ÂÅÚ ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ �ÅÒÅÎÅÓÅÎÙ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ n ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ �ÅÒÅÍÅÎ-ÎÙÈ. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ '(x) = '(x1; : : : ;xn)Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ (�) =  (�1; : : : ;�n) = 1Z�1 : : : 1Z�1 '(x1; : : : ;xn)ei(x1�1+:::+xn�n)dx1 : : : dxn



178 çì. II. ðòåïâòáúï÷áîéñ æõòøå ïâïâýåîîùè æõîëãéê [3ÉÌÉ, ËÏÒÏÞÅ,  (�) = ZRn '(x)ei(x;�)dx; (1)ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ (x;�) ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÁ ×ÅÌÉÞÉÎÁ x1�1 + : : : + xn�n. ÷ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÆÉÎÉÔÎÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ '(x) ÆÕÎË�ÉÑ  ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÅÎÁ É ÎÁËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ s=(s1; : : : ;sn)=(�1+i�1; : : : ;�n+i�n) : (s) = ZRn '(x)ei(x;s)ds: (2)ðÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ  (s), Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÔÅ�ÅÒØ × n-ÍÅÒÎÏÍ ËÏÍ-�ÌÅËÓÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Cn, ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ É ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ �Ï ËÁÖÄÏÍÕÉÚ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× s1; : : : ;sn. åÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ '(x) ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ �ÒÉjxk j > ak (k = 1;2; : : : ;n), ÔÏ ÅÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ  (s) ÄÏ�ÕÓËÁÅÔÏ�ÅÎËÕ jsq11 : : : sqnn  (�1 + i�1; : : : ;�n + i�n)j 6 Cqea1j�1j+:::+anj�nj: (3)ïÂÒÁÔÎÏ, ×ÓÑËÁÑ �ÅÌÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ  (s1; : : : ;sn), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ ÎÅ-ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ (3), Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ æÕÒØÅ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ'(x1; : : : ;xn), ÏÂÒÁÝÁÀÝÅÊÓÑ × ÎÕÌØ �ÒÉ jxkj > ak (k = 1;2; : : : ;n).(äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ ÔÁË ÖÅ, ËÁË É ÄÌÑ ÏÄÎÏÇÏ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ.)éÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÆÏÒÍÕÌÙ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÁÍ (4) �. 1 É (3) �. 2:P � ��s1 ; : : : ; ��sn�F ['℄ = F [P (ix1; : : : ; ixn)'(x)℄; (4)F �P � ��x1 ; : : : ; ��xn�'(x)� = P (�is1; : : : ;�isn)F ['℄; (5)ÇÄÅ P | ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó �ÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ.ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ×ÓÅÈ �ÅÌÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ  (s), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÎÅÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×ÁÍ ×ÉÄÁ (3), × ËÏÔÏÒÏÍ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ÌÉÎÅÊÎÙÅÏ�ÅÒÁ�ÉÉ | ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÞÉÓÌÏ, �Ï-�ÒÅÖÎÅÍÕ, ÂÕÄÅÍÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ Z. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔ ÍÅÖÄÕ �ÒÏÓ-ÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉK É Z ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ Ó ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÅÍ ÌÉ-ÎÅÊÎÙÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ. ðÒÅÄÅÌØÎÙÊ �ÅÒÅÈÏÄ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Z Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ  �(s)(� = 1;2; : : : ) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÓÈÏÄÑÝÅÊÓÑ Ë ÎÕÌÀ, ÅÓÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÏÓÎÏ×-ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ '�(x) ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å K. ÷ÎÕÔÒÅÎÎÉÍÏÂÒÁÚÏÍ ÜÔÁ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁË: ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ájsq �(s)j 6 Cqea1j�1j+:::+anj�nj



4℄ x 1. ðòåïâòáúï÷áîéñ æõòøå ïóîï÷îùè æõîëãéê 179Ó �ÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ Cq É a, ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÉÍÉ ÏÔ �, É ÆÕÎË�ÉÉ  �(�) ÓÔÒÅÍÑÔÓÑÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ Ë ÎÕÌÀ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Rn.4. æÕÎË�ÉÏÎÁÌÙ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Z. îÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Z, ËÁË ÉÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å K, ÍÏÖÎÏ ÓÔÒÏÉÔØ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÆÕÎË-�ÉÏÎÁÌÙ | ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÎÏ×Á ÓÌÕÞÁÊ ÏÄÎÏÇÏÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÇÏ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ. òÅÇÕÌÑÒÎÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁÍÉ ÍÙ É ÚÄÅÓØÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÙ, ÚÁÄÁÎÎÙÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑÍÉ ×ÉÄÁ(g; ) = 1Z�1 g(�) (�)d�: (1)æÕÎË�ÉÏÎÁÌÙ ×ÉÄÁ (g; ) = ZL g(s) (s)ds; (2)ÇÄÅ L | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÌÉÎÉÑ, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎË�ÉÏ-ÎÁÌÁÍÉ. �ÁË, ÄÅÌØÔÁ-ÆÕÎË�ÉÑ (Æ(s � s0); ) =  (s0) (ÇÄÅ s0 | ÕÖÅ �ÒÏ-ÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ) ÅÓÔØ Îe ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÊ, ÎÏ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÊÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ, �ÏÓËÏÌØËÕ, × ÓÉÌÕ ÆÏÒÍÕÌÙ ëÏÛÉ, (s0) = 12�i ZL  (s)dss � s0 ;ÇÄÅ L | ÌÀÂÏÊ ËÏÎÔÕÒ, ÚÁËÌÀÞÁÀÝÉÊ ×ÎÕÔÒÉ ÓÅÂÑ ÔÏÞËÕ s0; ÔÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ, Æ(s�s0) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÍ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏÍ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÍÆÕÎË�ÉÉ 12�i 1s�s0 .óÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ ×ÓÅÈ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Z ÏÂÏÚÎÁ-ÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ Z 0. ó ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Z ÍÏÖÎÏ�ÒÏÉÚ×ÏÄÉÔØ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÑÍ, ××ÅÄÅÎÎÙÍ ÎÁÍÉ ÄÌÑÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅK. ñÓÎÏ, ÞÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÌÉÎÅÊ-ÎÙÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ | ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÞÉÓÌÏ, Á ÔÁËÖÅ �ÒÅÄÅÌØÎÏÇÏ�ÅÒÅÈÏÄÁ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÎÉÞÅÇÏ ÎÏ×ÏÇÏ. õÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÆÕÎË�ÉÀ h(s),ÆÏÒÍÁÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ(h(s)g; ) = (g;h ); (3)ÔÅ�ÅÒØ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ×Ù�ÏÌÎÉÍÙÍ ÕÖÅ ÄÌÑ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÂÏÌÅÅ ÕÚËÏÇÏËÒÕÇÁ ÆÕÎË�ÉÊ h(s). äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ ÜÔÏÇÏ Ï�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÉÑ ÎÕÖÎÏ, ÞÔÏÂÙ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ h(s) ÎÁ ÌÀÂÕÀ ÏÓÎÏ×ÎÕÀ



180 çì. II. ðòåïâòáúï÷áîéñ æõòøå ïâïâýåîîùè æõîëãéê [4ÆÕÎË�ÉÀ  (s) �ÒÉ×ÏÄÉÌÏ ÓÎÏ×Á Ë ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ. æÕÎË�ÉÉ h(s),ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÅ ÜÔÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÏÒÁÍÉ× Z. æÕÎË�ÉÑ h(s) ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÜÔÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÓÁÍÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ�ÅÌÏÊ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ ×ÉÄÁjh(s)j 6 Cebj� j(1 + jsj)q �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ b; q É C.ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ g 2 Z 0 Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ�dgds ; � = ��g; d ds � ;ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÅÅ É ËÁË �ÒÅÄÅÌ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ g(s+h)�g(s)h .�ÁË ÖÅ ËÁË É × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å K 0, ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ g 2Z 0 ÄÏ�ÕÓ-ËÁÀÔ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ. îÏ, × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ �ÅÒ×ÙÈ,ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ g 2 Z 0 ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙ,ÎÏ É ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÙ; ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ g 2 Z 01Xq=0g(q)(s)hqq! = g(s + h); (4)ÇÄÅ ÒÑÄ ÓÌÅ×Á ÓÈÏÄÉÔÓÑ × ÓÍÙÓÌÅ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Z 0, Ág(s + h) | ÓÄ×ÉÇ ÆÕÎË�ÉÉ g(s) ÎÁ ÞÉÓÌÏ h.äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ  (s) 2 Z�g(q)(s)hqq! ; (s)� = �g(s); (�1)qhqq!  (q)(s)�É ÒÑÄ P (�1)qhqq!  (q)(s) ÓÈÏÄÉÔÓÑ × ÓÍÙÓÌÅ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ × Z, ËÁË ÍÙ ÕÖÅÏÔÍÅÞÁÌÉ, Ë ÆÕÎË�ÉÉ  (s � h); ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,�Xg(q)(s)hqq! ; (s)� = (g(s); (s � h)) = (g(s + h); (s));ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.ïÔÍÅÔÉÍ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÆ(s + h) = 1Xq=0Æ(q)(s)hqq! ; (5)Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÅ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ (ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÍ) h; �ÒÉ ÜÔÏÍ ÓÄ×ÉÎÕÔÁÑ ÄÅÌØÔÁ-ÆÕÎË�ÉÑ Æ(s + h) Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ(Æ(s + h); (s)) = (Æ(s); (s � h)) =  (�h): (6)



5℄ x 1. ðòåïâòáúï÷áîéñ æõòøå ïóîï÷îùè æõîëãéê 181÷ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Z 0ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. ÷ ÎÅÍ, ËÁË É ×ÙÛÅ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÓÌÏÖÅÎÉÅ,ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÞÉÓÌÏ, �ÒÅÄÅÌØÎÙÊ �ÅÒÅÈÏÄ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÆÕÎË�ÉÀh(s) = h(s1; : : : ;sn). æÕÎË�ÉÑ h(s) ÂÕÄÅÔ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÏÒÏÍ × Z, ÅÓÌÉÏÎÁ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ, ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ (Ô.Å. ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ �Ï ËÁÖÄÏÍÕ si �ÒÉÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ s1; : : : ;si�1;si+1; : : : ;sn), É ÅÓÌÉjh(s)j 6 Ceb1j�1j+:::+bnj�nj(1 + js1j)q1 : : : (1 + jsnj)qn :áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÆÕÎË-�ÉÏÎÁÌÁ g 2 Z 0. ëÁÖÄÙÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ ÉÚ Z 0 ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍ, ÎÏ É ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÎ, Ô.Å. ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ × ÒÑÄ�ÅÊÌÏÒÁ, ÓÈÏÄÑÝÉÊÓÑ × ÓÍÙÓÌÅ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ × Z 0.5. áÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÙ. ÷ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ �ÕÎËÔÅ ÍÙ ÎÁÚ×ÁÌÉÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ g ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Z ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎ× ×ÉÄÅ (g; ) = Z� g(s) (s)ds;ÇÄÅ g(s) | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, Á � | ËÏÎÔÕÒ × ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ(ÍÙ ÓÎÁÞÁÌÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÓÌÕÞÁÊ ÏÄÎÏÇÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÇÏ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ).óÏÇÌÁÓÎÏ ÏÂÝÉÍ �ÒÁ×ÉÌÁÍ ÔÅÏÒÉÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ, × ÓÌÕ-ÞÁÅ, ËÏÇÄÁ g(s) | ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ËÏÎÔÕÒ � ÍÏÖÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÄÅÆÏÒÍÉÒÏ×ÁÔØ ÂÅÚ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ×ÅÌÉÞÉÎÙ (g; ); �ÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁÞÁÌÏ ÉËÏÎÅ� ËÏÎÔÕÒÁ ÄÏÌÖÎÙ ÏÓÔÁ×ÁÔØÓÑ ÚÁËÒÅ�ÌÅÎÎÙÍÉ É ËÏÎÔÕÒ ÎÅ ÄÏÌÖÅÎ�ÅÒÅÈÏÄÉÔØ ÞÅÒÅÚ ÏÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ ÆÕÎË�ÉÉ g(s). �ÁË, ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ ÅÄÉÎÉ�Á1(s) = 1Z�1 1 �  (s)dsÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÄÁÎ ÎÅ ÔÏÌØËÏ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ ×ÄÏÌØ ×ÅÝÅ-ÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÏÓÉ, ÎÏ É Ó �ÏÍÏÝØÀ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ ×ÄÏÌØ ÌÀÂÏÊ ÌÉÎÉÉ,ÉÄÕÝÅÊ ÉÚ �1 É +1 × �ÒÅÄÅÌÁÈ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ �ÏÌÏÓÙ jIm sj6C, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ×ÄÏÌØ ÌÀÂÏÊ �ÒÑÍÏÊ, �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÊ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÏÓÉ. �ÁËÉÅ ÌÉÎÉÉ, Ô.Å.ÌÉÎÉÉ, ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ×ÄÏÌØ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÔ ÌÀÂÏÊ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ  ÒÁ×ÎÙ,ÍÙ ÎÁÚÏ×ÅÍ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ. åÓÌÉ ÖÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÔØ 1 �ÏËÁËÏÍÕ-ÎÉÂÕÄØ ÉÎÏÍÕ ËÏÎÔÕÒÕ �, ÔÏ �ÏÌÕÞÉÍ ÕÖÅ ÉÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ.îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ � | ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ËÏÎÔÕÒ ÉÌÉ �ÅÔÌÑ, ÉÄÕÝÁÑ × �ÒÅÄÅÌÁÈ�ÏÌÏÓÙ jIm sj 6 C ÉÚ �1 ÓÎÏ×Á × �1 (ÉÌÉ ÉÚ +1 × +1), ÔÏ�ÏÌÕÞÁÀÝÉÊÓÑ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ. �ÁËÉÅ ËÏÎÔÕÒÙ, Ô.Å.



182 çì. II. ðòåïâòáúï÷áîéñ æõòøå ïâïâýåîîùè æõîëãéê [5ËÏÎÔÕÒÙ, ×ÄÏÌØ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÏÔ ÌÀÂÏÊ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ  ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÎÕÌÅ×ÙÍÉ ÉÌÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÍÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍÉ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ g(s) = 1s . íÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ Ó ÅÅ �ÏÍÏÝØÀ Ä×ÁÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ:(g+; ) = +1+aiZ�1+ai  (s)s ds (a > 0);(g�; ) = +1�aiZ�1�ai  (s)s ds (a > 0):÷ ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ ×ÅÄÅÔÓÑ ×ÄÏÌØ �ÒÑÍÏÊ, �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÊ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÏÓÉ É ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÏÊ × �ÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ × ×ÅÒÈÎÅÊ �ÏÌÕ�ÌÏÓ-ËÏÓÔÉ, Á ×Ï ×ÔÏÒÏÍ | × ÎÉÖÎÅÊ. ïÂÁ ÜÔÉ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ sg = 1:òÁÚÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁÍÉ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÉ×ÅÄÅÎÁ Ë×ÉÄÕ (g+ � g�; ) = Zjsj=1  (s)s dsÓ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ×ÄÏÌØ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ �Ï ÞÁÓÏ×ÏÊÓÔÒÅÌËÅ. ÷ ÓÉÌÕ ÆÏÒÍÕÌÙ ëÏÛÉ(g+ � g�; ) = �2�i (0);ÏÔËÕÄÁ g+ � g� = �2�iÆ(s):æÕÎË�ÉÏÎÁÌ g0 = g+ � g� ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀsg0 = 0:òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÂÝÕÀ ÄÒÏÂÎÏ-ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀg(s) = P (s)Q(s) :



5℄ x 1. ðòåïâòáúï÷áîéñ æõòøå ïóîï÷îùè æõîëãéê 183òÁÚÌÉÞÎÙÅ ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Q(s) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ s1; : : : ;sn. éÎÔÅÇÒÉ-ÒÏ×ÁÎÉÅ �Ï ÌÀÂÏÊ ÌÉÎÉÉ �, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÊ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÏÓÉ, �ÒÉ×ÏÄÉÔË ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÕ (g; ) = Z� g(s) (s)ds;ÚÁ×ÉÓÑÝÅÍÕ, ×ÏÏÂÝÅ, ÏÔ ËÏÎÔÕÒÁ �; ×ÓÑËÉÊ ÔÁËÏÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ ÕÄÏ×ÌÅ-Ô×ÏÒÑÅÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ Qg = P:éÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ �Ï ÌÀÂÏÍÕ ÎÕÌÅ×ÏÍÕ ËÏÎÔÕÒÕ �0 �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÆÕÎË�É-ÏÎÁÌÕ (g0; ) = Z�0 g(s) (s)ds;ÔÁËÖÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÅÍÕ ÏÔ ËÏÎÔÕÒÁ �0. ÷ÓÅ ÜÔÉ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÙ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ Qg0 = 0:îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ �0 | ËÏÎÔÕÒ, ÏÂÈÏÄÑÝÉÊ × �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ�ÒÏÓÔÏÊ ËÏÒÅÎØ s1 ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Q(s), ÔÏ(g0; ) = Z�0 g(s) (s)ds = 2�i ×ÙÞ:s=s1 [g(s) (s)℄ = C (s1);ÔÁË ÞÔÏ g0 = CÆ(s � s1). åÓÌÉ �0 ÏÂÈÏÄÉÔ k-ËÒÁÔÎÙÊ ËÏÒÅÎØ s1ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Q(s), ÔÏ(g0; ) = 2�i ×ÙÞ:s=s1 [g(s) (s)℄ = 2�i(k � 1)! dk�1dsk�1 [(s � s1)kg(s) (s)℄s=s1 :òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÙ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÆÕÎË�ÉÅÊg(s) = esn :÷ ÓÉÌÕ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ájesn j = eRe sn = ejsjn osn�; ÇÄÅ � = args



184 çì. II. ðòåïâòáúï÷áîéñ æõòøå ïâïâýåîîùè æõîëãéê [5�ÌÏÓËÏÓÔØ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ s ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ ÎÁ 2n ÒÁ×ÎÙÈÓÅËÔÏÒÏ× ÒÁÓÔ×ÏÒÏÍ × �n ËÁÖÄÙÊ, ÔÁË ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ jesn j × ÜÔÉÈ ÓÅË-ÔÏÒÁÈ �ÏÏÞÅÒÅÄÎÏ ÔÏ ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ, ÔÏ ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÏÕÂÙ×ÁÅÔ. óÅËÔÏÒÙ �ÅÒ×ÏÇÏ ÔÉ�Á ÎÁÚÏ×ÅÍ �ÏÔÒÏÇÁÍÉ�, ÓÅËÔÏÒÙ ×ÔÏÒÏÇÏÔÉ�Á | �ÄÏÌÉÎÁÍÉ�. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ �ÕÔØ �k, ×ÅÄÕÝÉÊÉÚ 1 × �ÅÒ×ÏÊ ÄÏÌÉÎÅ × 1 ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÄÒÕÇÏÊ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ k-Ê, ÄÏÌÉÎÅ(k = 2; : : : ;n). äÌÑ ÜÔÏÇÏ �ÕÔÉ ÍÏÖÎÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÔØ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ(Fk ; ) = Z�k esn (s)ds;�ÒÉÞÅÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ × ÓÉÌÕ ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÂÙ×Á-ÎÉÑ jesn j × ÏÂÅÉÈ ÄÏÌÉÎÁÈ É ÂÏÌÅÅ ÍÅÄÌÅÎÎÏÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ ÏÓÎÏ×ÎÏÊÆÕÎË�ÉÉ  (s).íÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ n�1 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏ×, ËÏÔÏÒÙÅÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÞÅÒÅÚ esn1 ; : : : ;esnn�1. ÷ÓÅ ÏÎÉ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ 1-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ, ËÏÔÏÒÏÅÌÅÇËÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÒÏÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍ ÆÕÎË�ÉÏ-ÎÁÌ esnk : � ddsesnk ; � = �esnk ;�d ds � = �Z�k esnk d ds ds:üÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ �ÒÏÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍ �Ï ÞÁÓÔÑÍ; ×ÎÅÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÊ ÞÌÅÎÉÓÞÅÚÎÅÔ (�Ï �ÒÉÞÉÎÅ ÓÉÌØÎÏÇÏ ÕÂÙ×ÁÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ esnk × ÄÏÌÉÎÁÈ), ÉÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ:� ddsesnk ; � = Z�k nsn�1esnk  (s)ds = (nsn�1esnk ; ):�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÙ esnk ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀddsesnk = nsn�1esnk :íÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ × ÏÂÌÁÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏ× ÎÁÄ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ Z ÌÉ-ÎÅÊÎÏÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ 1-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ÍÏÖÅÔÉÍÅÔØ ÌÀÂÏÅ ÞÉÓÌÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ.âÏÌØÛÏÊ ÉÎÔÅÒÅÓ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÔÁËÖÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÏÎÁ-ÌÙ × ÏÂÌÁÓÔÉ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ s1; : : : ;sn. úÄÅÓØ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ



5℄ x 1. ðòåïâòáúï÷áîéñ æõòøå ïóîï÷îùè æõîëãéê 185ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÙ ÓÔÒÏÑÔÓÑ �Ï ÆÏÒÍÕÌÁÍ(g; ) = Z� g(s) (s)ds;ÇÄÅ � | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ (2n� 1)-ÍÅÒÎÁÑ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ × 2n-ÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Å n ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ s1; : : : ;sn.÷ ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ ðÕÁÎËÁÒÅ1), ÏÂÏÂÝÁÀÝÅÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕëÏÛÉ ÎÁ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ � ÍÏÖÅÔÂÙÔØ ÔÁËÖÅ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÄÅÆÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÁ (ÂÅÚ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ) �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ ÅÅ ÇÒÁÎÉ�Á ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÁ, Á × �ÒÏ�ÅÓÓÅÉÚÍÅÎÅÎÉÑ � ÎÅ �ÅÒÅÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÏÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ ÆÕÎË�ÉÉ g(s).âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ � ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÊ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉZ�  (s)ds = 1Z�1  (�)d�(ÉÎÔÅÇÒÁÌ Ó�ÒÁ×Á | �Ï ×ÓÅÍ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÍ). ðÒÉÍÅÒÏÍ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÊ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ, ÓÌÕÖÉÔ �ÌÅÓÔÎÉ�Á èÏÒÍÁÎ-ÄÅÒÁ�; ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÍÅÓÔÏ ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË s1; : : : ;sn, ÇÄÅ s2; : : : ;sn ×Å-ÝÅÓÔ×ÅÎÎÙ É �ÒÉ ËÁÖÄÏÍ ×ÙÂÏÒÅ ÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ s1 �ÒÏÂÅÇÁÅÔ ËÏÎÔÕÒ,ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÊ (× �ÌÏÓËÏÓÔÉ s1) ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÏÓÉ. æÕÎË�ÉÏÎÁÌ g,Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ(g; ) = Z� 1P (s) (s)ds;ÇÄÅ � | ÌÅÓÔÎÉ�Á èÏÒÍÁÎÄÅÒÁ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ (ÉÌÉ �ÅÌÁÑÆÕÎË�ÉÑ) P (s) ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀPg = 1: (1)÷Ï ×ÔÏÒÏÍ ×Ù�ÕÓËÅ (ÇÌ. II, x 3, �. 3) ÂÕÄÅÔ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P (s) ÔÁËÕÀ ÌÅÓÔÎÉ�Õ ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,× �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Z 0 ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (1) ×ÓÅÇÄÁ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ,ÄÁÌÅÅ, �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ � ÎÕÌÅ×ÏÊ ÉÌÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ×ÓÑËÏÊ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ  (s)Z�  (s)ds = 0:1)óÍ. â. á. æÕËÓ, �ÅÏÒÉÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÍÎÏÇÉÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ �ÅÒÅÍÅÎ-ÎÙÈ, 1948, ÓÔÒ. 299.



186 çì. II. ðòåïâòáúï÷áîéñ æõòøå ïâïâýåîîùè æõîëãéê [6ðÒÉÍÅÒÏÍ ÎÕÌÅ×ÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÍÏÖÅÔ ÓÌÕÖÉÔØ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, Ñ×ÌÑ-ÀÝÅÅÓÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ËÏÎÔÕÒÁ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ s1 ÎÁ ÌÀÂÕÀ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÏÓÔÁÌØÎÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P (s), ÏÂÒÁÔÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ 1P (s)ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÎÁ ÎÕÌÅ×ÏÍ ËÏÎÔÕÒÅ �, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ(g; ) = Z� 1P (s) (s)ds;ÏÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑPg = 0: (2)úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÅÒÅÈÏÄÑ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÈ (1) É (2) Ë �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÍæÕÒØÅ (ÓÍ. ÎÉÖÅ, x 2), ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊP �i ��x�f = Æ(x) (3)É P �i ��x�f = 0; (4)ÇÄÅ �ÏÄ ÚÁ�ÉÓØÀ i ��x ÎÕÖÎÏ �ÏÎÉÍÁÔØ �i ��x1 ; : : : ; i ��xn�. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁ-ÚÏÍ, ×Ï ×ÔÏÒÏÍ ×Ù�ÕÓËÅ ÍÙ ÓÍÏÖÅÍ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ× ÞÁÓÔÎÙÈ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ Ó �ÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÏÂÌÁÄÁÅÔÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍ.íÙ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÜÔÉ �ÒÏÓÔÙÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÔÁËÖÅ ÄÌÑÆÁËÔÉÞÅÓËÏÇÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÒÅÛÅÎÉÊ �ÏÄÏÂÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ.6. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÆÕÎË�ÉÊ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á S. íÙ ××ÅÌÉ ×ËÏÎ�Å x 1 ÇÌ. I �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï S ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎË-�ÉÊ '(x), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍjxkDq'(x)j 6 Ckq : (1)îÁÊÄÅÍ ËÌÁÓÓ ÆÕÎË�ÉÊ, Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÍÉæÕÒØÅ ÆÕÎË-�ÉÊ ËÌÁÓÓÁ S1). ëÁÖÄÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ '(x) 2 S ÏÂÌÁÄÁÅÔ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ËÌÁÓÓÉ-ÞÅÓËÉÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ æÕÒØÅ (�) = Z '(x)ei(x;�)dx;1)éÚÌÁÇÁÅÍÙÅ × ÜÔÏÍ ÁÂÚÁ�Å ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÂÕÄÕÔ �ÏÄÒÏÂÎÏ ÒÁÚ×ÉÔÙ × x 1 ÇÌ. III×ÔÏÒÏÇÏ ×Ù�ÕÓËÁ.



1℄ x 2. ïâïâýåîîùå æõîëãéé ïäîïçï ðåòåíåîîïçï 187�ÒÉÞÅÍ ÆÕÎË�ÉÑ  (�) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ × ÓÉÌÕ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ×Dq (�) = Z (ix)q'(x)ei(x;�)dx:�ÁË ËÁË ÆÕÎË�ÉÑ (ix)q'(x) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ ×ÍÅÓÔÅ Ó '(x)É ×ÓÅ ÅÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÍÉ, ÔÏ ÆÕÎË-�ÉÑ Dq (�) ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÂÙÓÔÒÅÅ ÌÀÂÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ 1j�j . �ÁËÉÍ ÏÂÒÁ-ÚÏÍ, ÆÕÎË�ÉÑ  (�) ËÁË ÆÕÎË�ÉÑ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ � = (�1; : : : ;�n) ÏÂÌÁÄÁÅÔÔÅÍÉ ÖÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ, ÞÔÏ É ÆÕÎË�ÉÑ '(x) ËÁË ÆÕÎË�ÉÑ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x.íÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï S �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ æÕÒØÅ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ-ÓÑ × ÓÅÂÑ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÔÁË ËÁË ÔÁËÉÅ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ �ÒÏÈÏÄÑÔ ÄÌÑÏÂÒÁÔÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ, ÔÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ æÕÒØÅ �ÒÏÓÔ-ÒÁÎÓÔ×Ï S ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ÓÅÂÑ, Ô.Å. ËÁÖÄÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ  (�) 2 S ÉÍÅÅÔ�ÒÏÏÂÒÁÚ. íÏÖÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ × S �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔØ ÆÕÎË�ÉÊ '�(x) �ÅÒÅ×ÏÄÉÔÓÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ æÕÒØÅ × �ÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎË�ÉÊ  �(�), ÔÁËÖÅ ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ × S.éÚ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ  (�)�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Z ÅÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á S. (üÔÏ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØÉ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ: ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Z ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑÆÕÎË�ÉÑ  (�) 2 Z ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ É ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ �ÒÉj�j ! 1 Ë ÎÕÌÀ ÂÙÓÔÒÅÅ ÌÀÂÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ 1j�j ; ÄÁÌÅÅ, �ÒÉÍÅÎÑÑ ÄÌÑ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ëÏÛÉ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ�ÏÌÕÞÉÔØ ÔÏ ÖÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÏÔ  (�).) ëÒÏÍÅÔÏÇÏ, ÉÚ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ  �(�)ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ Z ÓÈÏÄÉÔÓÑ × ÓÍÙÓÌÅ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ × Z, ÔÏ ÏÎÁ ÓÈÏÄÉÔÓÑ É× ÓÍÙÓÌÅ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ × S. äÁÌÅÅ, �ÏÓËÏÌØËÕ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï K ×ÌÏÖÅÎÏ× �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï S �ÌÏÔÎÏ, ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ | �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Z | ÔÁËÖÅÒÁÓ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ �ÌÏÔÎÏ × S, ÔÁË ÞÔÏ ÌÀÂÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ  (�) 2 S ÍÏÖÎÏ�ÏÌÕÞÉÔØ ËÁË �ÒÅÄÅÌ (�Ï ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ × S) �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÊ �(�) 2 Z.x 2. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. óÌÕÞÁÊÏÄÎÏÇÏ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ1. ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÅÖÄÕ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ K É Z ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ Ó ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÅÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈÏ�ÅÒÁ�ÉÊ É ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÏÖÎÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØÉ ÍÅÖÄÕ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁÍÉ ÎÁ ÜÔÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×ÁÈ. íÙ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÍ ÜÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÎÁ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁÈ,ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÍ ÆÕÎË�ÉÑÍ, ÏÎÏ �ÅÒÅÈÏÄÉÌÏ ÂÙ



188 çì. II. ðòåïâòáúï÷áîéñ æõòøå ïâïâýåîîùè æõîëãéê [1× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ÆÕÎË�ÉÅÊ É ÅÅ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍæÕÒØÅ.÷ÎÁÞÁÌÅ Ï�ÑÔØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ ÏÄÎÏÇÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÇÏ �ÅÒÅÍÅÎÎÏ-ÇÏ. ðÕÓÔØ f(x) | ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ É g(�) | ÅÅ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ '(x) É ÅÅ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ  (�) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ(f;') = 1Z�1 f(x)'(x)dx = 12� 1Z�1 f(x)8<: 1Z�1  (�)e�ix�d�9=;dx == 12� 1Z�1  (�)8<: 1Z�1 f(x)eix�dx9=;d� = 12� 1Z�1 g(�) (�)d� = 12� (g; );ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÏÂÙÞÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ ðÁÒÓÅ×ÁÌÑ; ÏÎÏ ÏÓÔÁÅÔÓÑ Ó�ÒÁ-×ÅÄÌÉ×ÙÍ É ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ f(x) É '(x), Á ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, É ÉÈ �ÒÅÏÂÒÁ-ÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ g(�) É  (�), ÌÉÛØ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙ × Ë×ÁÄÒÁÔÅ ÎÁ ÏÓÉ.òÁ×ÅÎÓÔ×Ï ðÁÒÓÅ×ÁÌÑ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ g(�) ËÁË ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ÏÓÎÏ×ÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ(g; ) = 2�(f;'): (1)÷ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÅ ÏÎÏ ÍÏÖÅÔ ÓÌÕÖÉÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË-�ÉÉ g ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Z �ÒÉ ÌÀÂÏÊ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ fÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å K. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ g, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ (1), �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ æÕÒØÅ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ f É ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØÓÉÍ×ÏÌÁÍÉ F [f ℄ ÉÌÉ ef .ðÏÄÞÅÒËÎÅÍ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ F [f ℄ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÕÖÅ ÎÅ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ-×Å K, Á × Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Z.äÌÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔÓÑ ÆÏÒ-ÍÕÌÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÏÂÙÞÎÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ æÕÒØÅ:P � dds�F [f ℄ = F [P (ix)f ℄; (2)F �P � ddx�f� = P (�is)F [f ℄; (3)ÔÁË ÞÔÏ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ ÎÁ ix × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å K 0 ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÅÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Z 0 É ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÀ× �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å K 0 ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ �is × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Z.



2℄ x 2. ïâïâýåîîùå æõîëãéé ïäîïçï ðåòåíåîîïçï 189äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ P � ddx� = ddx .íÙ ÉÍÅÅÍ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ(F [ixf ℄;F ['℄) = 2�(ixf;') = 2�(f;�ix') == (F [f ℄;F [�ix'℄) = �F [f ℄;� ddsF ['℄� = � ddsF [f ℄;F ['℄� ;ÞÔÏ ÄÁÅÔ ÆÏÒÍÕÌÕ (2); ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ (3).ïÂÒÁÔÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ F�1 Ï�ÒÅÄÅÌÅÎ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Z 0 É �ÅÒÅ×ÏÄÉÔÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ g × ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ f �Ï ÔÏÊ ÖÅ ÆÏÒÍÕÌÅ (1) (ÞÉÔÁÅÍÏÊ Ó�ÒÁ×ÁÎÁÌÅ×Ï), ÔÁË ÞÔÏ F�1[F [f ℄℄ = f; F �F�1[g℄� = g;(F�1[g℄;') = 12� (g;F ['℄): 9=; (4)ïÔÍÅÔÉÍ ÅÝÅ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ FF ['(x)℄ = 2�'(�x) (x 1, �. 1, ÆÏÒÍÕ-ÌÁ (6)) ÌÅÇËÏ �ÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ ÎÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑÆÕÎË�ÉÊ ', �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ S:(FF [f ℄;FF ['(x)℄) = 2�(F [f ℄;F ['(x)℄) = (2�)2(f;'(x)):îÏ ÓÌÅ×Á ×ÍÅÓÔÏ FF ['(x)℄ ÍÏÖÎÏ �ÏÄÓÔÁ×ÉÔØ 2�'(�x). óÏËÒÁÝÁÑÎÁ 2� É ÚÁÍÅÎÑÑ x ÎÁ �x, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ:(FF [f ℄;'(x)) = (2�f;'(�x));Ô.Å. FF [f(x)℄ = 2�f(�x); (5)ÞÔÏ É ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ.2. ðÒÉÍÅÒÙ. 1. îÁÊÄÅÍ F [Æ℄. óÏÇÌÁÓÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ(eÆ;e') = 2�(Æ;') = 2�'(0) = 1Z�1  (�)d� = (1; );ÏÔËÕÄÁ F [Æ℄ � eÆ = 1; F�1[1℄ = Æ: (1)



190 çì. II. ðòåïâòáúï÷áîéñ æõòøå ïâïâýåîîùè æõîëãéê [22. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÎÁÊÄÅÍ F [1℄:(e1;e') = 2�(1;') = 2� 1Z�1 '(x)dx = 2� 1Z�1 '(x)e�ix�0dx == 2� (0) = 2�(Æ; );ÏÔËÕÄÁ F [1℄ = e1 = 2�Æ; F�1[Æ℄ = 12� : (2)3. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ. éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÆÏÒÍÕÌÙ (2){(3)ÎÁÈÏÄÉÍ:F [P (x)℄ = F [P (x) � 1℄ = P ��i dds�e1 = 2�P ��i dds�Æ(s); (3)F �P � ddx�Æ(x)� = P (�is)eÆ = P (�is) � 1 = P (�is): (4)÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, F �Æ(2m)(x)� = (�1)ms2m;F �Æ(2m+1)(x)� = (�1)m+1is2m+1:) (5)4. äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (n � 1)-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁny(n�1)(x) = xy(x) (6)�ÏÓÌÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ �ÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ 1-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁn(�i�)(n�1)u(�) = �idu(�)d� (u = ey): (7)�ÁË ËÁË ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (n� 1)-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ (6) ÉÍÅÅÔ n� 1 ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉ-ÍÙÈ (ÏÂÙÞÎÙÈ) ÒÅÛÅÎÉÊ, ÔÏ É ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ 1-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ (7) ÉÍÅÅÔ n � 1ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊÎÁÄ Z. íÙ ÕÖÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÌÉ ÜÔÉ ÒÅÛÅÎÉÑ × �. 5 x 1.5. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÏÔ �ÏËÁÚÁÔÅÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ebx. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕ-ÅÍÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÒÑÄ ebx = 1Xn=0 bnxnn!



2℄ x 2. ïâïâýåîîùå æõîëãéé ïäîïçï ðåòåíåîîïçï 191ÓÈÏÄÉÔÓÑ × ÓÍÙÓÌÅ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å K 0; ÜÔÏ �ÏÚ×ÏÌÉÔ ×ÙÞÉ-ÓÌÉÔØ febx �ÕÔÅÍ �ÏÞÌÅÎÎÏÇÏ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F Ë ÜÔÏÍÕ ÒÑÄÕ. íÙ�ÏÌÕÞÉÍ (ÓÍ. ÆÏÒÍÕÌÙ (5){(6) �. 4 x 1)febx = 1Xn=0 bnn!fxn = 2� 1X0 bnn! ��i dds�n Æ(s) = 2�Æ(s � ib): (8)æÏÒÍÕÌÁ (8) �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÌÅÇËÏ �ÏÌÕÞÉÔØ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ Õ ÞÁÓÔÏ×ÓÔÒÅÞÁÀÝÉÈÓÑ ÆÕÎË�ÉÊ sinbx, osbx, shbx, hbx:F [sinbx℄ = F �eibx � e�ibx2i � = i�[Æ(s � b) � Æ(s + b)℄; (9)F [osbx℄ = F �eibx + e�ibx2 � = �[Æ(s � b) + Æ(s + b)℄; (10)F [shbx℄ = F �ebx � e�bx2 � = �[Æ(s � ib) � Æ(s + ib)℄; (11)F [hbx℄ = F �ebx + e�bx2 � = �[Æ(s � ib) + Æ(s + ib)℄: (12)6. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, �ÒÏÄÏÌÖÁÅÍÙÈ ÎÁ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï S. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ f , Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ�ÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ë, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÅÎ �ÏÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï S (ÓÍ. ÇÌ. 1, x 1, �. 10). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ g = ef ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ f ÔÁËÖÅ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÑÅÔÓÑ(Ó �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Z) ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï S.äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÆÏÒÍÕÌÁ(g; ) = 2�(f;');  = e'; (13)Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ g ÓÒÁÚÕ ÎÁ ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÑÈ  , Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÍÉ æÕÒØÅ ÆÕÎË�ÉÊ '; �ÏÓËÏÌØËÕ ' �ÒÏÂÅÇÁÅÔ ×ÓÅ �ÒÏÓ-ÔÒÁÎÓÔ×Ï S, ÆÕÎË�ÉÑ  ÔÁËÖÅ �ÒÏÂÅÇÁÅÔ ×ÓÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï S. �ÁË ËÁËÉÚ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ Ë ÎÕÌÀ ÆÕÎË�ÉÊ  � 2 S ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ Ë ÎÕÌÀ ÉÈ�ÒÏÏÂÒÁÚÏ× '�(x) 2 S (ÏÂÅ × ÓÍÙÓÌÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á S), ÔÏ �ÏÌÕÞÁÅÍÙÊÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ g ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÅÎ ÎÁ S. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ  �(�) ! 0, ÔÏ(g; �) = 2�(f;'�) ! 0.éÔÁË, ÆÏÒÍÕÌÏÊ (13) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ g ÎÁ S.îÏ ÄÌÑ  2 Z ÏÎ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, Ó �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ æÕÒØÅ efÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ f , ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ë. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ efÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÑÅÔÓÑ Ó Z ÎÁ S, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.



192 çì. II. ðòåïâòáúï÷áîéñ æõòøå ïâïâýåîîùè æõîëãéê [3÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÆÉ-ÎÉÔÎÙÈ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ É ×ÓÅÈ ÏÂÙÞÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÓÔÅ�ÅÎÎÏÇÏÒÏÓÔÁ, Á ÔÁËÖÅ ÉÈ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁÍÉ ÎÁ S.�ÁËÏ×Ù, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ fx�+;fx��;gjxj� É ^jxj� sgnx, ËÏÔÏ-ÒÙÅ ÍÙ �ÏÄÒÏÂÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ × �ÕÎËÔÅ 3.7. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÏÔ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ. ÷ÓÑËÁÑ �ÅÒÉÏ-ÄÉÞÅÓËÁÑ (Ó �ÅÒÉÏÄÏÍ 2�) ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f(x), ËÁËÍÙ ×ÉÄÅÌÉ × �. 4 x 2 ÇÌ. I, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÒÑÄÁ æÕÒØÅf(x) = 1X�1neinx; (14)ÓÈÏÄÑÝÅÇÏÓÑ × ÓÍÙÓÌÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ (ÄÁÖÅ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å S0).ðÒÉÍÅÎÑÑ Ë ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ (14) �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ �ÏÞÌÅÎÎÏ (ÞÔÏÚÁËÏÎÎÏ × ÓÉÌÕ ÅÇÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ) É ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ �ÒÉÍÅÒÁ 5,ÎÁÈÏÄÉÍ: gf(x) = 1X�1 nÆ(s + n): (15)�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ gf(x), ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÊ ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Á S0, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎ ÎÁ ÓÞÅÔÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÔÏÞÅËn = 0;�1;�2; : : :3. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ x�+, x��, jxj�,jxj� sgnx. ðÏÄÓÞÉÔÁÅÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅæÕÒØÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ x�+.ïÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÓÎÁÞÁÌÁ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ �, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ �1 < Re � < 0.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅF [x�+e��x℄ = 1Z0 x�ei�xe��xdx = 1Z0 x�eisxdx (1)ÄÌÑ � =Im s>0, ÔÁË ÞÔÏ 0<args<�. üÔÏÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ.ëÏÇÄÁ � ! +0, x�+e��x ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë x�+ × ÓÍÙÓÌÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ,�ÏÜÔÏÍÕ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÏÔ x�+e��x ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÉÓËÏÍÏÍÕ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÀ æÕÒØÅ ÏÔ x�+ .÷ÙÞÉÓÌÉÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌ (1) Ó �ÏÍÏÝØÀ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉisx = ��; isdx = �d�; x = � �is ; dx = �d�is ;



3℄ x 2. ïâïâýåîîùå æõîëãéé ïäîïçï ðåòåíåîîïçï 193íÙ �ÏÌÕÞÉÍ �ÒÉ ÜÔÏÍF [x�+e��x℄ = �ei�2s ��+1 ZL ��e��d�;ÇÄÅ �ÕÔØ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ L �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÌÕÞ, ÉÄÕÝÉÊ ÉÚ 0 × 1,Ó ÁÒÇÕÍÅÎÔÏÍ arg� = args � �2 . óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,��2 < arg� < �2 :îÏ × �ÒÁ×ÏÊ �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔÉ e�� ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÏ ÕÂÙ×ÁÅÔ. ðÏÌØÚÕÑÓØÔÅÏÒÅÍÏÊ ëÏÛÉ, �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÎÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÒÁ×ÅÎ ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ �Ï�ÏÌÕÏÓÉ � > 0, Ô.Å. 1Z0 ��e��d� = �(� + 1);ÔÁË ÞÔÏ F [x�+e��x℄ = iei��2 (� + i�)���1�(� + 1):�ÁË ËÁË �Ï �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ �1 < Re � < 0, ÔÏ É�1 < Re(�� � 1) < 0:óÏ×ÅÒÛÁÑ �ÒÅÄÅÌØÎÙÊ �ÅÒÅÈÏÄ �ÒÉ � ! +0, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ (ÓÍ. ÇÌ. I, x 3,�. 6) F [x�+℄ = iei��2 �(� + 1)(� + i0)���1: (2)÷ ÓÉÌÕ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ1) ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ×ÅÒÎÁ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ � 6= �1;�2; : : : åÓÌÉ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á1)úÄÅÓØ (É ÞÁÓÔÏ ÄÁÌØÛÅ) ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ �ÒÏÓÔÙÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. ðÕÓÔØf� É g� ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ, ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ ÚÁ×ÉÓÑÝÉÅ ÏÔ � × ÏÂÌÁÓÔÉ G, É�ÕÓÔØ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ × ÍÅÎØÛÅÊ ÏÂÌÁÓÔÉ G1 � G ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ g� Ñ×ÌÑÅÔÓÑ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ æÕÒØÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f� : g� = ff�. ðÅÒ×ÏÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏÞÉÓÌÏ×ÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÏÔ � (f�;') É (g�; ); (�)ÇÄÅ ' É  | ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ, ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÙ × ÏÂÌÁÓÔÉ G, Á ×ÔÏÒÏÅ, | ÞÔÏ ×ÏÂÌÁÓÔÉ G1, ÅÓÌÉ  = e', ÆÕÎË�ÉÉ (�) Ó×ÑÚÁÎÙ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ(g�; ) = 2�(f�;'): (��)÷ ÓÉÌÕ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (��) ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ× ÏÂÌÁÓÔÉ G É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, × ÏÂÌÁÓÔÉ G ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ g� ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ æÕÒØÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f�.



194 çì. II. ðòåïâòáúï÷áîéñ æõòøå ïâïâýåîîùè æõîëãéê [3ÎÁ �(� + 1), ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ Ó�ÒÁ×Á É ÓÌÅ×Á �ÅÌÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÏÔ �, ÉÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �ÒÉ ×ÓÅÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ �F � x�+�(� + 1)� = iei��2 (� + i0)���1: (3)íÏÖÎÏ ÅÝÅ �ÏÄÓÔÁ×ÉÔØ × �ÒÁ×ÕÀ ÞÁÓÔØ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ (� ++ i0)���1 (ÓÍ. ÇÌ. 1, x 3). �ÏÇÄÁ �ÏÌÕÞÉÍ �ÒÉ � 6= 0;�1;�2; : : :F [x�+℄ = i�(� + 1)�ei��2 ����1+ � e�i� �2 ����1� � ; (4)�ÒÉ � = n (n = 0;1;2; : : :)F [xn+℄ = in+1[n!��n�1 + (�1)n+1i�Æ(n)(�)℄: (5)÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, F [x0+℄ � F [�(x)℄ = i��1 + �Æ(�); (6)F [x1+℄ � F [x+℄ = ���2 � i�Æ0(�) (7)É Ô.Ä.áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÍÏÖÎÏ �ÏÄÓÞÉÔÁÔØ É �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÏÔ x��. äÌÑÜÔÏÇÏ ÎÕÖÎÏ, �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉ× ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ �1 < Re � < 0, ×ÙÞÉÓÌÉÔØF [x��e��x℄, ÇÄÅ � < 0, Á ÚÁÔÅÍ �ÅÒÅÊÔÉ Ë �ÒÅÄÅÌÕ �ÒÉ � !�0. ðÒÉ ÜÔÏÍ�ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ:F [x��e��x℄ = 0Z1 jx�jei�xe��xdx = 1Z0 t�e�istdt = �� is��+1�(� + 1):ïÔÓÀÄÁ ÄÌÑ � 6= �1;�2; : : :F [x��℄ = �ie�i��2 �(� + 1)(� � i0)���1 (8)É �ÒÉ ×ÓÅÈ � F � x���(� + 1)� = �ie�i��2 (� � i0)���1: (9)ðÒÉ � 6= 0;�1;�2; : : : , �ÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ (� � i0)���1, ÎÁÈÏÄÉÍ:F [x��℄ = i�(� + 1)�ei� �2 ����1� � e�i��2 ����1+ � : (10)ðÒÉ � = n (n = 0;1;2; : : :) �ÏÌÕÞÁÅÍ:F [xn�℄ = in+1[(�1)n+1n!��n�1 � i�Æ(n)(�)℄: (11)



3℄ x 2. ïâïâýåîîùå æõîëãéé ïäîïçï ðåòåíåîîïçï 195ðÅÒÅÊÄÅÍ ÔÅ�ÅÒØ Ë ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÍ ÆÕÎË�ÉÑÍ jxj� É jx�jsgnx. óËÌÁÄÙ-×ÁÑ É ×ÙÞÉÔÁÑ ÆÏÒÍÕÌÙ (4) É (10), ÍÙ ÎÁÈÏÄÉÍ: �ÒÉ � 6= 0;�1;�2; : : :F [jxj�℄ � F [x�+℄ + F [x��℄ = �2�(� + 1)sin ��2 j�j���1; (12)F [jxj� sgnx℄ � F [x�+℄ � F [x��℄ = 2i�(� + 1)os ��2 j�j���1 sgn�: (13)òÁÚÄÅÌÑÑ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (12) ÎÁ ���+12 � É �ÒÉÍÅÎÑÑ ÆÏÒ-ÍÕÌÕ ÕÄ×ÏÅÎÉÑ ÄÌÑ ÇÁÍÍÁ-ÆÕÎË�ÉÉ1), �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÉÚÑÝÎÕÀÆÏÒÍÕÌÕ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÄÌÑ �ÅÌÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f�(x) = 2��2 jxj��( �+12 ) :F [f�(x)℄ = F "2��2 jxj����+12 � # = p2� 2�+12 j�j���1����2 � = p2�f���1(�): (120)ðÒÅÏÂÒÁÚÕÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÆÏÒÍÕÌÕ (13) É �ÏÌÁÇÁÑ g�(x) = 2��2 jx�j sgnx�(�+22 ) ,ÎÁÈÏÄÉÍ F [g�(x)℄ = p2�i2�+12 j�j���1 sgn�����+12 � = p2�ig���1(�): (130)áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, �ÒÉ � = n (n = 0;1;2; : : :) ÉÚ ÆÏÒÍÕÌ (5) É (11) ÎÁÈÏÄÉÍF [jxjn℄ � F [xn+℄ + F [xn�℄ == in+1[(1 + (�1)n+1)��n�1n! + ((�1)n+1 � 1)i�Æ(n)(�)℄; (14)F [jxjn sgnx℄ � F [xn+℄ � F [xn�℄ == in+1[(1 � (�1)n+1)��n�1n! + ((�1)n+1 + 1)i�Æ(n)(�)℄:(15)÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ n ÞÅÔÎÏÇÏ, n = 0;2; : : : ;2k; : : : ;F [x2k ℄ = (�1)k2�Æ(2k)(�); (16)F [jxj2k sgnx℄ = 2i(�1)k(2k)!��2k�1; (17)Á ÄÌÑ n ÎÅÞÅÔÎÏÇÏ, n = 1;3; : : : ;2k + 1; : : : ;F [x2k+1℄ = 2�i(�1)k+1Æ(2k+1)(�); (18)F [jxj2k+1℄ = 2(�1)k+1(2k + 1)!��2k�2: (19)1)ç.í. æÉÈÔÅÎÇÏÌØ�, ëÕÒÓ, Ô. 2, 1949, ÓÔÒ. 784.



196 çì. II. ðòåïâòáúï÷áîéñ æõòøå ïâïâýåîîùè æõîëãéê [4ïÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ jxj� É jxj� sgnx ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØÉ �ÒÉ �ÅÌÙÈ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ �; �ÅÒ×ÁÑ | �ÒÉ ÞÅÔÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉ-ÑÈ � = �2k � 2, ×ÔÏÒÁÑ | �ÒÉ ÎÅÞÅÔÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ � = �2k � 1(k = 0;1;2; : : : ). æÏÒÍÕÌÙ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÄÌÑ ÜÔÉÈ ÏÂÏÂÝÅÎ-ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌ (12) É (13),ÅÓÌÉ �ÒÉÍÅÎÉÔØ Ë ÎÉÍ ÅÝÅ ÒÁÚ Ï�ÅÒÁÔÏÒ F , ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÕFF [f(x)℄ = 2�f(�x) (x 2, �. 1, ÆÏÒÍÕÌÁ (5)) É × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÚÁÍÅÎÉÔØ xÎÁ � É � ÎÁ x. íÙ �ÏÌÕÞÉÍ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,F [x�2k�2℄ = (�1)k+1 �(2k + 1)! j�j2k+1; (20)F [x�2k�1℄ = (�1)ki�(2k)! j�j2k sgn�: (21)íÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌ (12) É (13)�ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÏÊ � = �2k � 2 É � = �2k � 1 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.üÔÉÍ ÖÅ �ÒÉÅÍÏÍ, �ÒÉÍÅÎÑÑ ×ÔÏÒÉÞÎÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒ F Ë ÆÏÒÍÕÌÁÍ (3)É (9) É ÚÁÍÅÎÑÑ ��� 1 ÎÁ �, ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊæÕÒØÅ ÄÌÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ (x + i0)� É (x � i0)�:F [(x + i0)�℄ = 2�ei��2�(��) ����1� ; (22)F [(x � i0)�℄ = 2�e�i��2�(��) ����1+ : (23)ðÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÎÁÍÉ ÚÄÅÓØ ÆÏÒÍÕÌÙ Ó×ÅÄÅÎÙ × ÔÁÂÌÉ�Õ ÎÁ ÓÔÒ. 197.4. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ x�+ lnx+ É ÁÎÁÌÏ-ÇÉÞÎÙÈ1). äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÑ �Ï � �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ, ÎÁÊÄÅÎÎÙÅ ×�ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ �ÕÎËÔÅ, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÎÏ×ÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊæÕÒØÅ. �ÁË, ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÑ ÆÏÒÍÕÌÕ (2) �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ �ÕÎËÔÁ, ÍÙÎÁÈÏÄÉÍ: �ÒÉ � 6= �1;�2; : : :F [x�+ lnx+℄ = iei��2 n�0(� + 1)(� + i0)���1 �� �(� + 1)(� + i0)���1 ln(� + i0) + i�2�(� + 1)(� + i0)���1o== iei��2 nh�0(� + 1) + i�2�(� + 1)i(� + i0)���1 �� �(� + 1)(� + i0)���1 ln(� + i0)o: (1)1)ðÒÉ �ÅÒ×ÏÍ ÞÔÅÎÉÉ ÍÏÖÎÏ ÜÔÏÔ �ÕÎËÔ �ÒÏ�ÕÓÔÉÔØ. òÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÅÇÏ �ÒÉ×ÅÄÅÎÙ× ËÏÎ�Å ËÎÉÇÉ × Ó×ÏÄÎÏÊ ÔÁÂÌÉ�Å �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ æÕÒØÅ.



4℄ x 2. ïâïâýåîîùå æõîëãéé ïäîïçï ðåòåíåîîïçï 197�ÁÂÌÉ�Á 1���/� ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ åÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ1 jxj� (� 6= �1;�3; : : :) �2sin ��2 �(� + 1)j�j���12 f�(x) = 2��2 jxj��( �+12 ) p2�f���1(�)3 jx�jsgnx (� 6= �2;�4; : : :) 2ios ��2 �(� + 1)j�j���1 sgn�4 g�(x) = 2��2 jxj� sgnx�(�+22 ) p2�ig���1(�)5 xm 2(�i)m�Æ(m)(�)6 x�m im�(m�1)!�m�1 sgn�7 x�1 i� sgn�8 x�2 ��j�j9 x�+ (� 6= �1;�2; : : :) i�(� + 1)�ei� �2 ����1+ �� e�i� �2 ����1� � == iei� �2 �(� + 1)(� + i0)���1 *)10 xn+ in+1n!��n�1 + (�i)n�Æ(n)(x)11 �(x) i��1 + �Æ(�)12 x�� (� 6= �1;�2; : : :) i�(� + 1)�ei��2 ����1� �� e�i� �2 ����1+ � == �ie�i��2 �(� + 1)(� � i0)���1 *)13 (x + i0)� 2��(��)ei� �2 ����1�14 (x � i0)� 2��(��)e�i� �2 ����1+*) ðÅÒ×ÏÅ | �ÒÉ � 6= 0;�1;�2; : : :



198 çì. II. ðòåïâòáúï÷áîéñ æõòøå ïâïâýåîîùè æõîëãéê [4áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÑ ÆÏÒÍÕÌÕ (8) �. 3, ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏ �ÒÉ� 6= �1;�2; : : :F [x�� lnx�℄ = �ie�i��2 nh�0(� + 1) � i�2�(� + 1)i(� � i0)���1 �� �(� + 1)(� � i0)���1 ln(� � i0)o: (2)÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �ÏÌÁÇÁÑ � = 0, �ÏÌÕÞÁÅÍ:F [lnx+℄ = in��0(1) + i�2�(� + i0)�1 � (� + i0)�1 ln(� + i0)o; (3)F [lnx�℄ = �in��0(1) � i�2�(� � i0)�1 � (� � i0)�1 ln(� � i0)o: (4)óËÌÁÄÙ×ÁÑ É ×ÙÞÉÔÁÑ ÆÏÒÍÕÌÙ (1){(2), ÎÁÈÏÄÉÍ:F [jxj� ln jxj℄ = iei� �2 h�0(� + 1) + i�2�(� + 1)i (� + i0)���1 �� ie�i��2 h�0(� + 1) � i�2�(� + 1)i(� � i0)���1 �� iei��2 �(� + 1)(� + i0)���1 ln(� + i0) ++ ie�i��2 �(� + 1)(� � i0)���1 ln(� � i0); (5)F [jxj� ln jxjsgnx℄ = iei��2 h�0(� + 1) + i�2�(� + 1)i(� + i0)���1 ++ ie�i��2 [�0(� + 1) � i�2�(� + 1)℄(� � i0)���1 �� iei��2 �(� + 1)(� + i0)���1 ln(� + i0) �� ie�i��2 �(� + 1)(� � i0)���1 ln(� � i0): (6)÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �ÒÉ � = 0 ÉÍÅÅÍ:F [ln jxj℄ = ih�0(1) + i�2 i(� + i0)�1 � ih�0(1) � i�2 i(� � i0)�1 �� i(� + i0)�1 ln(� + i0) + i(� � i0)�1 ln(� � i0); (7)F [ln jxjsgnx℄ = ih�0(1) + i�2 i(� + i0)�1 + ih�0(1) � i�2 i(� � i0)�1 �� i(� + i0)�1 ln(� + i0) � i(� � i0)�1 ln(� � i0): (8)ðÒÅÄÅÌØÎÙÊ �ÅÒÅÈÏÄ � ! �2k × ÆÏÒÍÕÌÅ (5) É � ! �2k � 1 ×ÆÏÒÍÕÌÅ (6) �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÎÁÊÔÉ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ F [x�2k ln jxj℄ É F [x�2k�1 ln jxj℄.íÙ ÎÁÊÄÅÍ ÜÔÉ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÎÉÖÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÉÎÙÍ �ÕÔÅÍ.



4℄ x 2. ïâïâýåîîùå æõîëãéé ïäîïçï ðåòåíåîîïçï 199ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ x�n+ , x�n� , x�n+ lnx+,x�n� lnx� ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÎÁÊÄÅÎÙ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÒÑÄÏ× ìÏÒÁÎÁ ÆÕÎË�ÉÊ x�+ Éx�� × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �=�n. ëÁË ÍÙ �ÏÍÎÉÍ, ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ìÏÒÁÎÁÆÕÎË�ÉÉ x�+ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ � = �n ÉÍÅÅÔ ×ÉÄx�+ = (�1)n�1Æ(n�1)(x)(n � 1)!(� + n) + x�n+ + (� + n)x�n+ lnx+ + : : :ðÏÞÌÅÎÎÏÅ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÀF [x�+℄ = F � (�1)n�1Æ(n�1)(x)(n � 1)!(� + n) � + F [x�n+ ℄ + (� + n)F [x�n+ lnx+℄ + : : :(9)ðÏÜÔÏÍÕ, ÒÁÚÌÁÇÁÑ �Ï ÓÔÅ�ÅÎÑÍ � + n ÆÕÎË�ÉÀF [x�+℄ = iei��2 �(� + 1)(� + i0)���1 (10)É �ÒÉÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �ÏÌÕÞÁÀÝÅÇÏÓÑ ÒÑÄÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍ ÒÑÄÁ (9), ÍÙ ÎÁÊÄÅÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ æÕÒØÅÏÔ x�n+ ;x�n+ lnx+; : : : úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ei� �2 É (�+i0)���1 | �ÅÌÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ,Á �(�+1) ÉÍÅÅÔ �ÒÉ �=�1 �ÏÌÀÓ 1-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ; ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÉÓËÏÍÏÅÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ (10) �Ï ÓÔÅ�ÅÎÑÍ � + n ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÏÌÕÞÅÎÏËÁË �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÒÑÄÁ �ÅÊÌÏÒÁ ÆÕÎË�ÉÉ (� + i0)���1 É ÒÑÄÁ ìÏÒÁÎÁÆÕÎË�ÉÉ A(�) = iei��2 �(� + 1):ðÅÒ×ÙÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÒÑÄÏ× ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ(� + i0)���1 = �n�1 � (� + n)�n�1 ln(� + i0) ++ 12(� + n)2�n�1 ln2(� + i0) + : : : ; (11)Á ×ÔÏÒÏÊ ÍÙ ÚÁ�ÉÛÅÍ × ÆÏÒÍÅA(�) = a(n)�1� + n + a(n)0 + a(n)1 (� + n) + : : : (12)



200 çì. II. ðòåïâòáúï÷áîéñ æõòøå ïâïâýåîîùè æõîëãéê [4ëÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ a(n)�1 ;a(n)0 ; : : : ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ Ñ×ÎÏ; ÎÉÖÅ �ÒÉ×ÅÄÅÎÙ ÉÈÚÎÁÞÅÎÉÑ. ðÅÒÅÍÎÏÖÁÑ ÒÑÄÙ (11) É (12), ÎÁÈÏÄÉÍ:iei��2 �(� + 1)(� + i0)���1 == a(n)�1� + n�n�1 + [a(n)0 �n�1 � a(n)�1�n�1 ln(� + i0)℄ ++ (� + n)[a(n)1 �n�1 � a(n)0 �n�1 ln(� + i0) + 12a(n)�1�n�1 ln2(� + i0)℄ + : : :(13)ðÒÉÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊ (9) É (13), �ÏÌÕÞÁÅÍ:F [x�n+ ℄ = a(n)0 �n�1 � a(n)�1�n�1 ln(� + i0); (14)F [x�n+ lnx+℄ = a(n)1 �n�1 � a(n)0 �n�1 ln(� + i0) ++ 12a(n)�1�n�1 ln2(� + i0): (15)áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ �ÒÏ×ÏÄÑÔÓÑ ÄÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ-×ÁÎÉÊ æÕÒØÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ x�n� , x�n� lnx� É Ô.Ä. éÓÈÏÄÉÍ ÉÚÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ìÏÒÁÎÁx�� = Æ(n�1)(x)(n � 1)!(� + n) + x�n� + (� + n)x�n� lnx� + : : : ;Ë ËÏÔÏÒÏÍÕ �ÒÉÍÅÎÑÅÍ �ÏÞÌÅÎÎÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅF [x��℄ = F � Æ(n�1)(x)(n � 1)!(� + n)� + F [x�n� ℄ + (� + n)F [x�n� lnx�℄ + : : : (16)ðÏÓËÏÌØËÕ F [x��℄ = �ie�i��2 �(� + 1)(� � i0)���1;ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÏÌÕÞÉÔØ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÉÅ ÎÁÓ ÆÏÒÍÕÌÙ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ �ÏÓÌÅÄ-ÎÅÊ ÆÕÎË�ÉÉ �Ï ÓÔÅ�ÅÎÑÍ (� + n) É �ÒÉÒÁ×ÎÉ×ÁÎÉÅÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× �ÏÌÕÞÁÀÝÅÇÏÓÑ ÒÑÄÁ É ÒÑÄÁ (16). íÙ ÉÍÅÅÍ:(� � i0)���1 = �n�1 � (� + n)�n�1 ln(� � i0) ++ 12(� + n)2�n�1 ln2(� � i0) + : : : ; (17)�ie�i��2 �(� + 1) � B(�) = b(n)�1� + n + b(n)0 + b(n)1 (� + n) + : : : ; (18)



4℄ x 2. ïâïâýåîîùå æõîëãéé ïäîïçï ðåòåíåîîïçï 201ÏÔËÕÄÁ F [x��℄ = b(n)�1� + n�n�1 + [b(n)0 �n�1 � b(n)�1�n�1 ln(� � i0)℄ ++ (� + n)[b(n)1 �n�1 � b(n)0 �n�1 ln(� � i0)℄ ++ 12b(n)�1�n�1 ln2(� � i0) + : : : (19)ðÒÉÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ × (16) É (19), �ÏÌÕÞÁÅÍ:F [x�n� ℄ = b(n)0 �n�1 � b(n)�1�n�1 ln(� � i0); (20)F [x�n� lnx�℄ = b(n)1 �n�1 � b(n)0 �n�1 ln(� � i0) ++ 12b(n)�1�n�1 ln2(� � i0); (21). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .îÁÊÄÅÍ ÔÅ�ÅÒØ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ:jxj�n; jxj�n sgnx; jxj�n ln jxj É jxj�n ln jxjsgnx:òÁÚÌÏÖÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ jxj� × ÒÑÄ �ÅÊÌÏÒÁ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ � = �2k:jxj� = x�2k + (� + 2k)x�2k ln jxj + : : :ðÒÉÍÅÎÉÍ �ÏÞÌÅÎÎÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ:F [jxj�℄ = F [x�2k℄ + (� + 2k)F [x�2k ln jxj℄ + : : : (22)ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÉÍÅÅÍ:F [jxj�℄ = �2sin ��2 �(� + 1)j�j���1:ðÏÌÏÖÉÍ C(�) = �2sin ��2 �(� + 1): (23)üÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ �ÒÉ � = �2k ÒÅÇÕÌÑÒÎÁ, ÔÁË ÞÔÏC(�) = (2k)0 + (� + 2k)(2k)1 + : : : (24)äÁÌÅÅ, × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ � = �2kj�j���1 = j�j2k�1 � (� + 2k)j�j2k�1 ln j�j + : : : (25)



202 çì. II. ðòåïâòáúï÷áîéñ æõòøå ïâïâýåîîùè æõîëãéê [4ðÅÒÅÍÎÏÖÁÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ (24) É (25) É ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ Ó ÒÁÚÌÏÖÅ-ÎÉÅÍ (22), ÎÁÈÏÄÉÍ: F [x�2k℄ = (2k)0 j�j2k�1 (26)(ÓÒ. ×ÙÛÅ ÆÏÒÍÕÌÕ (20) �. 3),F �x�2k ln jxj�= (2k)1 j�j2k�1 � 2k0 j�j2k�1 ln j�j: (27)ðÒÏÄÏÌÖÉ× ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ (22), (24) É (25), ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÎÁÊÔÉ F [x�2k ln2 jxj℄ É Ô.Ä.áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÒÁÚÌÏÖÉÍ jxj� sgnx × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ � = �2k � 1:jxj� sgnx = x�2k�1 + (� + 2k + 1)x�2k�1 ln jxj + : : :ðÒÉÍÅÎÑÑ �ÏÞÌÅÎÎÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ, �ÏÌÕÞÁÅÍ:F [jxj� sgnx℄ = F [x�2k�1℄ + (� + 2k + 1)F [x�2k�1 ln jxj℄ + : : : (28)ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,F [jxj� sgnx℄ = iD(�)j�j���1 sgn�;ÇÄÅ D(�) = 2os ��2 �(� + 1): (29)òÁÚÌÏÖÉÍ ÆÕÎË�ÉÉ D(�) É j�j���1 sgn� �Ï ÓÔÅ�ÅÎÑÍ � + 2k + 1:D(�) = d(2k+1)0 + (� + 2k + 1)d(2k+1)1 + : : : ; (30)j�j���1 sgn� = j�j2k sgn� � (� + 2k + 1)j�j2k ln j�jsgn� + : : : (31)ðÅÒÅÍÎÏÖÁÑ (30) É (31) É ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÑ Ó (28), ÎÁÈÏÄÉÍ:F [x�2k�1℄ = id(2k+1)0 j�j2k sgn� (32)(ÓÒ. ÆÏÒÍÕÌÕ (21) �. 3),F [x�2k�1 ln jxj℄ = id(2k+1)1 j�j2k sgn� � id(2k+1)0 j�j2k ln j�jsgn� (33)É Ô.Ä.�Å�ÅÒØ ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ �ÏÄÓÞÉÔÁÔØ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈÆÕÎË�ÉÊ jxj�n É jxj�n ln jxj �ÒÉ ÎÅÞÅÔÎÙÈ n É �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ jxj�n sgnx É jxj�n ln jxjsgnx �ÒÉ ÞÅÔÎÙÈ n. íÙ



4℄ x 2. ïâïâýåîîùå æõîëãéé ïäîïçï ðåòåíåîîïçï 203ÎÁÊÄÅÍ ÜÔÉ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÔÅÍ ÖÅ �ÕÔÅÍ, ÔÏÌØËÏ × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ�ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ×ÍÅÓÔÏ ÒÑÄÏ× �ÅÊÌÏÒÁ ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÒÑÄÁÍÉ ìÏÒÁÎÁ.òÁÚÌÏÖÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ jxj� × ÒÑÄ ìÏÒÁÎÁ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ� = �2k � 1:jxj� = 2Æ(2k)(x)(2k)! 1� + 2k + 1 + jxj�2k�1 + (� + 2k + 1)jxj�2k�1 ln jxj + : : :ðÒÉÍÅÎÉÍ �ÏÞÌÅÎÎÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ:F [jxj�℄ = 2F [Æ(2k)(x)℄(2k)! 1� + 2k + 1 + F [jxj�2k�1℄ ++ (� + 2k + 1)F [jxj�2k+1 ln jxj℄ + : : : (34)ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, �ÅÒÅÍÎÏÖÁÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑC(�) = (2k+1)�1� + 2k + 1 + (2k+1)0 + (� + 2k + 1)(2k+1)1 + : : : (35)Éj�j���1 = �2k � (� + 2k + 1)�2k ln j�j + 12(� + 2k + 1)2�2k ln2 j�j + : : : ;(36)�ÏÌÕÞÁÅÍ:F [jxj�℄ = (2k+1)�1 �2k� + 2k + 1 + h(2k+1)0 �2k � (2k+1)�1 �2k ln j�ji ++ (� + 2k + 1)h(2k+1)1 �2k � (2k+1)0 �2k ln j�j ++ 12(2k+1)�1 �2k ln2 j�ji + : : : (37)óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,F [jxj�2k�1℄ = (2k+1)0 �2k � (2k+1)�1 �2k ln j�j; (38)F [jxj�2k�1 ln jxj℄ = (2k+1)0 �2k � (2k+1)�1 �2k ln j�j + 12(2k+1)�1 �2k ln2 j�j;(39). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .



204 çì. II. ðòåïâòáúï÷áîéñ æõòøå ïâïâýåîîùè æõîëãéê [4áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÉÍ Ó ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ jxj� sgnx× ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ � = �2k:jxj� sgnx = 2Æ(2k�1)(x)(2k � 1)! 1� + 2k + jxj�2k sgnx ++ (� + 2k)jxj�2k ln jxjsgnx + : : : ;F [jxj� sgnx℄ = 2F [Æ(2k�1)(x)℄(2k � 1)! 1� + 2k + F [jxj�2k sgnx℄ ++ (� + 2k)F [jxj�2k ln jxjsgnx℄ + : : : (40)ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, �ÅÒÅÍÎÏÖÁÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑj�j���1 sgn� = �2k�1 � (� + 2k)�2k�1 ln j�j + 12(� + 2k)2�2k�1 ln2 j�j;(41)É D(�) = d(2k)�1� + 2k + d(2k)0 + (� + 2k)d(2k)1 + : : : ; (42)ÎÁÈÏÄÉÍ:D(�)j�j���1 sgn� = d(2k)�1� + 2k�2k�1 + hd(2k)0 �2k�1 � d(2k)�1 �2k�1 ln j�ji ++ (� + 2k)[d(2k)1 �2k�1 � d(2k)0 �2k�1 ln j�j + 12d(2k)�1 �2k�1 ln2 j�j℄ + : : : (43)óÒÁ×ÎÉ×ÁÑ (40) É (43), �ÏÌÕÞÁÅÍ ÆÏÒÍÕÌÙ:F [jxj�2k sgnx℄ = id(2k)0 �2k�1 � id(2k)�1 �2k�1 ln j�j;F [jxj�2k ln jxjsgnx℄ = id(2k)1 �2k�1 � id(2k)0 �2k�1 ln j�j + i2d(2k)�1 �2k�1 ln2 j�j;. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .÷ ÈÏÄÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÍÙ ××ÅÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ:A(�) = iei��2 �(� + 1) = a(n)�1�+n + a(n)0 + a(n)1 (� + n) + : : : ;B(�) = �ie�i��2 �(� + 1) = b(n)�1�+n + b(n)0 + b(n)1 (� + n) + : : : ;C(�) = �2sin ��2 �(� + 1) = (n)�1�+n + (n)0 + (n)1 (� + n) + : : : ;D(�) = 2os ��2 �(� + 1) = d(n)�1�+n + d(n)0 + d(n)1 (� + n):



5℄ x 2. ïâïâýåîîùå æõîëãéé ïäîïçï ðåòåíåîîïçï 205úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ B(�) = A(�) �ÒÉ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ �, Ô.Å. B(�) �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑÉÚ A(�) ÚÁÍÅÎÏÊ i ÎÁ �i. äÁÌÅÅ, C(�) =A(�)+B(�), Ô.Å. C(�) = 2ReA(�)�ÒÉ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ �, Á D(�) = A(�) � B(�), Ô.Å. D(�) = 2i ImA(�) �ÒÉ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ �. úÎÁÞÅÎÉÑ a(n)�1 , a(n)0 É a(n)1 ÍÙ �ÒÉ×ÅÄÅÍ ÂÅÚ ×Ù×ÏÄÁ:a(n)�1 = in�1(n � 1)! ;a(n)0 = in�1(n � 1)! �1 + 12 + : : : + 1n � 1 + �0(1) + i�2 � ;a(n)1 = in�1(n � 1)!�n�1Xj=1 1j2 + Xj 6=ki6j;k6n�1 1jk � �28 ++ �1 + 12 + : : : + 1n � 1��0(1) + �00(1) ++ i�2 �1 + 12 + : : : + 1n � 1 + �0(1)��;b(n)i = ai(n);(n)i = 2Re a(n)i ; d(n)i = 2Im a(n)i :÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,b(n)�1 = (�i)n�1(n � 1)! ; (n)�1 = 2(�1)n�1(n � 1)! os(n � 1)�2 ;d(n)�1 = 2(�1)n(n � 1)! sin(n � 1)�2 :5. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ (ax2 + bx + )�+.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ (ax2 + bx + )�+, ÒÁ×ÎÕÀ (ax2 + bx + )� �ÒÉÔÅÈ È, �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ax2 + bx +  > 0, É ÒÁ×ÎÕÀ ÎÕÌÀ �ÒÉ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ È.óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ�(ax2 + bx + )�+;'(x)�= Zax2+bx+>0 (ax2 + bx + )�'(x)dx (1)�ÒÉ ÔÅÈ �, �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, Á �ÒÉ ÄÒÕÇÉÈ � | ËÁËÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ.ïÂÌÁÓÔØ, × ËÏÔÏÒÏÊ ax2 + bx +  > 0, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÍÏÖÅÔÉÍÅÔØ ÏÄÉÎ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ×ÉÄÏ×:1) ÉÎÔÅÒ×ÁÌ � < x < �;



206 çì. II. ðòåïâòáúï÷áîéñ æõòøå ïâïâýåîîùè æõîëãéê [52) ×ÓÑ �ÒÑÍÁÑ;3) ÌÕÞÉ x < � É x > � (� < �);4) ×ÓÑ �ÒÑÍÁÑ ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ x = �.ìÉÎÅÊÎÙÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ x (ÓÄ×ÉÇÏÍ É ÒÁÓÔÑÖÅÎÉ-ÅÍ) ÍÏÖÎÏ Ó×ÅÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÀ (ax2+bx+)�+ Ë ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÔÉ�Ï×:× ÓÌÕÞÁÅ 1) Ë (1 � x2)�+; × ÓÌÕÞÁÅ 2) Ë (1 + x2)�+ = (1 + x2)�; × ÓÌÕÞÁÅ 3)Ë (x2 � 1)�+; × ÓÌÕÞÁÅ 4) Ë x2�+ . ðÏÓÌÅÄÎÉÊ ÓÌÕÞÁÊ ÎÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÔØ ÎÅÂÕÄÅÔ, ÔÁË ËÁË ÆÕÎË�ÉÑ x2�+ É ÅÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÉÚÕÞÅÎÙ ×ÙÛÅ.÷ �ÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌ1Z�1 (1 � x2)�'(x)dxÓÈÏÄÉÔÓÑ �ÒÉ Re � > �1; �ÒÉ ÄÒÕÇÉÈ � ÅÇÏ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÑ (ÁÎÁÌÉÔÉ-ÞÅÓËÏÅ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ �Ï ÆÏÒÍÕÌÁÍ, ÕËÁÚÁÎÎÙÍ × x 3 ÇÌ. 1.ðÒÉ ÜÔÏÍ ×ÙÑÓÎÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ (1 � x2)�+ ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ×ÓÀÄÕ, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÔÏÞÅË � = �1;�2; : : : ;�k; : : : , × ËÏÔÏÒÙÈ ÏÎÁÉÍÅÅÔ �ÏÌÀÓÙ; ×ÙÞÅÔ × �ÏÌÀÓÅ � = �k ÒÁ×ÅÎ (�1)k�1Æk�1(1�x2)(k�1)! . úÄÅÓØÆ(k�1)(1 � x2) | ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÁÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊÆ(k�1)(1 � x2) = (�1)k�12kxk�1 �Æ(k�1)(x � 1) � Æ(k�1)(x + 1)�:áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ (1+x2)�, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÓÈÏÄÑÝÉÍ-ÓÑ �ÒÉ Re � < � 12 ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ1Z�1 (1 + x2)�'(x)dx;ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ �ÒÉ ×ÓÅÈ �, Á ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ (x2 � 1)�+, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑËÁË ÓÕÍÍÁ ÓÈÏÄÑÝÉÈÓÑ �ÒÉ �1 < Re � < � 12 ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ×�1Z�1 (1 � x2)�'(x)dx + 1Z1 (1 � x2)�'(x)dx;



5℄ x 2. ïâïâýåîîùå æõîëãéé ïäîïçï ðåòåíåîîïçï 207ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ �ÒÉ � 6= �1;�2; : : : É ÉÍÅÅÔ × ÔÏÞËÅ � = �k �ÏÌÀÓ Ó×ÙÞÅÔÏÍ (�1)k�1Æ(k�1)(x2�1)(k�1)! . úÄÅÓØ Æ(k�1)(x2�1)| ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ,Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÁÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊÆ(k�1)(x2 � 1) = (�1)k�1Æ(k�1)(1 � x2) == 12kxk�1 �Æ(k�1)(x � 1) � Æ(k�1)(x + 1)�:÷ Ó×ÑÚÉ Ó �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÍÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑÍÉ ÄÁÄÉÍ ÏÂÝÅÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈÆÕÎË�ÉÊ Æ(f(x)) É Æ(k)(f(x)).ðÕÓÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ f(x) | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÉÍÅÀÝÁÑ ÅÄÉÎ-ÓÔ×ÅÎÎÙÊ É �ÒÉÔÏÍ �ÒÏÓÔÏÊ ËÏÒÅÎØ �ÒÉ x = x0, �ÒÉÞÅÍ f 0(x0) > 0. óÄÅÌÁÅÍ ×ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ Z Æ(t)'(t)dt = '(0) (I)�ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÕ t = f(x). æÏÒÍÕÌÁ (I) �ÅÒÅ�ÉÛÅÔÓÑ × ×ÉÄÅZ Æ(f(x))'(f(x))f 0 (x)dx = '(0);�ÏÌÏÖÉ× '(f(x))f 0(x) =  (x), �ÏÌÕÞÉÍ:Z Æ(f(x)) (x)dx =  (x0)f 0(x0) :åÓÌÉ f 0(x0) < 0, ÔÏ ÞÔÏÂÙ ÓÌÅ×Á ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÉÌÏÓØ × ÓÔÏÒÏÎÕ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ x, ÎÁÄÏ �ÏÓÔÁ×ÉÔØ �ÅÒÅÄ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ÚÎÁË ÍÉÎÕÓ; ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ Z Æ(f(x)) (x)dx =  (x0)jf 0(x0)j : (II)üÔÉ ÎÁ×ÏÄÑÝÉÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÄÅÌÁÀÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ.ðÕÓÔØ f(x) | ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÉÍÅÀÝÁÑ ÏÄÉÎ É �ÒÉÔÏÍ �ÒÏÓÔÏÊ ËÏÒÅÎØx=x0. ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ Æ(f(x)) ÅÓÔØ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (II),ÇÄÅ  (x) | ÌÀÂÁÑ ÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ.ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ f(x) ÉÍÅÅÔ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ �ÒÏÓÔÙÈ ËÏÒÎÅÊ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ Æ(f(x)) ÆÏÒÍÕÌÏÊZ Æ(f(x)) (x)dx =Xn  (xn)jf 0(xn)j ; (III)ÇÄÅ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍ ËÏÒÎÑÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ f(x) = 0; ÍÏÖÎÏ�ÅÒÅ�ÉÓÁÔØ ÅÅ × ×ÉÄÅ Æ(f(x)) =Xn 1jf 0(xn)j Æ(x � xn): (IV)îÁ�ÒÉÍÅÒ, Æ(sinx) =Pn Æ(x � �n).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ Æ(k)(f(x)) ÌÅÇËÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ (IV) ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×Á-ÎÉÅÍ. äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÑ ÆÏÒÍÕÌÕ (IV) ÏÄÉÎ ÒÁÚ, �ÏÌÕÞÉÍ:Æ0(f(x))f 0(x) =Xn 1jf 0(xn)j ddxÆ(x � xn):



208 çì. II. ðòåïâòáúï÷áîéñ æõòøå ïâïâýåîîùè æõîëãéê [5îÁ f 0(x) ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ, ÔÁË ËÁË f 0(x) × ÔÏÞËÁÈ x = xn ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ:Æ0(f(x)) =Xn 1jf 0(xn)j 1f 0(x) ddxÆ(x � xn):ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ, �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ:Æk(f(x)) =Xn 1jf 0(xn)j � 1f 0(x) ddx�k Æ(x � xn): (V)îÁÊÄÅÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ (1 � x2)�+,(1+x2)�, (x2� 1)�+. üÔÉ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ �ÒÉ ÔÅÈ �, �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÓÈÏÄÑÔÓÑ, ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÂÅÓÓÅÌÅ×ÙÆÕÎË�ÉÉ; × ÓÉÌÕ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÜÔÉ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔÓÑ É �ÒÉ ÄÒÕÇÉÈ �. éÎÔÅÒÅÓÎÏ, ÞÔÏ �ÒÉ �ÅÌÙÈÚÎÁÞÅÎÉÑÈ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ � ÕÄÁÅÔÓÑ ×ÙÒÁÚÉÔØ ÜÔÉ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅÞÅÒÅÚ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ É ÞÅÒÅÚ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÏÔ Æ-ÆÕÎË�ÉÉ. �ÅÍÓÁÍÙÍ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÀÔÓÑ Ó×ÑÚÉ ÍÅÖÄÕ ÂÅÓÓÅÌÅ×ÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ, Ó ÏÄÎÏÊÓÔÏÒÏÎÙ, É �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍÉ ÏÔ Æ-ÆÕÎË�ÉÉ, Ó ÄÒÕÇÏÊ.íÙ ÎÁÞÎÅÍ Ó ×Ù×ÏÄÁ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ(1 � x2)�. ðÒÉ Re � > �1 ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ1)1Z�1 (1 � x2)�eixsdx = p��(� + 1)�s2���� 12 J�+ 12 (s): (2)æÕÎË�ÉÑ, ÓÔÏÑÝÁÑ Ó�ÒÁ×Á, Á ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ É ÆÕÎË�ÉÑ ÓÌÅ×Á, ÁÎÁÌÉ-ÔÉÞÎÁ �ÒÉ ×ÓÅÈ � , ËÒÏÍÅ �=�1;�2; : : : ; × ÜÔÉÈ ÔÏÞËÁÈ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÅ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ �ÒÏÓÔÙÅ �ÏÌÀÓÙ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ (1 �� x2)�+ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊF �(1 � x2)�+� = p��(� + 1)�s2���� 12 J�+ 12 (s); (20)ÏÎÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÉ ×ÓÅÈ � 6= �1;�2; : : :÷ÙÞÅÔ ÎÁ�ÉÓÁÎÎÏÇÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ �ÒÉ � = �n ÒÁ×ÅÎ(�1)n�1(n � 1)!p��s2�n� 12 J�n+ 12 (s): (3)üÔÏÔ ×ÙÞÅÔ ÍÏÖÎÏ ×ÙÒÁÚÉÔØ É ÉÎÁÞÅ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÄÅÌÉÍ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (2) ÎÁ �(� + 1) É ÎÁÊÄÅÍ �ÒÅÄÅÌ �ÒÉ � ! �n. �ÁË ËÁËlim�!�n (1 � x2)�+�(� + 1) = Æ(n�1)(1 � x2);1)é.í. òÙÖÉË É é.C. çÒÁÄÛÔÅÊÎ, �ÁÂÌÉ�Ù, 1951, ÓÔÒ. 345, ÆÏÒÍÕÌÁ 6.413, 3.



5℄ x 2. ïâïâýåîîùå æõîëãéé ïäîïçï ðåòåíåîîïçï 209ÔÏ p��s2�n� 12 J�n+ 12 (s) = 1Z�1 Æ(n�1)(1 � x2)eixsdx: (4)ðÏÓÌÅÄÎÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ, ËÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ �ÏÄÓÞÉÔÁÔØ, ÒÁ×ÅÎ12n�1 s2n�1 dn�1(sds)n�1 �osss � : (5)üÔÏ É ÅÓÔØ ×ÔÏÒÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ×ÙÞÅÔÁ �ÒÉ � = �n.ðÒÉ �ÅÌÙÈ � = n > 0 ÌÅÇËÏ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁ1Z�1 (1 � x2)neixsdx = 2n+1n!(�1)n dn(sds)n � sinss � : (6)äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á �ÒÉn = 0. ðÕÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÁ (6) Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ n. ðÒÉÍÅÎÑÑ ËÏÂÅÉÍ ÞÁÓÔÑÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (6) Ï�ÅÒÁÔÏÒ 2 dsds É ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÑ �Ï ÞÁÓÔÑÍ,ÍÏÖÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ × Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔÉ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ É �ÒÉ n + 1.éÚ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ÌÅÇËÏ ×Ù×ÅÓÔÉ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÂÅÓÓÅÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ �ÏÌÕ�ÅÌÏ-ÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ÞÅÒÅÚ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ. óÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ÆÏÒÍÕÌÙ (3){(5), ÎÁÈÏÄÉÍ:J�n+ 12 (s) =r 2� (s)n� 12 dn�1(sds)n�1 � osss � : (7)õËÁÚÁÎÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ �ÒÉÍÅÎÉÍÏ, ÅÓÌÉ ÉÎÄÅËÓ ÂÅÓÓÅÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌÅÎ.þÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÂÅÓÓÅÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ Ó �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ �ÏÌÕ�ÅÌÙÍ ÉÎÄÅËÓÏÍÞÅÒÅÚ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ, �ÏÌÏÖÉÍ × ÆÏÒÍÕÌÅ (2) � = n:1Z�1 (1 � x2)neixsdx = n!p�� s2��n� 12 Jn+ 12 (s): (8)óÒÁ×ÎÉ×ÁÑ (6) É (8), ÎÁÈÏÄÉÍJn+ 12 (x) = (�1)nxn+ 12r 2� dn(xdx)n � sinxx � : (70)�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ËÁË �ÒÉ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ, ÔÁË É �ÒÉ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ�ÏÌÕ�ÅÌÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ r ÆÕÎË�ÉÑ Jr(x) ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÆÕÎË�ÉÀ (1+x2)�. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÜÔÏÊÆÕÎË�ÉÉ �ÒÉ Re � < 0 ÒÁ×ÎÏ1)1Z�1 (1 + x2)�eixsdx = 2p��(��) � jsj2 ���� 12 K��� 12 (jsj): (9)1)é.í.òÙÖÉË É é.C.çÒÁÄÛÔÅÊÎ, �ÁÂÌÉ�Ù, 1951, ÓÔÒ. 281, ÆÏÒÍÕÌÁ 5.116, 1.



210 çì. II. ðòåïâòáúï÷áîéñ æõòøå ïâïâýåîîùè æõîëãéê [5æÏÒÍÕÌÁ (9) ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ �ÒÉ ×ÓÅÈ �. ðÒÉ �ÅÌÙÈ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ� = n ÉÓËÏÍÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÌÅÇËÏ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÎÅ�ÏÓÒÅÄ-ÓÔ×ÅÎÎÏ: ÆÕÎË�ÉÑ (1 + x2)� Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ (1 + x2)n, Á ÆÕÎË-�ÉÑ jsj��� 12K��� 12 (jsj) ÉÍÅÅÔ �ÏÌÀÓ. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÆÕÎË�ÉÉ(1 + x2)n, ËÁË ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÒÁ×ÎÏ �1 � d2ds2�n Æ(s).ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏlim�!�n 1�(�) ���s2 ����� 12 K�� 12 (jsj) = p��1 � d2ds2�n Æ(s): (10)îÁËÏÎÅ�, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ(x2 � 1)�+. ïÎÏ ÒÁ×ÎÏ�1Z�1 (x2 � 1)�eisxdx + 1Z1 (x2 � 1)�eisxdx = 2 1Z1 (x2 � 1)� ossxdx: (11)îÏ �ÒÉ �1 < Re � < 0 ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï1)1Z1 (x2 � 1)� ossxdx = ��(� + 1)p�2 �� s2 ���+ 12 N��� 12 (jsj): (12)ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ � 6= �1;�2; : : : �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ (x2 � 1)�+ ÒÁ×ÎÏ2 1Z1 (x2 � 1)� ossxdx = ��(� + 1)p� ���s2 ������ 12 N��� 12 (jsj) == �(� + 1)p� ���s2 ������ 12 os� �� + 12�J��� 12 (jsj) � J�+ 12 (jsj)sin� �� + 12� : (13)1)�ÁÍ ÖÅ, ÓÔÒ. 347, ÆÏÒÍÕÌÁ 6.422



6℄ x 2. ïâïâýåîîùå æõîëãéé ïäîïçï ðåòåíåîîïçï 211ïÓÏÂÅÎÎÏ �ÒÏÓÔÏ �ÏÄÓÞÉÔÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÆÕÎË�ÉÉ(x2 � 1)n (n = 0;1;2; : : : ). ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ2 1Z1 (x2 � 1)n ossxdx == 1Z�1 (x2 � 1)neisxdx + (�1)n+1 1Z�1 (1 � x2)neisxdx == 2�(�1)n�1 + d2ds2�n Æ(s) + (�1)n+1p��s2��n� 12 Jn+ 12 (s): (14)�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÆÕÎË�ÉÉ (x2 � 1)n+ ÒÁ×ÎÏ2�(�1)n�1 + d2ds2�n Æ(s) + (�1)n+1p��s2��n� 12 Jn+ 12 (s): (15)6. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏ×. òÁÓÓÍÏ-ÔÒÉÍ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Z(g; ) = Z� g(s) (s)ds: (1)ëÏÎÔÕÒ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ � �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ,ÎÏ ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÔÁËÉÍ, ×ÄÏÌØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÆÕÎË�ÉÑ g(s)e�b ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÉÎÔÅ-ÇÒÉÒÕÅÍÁ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ b. íÙ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÍ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÏ-ÎÁÌ g Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ æÕÒØÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ ÎÁÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ K, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÆÕÎË�ÉÅÊf(x) = 12�Z� g(s)eisxds: (2)ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ f(x) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (2)ÄÌÑ ×ÓÅÈ x × ÓÉÌÕ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ Ï ËÏÎÔÕÒÅ �. ðÕÓÔØ '(x) | ÏÓÎÏ×ÎÁÑÆÕÎË�ÉÑ, �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ æÕÒØÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÌÕÖÉÔ ÆÕÎË�ÉÑ  (s); ÔÏ-ÇÄÁ, �ÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ × ÆÏÒÍÕÌÕ (1) ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ  (s) ÞÅÒÅÚ '(x), ÍÙ ÎÁÈÏÄÉÍ:(g; ) = Z� g(s)8<: 1Z�1 '(x)eisxdx9=; = 1Z�1 '(x)8<:Z� g(s)eisxds9=;dx == 2� 1Z�1 f(x)'(x)dx = 2�(f;');



212 çì. II. ðòåïâòáúï÷áîéñ æõòøå ïâïâýåîîùè æõîëãéê [1ÇÄÅ f(x) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (2), ÞÔÏ É ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔÓÑ.ðÕÓÔØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, � ÅÓÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ËÏÎÔÕÒ, ×ÎÕÔÒÉËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÏÓÏÂÁÑ ÔÏÞËÁ s0 ÆÕÎË�ÉÉ g(s). ÷ ÜÔÏÍÓÌÕÞÁÅ ÆÕÎË�ÉÑ f(x), ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ×ÙÞÅÔÁÈ, ÉÍÅÅÔ ×ÉÄf(x) = Z� g(s)e�isxdx = 2�i � ×ÙÞ:s=s0 [g(s)e�isx℄:ðÒÉÍÅÒ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ(g(s); (s)) = i1Z�i1 e s22  (s)ds (3)Ó ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ �Ï ÍÎÉÍÏÊ ÏÓÉ (ÉÌÉ �Ï ÌÀÂÏÍÕ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÍÕ�ÕÔÉ). ðÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ, ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ g ÅÓÔØ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅÆÕÎË�ÉÉ f , Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÏÊ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍf(x) = i2� i1Z�i1 e s22 eisxds:üÔÏÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÌÅÇËÏ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ. úÁÍÅÎÉÍ × ÎÅÍ s ÎÁ i� , ÏÎ �ÅÒÅÊÄÅÔÔÏÇÄÁ × ÉÎÔÅÇÒÁÌi2� 1Z�1 e� �22 ��xd� = 12�e x22 1Z�1 e� 12 (�+x)2d� == i2� e x22 1Z�1 e� �22 d� = ip2� e x22 :�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ (3) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ-×ÁÎÉÅÍ æÕÒØÅ ÆÕÎË�ÉÉ f(x) = � ip2� e x22 :ïÂÒÁÝÁÑ ÜÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ æÕÒØÅ ÆÕÎË-�ÉÉ e x22 ÓÌÕÖÉÔ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÊ ÆÕÎË�ÉÅÊip2�e s22 É ËÏÎÔÕÒÏÍ (�i1; i1).



1℄ x 3. ïâïâýåîîùå æõîëãéé îåóëïìøëéè ðåòåíåîîùè 213x 3. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. óÌÕÞÁÊÎÅÓËÏÌØËÉÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ1. ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ f , ÄÅÊÓÔ×ÕÀ-ÝÅÇÏ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å K ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ '(x) ÏÔ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÎÅÚÁ×É-ÓÉÍÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x = (x1; : : : ;xn), Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ g ÎÁ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Z ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ  (s); s = (s1; : : : ;sn), ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ�Ï ÆÏÒÍÕÌÅ (g; ) = (2�)n(f;'); (1)ÇÄÅ  = e' ÅÓÔØ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÆÕÎË�ÉÉ '(x). æÕÎË�ÉÏÎÁÌ gÌÉÎÅÅÎ É ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÅÎ; ÏÎ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ef ÉÌÉ F [f ℄. òÅÚÕÌØÔÁÔÙ x 2�ÅÒÅÎÏÓÑÔÓÑ ÎÁ ÜÔÏÔ ÓÌÕÞÁÊ ÂÅÚ ÏÓÏÂÙÈ ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ. æÏÒÍÕÌÙ (2){(3) �. 1�ÒÉÏÂÒÅÔÁÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ×ÉÄ: ÅÓÌÉ P | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ Ó�ÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ, ÔÏP � ��s1 ; : : : ; ��sn�F [f ℄ = F [P (ix1; : : : ; ixn)f ℄; (2)F �P � ��x1 ; : : : ; ��xn�f� = P (�is1; : : : ;�isn) ef: (3)ïÂÒÁÔÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ F�1 ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Z 0 É �ÅÒÅ×ÏÄÉÔÅÇÏ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï K 0 �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ(F�1g;') = 1(2�)n (g;F'): (4)åÓÌÉ f(x) | ÆÕÎË�ÉÑ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ æÕÒØÅ ×ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÔÏ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ ef ÅÓÔØ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ,ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÀ æÕÒØÅ ÆÕÎË�ÉÉ f(x).éÚ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏ× �ÒÏÓÔÅÊÛÉÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌØÔÁ-ÆÕÎË-�ÉÑ: ÄÌÑ ÎÅÅ ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÆÏÒÍÕÌÙgÆ(x) = 1; e1 = (2�)nÆ(s); (5)ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÁÍ (2) �. 2 x 2.æÏÒÍÕÌÁ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ËÏÍÂÉ-ÎÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ ÆÏÒÍÕÌ (2) É (5):F [P (x1; : : : ;xn)℄ = F [P (x1; : : : ;xn)1℄ = (2�)nP ��i ��s1 ; : : : ;�i ��sn�Æ(s):(6)



214 çì. II. ðòåïâòáúï÷áîéñ æõòøå ïâïâýåîîùè æõîëãéê [2÷ÙÑÓÎÉÍ, ËÁË ×ÙÇÌÑÄÉÔ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÏÔ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊÆÕÎË�ÉÉ f , Ë ËÏÔÏÒÏÊ �ÒÉÍÅÎÅÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ u ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (ÇÌ. I,x 1, �. 6). äÌÑ ÏÓÎÏ×ÎÏÊÆÕÎË�ÉÉ '(x) ÍÙ ÉÍÅÅÍ, �ÏÌÁÇÁÑ u�1x = y, x = uy, dx = jujdy:F ['(u�1x)℄ = Z '(u�1x)ei(�;x)dx = jujZ '(y)ei(�;uy)dy == jujZ '(y)ei(u0�;y)dy = juje'(u0�);Ô.Å. �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÀ u�1 × ÏÂÌÁÓÔÉ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÓÏ�ÒÑ-ÖÅÎÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ u0 × ÏÂÌÁÓÔÉ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ � É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÎÁ juj. äÁÌÅÅ ÄÌÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ,ÏÂÏÚÎÁÞÁÑ, ËÁË ×ÓÅÇÄÁ,  (�) = F ['(x)℄:(F [f(ux)℄;F ['(x)℄) = (2�)n(f(ux);'(x)) == (2�)n(f(x);'(u�1x)) = (F [f(x)℄;F ['(u�1x)℄) == (F [f(x)℄; juj'(u0�)) = juj(F [f(x)℄;F ['(u0�)℄):ïÂÏÚÎÁÞÁÑ ÄÁÌÅÅ, g(�) = F [f(x)℄, gu(�) = F ['(ux)℄, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ:(gu(�); (�)) = (g(�); (u0�)) = (g(u0�1�); (�));ÏÔËÕÄÁ gu(�) = jujg(u0�1�):�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÀ f(x) ! f(ux) × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÏÂÏÂ-ÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ g(�) ! jujg(u0�1�) × �ÒÏÓ-ÔÒÁÎÓÔ×Å �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ æÕÒØÅ.÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ-ÎÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ u, ÔÁË ÞÔÏ f(ux)= f(x), ÔÏ ÅÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ u0�1 É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ juj,ÔÁË ÞÔÏ jujg(u0�1�) = g(�). îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ fÓÆÅÒÉÞÅÓËÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ, Ô.Å. ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ �Ï×ÏÒÏÔÁ u ÍÙ ÉÍÅÅÍf(ux) = f(x), ÔÏ É ÅÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ,�ÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ �Ï×ÏÒÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ u0�1 = u, juj = 1.2. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ �ÒÑÍÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ f(x) Ég(y) | ÄÁÎÎÙÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, �Ï �ÅÒÅÍÅÎÎÙÍx = (x1; : : : ;xk) É y = (y1; : : : ;ym), É ef(�), eg(�) | ÉÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ



3℄ x 3. ïâïâýåîîùå æõîëãéé îåóëïìøëéè ðåòåíåîîùè 215æÕÒØÅ. �ÏÇÄÁ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ �ÒÑÍÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ f(x)g(y) (�Ï×ÓÅÍ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÍ) ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅF [f � g℄ = ef(�) � eg(�);Ô.Å. ÒÁ×ÎÏ �ÒÑÍÏÍÕ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ æÕÒØÅ ÆÕÎË�ÉÏÎÁ-ÌÏ× f É g. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ (ÓÍ. ÇÌ. I, x 4, �. 1) �ÒÏ×ÅÒÉÔØÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÁ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÑÈ '(x;y) ×ÉÄÁ nPj=1'j(x) j(y).íÙ ÉÍÅÅÍ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ(f̂ � g;X̂'j j) = (2�)m+k(f � g;X'k k) == (2�)m+kX(f;'j)(g; j) =X( ef; e'j)(eg; e j) == ( ef � eg;Xe'j e j) = ( ef � eg;X℄'j j);ÞÔÏ É ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔÓÑ.ðÒÉÍÅÒÙ. 1. åÓÌÉ f(x) = Æ(x), ÔÏ ÎÁÛÁ ÆÏÒÍÕÌÁ �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ Ë ×ÉÄÕF [Æ(x) � g(y)℄ = 1(�) � eg(�):÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, F [Æ(x) � 1(y)℄ = 1(�) � (2�)mÆ(�):éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ry ÅÓÔØ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Á R�, ÕÍÎÏÖÅÎÎÁÑ ÎÁ (2�)m.2. ðÏÓÔÒÏÉÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÆÕÎË�ÉÉ f(x;y) Ä×ÕÈ �ÅÒÅÍÅÎ-ÎÙÈ, ÒÁ×ÎÏÊ 1 �ÒÉ x > 0;y > 0 É ÒÁ×ÎÏÊ 0 �ÒÉ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ x;y.üÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ ÅÓÔØ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ (É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �ÒÑÍÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅ-ÎÉÅ) ÆÕÎË�ÉÊ �(x) É �(y). ïÔÓÀÄÁ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÆÏÒÍÕÌÏÊ (6) �. 3 x 2�ÏÌÕÞÁÅÍ:̂f(x;y) = g�(x) � g�(y) = [�Æ(�) + i��1℄ � [�Æ(�) + i��1℄:3. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ r�. ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑÆÕÎË�ÉÑ r� ÓÏÇÌÁÓÎÏ �. 9 x 3 ÇÌ. I, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ �ÒÉ � 6= �n;�n � 2; : : :É ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÅÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ g�(�)ÅÓÔØ ÔÁËÖÅ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ. éÎÔÅÇÒÁÌæÕÒØÅ g�(�) = Z r�ei(�;x)dx



216 çì. II. ðòåïâòáúï÷áîéñ æõòøå ïâïâýåîîùè æõîëãéê [3ÓÈÏÄÉÔÓÑ �ÒÉ �n < Re � < 0 É �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉ ÓÉÍ-ÍÅÔÒÉÞÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ, Ô.Å. ÆÕÎË�ÉÀ ÏÔ � = qP�2j . äÁÌÅÅ, �ÒÉ ÌÀÂÏÍt > 0 g�(t�) = Z r�ei(t�;x)dx = Z r�ei(�;tx)dx;ÓÏ×ÅÒÛÁÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ tx = y, x = t�1y, dx = t�ndy,r = jxj = t�1jyj, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ:g�(t�) = Z jyj�t���nei(�;y)dy = t���ng�(�):üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ g�(�) ÅÓÔØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÓÔÅ�ÅÎÉ �� � n.ðÏÜÔÏÍÕ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ g�(�)=C�����n. ÷ÙÞÉÓÌÉÍ �ÏÓÔÏÑÎÎÕÀ C�. äÌÑÜÔÏÇÏ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ (g�; ) = (2�)n(r�;'), × ËÏÔÏÒÏÊ �ÏÌÏÖÉÍ1)'(x) = e� r22 = e� x212 : : : e� x2n2 . �ÏÇÄÁ  (�) =�p2�e��212 � : : :�p2�e��2n2 �== (2�)n2 e� �22 , É ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ:C�(2�)n2 Z e� p22 ��n��d� = (2�)n Z r�e� r22 dx:éÎÔÅÇÒÁÌÙ Ó�ÒÁ×Á É ÓÌÅ×Á ×ÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ �ÅÒÅÈÏÄÏÍ Ë ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÍËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ; �ÒÉ ÜÔÏÍ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ ÎÁ �ÌÏÝÁÄØ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÙÓ ÏÂÅÉÈ ÓÔÏÒÏÎ É ÚÁÍÅÎÉÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÏÄÎÏËÒÁÔÎÙÍÉ, ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÑ �n�1d�×ÍÅÓÔÏ d� É rn�1dr ×ÍÅÓÔÏ dx. ðÏÌÕÞÉ×ÛÉÅÓÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ×ÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑÔÅ�ÅÒØ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÇÁÍÍÁ-ÆÕÎË�ÉÉ:1Z0 e��22 ����1d� = 2��2�1����2� ;1Z0 e� r22 r�+n�1dr = 2�+n�22 ��� + n2 � :ïÔÓÀÄÁ ÎÁÈÏÄÉÍ:C� = 2n2+�+n�22 +�2+1� n2 ���+n2 �����2 � = 2�+n� n2 ���+n2 �����2 � (1)1)íÙ �ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ F �e� x22 � = p2�e��22 (n = 1). óÍ. é.í. òÙÖÉË Éé.ó. çÒÁÄÛÔÅÊÎ, �ÁÂÌÉ�Ù, 1951, ÓÔÒ. 281, ÆÏÒÍÕÌÁ 5.119.



3℄ x 3. ïâïâýåîîùå æõîëãéé îåóëïìøëéè ðåòåíåîîùè 217É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, F [r�℄ = 2�+n� n2 ���+n2 �����2 � ����n: (2)üÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, ×Ù×ÅÄÅÎÎÏÅ ÄÌÑ �n<Re �< 0, ÏÓÔÁÅÔÓÑ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÙÍ ×�ÏÌÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ r�, Ô.Å. �ÒÉ ×ÓÅÈ� 6= �n;�n� 2; : : : (× ÉÓËÌÀÞÅÎÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ ÆÕÎË�ÉÑ r� ÉÍÅÅÔ �ÏÌÀÓÙ).òÁÚÄÅÌÑÑ ÆÏÒÍÕÌÕ (2) ÎÁ ���+n2 �, �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ �ÒÏÓÔÏÊÆÏÒÍÕÌÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÄÌÑ �ÅÌÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f�(r) = 2��2 r��(�+n2 ) :F [f�(r)℄ = (2�)n2 2�+n2 r���n����2 � = (2�)n2 f���n(�): (20)òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ r� × ÒÑÄ �ÅÊÌÏÒÁ ÉÌÉ ìÏÒÁÎÁ �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÎÏ×ÙÍÆÏÒÍÕÌÁÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ æÕÒØÅ.íÙ ÚÎÁÅÍ ÉÚ �. 6 x 4 ÇÌ. I, ÞÔÏ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ ÔÏÞËÉ �0r� = r�0 + (� � �0)r�0 lnr + 12(� � �0)2r�0 ln2 r + : : :ïÔÓÀÄÁfr� = fr�0 + (� � �0)F [r�0 lnr℄ + 12(� � �0)2F [r�0 ln2 r℄ + : : : (3)ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÒÁÚÌÁÇÁÑ ÆÕÎË�ÉÀ fr� = C�����n × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉÔÏÞËÉ �0 × ÒÑÄ �ÅÊÌÏÒÁ, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ:C�����n = C�0���0�n + (� � �0)[C 0�0���0�n + C�0���0�n ln�℄ ++ 12(� � �0)2[C 00�0���0�n + 2C 0�0���0�n ln� + C�0���0�n ln2 �℄ + : : : (4)óÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑÈ (4) É (3), �ÏÌÕÞÁÅÍ:F [r�0 lnr℄ = C 0�0���0�n + C�0���0�n ln�; (5)F [r�0 ln2 r℄ = C 00�0���0�n + 2C 0�0���0�n ln� + C�0���0�n ln2 � (6)É Ô.Ä.÷ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÉ � = �n � 2mr� = a�1� + n + 2m + a0 + a1(� + n + 2m) + : : : ; (7)



218 çì. II. ðòåïâòáúï÷áîéñ æõòøå ïâïâýåîîùè æõîëãéê [4ÇÄÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ a�1;a0;a1; : : : ÉÍÅÀÔ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ (ÇÌ. I, x 4, �. 6)a�1 = 
n Æ(2m)(r)(2m)! ; a0 = 
nr�2n�m; a1 = 
nr�2n�m lnr; : : : ; (8)�ÒÉÍÅÎÑÑ Ë ÏÂÅÉÍ ÞÁÓÔÑÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (7) �ÏÞÌÅÎÎÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅæÕÒØÅ, ÎÁÈÏÄÉÍ:fr� = 
n(2m)! F [Æ(2m)(r)℄� + n + 2m + 
nF [r�2n�m℄ ++ 
n(� + n + 2m)F [r�2n�m lnr℄ + : : : (9)ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÜÔÏÊ ÖÅ ÔÏÞËÉC�����n =  (n+2m)�1� + n + 2m + (n+2m)0 + (n+2m)1 (� + n + 2m) + : : :! �� (�2m + (� + n + 2m)�2m ln� + : : : ) = (n+2m)�1 �2m� + n + 2m ++ �(n+2m)�1 �2m ln� + (n+2m)0 �2m� + (� + n + 2m) �� �12(n+2m)�1 �2m ln2 � + (n+2m)0 �2m ln� + (n+2m)1 �2m� + : : : (10)ðÒÉÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊ (10) É (8),�ÏÌÕÞÁÅÍ: 
n(2m)!F [Æ(2m)(r)℄ = (n+2m)�1 �2m;
nF [r�2n�m℄ = (n+2m)�1 �2m ln� + (n+2m)0 �2m;
nF [r�2m�n lnr℄ = 12(n+2m)�1 �2m ln2 � ++ (n+2m)0 �2m ln� + (n+2m)1 �2m;. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
9>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>; (11)

úÄÅÓØ ÞÉÓÌÏ×ÙÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ (n+2m)�1 , (n+2m)0 É Ô.Ä. ÓÕÔØ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎ-ÔÙ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ × ÒÑÄ ìÏÒÁÎÁ ÆÕÎË�ÉÉ C�(1) × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ �=�n�2m.4. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÏÊ× ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ ×ÓÑËÏÊ



4℄ x 3. ïâïâýåîîùå æõîëãéé îåóëïìøëéè ðåòåíåîîùè 219ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f , ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÏÊ × ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ, ÅÓÔØÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ ÔÉ�Á ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÏÔ �:(f(x);ei(x;�)):ðÏÎÉÍÁÔØ ÜÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÎÕÖÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÆÕÎË�ÉÑei(x;�) ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ '0(x), ÒÁ×ÎÏÊ ei(x;�) × ÔÏÊ ÏÂÌÁ-ÓÔÉ, ÇÄÅ ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ f , É ÏÂÒÁÝÁÀÝÅÊÓÑ × ÎÕÌØ ×ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ; ÚÁÔÅÍ Ë ÎÅÊ �ÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ f :(f;'0(x)) = (f;'0(x)):ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÞÉÓÌÏ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÆÕÎË�ÉÉ '0(x) ÓÕËÁÚÁÎÎÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ (ÓÍ. ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅ 1 Ë ÇÌ. I, �. 3). íÙ ÄÏÌÖÎÙ�ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏZ (f(x);ei(x;�)) (�)d� = (2�)n(f;')ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ '(x) É ÅÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ  (�). îÏ(f;') = �f; 1(2�)n Z  (�)e�i(�;x)d�� :åÓÌÉ ÍÙ ×ÎÅÓÅÍ ÔÅ�ÅÒØ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ f �ÏÄ ÚÎÁË ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ, ÔÏ ÎÁÛÅÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎÏ:(f;') = 1(2�)n Z  (�)(f;e�i(�;x))d� = 1(2�)n Z (f(x);ei(�;x)) (�)d�: (1)îÁÍ ÏÓÔÁÅÔÓÑ �ÏÜÔÏÍÕ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÚÁËÏÎÎÏÓÔØ ×ÎÅÓÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ f �ÏÄ ÚÎÁËÉÎÔÅÇÒÁÌÁ. ðÏËÁÖÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ ÜÔÏ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÄÌÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ �Ï ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊÏÂÌÁÓÔÉ: 0�f;ZG  (�)e�i(�;x)d�1A = ZG  (�)(f;e�i(�;x))d�:éÎÔÅÇÒÁÌ �Ï ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ G ÅÓÔØ �ÒÅÄÅÌ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÈ ÓÕÍÍsN (x) = NXj=1 (�j )e�i(�j ;x)��j :óÕÍÍÙ sN (x) ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ �Ï ÏÂÌÁÓÔÉ G ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ × ËÁÖÄÏÊ ÏÇÒÁÎÉ-ÞÅÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ x, ÔÁË ÖÅ ËÁË É ÌÀÂÙÅ ÉÈ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ �Ï x. ðÏÜÔÏÍÕ,



220 çì. II. ðòåïâòáúï÷áîéñ æõòøå ïâïâýåîîùè æõîëãéê [4�ÒÅ×ÒÁÝÁÑ ÉÈ ÏÂÙÞÎÙÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ × ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ (ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÆÉËÓÉÒÏ-×ÁÎÎÕÀ ÏÓÎÏ×ÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ, ÒÁ×ÎÕÀ 1 × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÏÓÉÔÅÌÑ f), ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å K. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ(f;sN ) =X (�j )�f;��i(�j ;x)���jÉÍÅÅÔ �ÒÅÄÅÌÏÍ 0�f;ZG  (�)e�i(�;x)d�1A :îÏ, Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, (f;sN ) ÅÓÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÓÕÍÍÁ ÄÌÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉÏÔ �  (�)(f;e�i(�;x));ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ �ÒÅÄÅÌÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÜÔÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (1) ÄÌÑÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ G ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ.äÁÌÅÅ, ÉÎÔÅÇÒÁÌ �Ï ×ÓÅÍÕ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ ÅÓÔØ �ÒÅÄÅÌ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× �Ï ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ-ÎÙÍ ÏÂÌÁÓÔÑÍ: ZRn  (�)e�i(�;x)d� = limN!1 Zj�j6N  (�)e�i(�;x)d�:æÕÎË�ÉÉ ÏÔ x, ÓÔÏÑÝÉÅ �ÏÄ ÚÎÁËÏÍ �ÒÅÄÅÌÁ, ÓÈÏÄÑÔÓÑ Ë Ó×ÏÅÍÕ �ÒÅÄÅÌÕ, Ô.Å. ËÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ, ÓÎÏ×Á ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ×ÍÅÓÔÅ ÓÏ ×ÓÅÍÉ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍÉ × ËÁÖÄÏÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ-ÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ x, É ÔÁËÉÍ ÖÅ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÁÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÅÓÔØ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å K. ðÏÜÔÏÍÕ0B�f; ZRn  (�)e�i(�;x)d�1CA = limN!10B�f; Zj�j6N  (�)e�i(�;x)d�1CA == limN!1 Zj�j6N  (�)(f;e�i(�;x))d� = ZRn  (�)(f;e�i(�;x))d�;ÞÔÏ É ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ.÷ ËÁÞÅÓÔ×Å �ÒÉÍÅÒÁ ÎÁÊÄÅÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÏÔ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÊÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ Æ(r�a), ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÍÕ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀÍÁÓÓÙ Ó �ÌÏÔÎÏÓÔØÀ 1 �Ï ÓÆÅÒÅ Ua ÒÁÄÉÕÓÁ a Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÎÁÞÁÌÅËÏÏÒÄÉÎÁÔ: (Æ(r � a);') = ZUa '(x)dx:æÕÎË�ÉÑ Æ(r � a) ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÁ × ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ; �Ï ÄÏËÁ-ÚÁÎÎÏÍÕ, ÅÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÅÓÔØ ÆÕÎË�ÉÑF [Æ(r � a)℄ = (Æ(r � a);ei(x;�)) = ZUa ei(x;�)dx:



4℄ x 3. ïâïâýåîîùå æõîëãéé îåóëïìøëéè ðåòåíåîîùè 221ðÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ (r = jxj = a, � = j�j, � | ÕÇÏÌÍÅÖÄÕ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ x É �), ÎÁÈÏÄÉÍ:F [Æ(r � a)℄ = Z eia�os�an�1 sinn�1 �d�d! == an�1
n�1 �Z0 eia�os� sinn�1 �d�;ÇÄÅ d! | ÜÌÅÍÅÎÔ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÓÆÅÒÙ × (n � 2)-ÍÅÒÎÏÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Å, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍ Ë ×ÅËÔÏÒÕ �.ëÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÂÅÓÓÅÌÅ×ÙÆÕÎË�ÉÉ1):F [Æ(r � a)℄ = an�1
n�1(a�)1�n2 Jn�22 (a�) = 
n�1an2 �1�n2 Jn�22 (a�): (2)ðÒÉ n ÎÅÞÅÔÎÏÍ, n= 2m+3, ÂÅÓÓÅÌÅ×Õ ÆÕÎË�ÉÀ ÍÏÖÎÏ ×ÙÒÁÚÉÔØ ÞÅÒÅÚÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ (x 2, �. 6, ÆÏÒÍÕÌÁ (70))J 12 (z) = r 2�z sinz;. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Jm+ 12 (z) = (�1)mzm+ 12 �1z ddz�m� 1pz J 12 (z)� :�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÉ n = 2m + 3 ÍÙ ÉÍÅÅÍ:F [Æ(r � a)℄ = 
n�1an2 �1�n2 (�1)m(a�)m+ 12 �1z ddz�m� 1pz J 12 (z)� ����z=a� :(3)÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �ÒÉ n = 3, m = 0F [Æ(r � a)℄ = 2�a2J 12 (a�) = 4�a sin�a� : (4)ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, �ÒÉ ÌÀÂÏÍ n = 2m + 3 ÍÏÖÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÉÚ×ÅÓÔÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ2)� dzdz�m hzm+ 12 Jm+ 12 (z)i = pzJ 12 (z) = r 2� sinz: (5)1)é.í.òÙÖÉË É é.ó.çÒÁÄÛÔÅÊÎ, �ÁÂÌÉ�Ù, 1951, ÓÔÒ. 165, ÆÏÒÍÕÌÁ 3.227,3 (�ÏÌÏ-ÖÉÔØ x = os�).2)é.í.òÙÖÉË É é.ó.çÒÁÄÛÔÅÊÎ, �ÁÂÌÉ�Ù, 1951, ÓÔÒ. 359, ÆÏÒÍÕÌÁ 6.482,3.



222 çì. II. ðòåïâòáúï÷áîéñ æõòøå ïâïâýåîîùè æõîëãéê [5úÁÍÅÎÉÍ × (2) ÁÒÇÕÍÅÎÔ a� ÎÁ z, ÔÏÇÄÁ ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ:�n�2 1aF [Æ(r � a)℄ = 
n�1Jn2�1(z)z n2�1É �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ (5)�n�2� dzdz�m 1aF [Æ(r � a)℄ = 
n�1r 2� sinz;ÉÌÉ, �ÒÏÉÚ×ÅÄÑ ÏÂÒÁÔÎÕÀ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÕ z = a�, dz = �da,�� dada�m 1aF [Æ(r � a)℄ = 
n�1r 2� sina�:�ÁË ËÁË �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÓÏ×ÅÒÛÁÅÔÓÑ �Ï �ÅÒÅÍÅÎÎÙÍ x, ÁÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ | �Ï �ÁÒÁÍÅÔÒÕ a, ÔÏ� dada�m 1aF [Æ(r � a)℄ = F �� dada�m 1aÆ(r � a)� :÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÒÅÓÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁF �� dada�m Æ(r � a)a � = 
n�1r 2� sina�� : (6)5. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ ËÁË �ÒÅÄÅÌ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÊ.íÅÔÏÄ, ÉÚÌÏÖÅÎÎÙÊ × �. 4, ÍÏÖÅÔ �ÏÍÏÞØ É �ÒÉ ÒÁÚÙÓËÁÎÉÉ �ÒÅÏÂÒÁ-ÚÏ×ÁÎÉÊ æÕÒØÅ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏÆÉÎÉÔÎÙÈ).ðÕÓÔØ f | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ. ëÁË ÍÙ ÚÎÁÅÍ(ÇÌ. I, x 1, �. 8), ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ f ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ËÁË �ÒÅÄÅÌÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏ× f� , ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎ × ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊÏÂÌÁÓÔÉ. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ f� , �Ï ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ, ÅÓÔØÆÕÎË�ÉÑ g�(s). �ÁË ËÁË Ï�ÅÒÁÔÏÒ æÕÒØÅ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ �ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏ× ÓÎÏ×Á × ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ,ÔÏ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÉÓËÏÍÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ fËÁË �ÒÅÄÅÌ (�Ï ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ × Z 0) �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÊ g�(s)�ÒÉ � ! 1.÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ (ÏÂÙÞÎÏÊ) ÆÕÎË�ÉÉ f(x) (ËÁË ÕÇÏÄÎÏ ÂÙÓÔÒÏÒÁÓÔÕÝÅÊ) �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ ËÁË �ÒÅÄÅÌ(× ÓÍÙÓÌÅ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ × Z 0) �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÂÙÞÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊg�(�) = Zjxj6� f(x)ei(x;�)dx: (1)



1℄x 4. ðòåïâòáúï÷áîéñ æõòøå é äéææåòåîãéáìøîùå õòá÷îåîéñ223åÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ f(x) ÉÍÅÅÔ ÒÏÓÔ ÎÅ ×ÙÛÅ ÓÔÅ�ÅÎÎÏÇÏ É Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å S, ÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ (1) ÓÈÏÄÉÔÓÑË �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÀ æÕÒØÅ ÆÕÎË�ÉÉ f(x) ÔÁËÖÅ × ÓÍÙÓÌÅ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ,ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÎÏÊ ÄÌÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á S0 (Ô.Å. ÎÁ ×ÓÅÈ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÆÕÎË�É-ÑÈ  (�) 2 S). ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÙ g�(�) ÓÈÏÄÑÔÓÑ Ë Ó×ÏÅÍÕ �ÒÅ-ÄÅÌÕ g(�) ÎÁ ×ÓÅÈ ÆÉÎÉÔÎÙÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎË�ÉÑÈ× ÓÍÙÓÌÅ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å K 0. íÙ ×ÓÔÒÅÞÁÌÉÓØ ÕÖÅ Ó ÔÁËÉÍÉÆÁËÔÁÍÉ × �ÒÉÍÅÒÁÈ, �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÈ × ÇÌ. I, x 2, �. 5.x 4. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ É ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅ-ÎÉÑ1. ðÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ × ÅÇÏ ËÌÁÓ-ÓÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ×ÁÖÎÙÈ ÍÅÔÏÄÏ× �ÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÚÁÄÁÞ,ÏÔÎÏÓÑÝÉÈÓÑ Ë ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ. îÏ ÏÂÌÁÓÔØ �ÒÉÍÅ-ÎÉÍÏÓÔÉ ÍÅÔÏÄÁ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÌÁÓØ, × ÏÓÎÏ×ÎÏÍ,ËÌÁÓÓÏÍ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÈ ×Ï ×ÓÅÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÆÕÎË�ÉÊ ÉÌÉ ÉÈ ÓÔÅ�Å-ÎÅÊ. éÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ × ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ�ÏÚ×ÏÌÉÌÏ ×ËÌÀÞÉÔØ × ÏÂÌÁÓÔØ �ÒÉÍÅÎÉÍÏÓÔÉ ÍÅÔÏÄÁ æÕÒØÅ É ÆÕÎË-�ÉÉ ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÏÇÏ ÒÏÓÔÁ, ÎÏ Ó ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÜÔÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÕÌÀ �ÒÉ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ. üÔÏÏÔÎÏÓÉÔÓÑ É Ë �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÀ ìÁ�ÌÁÓÁ1), ËÏÔÏÒÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊÍÏÄÉÆÉËÁ�ÉÀ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ. ÷ Ä×ÕÓÔÏÒÏÎÎÅÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉìÁ�ÌÁÓÁ, ËÏÔÏÒÏÅ �ÏÌÏÖÅÎÏ × ÏÓÎÏ×Õ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ ËÎÉÇÉ ÷ÁÎ-ÄÅÒ-ðÏÌÑ2),ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÍ ÆÕÎË�ÉÑÍ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ �ÒÉ ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÏÍ ÒÏÓÔÅ ×ÓÔÏÒÏÎÕ x! +1 ÂÙÔØ ÏÔÌÉÞÎÙÍÉ ÏÔ ÎÕÌÑ �ÒÉ x < 0, ÎÏ Ó ÜËÓ�ÏÎÅÎ�É-ÁÌØÎÙÍ ÕÂÙ×ÁÎÉÅÍ, ÏÂÅÓ�ÅÞÉ×ÁÀÝÉÍ ÎÁÌÉÞÉÅ �ÏÌÏÓÙ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ìÁ�ÌÁÓÁ × ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ. äÒÕÇÏÊ ÉÚÑÝÎÙÊÍÅÔÏÄ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÏÎÎÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ �ÒÅÄÌÏÖÅÎ ñ. íÉËÕÓÉÎ-ÓËÉÍ3); ÜÔÏÔ ÍÅÔÏÄ (ÒÁÚ×ÉÔÙÊ �ÏËÁ ÞÔÏ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÊ ÏÄÎÏÇÏ�ÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ) �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÆÕÎË�ÉÉ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÒÏÓÔÁ× ÓÔÏÒÏÎÕ x ! +1, ÒÁ×ÎÙÅ ÎÕÌÀ �ÒÉ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ x.íÅÔÏÄ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ æÕÒØÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÉÚÌÁÇÁÅÍÙÊ ×ÜÔÏÊ ËÎÉÇÅ, ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÔ ÎÉËÁËÉÈ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÈÁÒÁË-ÔÅÒÁ ÒÏÓÔÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ËÁË �ÒÉ x ! +1, ÔÁË É �ÒÉx ! �1 É ÇÏÄÉÔÓÑ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ðÏÜÔÏÍÕÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÍÅÔÏÄ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÒÅÛÁÔØ ×ÓÅ1)óÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, è. ëÁÒÓÌÏÕ É ä. åÇÅÒ, ï�ÅÒÁ�ÉÏÎÎÙÅ ÍÅÔÏÄÙ × �ÒÉËÌÁÄÎÏÊÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ, éì, 1948.2)â. ÷ÁÎ-ÄÅÒ-ðÏÌØ É è. âÒÅÍÍÅÒ, ï�ÅÒÁ�ÉÏÎÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å Ä×ÕÓÔÏÒÏÎ-ÎÅÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ìÁ�ÌÁÓÁ, éì, 1952.3)ñÎ íÉËÕÓÉÎÓËÉÊ, ï�ÅÒÁÔÏÒÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ, éì, 1956.



224 çì. II. ðòåïâòáúï÷áîéñ æõòøå ïâïâýåîîùè æõîëãéê [2ÔÉ�Ù ÚÁÄÁÞ, Ë ËÏÔÏÒÙÍ ÍÏÖÎÏ �ÒÉÍÅÎÑÔØ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑæÕÒØÅ É ìÁ�ÌÁÓÁ ÉÌÉ ÍÅÔÏÄ íÉËÕÓÉÎÓËÏÇÏ, Á ÔÁËÖÅ É ÍÎÏÇÉÅ ÚÁÄÁÞÉ,ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅÄÏÓÔÕ�ÎÙ ÄÌÑ ÜÔÉÈ ÍÅÔÏÄÏ×.íÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ × ÜÔÏÍ ×Ù�ÕÓËÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅÍ ÔÏÌØËÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ�ÒÏÓÔÙÈ �ÒÉÍÅÒÏ×.2. éÔÅÒÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ìÁ�ÌÁÓÁ �mu = f . òÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÂÕÄÅÔ ÎÁÊÄÅÎÏ, ËÏÇÄÁ ÂÕÄÅÔ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÅ-ÛÅÎÉÅ E �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ u= f �E. æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÅÓÔØ ÒÅÛÅÎÉÅÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ �mE = Æ(x): (1)âÕÄÅÍ ÉÓËÁÔØ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å K 0. ðÏÓÌÅ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ, �ÒÉÍÅÎÅÎÎÏÇÏ Ë ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ (1), ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ:(�1)m�2mV = 1 (�2 =X�2j ); (2)ÇÄÅ V ÏÚÎÁÞÁÅÔ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÆÕÎË�ÉÉ E. ÷Ï�ÒÏÓ, ÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏ, Õ�ÉÒÁÅÔÓÑ × ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (2).åÓÌÉ 2m < n, ÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÓÌÕÖÉÔ (ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁÑ)ÆÕÎË�ÉÑ (�1)m�2m . äÁÌÅÅ, ÅÓÌÉ ÚÎÁÞÅÎÉÅ n = �2m < 0 ÎÅ ÅÓÔØ �ÏÌÀÓÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ �� (ÇÌ. I, x 3, �. 9) | ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ �ÏÌÀÓÙÆÕÎË�ÉÉ �� ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ × ÔÏÞËÁÈ �n;�n� 2; : : : , | ÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅÍ Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ (�1)m��2m, ÞÔÏ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ �ÒÅÄÅÌØÎÙÍ �ÅÒÅÈÏÄÏÍ ÉÚÒÁ×ÅÎÓÔ×Á �2m�� = �2m+� �ÒÉ � ! �2m.ðÕÓÔØ, ÎÁËÏÎÅ�, � = �2m Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÀÓÏÍ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË-�ÉÉ ��. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ �� × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ× ÒÑÄ ìÏÒÁÎÁ: �� = a�1� + 2m + a0 + a1(� + 2m) + : : : ; (3)ÇÄÅ a�1;a0;a1; : : : | ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ (ÇÌ. I, x 4, �. 6).õÍÎÏÖÉÍ ÜÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �ÏÞÌÅÎÎÏ ÎÁ ÆÕÎË�ÉÀ �2m É �ÅÒÅÊÄÅÍ ÚÁÔÅÍË �ÒÅÄÅÌÕ �ÒÉ � ! �2m. ìÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÉÍÅÅÔ �ÒÅÄÅÌÏÍ, ÔÁË ÖÅ ËÁË É×ÙÛÅ, ÅÄÉÎÉ�Õ. ÷ �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ×ÓÅ ÞÌÅÎÙ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÔÒÅÔØÅÇÏ, × �ÒÅÄÅÌÅÏÂÒÁÔÑÔÓÑ × ÎÕÌØ; ×ÔÏÒÏÊ ÞÌÅÎ �2ma0 ÏÓÔÁÅÔÓÑ �ÏÓÔÏÑÎÎÙÍ, �ÅÒ×ÙÊ �ÒÉ�2ma�1 6= 0 ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÌ ÂÙ ÉÍÅÔØ �ÒÅÄÅÌÏÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ, ÎÏ ÔÁË ËÁËÜÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÌÏ ÂÙ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÍÕ �ÒÅÄÅÌØÎÏÍÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ, ÇÄÅ ×ÓÅÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÞÌÅÎÙ ËÏÎÅÞÎÙ, ÔÏ ÍÙ ÄÅÌÁÅÍ ×Ù×ÏÄ, ÞÔÏ �2ma�1 = 0 É,ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �2ma0 = 1:



3℄ äéææåòåîãéáìøîùå õòá÷îåîéñ 225éÔÁË, ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (�1)m�2mV = 1 ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ × ÄÁÎÎÏÍÓÌÕÞÁÅ (�1)ma0, ÇÄÅ a0 | ÚÎÁÞÅÎÉÅ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÑÄÁ ìÏÒÁÎÁ (3)�ÒÉ � = �2m1). ÷ �ÅÒ×ÏÍ É ×Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÑÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÆÏÒÍÕÌÏÊ (2) �. 3 x 3 Ñ×ÌÑÅÔÓÑÆÕÎË�ÉÑ C2mr2m�n. ÷ ÔÒÅÔØÅÍ ÓÌÕÞÁÅ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÆÏÒÍÕÌÏÊ (5)�. 3 x 3 ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÓÌÕÖÉÔ ÆÕÎË�ÉÑAr2m�n lnr + Br2m�n:îÏ ×ÔÏÒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÚÌÉÛÎÅ, ÔÁË ËÁË Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ �mÏÎÏ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔÓÑ × ÎÕÌØ. ðÏÜÔÏÍÕ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ E ×Ï ×ÓÅÈÓÌÕÞÁÑÈ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁ�ÉÓÁÎÏ × ×ÉÄÅE(x) = (Cr2m�n lnr; ÅÓÌÉ 2m > n É n ÞÅÔÎÏÅ;Cr2m�n × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ:3. ÷ÏÌÎÏ×ÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ × ÎÅÞÅÔÎÏÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å. þÁÓÔÎÙÍÉÒÅÛÅÎÉÑÍÉ ×ÏÌÎÏ×ÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ�2u�t2 = �2u�x21 + : : : + �2u�x2n (1)Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÂÅÇÕÝÉÅ ×ÏÌÎÙe�i[(�;x)��t℄ �� = j�j = q�21 + : : : + �2n�;ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ËÏÍÂÉÎÉÒÏ×ÁÔØ ÌÀÂÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ × ÆÏÒÍÅu(x;t) = 1(2�)n Z 	1(�)e�i(�;x)+i�td� + 1(2�)n Z 	2(�)e�i(�;x)�i�td�:òÅÛÅÎÉÅ u(x;t) ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ ÉÚ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ,ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ×ÏÚØÍÅÍ (ÓÒ. �. 4 x 5 ÇÌ. I) × ÆÏÒÍÅu(x;0) = 0; �u(x;0)�t = Æ(x): (2)ðÅÒ×ÏÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀZ [	1(�) + 	2(�)℄e�i(�;x)d� = 01)üÔÏÔ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ÅÓÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ 
nr�n�2m. îÏ Ñ×ÎÏÅ ÅÇÏ ×ÙÒÁÖÅ-ÎÉÅ ÚÄÅÓØ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÉÇÒÁÔØ ÒÏÌÉ.



226 çì. II. ðòåïâòáúï÷áîéñ æõòøå ïâïâýåîîùè æõîëãéê [4É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ 	2(�) � �	1(�) � 12i	(�), ÔÁË ÞÔÏu(x;t) = 1(2�)n Z 	(�)e�i(�;x) sin�td� = F�1[	(�)sin�t℄: (3)÷ÔÏÒÏÅ ÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ Ë ×ÉÄÕ�u(x;0)�t = 1(2�)n Z 	(�)e�i(�;x)�d� = Æ(x)ÉÌÉ F�1[�	(�)℄ = Æ(x):ïÔÓÀÄÁ �	(�) = gÆ(x) = 1É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ (3)u(x;t) = F�1 � sin�t� � :îÏ ÏÂÒÁÔÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÏÔ sin�t� ÍÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ: ÓÏÇÌÁÓÎÏÆÏÒÍÕÌÅ (6) �. 4 x 3 �ÒÉ n = 2m + 3F�1� sin�t� � = r�2 1
n�1 � dtdt�m Æ(r � t)t :äÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ Ó ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ �u(x;0)�t =f(x)ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕu(x;t) = r�2 1
n�1 � dtdt�m Æ(r � t)t � f(x) == r�2 1
n�1 � dtdt�m tn�2
nMt[f ℄;ÇÄÅ Mt[f ℄ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÒÅÄÎÅÅ ÏÔ ÆÕÎË�ÉÉ f(x � �) �Ï ÓÆÅÒÅ j�j 6 t.÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �ÒÉ n = 3, m = 0u(x;t) = tMt[f ℄:ïÂÙÞÎÙÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ Ó�ÕÓËÁ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ ×ÏÌÎÏ×ÏÇÏÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ É × ÞÅÔÎÏÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å1).1)óÍ. ò. ëÕÒÁÎÔ É ä. çÉÌØÂÅÒÔ, íÅÔÏÄÙ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÚÉËÉ, Ô. II, 1951, ÇÌ. VI,x 5, �. 2, ÓÔÒ. 372.



4℄ äéææåòåîãéáìøîùå õòá÷îåîéñ 2274. ó×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ É ÆÕÎÄÁÍÅÎ-ÔÁÌØÎÙÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ ÄÌÑ ÎÅÇÏ. æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ �u�t � P �i ��x�u = f; (1)ÓÏÇÌÁÓÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÅÓÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ E(x;t) (ÉÚ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Á K 0), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ�E(x;t)�t � P �i ��x�E(x;t) = Æ(x;t): (2)æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ ÄÌÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ�u(x;t)�t � P �i ��x�u(x;t) = 0 (3)ÅÓÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ u(x;t), Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ �ÒÉ t > 0 ÎÁ ÏÓÎÏ×ÎÙÈÆÕÎË�ÉÑÈ '(x) (ÚÁ×ÉÓÑÝÁÑ ÏÔ t ËÁË ÏÔ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ (2) É ÏÂÒÁÝÁÀÝÁÑÓÑ × Æ(x) �ÒÉ t = 0.úÎÁÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ u(x;t), ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØ-ÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ E(x;t); ÉÍÅÎÎÏ, Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÔÅÏÒÅÍÁ:ðÕÓÔØ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ u(x;t) ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ ÄÌÑÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (3). ðÏÌÏÖÉÍE(x;t) = (0 �ÒÉ t < 0,u(x;t) �ÒÉ t > 0. (4)�ÏÇÄÁ E(x;t) ÅÓÔØ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ (4) ÔÒÅÂÕÅÔ ÅÝÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ �ÏÑÓÎÅÎÉÊ �ÒÉ t > 0.íÙ ÄÏÌÖÎÙ ×ÅÄØ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ÎÁÄ ÏÓÎÏ×ÎÙÍÉÆÕÎË�ÉÑÍÉ, ÚÁ×ÉÓÑÝÉÍÉ ÏÔ x É t, Á u(x;t) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ËÁË ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑÆÕÎË�ÉÑ ÎÁÄ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ ÏÔ x É ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ t ËÁË ÏÔ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ. íÙ�ÒÉÄÁÅÍ ÆÕÎË�ÉÉ u(x;t) ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÓÍÙÓÌ ËÁË ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉÎÁÄ ÏÓÎÏ×ÎÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ '(x;t):(u(x;t);'(x;t)) = 1Z0 (u(x;t);'(x;t))dt:ðÏÄ ÚÎÁËÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ u(x;t) �ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ t �ÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ËÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ '(x;t) ËÁË ÆÕÎË�ÉÉ ÏÔ x �ÒÉ ÔÏÍ ÖÅ ÚÎÁÞÅÎÉÉ t;



228 çì. II. ðòåïâòáúï÷áîéñ æõòøå ïâïâýåîîùè æõîëãéê [5ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÅÓÔØ ÆÉÎÉÔÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ �Ï t, É ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ �Ï t ÄÏ�Õ-ÓÔÉÍÏ.ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ �ÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ E(x;t) ÅÓÔØ ÒÅÛÅÎÉÅÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (2). äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔÓÑ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎ-ÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (�ÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÉÚ (2) �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ æÕÒØÅ �Ï x É t).óÞÉÔÁÑ, ÞÔÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ x1; : : : ;xn �ÅÒÅÈÏÄÑÔ �ÒÉ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉæÕÒØÅ × ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ �1; : : : ;�n, Á ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ t | × ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ �0,�ÏÌÕÞÁÅÍ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ × ÆÏÒÍÅ[�i�0 � P (�)℄V (�;�0) = 1: (5)óÏ×ÅÒÛÉÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ E(x;t), Ï�ÒÅÄÅÌÅÎ-ÎÏÇÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ (4) ÓÎÁÞÁÌÁ ÔÏÌØËÏ �Ï ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ x �ÒÉ ÆÉËÓÉ-ÒÏ×ÁÎÎÏÍ t. ïÂÏÚÎÁÞÁÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÜÔÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÞÅÒÅÚ �(�;t),�ÏÌÕÞÁÅÍ ÉÚ (3): �(�;t) = 0 (t < 0);�(�;0) = 1 (t = 0);ddt�(�;t) � P (�)�(�;t) = 0 (t > 0):9>>>=>>>; (6)ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ddt , �ÏÎÉÍÁÅÍÁÑ × ÏÂÙÞÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÍÅ-ÎÅÎÁ ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ × ÓÍÙÓÌÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÅÓÌÉ ÄÏÂÁ×ÉÔØÓËÁÞÏË ÆÕÎË�ÉÉ �(�;t) �ÒÉ t=0, ÒÁ×ÎÙÊ ÎÕÌÀ (ÇÌ. I, x 2, �. 2, �ÒÉÍÅÒ 2);�ÏÜÔÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (6) ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÚÁÍÅÎÅÎÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍddt�(�;t) � P (�)�(�;t) � Æ(�) = 0;ÇÄÅ ddt | ÓÉÍ×ÏÌ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÏÔ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ �(�;t). óÏ×ÅÒÛÁÑ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ �Ï t, �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ�i�0V (�;�0) � P (�)V (�;�0) = 1;ÞÔÏ É ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ.5. ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÏÎÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ. ÷ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÍ Ï�ÅÒÁ-�ÉÏÎÎÏÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÉÓÉÓÔÅÍÙ ×ÉÄÁ �u(x;t)�t = P � ��x�u(x;t)�ÒÉ t>0 Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ (ÄÌÑ t=0) É ÇÒÁÎÉÞÎÙÍÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ(× ÏÂÌÁÓÔÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ x). ðÒÉ �ÏÍÏÝÉ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ìÁ�ÌÁÓÁ �Ï t



5℄ äéææåòåîãéáìøîùå õòá÷îåîéñ 229ÚÁÄÁÞÁ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ ÔÏÌØËÏ �Ï x (ÉÌÉ ËÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÚÁÄÁÞÅ × ÓÌÕÞÁÅ ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ).òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÜÔÉ ÚÁÄÁÞÉ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÔÅÏÒÉÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË-�ÉÊ. ÷×ÅÄÅÍ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ U(x;t) (ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ �Ï �ÅÒÅÍÅÎ-ÎÏÊ t, ÚÁ×ÉÓÑÝÕÀ ÏÔ x ËÁË ÏÔ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ), ÒÁ×ÎÕÀ u(x;t) �ÒÉ t > 0É ÎÕÌÀ �ÒÉ t < 0. �ÁË ËÁË �ÒÉ �ÅÒÅÈÏÄÅ ÏÔ ÚÎÁÞÅÎÉÊ t < 0 Ë ÚÎÁ-ÞÅÎÉÑÍ t > 0 ÆÕÎË�ÉÑ u(x;t) ÉÓ�ÙÔÙ×ÁÅÔ ÓËÁÞÏË, ÒÁ×ÎÙÊ ÚÁÄÁÎÎÏÍÕÚÎÁÞÅÎÉÀ u(x;0), ÔÏ�U(x;t)�t = �u(x;t)�t + u(x;0)Æ(t):ðÏÜÔÏÍÕ U(x;t) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ (ÓÉÓÔÅÍÅ)�U(x;t)�t = P � ��x�U(x;t) + u(x;0)Æ(t): (1)óÏ×ÅÒÛÁÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ �Ï t É ÏÂÏÚÎÁÞÁÑ ÎÏ×ÕÀ �ÅÒÅÍÅÎ-ÎÕÀ ÞÅÒÅÚ p = p1 + ip2, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ�ipV (x;p) = P � ��x�V (x;p) + u(x;0) � 1: (2)äÌÑ ËÏÒÒÅËÔÎÙÈ ÚÁÄÁÞ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ó ÕÞÅÔÏÍ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈÕÓÌÏ×ÉÊ �Ï x ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ V (x;p), ËÏÔÏÒÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÏÂÏÊ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ÏÔ p (× ÓÌÕÞÁÅ ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅ-ÎÉÑ | ÄÁÖÅ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ÏÔ p), ÏÂÌÁÄÁÀÝÕÀ ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÑÍÉ (×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÎÅÏÄÎÏÚÎÁÞÎÕÀ). éÍÅÑ ÆÕÎË�ÉÀ V (x;p),ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏ× ×ÉÄÁ(V; ) = Z� V (x;p) (p)dp; (3)ÇÄÅ � | ÌÀÂÏÊ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ËÏÎÔÕÒ, ÍÉÎÕÀÝÉÊ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ÆÕÎË-�ÉÉ V (x;p) É ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÊ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÏÓÉ, Ô.Å. ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÊ ÔÅÍÓ×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÞÔÏ Z�  (s)ds = 1Z�1  (�)d�ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ  (s). ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÇÏÄÉÔÓÑ ÌÀÂÁÑ �ÒÑÍÁÑ,�ÁÒÁÌÌÅÌØÎÁÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ s-ÏÓÉ, ÎÅ �ÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÏÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉÆÕÎË�ÉÉ V (x;p).



230 çì. II. ðòåïâòáúï÷áîéñ æõòøå ïâïâýåîîùè æõîëãéê [5ëÁÖÄÙÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏ× Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (2),Á ÏÂÒÁÔÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÔÁËÏÇÏ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ | ÒÅÛÅÎÉÅÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1). �ÏÌØËÏ ÜÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ ×ÎÕÌØ �ÒÉ t < 0.÷ÙÄÅÌÉÔØ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ (3), ÏÂÒÁÔÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×Á-ÎÉÅ æÕÒØÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ �ÒÉ t < 0, × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÁÔÒÕÄÎÉÔÅÌØÎÙÍ.ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ V (x;p) ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó�Å�É-ÁÌØÎÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:Á) ×ÙÛÅ �ÒÑÍÏÊ Im p = p02 ÆÕÎË�ÉÑ V (x;p) ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË;Â) × ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÑ V (x;p) ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÊÍÁÖÏÒÁÎÔÏÊ W (p1):jV (x;p)j 6 W (p1); 1Z�1 W (p1)dp1 < 1:�ÏÇÄÁ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ(V; ) = 1+ip2Z�1+ip2 V (x;p) (p)dp (p2 > p02)ÅÓÔØ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ (ÄÁÖÅ ÏÂÙÞÎÏÊ) ÆÕÎË�ÉÉu(x;t), ÏÂÒÁÝÁÀÝÅÊÓÑ × ÎÕÌØ �ÒÉ t < 0 É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ(ÓÉÓÔÅÍÅ) (1).õÓÌÏ×ÉÑ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÅÓÔØ ÏÂÙÞÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÏÂÒÁ-ÝÅÎÉÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ìÁ�ÌÁÓÁ. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ VÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ (2) �. 5 x 2:u(x;t) = 12� 1+ip2Z�1+ip2 V (x;p)e�iptdp:òÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÕÌÀ ÆÕÎË�ÉÉ u(x;t) ÄÌÑ t < 0 ×ÙÔÅËÁÅÔ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÉÚ Ï�ÅÎËÉju(x;t)j 6 12� ep2t 1Z�1 W (p1)dp1;ÅÓÌÉ ÕÓÔÒÅÍÉÔØ p2 Ë +1.



äéææåòåîãéáìøîùå õòá÷îåîéñ 231ðÕÓÔØ, ÄÁÌÅÅ, ÄÁÎÁ ÆÕÎË�ÉÑ V1(x;p), ËÏÔÏÒÁÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÅÎÁ × ÆÏÒÍÅ V1(x;p) = Q(p)V (x;p); (4)ÇÄÅ V (x;p) ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÕËÁÚÁÎÎÙÍÉ ×ÙÛÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ, ÁQ(p) | ÎÅËÏÔÏÒÙÊÍÎÏÇÏÞÌÅÎ. õÒÁ×ÎÅÎÉÅ (4) ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀu1(x;t) = Q�i ddt�u(x;t);ÇÄÅ u1(t;x) É u(x;t) | ÏÂÒÁÔÎÙÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑæÕÒØÅ ÆÕÎË�ÉÊ V1(x;p)É V (x;p); ÍÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ É × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ V1(x;p) ÅÓÔØ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅæÕÒØÅ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÏÇÏ ÎÁ �ÏÌÕÏÓÉ t > 0.



çìá÷á IIIóðåãéáìøîùå �éðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê
x 1. ïÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÙÅ ÎÁ ÇÌÁÄËÏÊ �Ï-×ÅÒÈÎÏÓÔÉðÒÏÓÔÅÊÛÉÍ �ÒÉÍÅÒÏÍ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÏÊ ÎÁ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ(f;') = ZS f(x)'(x)d�; (1)ÇÄÅ S | ÄÁÎÎÁÑ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ, d� | ÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔ, f(x) | ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÁÑÆÕÎË�ÉÑ, Á '(x) | ÌÀÂÁÑ ÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ1). îÅÓËÏÌØËÏ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖ-ÎÙÊ �ÒÉÍÅÒ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ �ÏÄÙÎÔÅÇÒÁÌØÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ×ÙÒÁÖÅÎÉÅÍ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ '(x).÷ ÜÔÏÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ É ÉÚÕÞÉÍ ÄÒÕÇÉÅ ×ÁÖÎÙÅ ÆÕÎË-�ÉÏÎÁÌÙ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÙÅ ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ < n, ÌÅÖÁÝÅÊ× n-ÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å. äÌÑ ÓÌÕÞÁÑ n = 1, ËÁË ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÆÕÎË-�ÉÏÎÁÌÁÍÉ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÙÍÉ × ÔÏÞËÅ, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÄÅÌØÔÁ-ÆÕÎË�ÉÑ ÉÅÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ËÁË ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎÏ ×Ï ×ÔÏÒÏÍ ×Ù�ÕÓËÅ,×ÓÑËÉÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÙÊ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊËÏÍÂÉÎÁ�ÉÅÊ ÄÅÌØÔÁ-ÆÕÎË�ÉÉ É ÅÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ n > 1, ËÏÇÄÁ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ S(n � 1)-ÍÅÒÎÁ É ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍP (x1; : : : ;xn) = 0; (2)ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ ÒÏÌØ ÉÇÒÁÀÔ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁ-ÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Æ(P ), Æ0(P ) É Ô.Ä.; Ï ÎÉÈ É ÂÕÄÅÔ ÉÄÔÉ ÒÅÞØ.1)÷ ÜÔÏÊ ÇÌÁ×Å ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÀÔÓÑ ÆÉÎÉÔÎÙÍÉ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÍÉ, Ô.Å. ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï K.



x 1. ïâïâýåîîùå æõîëãéé îá çìáäëïê ðï÷åòèîïó�é 233åÓÌÉ P � x1, Ô.Å. ÅÓÌÉ S ÅÓÔØ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ x1 = 0, ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ1)(Æ(x1);'(x)) � Z Æ(x1)'(x)dx == Z �Z Æ(x1)'(x1; : : : ;xn)dx1�dx2 : : : dxn == Z '(0;x2; : : : ;xn)dx2 : : : dxn;Ô.Å. ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ Æ(x1) ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ2)Z Æ(x1)'(x)dx = Z '(0;x2; : : : ;xn)dx2 : : :dxn: (3)ðÏ ÔÁËÏÊ ÖÅ �ÒÉÞÉÎÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ Æ(k)(x1) ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÏÊZ Æ(k)(x1)'(x)dx = (�1)k Z '(k)x1 (0;x2; : : : ;xn)dx2 : : : dxn: (4)ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ P (x1; : : : ;xn) | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÇÌÁÄËÁÑÆÕÎË�ÉÑ, ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ �ÒÉ P = 0grad P 6= 0 (5)(Ô.Å. ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ P = 0 ÎÅÔ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË). �ÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ Æ(P ) ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.÷ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ �Ï×ÅÒÈ-ÎÏÓÔÉ P = 0 ÍÙ ÍÏÖÅÍ ××ÅÓÔÉ ÎÏ×ÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ �Ï-×ÅÒÈÎÏÓÔØ P = 0 ÓÔÁÌÁ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ. äÌÑÜÔÏÇÏ ÍÙ �ÏÌÏÖÉÍ P = u1 É ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ u2; : : : ;un ×ÙÂÅÒÅÍ�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ, ÎÏ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÑËÏÂÉÁÎ D�xu� �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x1; : : : ;xn �Ï�ÅÒÅÍÅÎÎÙÍ u1; : : : ;un ÂÙÌ ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ (ÜÔÏ ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ÕÓÌÏ×ÉÀ grad P 6= 0 �ÒÉ ò = 0). îÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ,ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ '(x) ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ ÎÕÌÑ ÌÉÛØ× �ÒÅÄÅÌÁÈ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U3). ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÍ × �ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ� R Æ(P )'dx,ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÈÏÔÉÍ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ, ÚÁÍÅÎÕ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ:Z Æ(P )'(x)dx = Z Æ(P )'1(u)D�xu�du = Z Æ(u1) (u)du;1)íÙ �ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÓÉÍ×ÏÌÉËÏÊ, ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÎÏÊ × ËÏÎ�Å �. 3 x 1 ÇÌ. I.2)�ÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÙ �ÒÉÎÉÍÁÅÍ, ÞÔÏ Æ(x1) ÅÓÔØ �ÒÑÍÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Æ(x1) ��1(x2; : : : ;xn), ÇÄÅ Æ(x1) | ÄÅÌØÔÁ-ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ x1, Á 1(x2; : : : ;xn) | ÆÕÎË�ÉÑÏÔ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x2; : : : ;xn, ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÁÑ ÅÄÉÎÉ�Å (ÓÍ. ÇÌ. I, x 5, �. 1).3)óÍ. ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅ 1 Ë ÇÌ. I, �. 2.



234 çì. III. óðåãéáìøîùå �éðù ïâïâýåîîùè æõîëãéêÇÄÅ '1(u1; : : : ;un) = '(x1; : : : ;xn) É  = '1(u)D�xu�: (6)ïÔÓÀÄÁ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ Æ(P ) ÓÌÅÄÕÅÔ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØÆÏÒÍÕÌÏÊ(Æ(P );') = Z Æ(P )'dx = Z  (0;u2; : : : ;un)du2 : : : dun: (7)ðÏÓÌÅÄÎÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ P =0; ÜÔÏ É ÄÁÅÔ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ Æ(P ) ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎ ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ P = 0.áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ �ÏÌÏÖÉÔØ(Æ(k)(P );') = Z Æ(k)(P )'dx = (�1)k Z  (k)u1 (0;u2; : : : ;un)du2 : : : dun; (8)ÇÄÅ ÆÕÎË�ÉÑ  (u) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (6) É ÉÎÔÅÇÒÁÌ Ó�ÒÁ×Á × (8)ÓÎÏ×Á ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ P = 0.þÔÏÂÙ ÜÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÍÅÌÉ ÓÍÙÓÌ, ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏ-ÖÉÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ P (x) ÉÍÅÅÔ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÄÏ �ÏÒÑÄËÁk + 1.îÁ �ÅÒ×ÙÊ ×ÚÇÌÑÄ ËÁÖÅÔÓÑ, ÞÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (6) É (7) ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË:ÍÙ �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ Æ(P ), Æ0(P ), : : : ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÏ�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÅÊ P . îÁÉÂÏÌÅÅ ÕÄÏÂÎÏ ÄÁÔØ ÉÈ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÆÏÒÍÅ, × ËÏÔÏÒÏÊ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ u1; : : : ;un×ÏÏÂÝÅ ÎÅ ÕÞÁÓÔ×ÕÀÔ, É �ÒÉ ÜÔÏÍ ×ÅÓÔÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, �ÏÌØÚÕÑÓØ ÔÁËÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÊ ÔÅÏÒÉÅÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ. �Å ÞÉÔÁÔÅÌÉ, ËÏÔÏÒÙÅÈÏÔÑÔ ÏÂÏÊÔÉÓØ ÂÅÚ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ, ÍÏÇÕÔ �ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑÇÏÔÏ×ÙÍÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ; ÍÙ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍ ÉÈ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÎÉÖÅ. ïÄÎÁËÏÁ��ÁÒÁÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ ÞÒÅÚ×ÙÞÁÊÎÏ ÕÄÏÂÅÎ, É ÍÙ ÅÇÏ × ÜÔÏÍ�ÁÒÁÇÒÁÆÅ ÂÕÄÅÍ ÓÉÓÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉ �ÒÉÍÅÎÑÔØ. îÅÏÂÈÏÄÉÍÙÊ ÍÉÎÉÍÕÍÓ×ÅÄÅÎÉÊ Ï ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍÁÈ ÉÚÌÁÇÁÅÔÓÑ × �. 1.ðÏÄ ÚÎÁËÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ Ó�ÒÁ×Á × (7), ÅÓÌÉ ×ÅÒÎÕÔØÓÑ Ë ÓÔÁÒÙÍËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÍ ÆÕÎË�ÉÊ, ÓÔÏÉÔ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑÆÕÎË�ÉÉ '(x) É ÅÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ Ó ÚÁ×ÉÓÑÝÉÍÉ ÏÔ x ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ.÷ �. 7 ÍÙ �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ×ÓÑËÉÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ f ×ÉÄÁ(f;') = Xi1+:::+in6k ZP=0 ai1:::in(x)�i1+:::+in'(x)�xi11 : : :�xinn dx (9)×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ Æ(P ), Æ0(P ) É Ô.Ä. ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:(f;') = kXj=0Z bj(x)Æ(j)(P )'dx: (10)



x 1. ïâïâýåîîùå æõîëãéé îá çìáäëïê ðï÷åòèîïó�é 235÷ ÚÁ�ÉÓÉ (10) ÔÏÌØËÏ k + 1 �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÔÏÇÄÁ ËÁË × ÚÁ�É-ÓÉ (9) ÉÈ ÇÏÒÁÚÄÏ ÂÏÌØÛÅ. úÁ�ÉÓØ (10) ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÅÍ �ÒÅÉÍÕÝÅÓÔ×ÏÍ,ÞÔÏ ÏÎÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÁ: ÅÓÌÉ f = 0, ÔÏ b0(x) = : : : = bk(x) = 0, ÔÏÇÄÁ ËÁË ÏËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÈ ai1:::in(x) ÜÔÏÇÏ ÓËÁÚÁÔØ ÎÅÌØÚÑ.ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÔÅ�ÅÒØ �ÅÒÅÞÅÎØ ÆÏÒÍÕÌ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ �ÏÚÄÎÅÅ ÄÏËÁÖÅÍ.÷ ÜÔÉÈ ÆÏÒÍÕÌÁÈ ÆÕÎË�ÉÀ P ÎÁÄÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÉÍÅÀÝÅÊ ÂÏÌØÛÕÀ ÇÌÁÄ-ËÏÓÔØ, ÞÅÍ ÍÙ ×ÙÛÅ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÌÉ; ÞÔÏÂÙ ÎÅ ÏÔ×ÌÅËÁÔØÓÑ, ÍÙ ÓÒÁÚÕ�ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ P ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏÊ.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �(P ) ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ÏÂÌÁÓÔÉ P > 0:�(P ) = (0 �ÒÉP < 0;1 �ÒÉP > 0; (�(P );') = ZP>0 '(x)dx: (11)�ÏÇÄÁ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï�0(P ) = �(P ); (12)ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÄÏ �ÏÎÉÍÁÔØ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÓÍÙÓÌÅ:��(P )�xj = �P�xj Æ(P ): (12')äÁÌÅÅ, Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÆÏÒÍÕÌÁ �ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ Æ(k)(P ) ËÁË ÓÌÏÖ-ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ�: ��xj Æ(k)(P ) = �P�xj Æ(k+1)(P ) (k = 0;1;2; : : :): (13)ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÔÁËÖÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á, Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÉÅ ÏÂÏÂÝÅÎ-ÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ Æ(P ) Ó ÅÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍÉ:PÆ(P ) = 0; (14)PÆ0(P ) + Æ(P ) = 0; (15)PÆ00(P ) + 2Æ0(P ) = 0; (16). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .PÆ(k)(P ) + kÆ(k�1)(P ) = 0; (17). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .åÓÌÉ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ P = 0 É Q = 0 (ÆÕÎË�ÉÑ Q ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÅÍÉ ÖÅÓ×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ, ÞÔÏ É P ) ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, ÔÏÆ(PQ) = P�1Æ(Q) + Q�1Æ(P ): (18)



236 çì. III. óðåãéáìøîùå �éðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ a(x) ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ, ÔÏÆ(aP ) = a�1Æ(P ): (19)ïÔÓÀÄÁ ÍÏÖÎÏ ×Ù×ÅÓÔÉ, ÞÔÏÆ(k)(aP ) = a�(k+1)Æ(k)(P ): (20)óËÁÚÁÎÎÏÅ ×ÙÛÅ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁÍ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÙÍ ÎÁ(n � 1)-ÍÅÒÎÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ × n-ÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å. ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ S ÉÍÅÅÔ ÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÉÚÍÅÒÅÎÉÊ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÏÎÁÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉP1(x1; : : : ;xn) = 0; : : : ;Pk(x1; : : : ;xn) = 0; (21)ÇÄÅ P1; : : : ;Pk | ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÇÌÁÄËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ, �ÒÉÞÅÍ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉPi(x) = 0 (i = 1; : : : ;k) ÏÂÒÁÚÕÀÔ ��ÒÁ×ÉÌØÎÕÀ ÓÅÔËÕ�, Ô.Å. × ÏËÒÅÓÔÎÏ-ÓÔÉ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ S ÍÏÖÎÏ �ÒÉÎÑÔØ P1(x); : : : ;Pk(x) ÚÁ�ÅÒ×ÙÅ k ËÏÏÒÄÉÎÁÔ u1; : : : ;uk, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ uk+1; : : : ;un×ÙÂÒÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÑËÏÂÉÁÎ D�xu� ÂÙÌ ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅÍÙ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ ÍÏÖÅÍ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀÆ(P1; : : : ;Pk) É ÅÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ �mÆ(P1;::: ;Pk)�P�11 ;:::;�P�kk . á ÉÍÅÎÎÏ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÈÏÔÉÍ,ÞÔÏÂÙ ×Ù�ÏÌÎÑÌÏÓØ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏZ Æ(P1; : : : ;Pk)'dx = Z Æ(u1; : : : ;uk)'1(u)D�xu�du == Z Æ(u1; : : : ;uk) (u1; : : : ;un)du1 : : : dun;ÇÄÅ '1(u) = '(x) É  (u) = '1(u)D�xu�; (22)ÔÏ ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ �ÏÌÏÖÉÔØZ Æ(P1; : : : ;Pk)'dx = Z  (0; : : : ;0;uk+1; : : : ;un)duk+1 : : : dun; (23)�Ï ÔÁËÉÍ ÖÅ ÍÏÔÉ×ÁÍ ÓÌÅÄÕÅÔ �ÏÌÏÖÉÔØZ ��1+:::+�kÆ(P1; : : : ;Pk)�P�11 : : :�P�kk '(x)dx = (�1)�1+:::+�k �� Z ��1+:::+�k (0; : : : ;0;uk+1; : : : ;un)�u�11 : : :�u�kk duk+1 : : : dun: (24)



1℄ x 1. ïâïâýåîîùå æõîëãéé îá çìáäëïê ðï÷åòèîïó�é 237÷ �. 9 ÍÙ �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ É ÜÔÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ Ó�Å�É-ÁÌØÎÏÇÏ ×ÙÂÏÒÁ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. äÌÑ ÜÔÉÈ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊÓ�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á:��xj Æ(P1; : : : ;Pk) = kXi=1 �Æ(P1; : : : ;Pk)�Pi �Pi�xj (25)(�ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÓÌÏÖÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ�);PiÆ(P1; : : : ;Pk) = 0; (26)PiPjÆ(P1; : : : ;Pk) = 0; (27): : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :P1P2 : : :PkÆ(P1; : : : ;Pk) = 0; (28)Á ÔÁËÖÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á, �ÏÌÕÞÁÅÍÙÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ�ÏÓÌÅÄÎÉÈ.1. ðÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÙÅ Ó×ÅÄÅÎÉÑ Ï ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍÁÈ1). äÉÆ-ÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ k-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ × n-ÍÅÒÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ-ÍÉ x1; : : : ;xn ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ×ÉÄÁXai1i2:::ik (x)dxi1 : : : dxik ;ÇÄÅ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ �ÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍ ÓÏÞÅÔÁÎÉÑÍ n ÉÎÄÅËÓÏ× �Ï k.æÕÎË�ÉÉ ai1:::ik (x) �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÀÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÍÉÆÕÎË�ÉÑÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ðÒÉ ÜÔÏÍ Ä×Å ÆÏÒÍÙ k-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ÓÞÉÔÁÀÔÓÑÒÁ×ÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ �ÅÒÅÈÏÄÑÔ ÄÒÕÇ × ÄÒÕÇÁ �ÕÔÅÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÏ× �Ï ÆÏÒÍÕÌÅdxidxj = �dxjdxi (1)É �ÒÉ×ÅÄÅÎÉÑ �ÏÄÏÂÎÙÈ ÞÌÅÎÏ×.üÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÞÌÅÎ ÆÏÒÍÙ,ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ Ä×Á ÏÄÎÏÉÍÅÎÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÁ, ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ. ëÒÏÍÅÔÏÇÏ, �ÏÌØÚÕÑÓØ ÜÔÉÍ �ÒÁ×ÉÌÏÍ, ÍÏÖÎÏ, ÅÓÌÉ ÕÇÏÄÎÏ, ÚÁ�ÉÓÁÔØ ÌÀÂÕÀÆÏÒÍÕ �× ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÍ ×ÉÄÅ� | ÔÁË, ÞÔÏÂÙ × ËÁÖÄÏÍ ÞÌÅÎÅ ÉÎÄÅËÓÙÛÌÉ × ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÍ �ÏÒÑÄËÅ.1)�ÅÏÒÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ ÎÅ �ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÎÁÍ × ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÏÂÝ-ÎÏÓÔÉ; �ÏÜÔÏÍÕ ×ÓÀÄÕ, ÇÄÅ ÍÏÖÎÏ, ÍÙ × �ÅÌÑÈ ÎÁÇÌÑÄÎÏÓÔÉ ×ÎÏÓÉÍ Õ�ÒÏÝÅÎÉÑ.þÉÔÁÔÅÌÀ, ÖÅÌÁÀÝÅÍÕ �ÏÄÒÏÂÎÅÅ ÏÚÎÁËÏÍÉÔØÓÑ Ó ÚÁÔÒÏÎÕÔÙÍÉ × ÜÔÏÍ �ÕÎËÔÅ�ÏÎÑÔÉÑÍÉ, ÍÏÖÎÏ ÏÂÒÁÔÉÔØÓÑ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, Ë ËÎÉÇÅ: ð.ë. òÁÛÅ×ÓËÉÊ, çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑÔÅÏÒÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ó ÞÁÓÔÎÙÍÉ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍÉ, çÏÓÔÅÈÉÚÄÁÔ, 1947, ÉÌÉ Ë ËÎÉÇÅ:ö. ÄÅ òÁÍ, äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, éì, 1956.



238 çì. III. óðåãéáìøîùå �éðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [1âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÆÏÒÍÕ ÆÉÎÉÔÎÏÊ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÅÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ Ñ×ÌÑ-ÀÔÓÑ ÆÉÎÉÔÎÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ.÷ÎÅÛÎÉÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÆÏÒÍPai1:::ik (x)dxi1: : : dxik ÉPbj1:::jm(x)��dxj1 : : :dxjm ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÁ �ÏÒÑÄËÁ k+m, �ÏÌÕÞÅÎÎÁÑ × ÒÅÚÕÌØÔÁ-ÔÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ �ÅÒÅÍÎÏÖÅÎÉÑ ÄÁÎÎÙÈ ÆÏÒÍ; ÒÅÚÕÌØÔÁÔÜÔÏÔ ÍÏÖÎÏ, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÄÁÌØÛÅ Õ�ÒÏÓÔÉÔØ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ �ÒÁ×ÉÌÏ (1) É�ÒÉ×ÏÄÑ �ÏÄÏÂÎÙÅ ÞÌÅÎÙ1).éÚ ÜÔÏÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÁÔÉ×-ÎÙÊ ÚÁËÏÎ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ× É ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÌÀÂÙÈ ÆÏÒÍ �ÅÒ×ÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ� =Paj(x)dxj É � =Pbk(x)dxk ; ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,�� =Xj;k aj(x)bk(x)dxjdxk = �Xj;k aj(x)bk(x)dxkdxj = ���:÷Ù×ÅÄÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÙ�ÒÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ xi == xi(x01; : : : ;x0n). íÙ ÉÍÅÅÍ:dxi = nXj=1 �xi�x0j dx0jÉ Xi1<:::<ik ai1:::ikdxi1 : : : dxik = Xi1<:::<ikXj ai1:::ik �xi1�x0j1 : : : �xik�x0jk dx0j1 : : : dx0jk :óÌÁÇÁÅÍÙÅ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÓÕÍÍÙ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ Ä×Á ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÄÉÆÆÅ-ÒÅÎ�ÉÁÌÁ, ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ × ÎÕÌØ. óÌÁÇÁÅÍÙÅ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ �ÏÓÏÓÔÁ×Õ ÇÒÕ��Ù ÉÚ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÏ×, ÍÏÖÎÏ ÏÂßÅÄÉÎÉÔØ,ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ �ÒÁ×ÉÌÏ dx0jdx0k = �dx0kdx0j ; �ÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ �ÒÉÞÌÅÎÅ dx0j1 : : : dx0jk , ÇÄÅ j1 < j2 < :: : < jk, ËÁË ÌÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÓÔÁÎÅÔÑËÏÂÉÁÎ D� xi1 xi2 : : : xikx0j1 x0j2 : : : x0jk � :�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ:Xi1<:::<ik ai1:::ikdxi1 : : : dxik = Xj1<:::<jk a0j1:::jkdx0j1 : : :dx0jk ; (2)1)åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÞÔÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ai1:::ik É bj1:::jm �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÀÔÓÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ-×ÏÞÎÙÍÉ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ É Ó ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÁÍÉ.



1℄ x 1. ïâïâýåîîùå æõîëãéé îá çìáäëïê ðï÷åòèîïó�é 239ÇÄÅ a0j1:::jk = Xi1<i2<:::<ikD� xi1 : : : xikx0j1 : : : x0jk �ai1:::ik : (3)÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ÆÏÒÍÙ n-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ×ÓÅÇÄÁ �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑË ÏÄÎÏÍÕ ÞÌÅÎÕ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ:adx1 : : : dxn = aD� x1 : : : xnx01 : : : x0n �dx01 : : :dx0n: (4)úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �Ï ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÕÀÔÓÑ �ÏÄÙÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ �ÒÉ ÚÁÍÅÎÅ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ × ËÒÁÔÎÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ. íÏÖÎÏ,ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �ÒÉ ÔÁËÏÊ ÚÁÍÅÎÅ �ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÔÅÈÎÉËÏÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�É-ÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ Ä×ÏÊÎÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ, ÅÓÌÉ x = '(u;v),y =  (u;v), ÔÏ dx = '0udu + '0�d�; dy =  0udu +  0�d�;dxdy = ('0u 0� � '0� 0u)dud�:÷ÎÅÛÎÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÙ� =Xai1:::ikdxi1 : : : dxikÏ�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ �ÏÒÑÄËÁ k + 1d� = Xi1;::: ;ik Xi �ai1:::ik�xi dxi!dxi1 : : : dxik ; (5)ÇÄÅ, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÓÎÏ×Á ÍÏÖÎÏ �ÒÏÉÚ×ÅÓÔÉ Õ�ÒÏÝÅÎÉÑ, �ÏÌØÚÕÑÓØ �ÒÁ×É-ÌÏÍ dxidxj = �dxjdxi.îÁ�ÒÉÍÅÒ, ×ÎÅÛÎÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌ ÆÏÒÍÙ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ, �ÏÄËÏÔÏÒÏÊ ÍÙ �ÏÎÉÍÁÅÍ �ÒÏÓÔÏ ÓËÁÌÑÒÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ a(x), ÅÓÔØ ÏÂÙÞÎÙÊÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌ, Ô.Å. ÆÏÒÍÁ 1-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ P �a�xi dxi (ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÅÅÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÒÁÄÉÅÎÔ ÓËÁÌÑÒÁ a(x)). ÷ÎÅÛÎÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌ ÆÏÒÍÙ 1-ÇÏ�ÏÒÑÄËÁ Pai(x)dxi ÅÓÔØ ÆÏÒÍÁ 2-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ:Xi<j ��aj�xi � �ai�xj�dxidxj(ÅÓÌÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍ ÆÏÒÍÙ Paidxi ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÔØ ×ÅËÔÏÒ a = faig,ÔÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍ ×ÎÅÛÎÅÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÁ ÂÕÄÅÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Ï×ÁÔØÒÏÔÏÒ ×ÅËÔÏÒÁ a). äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌ ÆÏÒÍÙ (n � 1)-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁXaj(x)dx1 : : :dxj�1dxj+1 : : : dxn



240 çì. III. óðåãéáìøîùå �éðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [1ÅÓÔØ ÆÏÒÍÁ n-ÔÏ �ÏÒÑÄËÁ:�X(�1)j+1 �aj(x)�xj �dx1 : : :dxn:ðÏÌØÚÕÑÓØ �ÒÁ×ÉÌÏÍ (1), ÎÅÔÒÕÄÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÏÒ-ÍÙ � dd� = 0: (6)òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×Ï�ÒÏÓ ÏÂ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ �ÏÏÂÌÁÓÔÑÍ É ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍ.ðÒÉÍÅÍ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÁ n-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ � = a(x)dx1 : : : dxn ÉÎÔÅÇÒÉÒÕ-ÅÔÓÑ �Ï n-ÍÅÒÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ G �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Rn �Ï ÏÂÙÞÎÙÍ �ÒÁ×ÉÌÁÍÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ.�Å�ÅÒØ ÍÙ ÈÏÔÉÍ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÆÏÒÍÙ k-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ �Ïk-ÍÅÒÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ. ðÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÏ ÓËÁÖÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÌÏ× ÏÂ ÏÒÉÅÎÔÁ-�ÉÉ ÏÂÌÁÓÔÅÊ É �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ.åÓÌÉ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ V (ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÉÚÍÅÒÅÎÉÊ m)ÚÁÄÁÎÁ ÌÏËÁÌØÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ u1; : : : ;um, ÔÏ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÜÔÉÍÏ�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ V . �Á ÖÅ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÑ Ï�ÒÅÄÅÌÑ-ÅÔÓÑ ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ �1; : : : ;�m, �ÅÒÅÈÏÄ ÏÔËÏÔÏÒÙÈ Ë u1; : : : ;um ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ Ó �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ ÑËÏÂÉÁ-ÎÏÍ. ÷ÏÚÍÏÖÎÁ ÅÝÅ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÁÑ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÑ V . ïÎÁ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑÌÀÂÏÊ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ !1; : : : ;!m, �ÅÒÅÈÏÄ ÏÔ ËÏÔÏÒÙÈ Ëu1; : : : ;um ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ Ó ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍ ÑËÏÂÉÁÎÏÍ.ïÂÌÁÓÔØ ÉÌÉ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ � (m ÉÚÍÅÒÅÎÉÊ) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅ-ÍÏÊ, ÅÓÌÉ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÑÈ ×ÓÅÈ ÅÅ ÔÏÞÅË ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÉÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Ô.Å. ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÅ ×�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÑÈ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÌÉ × �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ. îÅÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÙÅ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÌÉÓÔ íÅÂÉÕÓÁ)ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ.ðÕÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ m-ÍÅÒÎÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × (m + 1)-ÍÅÒÎÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ V É ÒÁÚÄÅÌÑÅÔ �ÏÓÌÅÄÎÀÀ ÎÁ Ä×Å ÞÁÓÔÉ: ÏÄÎÕ ÉÚÜÔÉÈ ÞÁÓÔÅÊ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ, Á ÄÒÕÇÕÀ ×ÎÅÛÎÅÊ. äÏ�ÕÓÔÉÍ,ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ !1; : : : ;!m × U ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÁ ÄÏÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ !0;!1; : : : ;!m × V . �ÏÇÄÁ ÍÙ ÕÓÌÏ×ÉÍÓÑ ÇÏ×ÏÒÉÔØ,ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÑ V ÏÔ×ÅÞÁÅÔ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÍÕ ÎÁ-�ÒÁ×ÌÅÎÉÀ ÎÏÒÍÁÌÉ, ÅÓÌÉ !0 ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ ×Ï ×ÎÅÛÎÀÀ ÓÔÏÒÏÎÕ ÏÔ U ; ×�ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÑ V ÏÔ×ÅÞÁÅÔÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÍÕ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÀ ÎÏÒÍÁÌÉ.ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÆÏÒÍÙ � k-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ �Ï k-ÍÅÒÎÏÊ(k6n) ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ �. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ ÜÔÕ ÏÂÌÁÓÔØ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ,ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÇÌÁÄËÏÊ. òÁÚÏÂØÅÍ � ÎÁ ËÕÓËÉ �(1); : : : ;�(m),



1℄ x 1. ïâïâýåîîùå æõîëãéé îá çìáäëïê ðï÷åòèîïó�é 241× ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÖÎÏ ××ÅÓÔÉ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ, É ××ÅÄÅÍÜÔÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ ÎÁ � Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÓÑÏÄÎÁ ÉÚ Ä×ÕÈ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÊ. ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÆÏÒÍÕ � × ËÁÖÄÏÍËÕÓËÅ �(i) Ë ×ÙÂÒÁÎÎÙÍ × ÎÅÍ ÌÏËÁÌØÎÙÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ u1; : : : ;uk. åÓÌÉÆÏÒÍÁ � ÂÙÌÁ ÚÁÄÁÎÁ × n-ÍÅÒÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÏÂÌÁÓÔØ �, ÔÏÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ u1; : : : ;un ÎÕÖÎÏ ×ÙÂÉÒÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ n � k ÉÚÎÉÈ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ uk+1; : : : ;un, ÏÂÒÁÝÁÌÉÓØ × ÎÕÌØ ÎÁ �; ÔÏÇÄÁ duk+1=0, : : : ,dun = 0 ÎÁ �, ÔÁË ÞÔÏ ÆÏÒÍÁ � �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ Ë ×ÉÄÕ� = a(u1; : : : ;uk)du1 : : : duk:ðÒÏÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍ × ÜÔÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÆÏÒÍÕ � ÏÂÙÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ�Ï ËÁÖÄÏÍÕ ËÕÓËÕ �(i) É ÓÌÏÖÉÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ. îÅÔÒÕÄÎÏ �ÏÎÑÔØ, ÞÔÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÔÁË ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ R� � ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÏÂÌÁÓÔÉ � ÎÁ ËÕÓËÉ É ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ × ËÁÖÄÏÍ ËÕÓËÅ,ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÉ: ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×Ó�ÏÍÎÉÔØ, ÞÔÏ�ÒÉ �ÅÒÅÈÏÄÅ Ë ÎÏ×ÙÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ u01; : : : ;u0k ÆÏÒÍÁ � �ÒÉÏÂÒÅÔÁÅÔ×ÉÄ� = a(u1(u01; : : : ;u0k); : : : ;uk(u01; : : : ;u0k))D� u1 : : : uku01 : : : u0k �du01 : : : du0k:ïÄÎÁËÏ, ÅÓÌÉ ÍÙ ×Ï ×ÓÅÈ ËÕÓËÁÈ �(i) �ÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÌÏËÁÌØÎÙÍ ËÏÏÒÄÉ-ÎÁÔÁÍ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÍ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏÊ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÉ, ÔÏ ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÉÎÔÅ-ÇÒÁÌÁ R� � ÉÚÍÅÎÉÔ ÚÎÁË, ÔÁË ËÁË × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÑËÏÂÉÁÎÙ D�u1 ::: uku01 ::: u0k �ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, R� � Ï�ÒÅÄÅÌÅÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÚÎÁËÁ, ÁÚÎÁË, × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÅÊ ÏÂÌÁÓÔÉ �.æÏÒÍÕÌÁ çÁÕÓÓÁ{ïÓÔÒÏÇÒÁÄÓËÏÇÏ. ðÕÓÔØ ÆÏÒÍÁ � �ÏÒÑÄËÁ n � 1 ÚÁ-ÄÁÎÁ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ n-ÍÅÒÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ G Ó ËÕÓÏÞÎÏ-ÇÌÁÄËÏÊÇÒÁÎÉ�ÅÊ �. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ ÏÂÌÁÓÔÉ G ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÊ �Ï-ÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÍÕ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÀ ÎÏÒÍÁÌÉ Ë ÇÒÁÎÉ�Å �. þÅÒÅÚ d�, ËÁË É×ÙÛÅ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ×ÎÅÛÎÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌ ÆÏÒÍÙ �. �ÏÇÄÁ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÁÆÏÒÍÕÌÁ ZG d� = Z� �; (7)ÎÁÚÙ×ÁÅÍÁÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ çÁÕÓÓÁ{ïÓÔÒÏÇÒÁÄÓËÏÇÏ. åÓÌÉ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÑ GÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÍÕ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÀ ÎÏÒÍÁÌÉ, ÔÏ �ÅÒÅÄ ÏÄÎÉÍ ÉÚÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× ÎÕÖÎÏ �ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÍÉÎÕÓ.



242 çì. III. óðåãéáìøîùå �éðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [1äÌÑ �ÒÉÍÅÒÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÏÒÍÕ � 2-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ × ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å. ÷ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ x1;x2;x3 ÏÎÁ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ� = a1dx2dx3 + a2dx3dx1 + a3dx1dx2;Á ÅÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌ | × ×ÉÄÅd� = ��a1�x1 + �a2�x2 + �a3�x3�dx1dx2dx3;É ÆÏÒÍÕÌÁ çÁÕÓÓÁ{ïÓÔÒÏÇÒÁÄÓËÏÇÏ �ÒÉÏÂÒÅÔÁÅÔ ×ÉÄZ� [a1dx2dx3 + a2dx3dx1 + a3dx1dx2℄ == ZG ��a1�x1 + �a2�x2 + �a3�x3�dx1dx2dx3; (8)× ËÏÔÏÒÏÍ ÏÎÁ ÏÂÙÞÎÏ É �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ × ËÕÒÓÁÈ ÁÎÁÌÉÚÁ.ïÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ÆÏÒÍÕÌÙ çÁÕÓÓÁ{ïÓÔÒÏÇÒÁÄÓËÏÇÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁóÔÏËÓÁ1). ïÎÁ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ × ÔÏÊ ÖÅ ÆÏÒÍÅZG d� = Z� �;ÔÏÌØËÏ ÚÄÅÓØ ÕÖÅ G ÅÓÔØ k-ÍÅÒÎÁÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ (k < n),Á �-ÆÏÒÍÁ (k � 1)-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ; ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÑ ÏÂÌÁÓÔÉ G �Ï-�ÒÅÖÎÅÍÕ�ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÊ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÍÕ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÀ ÎÏÒÍÁÌÉ ËÇÒÁÎÉ�Å �.ðÒÉÍÅÒÏÍ ÍÏÖÅÔ ÓÌÕÖÉÔØ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ óÔÏËÓÁ. ÷ ÔÒÅÈ-ÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å × ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ x1;x2;x3 ÆÏÒÍÁ � 1-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ � = a1dx1 + a2dx2 + a3dx3;Á ÅÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌ | × ×ÉÄÅd� = ��a2�x1 � �a1�x2�dx1dx2 + ��a3�x2 � �a2�x3�dx2dx3 ++ ��a1�x3 � �a3�x1�dx3dx1;1)óÍ. ö. ÄÅ òÁÍ, äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, éì, 1956, ÇÄÅ ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ�ÒÉ×ÅÄÅÎÁ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ, ÂÌÉÚËÉÈ Ë ÚÄÅÓØ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÙÍ.



2℄ x 1. ïâïâýåîîùå æõîëãéé îá çìáäëïê ðï÷åòèîïó�é 243ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÆÏÒÍÕÌÁ óÔÏËÓÁ �ÒÉÏÂÒÅÔÁÅÔ ×ÉÄZG ���a2�x1 � �a1�x2�dx1dx2 + ��a3�x2 � �a2�x3�dx2dx3 ++ ��a1�x3 � �a3�x1�dx3dx1� = Z� [a1dx1 + a2dx2 + a3dx3℄; (9)ÇÄÅ G | Ä×ÕÍÅÒÎÁÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ, Á � | ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÀÝÁÑ ÅÅËÒÉ×ÁÑ.2. æÏÒÍÁ !. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ S, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÕÀ ÕÒÁ×-ÎÅÎÉÅÍ P (x1;x2; : : : ;xn) = 0, ÇÄÅ ÆÕÎË�ÉÑ P (x) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�É-ÒÕÅÍÁ É grad P =n �P�x1 ; : : : ; �P�xno ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ S(ÔÁË ÞÔÏ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÀÔ ÏÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ).÷ ÜÔÏÍ �ÕÎËÔÅ ÍÙ ÉÚÕÞÉÍ ×ÁÖÎÕÀ ÄÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ Ó�Å�ÉÁÌØÎÕÀÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ! �ÏÒÑÄËÁ n � 1, ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏ Ó×ÑÚÁÎÎÕÀ Ó�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØÀ P = 0, ÔÏÞÎÅÅ, ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÅÊ ò ÎÁ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ P = 0.üÔÁ ÆÏÒÍÁ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍdP � ! = d�; (1)ÇÄÅ d� = dx = dx1 : : :dxn, Á dP | ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌ ÆÕÎË�ÉÉ P .ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ �ÒÏ×ÅÒÉÍ, ÞÔÏ �ÒÉ ÓÄÅÌÁÎÎÙÈ ×ÙÛÅ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑÈÔÁËÁÑ ÆÏÒÍÁ ! ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ n-ÍÅÒÎÏÊÏÂÌÁÓÔÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ S.÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÒÉ ÜÔÉÈ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑÈ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ××ÅÓÔÉ ÌÏËÁÌØÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ u1; : : : ;unÔÁË, ÞÔÏ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ uj , ÂÕÄÅÔ ×ÅÌÉÞÉÎÁ P (x),�ÒÉÞÅÍ ÆÏÒÍÕÌÙ �ÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ x1; : : : ;xn Ë ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍu1;u2; : : : ;un ÂÕÄÕÔ ÚÁÄÁ×ÁÔØÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÍÉ ÆÕÎË-�ÉÑÍÉ Ó �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ ÑËÏÂÉÁÎÏÍ D�xu�. ÷ ÜÔÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÍÙÉÍÅÅÍ d� = D�xu�du1 : : : duj�1dPduj+1 : : : dun É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÍÏÖÎÏ�ÏÌÏÖÉÔØ ! = (�1)j�1D�xu�du1 : : :duj�1duj+1 : : : dun: (2)�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÆÏÒÍÙ ! ÄÏËÁÚÁÎÏ.åÓÌÉ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ �P�xj 6=0, ÔÏ × ËÁÞÅÓÔ×ÅËÏÏÒÄÉÎÁÔ u1; : : : ;un ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØu1 = x1; : : : ;uj = P;: : : ;un = xn;



244 çì. III. óðåãéáìøîùå �éðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [2ÔÏÇÄÁ D�xu� = 1D�ux� = 1�P�xj ;É ÆÏÒÍÁ !, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ (2), �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄ! = (�1)j�1 dx1 : : : dxj�1dxj+1 : : : dxn�P�xj : (3)�Å�ÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×Ï�ÒÏÓ Ï ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÆÏÒÍÙ !. ÷ÏÏÂÝÅÇÏ×ÏÒÑ, ÆÏÒÍÁ ! ÎÅ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ (1) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ; ÏÞÅ×ÉÄÎÏ,ÞÔÏ ÎÁÒÁ×ÎÅ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ! ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ (1),ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ É ÌÀÂÕÀ ÆÏÒÍÕ ×ÉÄÁ !+, ÇÄÅ  | ÌÀÂÁÑ ÆÏÒÍÁ,�ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ� Ë ÆÏÒÍÅ dP , Ô.Å. ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ ÕÓÌÏ×ÉÀ dP �  = 0.ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ÆÏÒÍÁ , ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ Ë ÆÏÒÍÅ dP , ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ = �dP;ÇÄÅ � | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÆÏÒÍÁ (n � 2)-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, × ËÏÏÒ-ÄÉÎÁÔÁÈ u1 = P;u2; : : : ;un ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕ , ËÁË É ÌÀÂÕÀÆÏÒÍÕ (n � 1)-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ, ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ = g1du2 : : : dun + g2dPdu3 : : : dun + : : : + gndPdu2 : : : dun�1;ÇÄÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ g1;g2; : : : ;gn | ÆÕÎË�ÉÉ ÏÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. òÁ×ÅÎÓÔ×ÏdP �  = 0 �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ g1 = 0. ÷ÙÎÏÓÑ dP ÚÁ ÓËÏÂËÉ ÉÚÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.ïÔÍÅÔÉÍ (ÜÔÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÎÉÖÅ ÎÁÍ �ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ), ÞÔÏ,ËÁË ×ÉÄÎÏ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á, ÅÓÌÉ ÆÏÒÍÁ  ÆÉÎÉÔÎÁ, ÔÏ � ÔÁËÖÅÆÉÎÉÔÎÁ.éÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ÎÁ ÓÁÍÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ SÆÏÒÍÁ  ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ (ÔÁË ËÁË dP =0), É ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÎÁÓÁÍÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ P = 0 ÆÏÒÍÁ ! Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÆÕÎË�ÉÅÊ P ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.÷ÙÑÓÎÉÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ÆÏÒÍÙ !. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �Ï×ÅÒÈÎÏ-ÓÔÉ S É Sh, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ P =0 É P =h �ÒÉÍÁÌÏÍ h (ÒÉÓ. 6). ÷ÙÂÅÒÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÕÀ �ÌÏÝÁÄËÕ d� ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ SÉ �ÅÒÅÎÅÓÅÍ ÅÅ Ó �ÏÍÏÝØÀ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÌÉÎÉÊ u1; : : : ;uj�1;uj+1; : : : ;unÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ Sh. ðÒÉ ÜÔÏÍ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÆÉÇÕÒÁ �, ÉÍÅÀÝÁÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÊÏÂßÅÍ d�. æÏÒÍÁ !, ÓÏÇÌÁÓÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÅÓÔØ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ d� Ë dP =h.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÆÏÒÍÁ ! ÅÓÔØ ÓËÏÒÏÓÔØ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÇÏÏÂßÅÍÁ d� �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÉÚÍÅÎÅÎÉÀ ×ÅÌÉÞÉÎÙ P .îÁ ÜÔÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÌÅÇËÏ ÏÂßÑÓÎÑÅÔÓÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØ ÆÏÒÍÙ !ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ S. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �ÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ



3℄ x 1. ïâïâýåîîùå æõîëãéé îá çìáäëïê ðï÷åòèîïó�é 245
P = hP = 0 �d�

òÉÓ. 6.u1; : : : ;uj�1;uj+1; : : : ;un ÎÁ ÎÏ×ÕÀ ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁËÌÏÎ ÆÉÇÕÒÙ � �ÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ S; ÎÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ ÅÅ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ, ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑÉ ÅÅ ×ÙÓÏÔÁ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÁÑ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ ÄÏ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ Sh, ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ,ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, É ÅÅ ÏÂßÅÍ, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ É ! = d�dP .�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÆÏÒÍÁ ! ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔu1; : : : ;uj�1;uj+1; : : : ;un.ïÄÎÁËÏ ÆÏÒÍÁ ! ÚÁ×ÉÓÉÔ, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÆÕÎË�ÉÉ P ,Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÝÅÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ P = 0 �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ S. ðÏÓÍÏÔÒÉÍ, ËÁËÄÏÌÖÎÁ ÉÚÍÅÎÉÔØÓÑ ÆÏÒÍÁ !, ÅÓÌÉ ×ÍÅÓÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ P =0 ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ P1 � �P = 0 Ó ÏÔÌÉÞÎÏÊ ÏÔ ÎÕÌÑ ÆÕÎË�ÉÅÊ �(x). íÙ ÉÍÅÅÍÚÄÅÓØ ×ÄÏÌØ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ S ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï dP1 = �dP , ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÆÏÒÍÁ !1 = d�dP1 = 1�!:úÁÍÅÔÉÍ ÅÝÅ, ÞÔÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÆÕÎË�ÉÑ P (x) ÅÓÔØ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÔÏÞËÉ x ÏÔ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ P = 0 (ÉÌÉ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÜÔÏÇÏÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÎÁ ÍÁÌÕÀ ×ÙÓÛÅÇÏ �ÏÒÑÄËÁ), ÆÏÒÍÁ ! ÎÁ S ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓÅ×ËÌÉÄÏ×ÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ d� �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ S.3. ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ Æ(P ). �Å�ÅÒØ �ÅÒÅÈÏÄÉÍ Ë ÎÁÛÅÍÕ ÏÓÎÏ×-ÎÏÍÕ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ. ðÏÓÔÁ×ÉÍ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ËÁÖÄÏÊ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË-�ÉÉ '(x) ÞÉÓÌÏ ZP=0 '(x)!:íÙ �ÏÌÕÞÉÍ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ ÎÁÏÓÎÏ×ÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÏÔ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ ÞÅÒÅÚ Æ(P ), Ô.Å.



246 çì. III. óðåãéáìøîùå �éðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [3�ÏÌÏÖÉÍ (Æ(P );') = Z Æ(P )'dx = ZP=0 '(x)!: (1)éÚ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ Æ(P ) ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔÓ�Å�ÉÁÌØÎÏÇÏ ×ÙÂÏÒÁ ÆÏÒÍÙ !, Á ÚÁ×ÉÓÉÔ ÌÉÛØ ÏÔ ÆÕÎË�ÉÉ P (x).þÔÏÂÙ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ × ÓÏ×�ÁÄÅÎÉÉ ÜÔÏÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ Ó Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉ-ÅÍ Æ(P ), ÄÁÎÎÙÍ × ÎÁÞÁÌÅ ÜÔÏÇÏ �ÁÒÁÇÒÁÆÁ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ× ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ u1 = P;u2; : : : ;un �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ (2) �. 2! = D�xu�du2 : : :dun:ðÒÉÍÅÒÙ. 1. ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ Æ(x1),ËÏÔÏÒÁÑ × ÎÁÞÁÌÅ ÜÔÏÇÏ �ÁÒÁÇÒÁÆÁ ÂÙÌÁ ÉÓÈÏÄÎÙÍ �ÕÎËÔÏÍ ÄÌÑ ÏÂ-ÝÅÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ Æ(P ). õÒÁ×ÎÅÎÉÅ x1 = 0 Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÕÀÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ; ÆÏÒÍÁ ! × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ! = dx2 : : : dxn;É �ÏÜÔÏÍÕZ Æ(x1)'(x)dx = (Æ(x1);') = Z '(0;x2; : : : ;xn)dx2 : : : dxn: (2)2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ Æ(�1x1+ : : :+�nxn), ÇÄÅP�2i =1. õÒÁ×ÎÅÎÉÅ�1x1 + : : : + �nxn = 0Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ, �ÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÏÒÔÏ-ÇÏÎÁÌØÎÏ Ë ÅÄÉÎÉÞÎÏÍÕ ×ÅËÔÏÒÕ �.åÓÌÉ ××ÅÓÔÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙu1 = �1x1 + : : : + �nxn; u2; : : : ;unÉ �ÒÉÔÏÍ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÍÁÔÒÉ�Á �ÅÒÅÈÏÄÁ ÂÙÌÁ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ (�Ï×ÏÒÏÔÏÓÅÊ), ÔÏ ÆÏÒÍÕ ! ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ × ×ÉÄÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ du2 : : : dun.ðÏÜÔÏÍÕ(Æ(�1x1 + : : : + �nxn);') = ZP�ixi=0 'du2 : : : dun = ZP�ixi=0 'd�; (3)ÇÄÅ d� | Å×ËÌÉÄÏ× ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ P�ixi = 0.



3℄ x 1. ïâïâýåîîùå æõîëãéé îá çìáäëïê ðï÷åòèîïó�é 2473. ðÏÄÓÞÉÔÁÅÍ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ Æ(xy � ) × Ä×ÕÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔ-ÒÁÎÓÔ×Å. õÒÁ×ÎÅÎÉÅ xy �  = 0 Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÕ1). ÷ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈu1 = x, u2 = xy �  ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ (3) �. 2 ! = �dxx , ÉÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,(Æ(xy � );'(x;y)) = Z Æ(xy � )'(x;y)dxdy = �Z '�x; x� dxx : (4)4. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ Æ(r � ), ÇÄÅ r2 = Px2i ;  > 0.õÒÁ×ÎÅÎÉÅ r �  = 0 Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÓÆÅÒÕ O ÒÁÄÉÕÓÁ . �ÁË ËÁË P = r � ÅÓÔØ Å×ËÌÉÄÏ×Ï ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÓÆÅÒÙ, ÔÏ �ÒÉ r=  ÆÏÒÍÁ !ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó Å×ËÌÉÄÏ×ÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÓÆÅÒÙ dO, ÔÁË ÞÔÏ2)(Æ(r � );') = Z Æ(r � )'dx = ZO 'dO; (5)É ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, Æ(r � ) ÍÏÖÎÏ ÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏ×ÁÔØ ËÁË ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ,ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÍÁÓÓÅ, ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ �Ï ÓÆÅÒÅ r =  �ÌÏÔÎÏÓÔØÀ ÅÄÉÎÉ�Á.�Á ÖÅ ÓÆÅÒÁ ÒÁÄÉÕÓÁ  ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ r2 � 2 = 0. îÁÊÄÅÍ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ Æ(r2 � 2). ðÏÌÏÖÉÍ u1 = r2 � 2, u2 = �1; : : : ;un = �n�1, ÇÄÅ�1; : : : ;�n�1 | ÔÅ ÖÅ ÕÇÌÙ, ÞÔÏ É × ÏÂÙÞÎÙÈ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ.íÙ �ÏÌÕÞÉÍ: ! = 12r dO = 12dOÉ (Æ(r2 � 2);') = Z Æ(r2 � 2)'dx = 12 ZO 'dO: (6)ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ Æ(P ) ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ �ÒÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎ-�ÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ �(P ) ÏÂÌÁÓÔÉ P > 0, Ô.Å.ÆÕÎË�ÉÉ, ÒÁ×ÎÏÊ 1 �ÒÉ P (x) > 0 É 0 �ÒÉ P (x) < 0:(�(P );') = ZP>0 '(x)dx:õÔ×ÅÒÖÄÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ�0(P ) = �(P ); (7)1)åÓÌÉ  6= 0. ðÏ �Ï×ÏÄÕ ÓÌÕÞÁÑ  = 0 ÓÍ. x 4, �. 2.2)óÍ. ÎÉÖÅ �ÒÉÍÅÒ 4 × �. 5.



248 çì. III. óðåãéáìøîùå �éðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [3ËÏÔÏÒÕÀ ÎÁÄÏ �ÏÎÉÍÁÔØ × ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ j = 1;2; : : : ;n��(P )�xj = �P�xj Æ(P ): (70)äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÆÏÒÍÕÌÙ (7) �ÒÏ×ÅÒÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ �ÒÉ ÆÉË-ÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ j ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÙ × �ÒÁ×ÏÊ É ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÑÈ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (70)ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ P = 0, ÇÄÅ �p�xj 6= 0(×ÎÅ ÜÔÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÏÎÉ ÏÂÁ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ). äÌÑ ÜÔÏÇÏ �ÒÉÍÅÎÉÍ�ÒÁ×ÕÀ É ÌÅ×ÕÀ ÞÁÓÔÉ Ë ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ '(x), ÏÔÌÉÞÎÏÊ ÏÔ ÎÕÌÑ ÌÉÛØ× ÍÁÌÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÁËÏÊ ÔÏÞËÉ.ìÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ �ÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ Ë ×ÉÄÕ���(P )�xj ;'� = ���(P ); �'�xj� = � ZP>0 �'�xj dx;Á �ÒÁ×ÁÑ | Ë ×ÉÄÕ� �P�xj Æ(P );'� = �Æ(P ); �P�xj '� = ZP=0 �P�xj '!:ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ ÏÂÌÁÓÔØ P > 0 ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ. �ÏÇÄÁ ÍÙ�ÒÉÍÅÎÉÍ Ë ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ É Ë ÆÏÒÍÅ (n � 1)-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ, ÓÔÏÑÝÅÊ �ÏÄÚÎÁËÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ Ó�ÒÁ×Á, ÆÏÒÍÕÌÕ çÁÕÓÓÁ{ïÓÔÒÏÇÒÁÄÓËÏÇÏ. ÷ ÞÉÓÌÏËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÍÙ ×ËÌÀÞÉÍ ÓÁÍÕ ×ÅÌÉÞÉÎÕ P ; ÔÏÇÄÁ, ÕÞÉÔÙ×ÁÑ, ÞÔÏ ×ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÔÁ ×ÅÌÉÞÉÎÁ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔÓÑ × ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ ×ÎÕÔÒØ ÜÔÏÊÏÂÌÁÓÔÉ, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ:ZP=0 �P�xj '! = � ZP>0 d� �P�xj '!� :óÞÉÔÁÑ ÏÓÎÏ×ÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ '(x) ÏÔÌÉÞÎÏÊ ÏÔ ÎÕÌÑ ÌÉÛØ × ÄÏ-ÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ P = 0, ÆÏÒÍÕ �ÏÄÚÎÁËÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ Ó�ÒÁ×Á ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ × ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ u1 = x1; : : : ,uj�1 = xj�1; uj = P , : : : , un = xn. ÷ ÜÔÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ! = (�1)j�1 dx1 : : : dxj�1dxj+1 : : : dxn�P�xjÉ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,d�' �P�xj !� = (�1)j�1d('dx1 : : : dxj�1dxj+1 : : : dxn) = �'�xj dx1 : : : dxn:



3℄ x 1. ïâïâýåîîùå æõîëãéé îá çìáäëïê ðï÷åòèîïó�é 249÷ÎÅ ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïd�' �P�xj !� = �'�xj dxÔÁËÖÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ, ÔÁË ËÁË ÔÁÍ '(x) � 0. ïÔÓÀÄÁZP=0 �P�xj '! = � ZP>0 �'�xj dx:ìÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÅÓÔØ � �P�xj Æ(P );'�, Á �ÒÁ×ÁÑ ���(P )�xj ;'�.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (70) ÄÏËÁÚÁÎÏ.åÓÌÉ ÏÂÌÁÓÔØ P > 0 ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ, ÔÏ ÍÙ ÚÁÍÅÎÉÍ ÅÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍGR Ó ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÍ ÛÁÒÏÍ jxj 6 R, ×ÎÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÆÕÎË�ÉÑ '(x)ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ. åÓÌÉ �R | ÇÒÁÎÉ�Á GR, ÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁçÁÕÓÓÁ{ïÓÔÒÏÇÒÁÄÓËÏÇÏ ÄÁÅÔZ�R �P�xj '! = � ZGR �'�xj dx;ÎÏ ÔÁË ËÁË ×ÎÅ ÛÁÒÁ jxj 6 R ÆÕÎË�ÉÑ '(x) ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ, ÔÏ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ZP=0 �P�xj '! = � ZP>0 �'�xj dx;ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÍ É ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ.ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ x | ÌÀÂÁÑ ÔÏÞËÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ P = 0. íÙ ÍÏÖÅÍ�ÏÓÔÒÏÉÔØ ÚÄÅÓØ ÎÏ×ÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ �j =P�jkxk (j = 1;2; : : : ;n)ÔÁË, ÞÔÏÂÙ �P��j 6= 0 �ÒÉ ×ÓÅÈ j. �ÏÇÄÁ �Ï ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÂÕÄÕÔ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ×ÓÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ��(P )��j = �P��j Æ(P ): (8)ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ:��xk =Xj ��j�xk ���j =Xj �jk ���j :



250 çì. III. óðåãéáìøîùå �éðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [4õÍÎÏÖÁÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (8) ÎÁ �jk É ÓËÌÁÄÙ×ÁÑ �Ï j, ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏ ×ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ��(P )�xk =X�jk ��(P )��j =X�jk �P��j Æ(P ) = �P�xk Æ(P ):�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÙ ��(P )�xk É �P�xk Æ(P ) ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ P = 0. îÏ ÔÏÇÄÁ ÜÔÏ ÒÁ×ÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÙ,ÞÔÏ É ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï.éÎÏÇÄÁ ÕÄÏÂÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ×ÅËÔÏÒ-ÆÕÎË�ÉÉ, Ô.Å.×ÅËÔÏÒÙ f = (f1; : : : ;fn), ÇÄÅ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÅ f1; : : : ;fn | ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅÆÕÎË�ÉÉ. ä×Å ×ÅËÔÏÒ-ÆÕÎË�ÉÉ f = (f1; : : : ;fn) É g = (g1; : : : ;gn) ÓÞÉ-ÔÁÀÔÓÑ ÒÁ×ÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ f1 = g1; : : : ;fn = gn. åÓÌÉ �ÏÌÏÖÉÔØ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ggrad g = � �g�x1 ; : : : ; �g�xn� ; (9)ÔÏ ÆÏÒÍÕÌÕ (70) ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅgrad �(P ) = Æ(P )grad P: (700)÷ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ �ÕÎËÔÅ ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÂÕÄÅÔ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÁ ÄÌÑ �ÒÏÓÔÏÇÏ×Ù×ÏÄÁ ÆÏÒÍÕÌÙ çÒÉÎÁ.4. ðÒÉÍÅÒ: ×Ù×ÏÄ ÆÏÒÍÕÌÙ çÒÉÎÁ. ÷ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ �ÕÎËÔÅ ÍÙ Õ�Ï-ÍÑÎÕÌÉ Ï ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ×ÅËÔÏÒ-ÆÕÎË�ÉÉ,Ô.Å. ×ÅËÔÏÒÙ f = (f1; : : : ;fn), ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÅ fi ËÏÔÏÒÙÈ | ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅÆÕÎË�ÉÉ.ïÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ×ÅËÔÏÒ-ÆÕÎË�ÉÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁÍÉ ÎÁÄÏÓÎÏ×ÎÙÍÉ ×ÅËÔÏÒ-ÆÕÎË�ÉÑÍÉ: ÅÓÌÉ f = (f1; : : : ;fn),  = ( 1; : : : ; n), ÔÏÍÙ �ÏÌÁÇÁÅÍ (f; ) = nXj=1(fj ; j): (1)îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ g | ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ,  | ÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ,ÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ �g (� | Ï�ÅÒÁÔÏÒ ìÁ�ÌÁÓÁ) �ÏÆÏÒÍÕÌÅ (�g; ) = �(grad g;grad  ); (2)ÇÄÅ grad g | ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ×ÅËÔÏÒ-ÆÕÎË�ÉÑ � �g�x1 ; : : : ; �g�xn�, Á grad  |ÏÓÎÏ×ÎÁÑ ×ÅËÔÏÒ-ÆÕÎË�ÉÑ � � �x1 ; : : : ; � �xn�.



5℄ x 1. ïâïâýåîîùå æõîëãéé îá çìáäëïê ðï÷åòèîïó�é 251÷ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ �ÕÎËÔÅ ÂÙÌÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÆÏÒÍÕÌÁgrad �(P ) = Æ(P )grad P: (3)ðÏÌØÚÕÑÓØ ÅÀ, ÍÙ ÓÅÊÞÁÓ ÄÁÄÉÍ �ÒÏÓÔÏÊ ×Ù×ÏÄ ÆÏÒÍÕÌÙ çÒÉÎÁ.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ g | ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ, Á h(x) | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅ-ÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÔÏ, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ,grad(hg) = g grad h + h grad g:ðÕÓÔØ u(x) | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎË-�ÉÑ; ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ Ë ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ '(x) ÆÕÎË-�ÉÏÎÁÌÁ �[u�(P )℄. éÓ�ÏÌØÚÕÑ ×ÅËÔÏÒÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ÚÁ�ÉÓÉ, ÍÙ �ÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍÜÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:(�[u�(P )℄;') = �(grad[u�(P )℄;grad ') == �(u grad �(P );grad ') � (�(P )grad u;grad ') == �(uÆ(P )grad P;grad ') � (�(P )grad u;grad '):÷Ó�ÏÍÉÎÁÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏ× Æ(P ) É �(P ), ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÁ�ÉÓÁÔØ:(�[u�(P )℄;') = � ZP>0 (grad u;grad ')dx � ZP=0 u � (grad P;grad ')!: (4)üÔÏ É ÅÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÁ çÒÉÎÁ × ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ. ÷ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ,ËÏÇÄÁ P (x) ÅÓÔØ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÍÁÌÙÈ ×ÙÓÛÅÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔÔÏÞËÉ x ÄÏ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ P = 0 É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, grad P ÅÓÔØ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ, (grad P;grad ') ÂÕÄÅÔ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊÆÕÎË�ÉÉ ', Á ! Ó×ÅÄÅÔÓÑ Ë Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ d� �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ P =0.÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÆÏÒÍÕÌÁ (4) �ÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÏÂÙÞÎÕÀ:ZP>0 �u'd� = � ZP>0 (grad u;grad ')dx � ZP=0 u�'�nd�: (5)íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÅÅ ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ u É '; ÎÏÔÅ�ÅÒØ �ÒÅÄÅÌØÎÙÍ �ÅÒÅÈÏÄÏÍ ÅÅ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÉÔØ ÎÁ ÆÕÎË�ÉÉ uÉ ', ÉÍÅÀÝÉÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑÓÁÍÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ.5. æÏÒÍÙ !k(') É ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ Æ(k)(P ). ÷ÁÖÎÕÀ ÒÏÌØÉÇÒÁÀÔ É �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ Æ(P ) �Ï ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ P . þÔÏÂÙÄÁÔØ ÉÈ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÍÙ ××ÅÄÅÍ, ËÒÏÍÅ ÆÏÒÍÙ !, ÅÝÅÓÅÒÉÀ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ (n � 1)-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ, !0(');!1('); : : : ,



252 çì. III. óðåãéáìøîùå �éðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [5ÚÁ×ÉÓÑÝÉÈ ÏÔ ÆÕÎË�ÉÉ P É ÏÔ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ '(x); ÜÔÉ ÆÏÒÍÙÏ�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ !0(') = ' � !; (1)d!0(') = dP � !1('); (2). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .d!k�1(') = dP � !k('); (3). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .ÇÄÅ d | ×ÎÅÛÎÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌ.óÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÜÔÉÈ ÆÏÒÍ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ �Ï-×ÅÒÈÎÏÓÔØ ò = 0, ÌÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ × ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ u1 = P , u2; : : : , un.äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ×Ó�ÏÍÉÎÁÑ, ÞÔÏ! = D�xu�du2 : : : dunÉ �ÏÌÁÇÁÑ '(x) = '1(u), ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÁ�ÉÓÁÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅd!0 = d('1!) = ��u1 �'1D�xu��du1 : : : dun = dP � !1(');ÏÔËÕÄÁ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÏÖÉÔØ!1(') = ��u1 �'1D�xu��du2 : : : dun:äÁÌÅÅ, ÔÁËÉÍ ÖÅ ÏÂÒÁÚÏÍ ÉÍÅÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅd(!1(')) = �2�u21 �'1D�xu��dPdu2 : : : dun = dP � !2(');É ÍÏÖÎÏ �ÏÌÏÖÉÔØ!2(') = �2�u21 �'1D�xu��du2 : : : dunÉ Ô.Ä.; ×ÏÏÂÝÅ, !k(') = �k�uk1 �'1D�xu��du2 : : : dun; (4)ÇÄÅ '1(u) = '(x).



5℄ x 1. ïâïâýåîîùå æõîëãéé îá çìáäëïê ðï÷åòèîïó�é 253÷ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÆÏÒÍÙ ! ÜÔÉ ÎÏ×ÙÅ ÆÏÒÍÙ ÕÖÅ ÎÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ÏÄÎÏ-ÚÎÁÞÎÏ ÆÕÎË�ÉÅÊ P (x) (É ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ '(x)) ÄÁÖÅ ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉP = 0. îÏ ÄÌÑ ÎÁÓ ×ÁÖÎÏ ÌÉÛØ ÔÏ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÆÏÒÍÙ !k(') �Ï�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ P = 0 Ï�ÒÅÄÅÌÅÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. þÔÏÂÙ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ × ÜÔÏÍ,ÍÙ ÓÅÊÞÁÓ �ÒÏ×ÅÒÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÆÏÒÍÁ e!k(') ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÔÏÍÕ ÖÅÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ, ÞÔÏ É !k('), ÔÏ!k � e!k = d� + �dP; (5)ÇÄÅ � É � | ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÆÉÎÉÔÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ (n � 1)-ÇÏ É(n�2)-ÇÏ �ÏÒÑÄËÏ×. óÎÁÞÁÌÁ �ÏÑÓÎÉÍ, �ÏÞÅÍÕ ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÏÄÎÏÚÎÁÞ-ÎÏÓÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ. îÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ P = 0 ×ÔÏÒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ× ÎÕÌØ, ÔÁË ÞÔÏ !k � e!k = d�:ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ óÔÏËÓÁ ZP=0 d� = Z� �;ÇÄÅ �| ÇÒÁÎÉ�Á �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ P =0. îÏ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ P ÌÉÂÏ ÚÁÍËÎÕÔÁ|É ÔÏÇÄÁ ÇÒÁÎÉ�Ù ×ÏÏÂÝÅ ÎÅÔ, | ÌÉÂÏ ÕÈÏÄÉÔ × ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ; ×Ï ×ÔÏÒÏÍÓÌÕÞÁÅ R� � = 0 �Ï ÔÏÊ �ÒÉÞÉÎÅ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÁ � ÆÉÎÉÔÎÁ.óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (5) ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ, ËÁËÂÙÌÏ �ÏËÁÚÁÎÏ × �. 2, ÅÓÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÆÏÒÍÁ  ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁ Ë dP , ÔÏÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ  = 1dP;ÇÄÅ 1 | ÆÏÒÍÁ (n � 2)-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ, �ÒÉÞÅÍ ÅÓÌÉ ÆÏÒÍÁ  ÆÉÎÉÔÎÁ, ÔÏÆÏÒÍÁ 1 ÔÁËÖÅ ÆÉÎÉÔÎÁ. ïÔÓÀÄÁ ÄÌÑ k = 0 ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ!0 � e!0 = �dP;ÇÄÅ � ÆÉÎÉÔÎÁ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÆÉÎÉÔÎÙ ÆÏÒÍÙ !0 É e!0, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÍÎÏÖÉ-ÔÅÌÅÍ ÏÓÎÏ×ÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ '. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (5)×Ù�ÏÌÎÅÎÏ Ó ÆÉÎÉÔÎÙÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ � É � É ÓÄÅÌÁÅÍ �ÅÒÅÈÏÄ ÏÔ k Ë k+1.äÌÑ ÜÔÏÇÏ �ÒÏÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (5); ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ:d!k � de!k = d�dP;ÔÁË ËÁË ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÁ ÆÏÒÍÙ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ. ðÏ Ï�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÉÀ ÆÏÒÍ !k+1 É e!k+1,dP � (!k+1 � e!k+1 � (�1)n�1d�) = 0:



254 çì. III. óðåãéáìøîùå �éðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [5óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, !k+1 � e!k+1 � (�1)n�1d� = dP;É ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÁ  ÆÉÎÉÔÎÁ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÕÖÎÏ,ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÓËÁÚÁÎÎÏÍÕ ×ÙÛÅ, �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÆÉÎÉÔÎÏÓÔØ ÆÏÒÍ !k+1 É e!k+1.îÏ ÏÎÁ ×ÉÄÎÁ ÉÚ ÉÈ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ× (1){(3)).�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÆÏÒÍÙ !k(') �Ï �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ P = 0,ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ P (x) É '(x). ðÏ-ÌÏÖÉÍ, �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ,(Æ(k)(P );') = Z Æ(k)(P )'dx = (�1)k ZP=0 !k(') (k = 0;1;2; : : : ): (6)þÔÏ ÜÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ Æ(k)(P ) ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÉÈÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ, ÄÁÎÎÙÍ × ÎÁÞÁÌÅ ÜÔÏÇÏ �ÁÒÁÇÒÁÆÁ, ×ÉÄÎÏ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (4).ðÒÉÍÅÒÙ. 1. ÷ ÓÌÕÞÁÅ P (x) � x1 = 0 ÍÙ ÉÍÅÅÍ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ (4)!k(') = �k'(x)�xk1 dx2 : : : dxnÉ Z Æ(k)(x1)'dx = (�1)k Z �k'(0;x2; : : : ;xn)�xk1 dx2 : : : dxn: (7)2. ðÏÄÓÞÉÔÁÅÍ Æ(k)(�1x1 + : : :�nxn), ÇÄÅ P�2i = 1. óÏ×ÅÒÛÁÑ ÔÁËÏÊÖÅ �Ï×ÏÒÏÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÏÓÅÊ, ËÁË × �ÒÉÍÅÒÅ 2 �. 3, ÎÁÈÏÄÉÍ:!k(') = �k'duk1 du2 : : : dunÉ Z Æ(k)�X�ixi�'(x)dx = (�1)k ZP�ixi=0 �k'�uk1 d�; (8)ÇÄÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ Ó�ÒÁ×Á �ÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÓÑ �Ï ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÀ, ÏÒÔÏÇÏ-ÎÁÌØÎÏÍÕ Ë ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ X�ixi = 0(× ÓÔÏÒÏÎÕ Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÑ ÓÕÍÍÙP�ixi), Á d� | ÜÌÅÍÅÎÔ ÜÔÏÊ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓ-ËÏÓÔÉ.



5℄ x 1. ïâïâýåîîùå æõîëãéé îá çìáäëïê ðï÷åòèîïó�é 2553. îÁÊÄÅÍ Æ(k)(xy�). ðÅÒÅÊÄÅÍ, ËÁË × �ÒÉÍÅÒÅ 3 �. 3, Ë ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍu1 = x, u2 = xy � . �ÁË ËÁËD� x yu1 u2 � = 1u1 ;ÔÏ !k(') = � �k�uk2 0�'�u1; u2+u1 �u1 1Adu1É Z Æ(k)(xy � )'(x;y)dxdy = (�1)k+1 Z �k'�x; x��yk dxxk+1 : (9)4. ðÏÓÔÒÏÉÍ Æ(k)(r� ), r2 =Px2i . ÷×ÅÄÅÍ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙu1= r;u2= �1; : : : ;un= �n�1. ÷ ÜÔÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÌÅÇËÏ �ÏÄÓÞÉÔÙ×ÁÅÔÓÑ,ÞÔÏ ! = rn�1d
;ÇÄÅ d
 | ÜÌÅÍÅÎÔ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÙ r = 1; ÏÔÓÀÄÁ!0 = 'rn�1d
; !1(') = ��r ('rn�1)d
É Ô. Ä., ×ÏÏÂÝÅ, !k(') = �k�rk ('rn�1)d
;ÔÁË ÞÔÏ Z Æ(k)(r � )'dx = (�1)kn�1 ZO �k�rk ('rn�1)dO; (10)ÇÄÅ O | ÓÆÅÒÁ r �  = 0 É dO | ÅÅ Å×ËÌÉÄÏ× ÜÌÅÍÅÎÔ.5. îÁËÏÎÅ�, ÞÔÏÂÙ �ÏÄÓÞÉÔÁÔØ Æ(k)(r2� 2), �ÅÒÅÊÄÅÍ Ë ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍu1 = r2 � 2, u2 = �1; : : : , un = �n�1; ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ:! = 12rn�2d




256 çì. III. óðåãéáìøîùå �éðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [6É !k(') = 12 � �2r�r�k'rn�2d
;ÏÔËÕÄÁ Z Æ(k)(r2 � 2)'dx = (�1)k2n�1 ZO � �2r�r�k ('rn�2)dO (11)É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,(Æ(k)(x21 + : : : + x2n � 2);') = (�1)k2n�1 Z � �2r�r�k'rn�2���r=dO: (12)6. �ÏÖÄÅÓÔ×Á ÄÌÑ Æ(k)(P ). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀÆ(k)(P ) ÍÏÖÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÔØ ËÁË ÓÌÏÖÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ:��xj Æ(k)(P ) = �P�xj Æ(k+1)(P ) (k = 0;1;2; : : :): (1)äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÔÁË ÖÅ ËÁË É × �. 3, ÞÔÏ�ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ j ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÙ × �ÒÁ×ÏÊ É ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÑÈ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ× ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ P = 0, ÇÄÅ �P�xj 6= 0.äÌÑ ÜÔÏÇÏ �ÒÉÍÅÎÉÍ �ÒÁ×ÕÀ É ÌÅ×ÕÀ ÞÁÓÔÉ Ë ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË-�ÉÉ '(x), ÏÔÌÉÞÎÏÊ ÏÔ ÎÕÌÑ ÔÏÌØËÏ × ÍÁÌÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÁËÏÊ ÔÏÞËÉ,�ÒÉÎÑ× ÚÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ × ÜÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ u1=x1; : : : ; uj=P;: : : ;un=xn.�ÏÇÄÁ D�uu� = �P�xj , D�xu� = 1�P�xj , É ÆÏÒÍÁ !k �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄ!k(') = �k�P k  '�P�xj !dx1 : : : dxj�1dxj+1 : : :dxn:æÕÎË�ÉÏÎÁÌ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (1) ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ� �P�xj Æ(k+1)(P );'� = �Æ(k+1)(P ); �P�xj '� = (�1)k+1 ZP=0 !k+1�' �P�xj � == (�1)k+1 ZP=0 �k+1'�P k+1 dx1 : : :dxj�1dxj+1 : : : dxn:



6℄ x 1. ïâïâýåîîùå æõîëãéé îá çìáäëïê ðï÷åòèîïó�é 257æÕÎË�ÉÏÎÁÌ × ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (1) ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ� ��xj Æ(k)(P );'� = ��Æ(k)(P ); �'�xj� = (�1)k+1 ZP=0 !k� �'�xj� == (�1)k+1 ZP=0 �k�P k  �'�xj�P�xj !dx1 : : :dxj�1dxj+1 : : : dxn:ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï�k+1'�P k+1 = �k�P k  �'�xj�P�xj ! : (2)äÌÑ k = 0 ÏÎÏ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï, ÔÁË ËÁË' = '(x1; : : : ;xj(P ); : : : ;xn)É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �'�P = �'�xj : �P�xj :ïÔÓÀÄÁ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (2) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k, ÔÁË ËÁË�k+1'�P k+1 = �k�P k � �'�P � :éÔÁË, ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏ× × �ÒÁ×ÏÊ É ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÑÈ ÆÏÒÍÕÌÙ (1)ÄÏËÁÚÁÎÏ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ P = 0, ÇÄÅ �P�xj 6= 0;ËÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ ×ÙÛÅ, ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÑ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔÉ ÓÁÍÏÊÆÏÒÍÕÌÙ (1).ðÏËÁÖÅÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á, Ó×ÑÚÙ×Á-ÀÝÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ Æ(P ) × ÅÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ:PÆ(P ) = 0; (3)PÆ0(P ) + Æ(P ) = 0; (4)PÆ00(P ) + 2Æ0(P ) = 0; (5): : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :P Æ(k)(P ) + kÆ(k�1)(P ) = 0; (6): : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :



258 çì. III. óðåãéáìøîùå �éðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [6ðÅÒ×ÏÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ÔÏÖÄÅÓÔ× ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÔÁË ËÁË ÉÎÔÅÇÒÁÌ �ÒÏÉÚ×Å-ÄÅÎÉÑ P' �Ï �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ P = 0 ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ. äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÑ ÜÔÏÔÏÖÄÅÓÔ×Ï �Ï xj É ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÆÏÒÍÕÌÕ (1), ÎÁÈÏÄÉÍ:�P�xj Æ(P ) + P �P�xj Æ0(P ) = 0;ÔÁË ËÁË �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ j ÚÁ×ÅÄÏÍÏ �P�xj 6= 0, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÏËÒÁÔÉÔØ ÎÁ �P�xj ,É ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ×ÔÏÒÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï1).ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔØ ÏÓÔÁÌØÎÙÈÔÏÖÄÅÓÔ×.ðÒÉÍÅÒ. ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ Æ(k)(r2 � t2) ËÁË ÒÅÛÅÎÉÅ ×ÏÌÎÏ×Ï-ÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ × ÎÅÞÅÔÎÏÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å. ÷ÙÞÉÓÌÉÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ�ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ×ÏÌÎÏ×ÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ � � �2�t2 Ë ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉÆ(k)(r2 � t2). éÍÅÅÍ:��xj Æ(k)(r2 � t2) = 2xjÆ(k+1)(r2 � t2);�2�x2j Æ(k)(r2 � t2) = 2Æ(k+1)(r2 � t2) + 4x2jÆ(k+2)(r2 � t2);X �2�x2j Æ(k)(r2 � t2) = 2nÆ(k+1)(r2 � t2) ++ 4(r2 � t2)Æ(k+2)(r2 � t2) + 4t2Æ(k+2)(r2 � t2);ÞÔÏ, × ÓÉÌÕ ÆÏÒÍÕÌÙ (6), �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ Ë ×ÉÄÕX �2�x2j Æ(k)(r2 � t2) = [2n � 4(k + 2)℄Æ(k+1)(r2 � t2) + 4t2Æ(k+2)(r2 � t2):ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ�2�t2 Æ(k)(r2 � t2) = �2Æ(k+1)(r2 � t2) + 4t2Æ(k+2)(r2 � t2);1)÷ÏÏÂÝÅ, Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ: ÅÓÌÉ ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Áaj(x)f = 0; j = 1;2; : : : ;m �ÒÉÞÅÍ ÆÕÎË�ÉÉ aj(x) ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÈ (ÄÌÑ ×ÓÅÈ j)ËÏÒÎÅÊ ÎÁ ÚÁÍËÎÕÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å F , ÇÄÅ ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ f , ÔÏ f = 0.äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, Õ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ x0 ÍÎÏÖÅÓÔ×Á F ÍÏÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ,ÇÄÅ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÊ jaj(x)j ÂÏÌØÛÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒÆÕÎË�ÉÑ a1(x). �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ '(x), ÏÔÌÉÞÎÏÊ ÏÔ ÎÕÌÑ ÔÏÌØËÏ× �ÒÅÄÅÌÁÈ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U , ÍÏÖÎÏ ÎÁ�ÉÓÁÔØ '(x) = a1(x) (x), ÇÄÅ  (x) | ÎÏ×ÁÑÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ. íÙ ÉÍÅÅÍ (f;') = (f;a1 ) = (a1f; ) = 0, Ô.Å. ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ fÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x0. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, f ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ. ïÔÓÀÄÁ f = 0.



6℄ x 1. ïâïâýåîîùå æõîëãéé îá çìáäëïê ðï÷åòèîïó�é 259ÏÔËÕÄÁX �2�x2j Æ(k)(r2 � t2) � �2�t2 Æ(k)(r2 � t2) = (2n � 4k � 6)Æ(k+1)(r2 � t2):ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ �ÒÉ k = n�32 ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ. éÔÁË, ÅÓÌÉ nÎÅÞÅÔÎÏ É k = n�32 , ÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ Æ(k)(r2 � t2) ÅÓÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ×ÏÌÎÏ×ÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ �� � �2�t2�u = 0:÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �ÒÉ n = 3 ÒÅÛÅÎÉÅÍ ×ÏÌÎÏ×ÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ Æ(r2 � t2).÷ÙÑÓÎÉÍ, ËÁËÉÍ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÎÁÊÄÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ.ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (11) �. 5,(Æ(k)(r2 � t2);'(x)) (�1)k2 = Z
 � �2r�r�k'rn�2����r=td
: (7)ðÒÉ n = 2k + 3�ÏÄÙÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄ� �2r�r�k'r2k+1:ëÁÖÄÁÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ �r�r ÓÎÉÖÁÅÔ �ÏËÁÚÁÔÅÌØ Õ rm ÎÁ Ä×Å ÅÄÉÎÉ�Ù. ðÏÓÌÅ kÔÁËÉÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ, �ÒÉÍÅÎÅÎÎÙÈ Ë �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ 'r2k+1, �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÓÕÍÍÁÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÄÅÒÖÉÔ r ÓÁÍÏÅ ÂÏÌØÛÅÅ × �ÅÒ×ÏÊÓÔÅ�ÅÎÉ. ðÏÌÁÇÁÑ r = t É ÕÓÔÒÅÍÌÑÑ t Ë ÎÕÌÀ, �ÏÌÕÞÁÅÍ:limt!0Æ(k)(r2 � t2) = 0: (8)äÁÌÅÅ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ:�Æ(k)(r2 � t2)�t = �2tÆ(k+1)(r2 � t2) == 2t (�1)k2 Z
 � �2r�r�k+1 �'r2k+1� ����r=t d
:



260 çì. III. óðåãéáìøîùå �éðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [7÷ ×ÙÒÁÖÅÎÉÉ �ÏÄÙÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÉÍÅÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ ÞÌÅÎ,ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ r × ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ; ËÁË ÌÅÇËÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ, ÏÎ ÒÁ×ÅÎ(2k + 1)!!2k+1 '(x)r :ðÏÜÔÏÍÕ, �ÏÌÁÇÁÑ r= t É ÕÓÔÒÅÍÌÑÑ t Ë ÎÕÌÀ, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ × �ÒÅÄÅÌÅ�Æ(k)(r2 � t2)�t ����t=0= (�1)k (2k + 1)!!2k+1 
n'(0); (9)ÇÄÅ 
n ÅÓÔØ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÙ. ëÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ,
n = 2n2��n2 � = 2� 2k+32�� 2k+32 � = 2�k+2(2k + 1)!!�k+1;ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ:�Æ(k)(r2 � t2)�t ����t=0= (�1)k2�k+1'(0); (10)Ô.Å. ÒÅÛÅÎÉÅ u(x;t) = Æ(k)(r2 � t2)ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍu(x;0) = 0; �u(x;0)�t = (�1)k2�k+1Æ(x): (11)�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÞÉÓÌÏ×ÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑÆÕÎË�ÉÑ u(x;t) ÄÁÅÔ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ ÄÌÑ×ÏÌÎÏ×ÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (ÓÒ. ÇÌ. I, x 4, �. 4).7. �ÏÖÄÅÓÔ×Á ÄÌÑ Æ(k)(a(x)P ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎË�ÉÉ P (x) É Q(x),ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ P = 0 É Q = 0, ÔÁË ÖÅ ËÁËÉ ÒÁÎØÛÅ, ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË É, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, ÔÁËÞÔÏ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ PQ = 0 ÔÁËÖÅ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË. �ÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔÍÅÓÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ Æ(PQ) = P�1Æ(Q) + Q�1Æ(P ): (1)äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ !P ÆÏÒÍÕ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÕÀ ÕÒÁ×-ÎÅÎÉÀ P = 0, ÞÅÒÅÚ !Q | ÆÏÒÍÕ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÕÀ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ Q = 0,



7℄ x 1. ïâïâýåîîùå æõîëãéé îá çìáäëïê ðï÷åòèîïó�é 261É ÞÅÒÅÚ ! | ÆÏÒÍÕ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÕÀ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ PQ = 0. üÔÉ ÆÏÒÍÙÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ!P dP = d� ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ P = 0; (2)!QdQ = d� ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ Q = 0; (3)!(PdQ + QdP ) = d� ÎÁ ÏÂÅÉÈ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÑÈ. (4)óÒÁ×ÎÉ×ÁÑ (2) Ó (4) É ÚÁÍÅÞÁÑ, ÞÔÏ ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ P = 0 ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (4)�ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ !QdP = d�;ÍÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ !=Q�1!P ; ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ Q=0 ÍÙ ÉÍÅÅÍ! = P�1!Q. ðÏÜÔÏÍÕ(Æ(PQ);') = ZP=0 '! + ZQ=0 '! = ZP=0 'Q�1!P + ZQ=0 'P�1!Q == (Q�1Æ(P );') + (P�1Æ(Q);');ÞÔÏ É ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔÓÑ.÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ a(x) ×ÏÏÂÝÅ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ, ÔÏÆ(aP ) = a�1Æ(P ): (5)îÏ×ÙÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ �ÒÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÉÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (5). ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÑ ÅÇÏ �Ï xj , �ÏÌÕÞÁÅÍ:Æ0(aP )�(aP )�xj = Æ0(aP )P �a�xj + Æ0(aP )a �P�xj == a�1Æ0(P ) �P�xj � a�2Æ(P ) �a�xj :ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (4) �. 6, ×ÍÅÓÔÏ Æ0(aP ) ×ÅÌÉÞÉÎÕ�a�1Æ(aP ) = �a�2Æ(P ) É ÓÏËÒÁÝÁÑ, ÎÁÈÏÄÉÍ:Æ0(aP ) = a�2Æ0(P ):áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k É ÌÀÂÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ a(x)Æ(k)(aP ) = a�(k+1)Æ(k)(P ): (6)



262 çì. III. óðåãéáìøîùå �éðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [8ðÒÉÍÅÒ.Æ(k)(r2 � 2) = Æ(k)[(r + )(r � )℄ = (r + )�k�1Æ(k)(r � ): (7)üÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ 'Z Æ(k)(r2 � 2)'(x)dx = Z (r + )�k�1Æ(k)(r � )'(x)dx:ëÏÎÅÞÎÏ, ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ÆÏÒÍÕÌÙ (10) É (11) �. 5, ÜÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ÂÙÌÏÔÒÕÄÎÏ ÕÓÍÏÔÒÅÔØ. ðÒÉ k = 0 ÏÎÏ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄZ Æ(r2 � 2)'(x)dx = 12 Z Æ(r � )'(x)dx;ÜÔÏ ÂÙÌÏ ×ÉÄÎÏ ÕÖÅ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌ (5) É (6) �. 3.8. óÌÏÉ. æÕÎË�ÉÏÎÁÌ ×ÉÄÁ �(x)Æ(k�1)(P ), ÉÌÉZ �(x)Æ(k�1)(P )'(x)dx = ZP=0 !k�1(�'); (1)ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ k-ËÒÁÔÎÙÍ ÓÌÏÅÍ ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ P = 0. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,�ÒÏÓÔÏÊ ÓÌÏÊ (k = 1) ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÆÏÒÍÕÌÅ(�Æ(P );') = ZP=0 �'! = ZP=0 !0(�'); (2)Ä×ÏÊÎÏÊ ÓÌÏÊ (k = 2) ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÆÏÒÍÕÌÅ(�Æ0(P );') = ZP=0 !1(�'): (3)æÕÎË�ÉÑ �(x), ÆÉÇÕÒÉÒÕÀÝÁÑ ×Ï ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ ÆÏÒÍÕÌÁÈ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ�ÌÏÔÎÏÓÔØÀ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÓÌÏÑ.ðÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÂÙÌÏ ÂÙ ÎÅËÏÒÒÅËÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÂÙ ÏÎÏÚÁ×ÉÓÅÌÏ ÏÔ ÆÏÒÍÙ ÚÁ�ÉÓÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ P = 0. îÏ × ÄÅÊÓÔ×É-ÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÄÁÎÎÙÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ f ÅÓÔØ ÓÌÏÊ k-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ,ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÉÄÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ P = 0 É �ÒÉ �ÅÒÅÈÏÄÅ ÏÔÚÁ�ÉÓÉ P =0 Ë ÚÁ�ÉÓÉ a(x)P =0, ÇÄÅ a(x) | ÆÕÎË�ÉÑ, ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÀÝÁÑÓÑ× ÎÕÌØ, ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ �(x). äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �ÏÆÏÒÍÕÌÅ (17)�(x)Æ(k�1)(aP ) = �(x)a�k(x)Æ(k�1)(P ) = �1(x)Æ(k�1)(P );



9℄ x 1. ïâïâýåîîùå æõîëãéé îá çìáäëïê ðï÷åòèîïó�é 263ÞÔÏ É ÕÔ×ÅÒÖÄÁÌÏÓØ.ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ f ×ÉÄÁ(f;') = ZP=0 Xj aj(x)Dj'(x)d� j = (j1; : : : ; jn); Dj = �j1+:::+jn�xj11 : : :�xjnn !ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎ ËÁË ÓÕÍÍÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÏÅ× ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ�ÏÒÑÄËÏ×. ëÁË ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ, �ÒÉ ÜÔÏÍ ÍÏÖÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØËÁËÕÀ-ÌÉÂÏ Ó�Å�ÉÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ÚÁ�ÉÓÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ P = 0;�ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ ÆÕÎË�ÉÑ P (x) ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÔÏÞËÉ x ÏÔ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ P = 0 É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÆÏÒÍÁ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓÅ×ËÌÉÄÏ×ÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ d�. �ÏÇÄÁ ÍÙ ÉÍÅÅÍ:(f;') = ZP=0 Xj aj(x)Dj'(x)! = ZP=0 !00�Xj aj(x)Dj'1A == �Æ(P );Xaj(x)Dj'� =Xj (�1)j(Djaj(x)Æ(P );') ==Xj (�1)j Xk ajk(x)Æ(k)(P );'! =  Xk bk(x)Æ(k)(P );'! ;ÇÄÅ bkT (x) =Xj (�1)jajk(x):�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, f =Xk bk(x)Æ(k)(P );ÞÔÏ É ÕÔ×ÅÒÖÄÁÌÏÓØ.9. ïÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ Æ(P1; : : : ;Pk) É �mÆ(P1;:::;Pk)�P�11 :::�P�kk . ÷ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ�ÕÎËÔÁÈ ÜÔÏÇÏ �ÁÒÁÇÒÁÆÁ ÂÙÌÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÙ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ,Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó (n � 1)-ÍÅÒÎÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØÀ P = 0. ÷ ÜÔÏÍ �ÕÎËÔÅ ÍÙÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó �Ï×ÅÒÈÎÏ-ÓÔØÀ S ÍÅÎØÛÅÇÏ ÞÉÓÌÁ ÉÚÍÅÒÅÎÉÊ É Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÏÊ ÕÖÅ ÎÅ ÏÄÎÉÍ, Á k



264 çì. III. óðåãéáìøîùå �éðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [9ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ: P1(x1; : : : ;xn) = 0; P2(x1; : : : ;xn) = 0; : : :: : : ; Pk(x1; : : : ;xn) = 0: ) (1)ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ:1) ÆÕÎË�ÉÉ Pi ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙ;2) ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ Pi(x1;x2; : : : ;xn)= �i (i=1; : : : ;k) ÏÂÒÁÚÕÅÔ��ÒÁ×ÉÌØÎÕÀ ÓÅÔËÕ�, Ô.Å. × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ �Ï×ÅÒÈÎÏ-ÓÔÉ S ÍÏÖÎÏ �ÒÉÎÑÔØ ÚÁ ÌÏËÁÌØÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ �ÅÒÅÍÅÎ-ÎÙÅ ui = Pi(x1; : : : ;xn) (i = 1; : : : ;k) É ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ�ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ uk+1; : : : ;un, ÔÁË ÞÔÏ × ÜÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÑËÏÂÉÁÎD�xu� > 0.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔ ÏÂßÅÍÁ × Rnd� = dx1 : : : dxnËÁË ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕ n-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ × ÜÔÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å É�ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÜÔÕ ÆÏÒÍÕ × ×ÉÄÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ�ÅÒ×ÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ dP1 : : : dPk ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÆÏÒÍÕ ! �ÏÒÑÄËÁ n � k:d� = dP1 : : : dPk!: (2)ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÔÁËÁÑ ÆÏÒÍÁ ! ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÔÏ ÏÎÁ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁÎÅÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÏÒÍÅ !, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ (2), ÄÏÂÁ×ÉÔØ ÆÏÒÍÕ kPi=1�idPi, ÇÄÅ �i | ÌÀÂÙÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ-�ÉÁÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÙ �ÏÒÑÄËÁ n� k � 1, ÔÏ �ÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ! + kPi=1�idPiÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÔ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ (2), ÔÁË ËÁË �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ dPidPiÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ.þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÆÏÒÍÙ !, ÍÙ �ÒÏÓÔÏ ×Ù�ÉÛÅÍÅÅ × �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x1; : : : ;xn. ÷ ÜÔÉÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔ ÏÂßÅÍÁd� = dx1 : : : dxn. æÏÒÍÙ dPi ÉÍÅÀÔ ×ÉÄdPi = �Pi�x1 dx1 + : : : + �Pi�xn dxnÉ, ËÁË ÌÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ (ÓÒ. ÆÏÒÍÕÌÙ (2) É (3) �. 1),dP1 : : :dPk = Xi1<i2<:::<ikD� P1 : : : Pkxi1 : : : xik �dxi1 : : : dxik : (3)



9℄ x 1. ïâïâýåîîùå æõîëãéé îá çìáäëïê ðï÷åòèîïó�é 265÷ ÓÉÌÕ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÊ, ÓÄÅÌÁÎÎÙÈ Ï ÆÕÎË�ÉÑÈ Pi(x1; : : : ;xn), × ÍÁÔÒÉ�Å0� �P1�x1 : : : �P1�xn: : : : : : : : :�Pk�x1 : : : �Pk�xn 1AÉÍÅÅÔÓÑ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÍÉÎÏÒ k-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ, ÏÔÌÉÞÎÙÊ ÏÔ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎ-ÎÏÇÏ ÎÕÌÑ. äÏ�ÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ × ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑÍÉÎÏÒ ÉÚ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ �Ï �ÅÒ×ÙÍ k �ÅÒÅÍÅÎÎÙÍ x1; : : : ;xk :D� P1 : : : Pkx1 : : : xk � 6= 0:�ÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÏÖÉÔØ! = dxk+1 : : : dxnD� P1 : : : Pkx1 : : : xk � ; (4)ÔÁË ËÁË �ÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÎÁ ÜÔÕ ÆÏÒÍÕ ×ÓÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ Ó�ÒÁ×Á × (3), ËÒÏÍÅD� P1 : : : Pkx1 : : : xk �dx1 : : : dxk;ÄÁÄÕÔ ÎÕÌØ ÉÚ-ÚÁ ÎÁÌÉÞÉÑ ÈÏÔÑ ÂÙ Ä×ÕÈ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÏ×, ÁD� P1 : : : Pkx1 : : : xk �dx1 : : : dxk dxk+1 : : :dxnD� P1 : : : Pkx1 : : : xk � = dx1 : : : dxn = d�:áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁËÉÈ-ÔÏ i1 < i2 < :: : < ikD� P1 : : : Pkxi1 : : : xik � 6= 0;ÔÏ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÏÖÉÔØ! = (�1)i1+:::+ik� k(k�1)2 dxj1 : : : dxjn�kD� P1 : : : Pkxi1 : : : xik � ; (40)ÇÄÅ j1 < :: : < jn�k É j� 6= j� �ÒÉ ÌÀÂÙÈ � 6= �. éÔÁË, ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅÆÏÒÍÙ ! ÄÏËÁÚÁÎÏ.âÏÌÅÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ (ÎÏ ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÕÄÏÂÎÙÊ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅ-ÎÉÊ) ×ÉÄ ÆÏÒÍÙ ! �ÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÍÁÌÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ×ÙÂÒÁÔØ



266 çì. III. óðåãéáìøîùå �éðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [9× ËÁÞÅÓÔ×Å �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ u1=P1(x1; : : : ;xn); : : : , uk=Pk(x1; : : : ;xn) É ËÁËÉÅÕÇÏÄÎÏ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ uk+1; : : : ;un, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÇÌÁÄËÉÅ ÉÔÁËÉÅ, ÞÔÏ D�xu� > 0. ÷ ÜÔÉÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔ ÏÂßÅÍÁ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄd� = D�xu�du1 : : : dun:æÏÒÍÙ 1-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ dP1 �ÒÉ ÜÔÏÍ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ �ÒÏÓÔÏ Ó ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁ-ÌÁÍÉ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ dui (i=1; : : : ;k) É ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÕÀ ÎÁÓ ÆÏÒÍÕ ! ÍÏÖÎÏ�ÏÌÏÖÉÔØ ÒÁ×ÎÏÊ ! = D�xu�duk+1 : : : dun: (5)äÏËÁÖÅÍ �ÒÏÓÔÕÀ ÌÅÍÍÕ ÉÚ ÔÅÏÒÉÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ, ËÏ-ÔÏÒÁÑ ÎÕÖÎÁ ÄÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ Æ(P1; : : : ;Pk).ìÅÍÍÁ. åÓÌÉ  | ÆÏÒÍÁ �ÏÒÑÄËÁ n � k, ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÅÅ �ÒÏÉÚ×Å-ÄÅÎÉÅ ÎÁ k ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÏ× dP1 : : :dPk ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ, ÔÏÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÆÏÒÍÙ �1; : : : ;�k, ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ = �1dP1 + : : : + �kdPk:ðÒÉ ÜÔÏÍ �ÏÄ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÁÍÉ �ÏÎÉÍÁÀÔÓÑ ×ÎÅÛÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�É-ÁÌÙ ÆÏÒÍ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ (Ô.Å. ÆÕÎË�ÉÊ) P1; : : : ;Pk , Á ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÏ× ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏdP1 : : : dPk 6= 0:æÏÒÍÁ k-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ × ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á × �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈx1; : : : ;xn ÉÍÅÅÔ ×ÉÄXj1;::: ;jk �P1�xj1 �P2�xj2 : : : �Pk�xjk dxj1 : : :dxjk == Xj1<:::<jkD� P1 : : : Pkxj1 : : : xjk �dxj1 : : : dxjk :ðÏÜÔÏÍÕ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï dP1 : : : dPk 6= 0 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á ÉÚ �ÒÏÉÚ-×ÏÄÎÙÈ �Pi�xj (i = 1;2; : : : ;k; j = 1;2; : : : ;n) ÉÍÅÅÔ ÒÁÎÇ k. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ,ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÉ P1; : : : ;Pk ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ×ÙÂÒÁÎÙ ÚÁ �ÅÒ×ÙÅ k ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ×�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Rn ÌÏËÁÌØÎÏ.äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÌÅÍÍÙ �ÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÕËÁÚÁÎÎÙÍ ×ÙÛÅ ÌÏËÁÌØÎÙÍ�ÅÒÅÍÅÎÎÙÍ ui = Pi(x1; : : : ;xn) (i = 1; : : : ;k), uk+1; : : : ;un. äÉÆÆÅÒÅÎ-�ÉÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ  × ÜÔÉÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÍÏÖÅÔ ÓÏÓÔÏÑÔØ, ×Ï-�ÅÒ×ÙÈ,



9℄ x 1. ïâïâýåîîùå æõîëãéé îá çìáäëïê ðï÷åòèîïó�é 267ÉÚ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÙ du1; : : : ;duk, ×Ï-×ÔÏÒÙÈ, ÉÚÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ qduk+1 : : : dun, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏ ÔÁËÉÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÏ×. íÙÉÍÅÅÍ: du1 : : : duk = qdu1 : : :dun = 0�Ï ÕÓÌÏ×ÉÀ ÌÅÍÍÙ. �ÁË ËÁË ×ÓÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÙ dui ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ É ÉÈ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ, ÔÏ ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ q � 0.óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÆÏÒÍÁ  ÓÏÓÔÏÉÔ ÔÏÌØËÏ ÉÚ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌ dui (i=1; : : : ;k). á ÚÎÁÞÉÔ,  ÍÏÖÎÏ (×ÏÏÂÝÅÇÏ×ÏÒÑ, ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ) �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ = �1du1 + : : : + �kduk;Ô.Å.  = �1dP1 + : : : + �kdPk;ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ Æ(P1; : : : ;Pk) ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ(Æ(P1; : : : ;Pk);'(x1; : : : ;xn)) = ZS '!; (6)ÇÄÅ ! | ÆÏÒÍÁ, Ï ËÏÔÏÒÏÊ ÛÌÁ ÒÅÞØ ×ÙÛÅ, Á S | �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ (1).éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (5) ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó Ï�ÒÅÄÅÌÅ-ÎÉÅÍ, ÄÁÎÎÙÍ × ÎÁÞÁÌÅ ÜÔÏÇÏ �ÁÒÁÇÒÁÆÁ.ìÅÇËÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÆÏÒÍÙ !.÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÕÓÔØ d� = dP1 : : : dPk! = dP1 : : : dPke!. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏR '(!� e!) = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ '(x). óÏÇÌÁÓÎÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊÌÅÍÍÅ !�e!=�1dP1+ : : :+�kdPk , Ô.Å. ÆÏÒÍÙ ! É e! ×Ï ×ÓÅÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÍÏÇÕÔ ÏÔÌÉÞÁÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÆÏÒÍÕ ×ÉÄÁ �1dP1 + : : : + �kdPk, ÇÄÅ�i | ÆÏÒÍÙ �ÏÒÑÄËÁ n � k � 1. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ×ÄÏÌØ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉP1 = 0; : : : ;Pk = 0 ÜÔÁ ÆÏÒÍÁ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ, Ô.Å. ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑÆ(P1; : : : ;Pk) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ P1; : : : ;Pk ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.îÕÖÎÏ ÉÍÅÔØ × ×ÉÄÕ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÁ ! É ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ Æ(P1; : : : ;Pk) ÉÚÍÅ-ÎÑÀÔÓÑ ×ÍÅÓÔÅ Ó ÉÚÍÅÎÅÎÉÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, Ï�ÉÓÙ×ÁÀÝÉÈ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ S.÷ÙÑÓÎÉÍ, ËÁË ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÁ ! �ÒÉ �ÅÒÅÈÏÄÅ ÏÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ P1 = 0,: : : , Pk = 0 �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ S Ë ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ Q1 = 0, : : : , Qk = 0, ÇÄÅQj(x) = kXi=1 �ij(x)Pi(x) (i = 1;2; : : : ;k);



268 çì. III. óðåãéáìøîùå �éðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [9É ÍÁÔÒÉ�Á ÉÚ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ aij(x) ÏÂÒÁ-ÔÉÍÁ. (ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ×ÔÏÒÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔ ÔÕ ÖÅ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ, ÞÔÏ É �ÅÒ×ÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ.) äÌÑ ÜÔÏÇÏ ×Ù�ÉÛÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ,Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÝÉÅ ÉÓÈÏÄÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ! É �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÕÀ e!:dP1dP2 : : : dPk! = d�;dQ1 : : : dQke! = (X�i1dPi) : : : (X�ikdPi)e! = d�:òÁÓËÒÙ×ÁÑ ÓËÏÂËÉ É �ÒÅÏÂÒÁÚÕÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ dPidPj ==�dPjdPi ÍÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ×ÔÏÒÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ:detjj�ij jjdP1 : : : dPk! = d�:ïÔÓÀÄÁ e! = 1detjj�ij jj!:üÔÏ É ÅÓÔØ ÉÓËÏÍÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÆÏÒÍÙ !. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-ÝÁÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ Æ(Q1; : : : ;Qk) Ó×ÑÚÁÎÁ Ó ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊÆ(P1; : : : ;Pk) ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ(Æ(Q1; : : : ;Qk);') = Z '!detjj�ij jj = �Æ(P1; : : : ;Pk); 'detjj�ij jj� :ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÔÅ�ÅÒØ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ Æ(P1; : : : ;Pk)�Ï ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍ Pi, Ô.Å. ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ �mÆ(P1;:::;Pk)�P�11 :::�P�kk . üÔÉ ÏÂÏÂ-ÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÂÕÄÕÔ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ËÁË ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ �Ï �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉS(P1 = 0; : : : ;Pk = 0) ÏÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ !�1:::�k ,ÚÁ×ÉÓÑÝÉÈ ÏÔ ÆÕÎË�ÉÊ P1; : : : ;Pk, É ÏÔ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ '(x1; : : : ;xn)Ó ÅÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍÉ ÄÏ �ÏÒÑÄËÁ m ×ËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÆÏÒÍÕ '! ÞÅÒÅÚ !00:::0(') (ÚÄÅÓØ ! | ÆÏÒÍÁ, Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÎÁÑ ×ÙÛÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ d� = dP1dP2 : : : dPk!). þÔÏÂÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ,ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÆÏÒÍÕ !10:::0(') (ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ËÏÔÏÒÏÊ �Ï S ÄÁÓÔ ÎÁÍ ÚÎÁ-ÞÅÎÉÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ �Æ(P1;:::;Pk)�Pk �, ÍÙ ×ÏÚØÍÅÍ ÆÏÒÍÕ (n � 1)-ÇÏ�ÏÒÑÄËÁ dP2 : : : dPk!00:::0(');�ÒÏÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍ ÅÅ É �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ �ÏÌÕÞÅÎÎÕÀ ÆÏÒÍÕ n-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ× ×ÉÄÅ d(dP2 : : :dPk!00:::0(')) = dP1 : : : dPk!10:::0('):



9℄ x 1. ïâïâýåîîùå æõîëãéé îá çìáäëïê ðï÷åòèîïó�é 269÷ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÔÁËÏÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ × ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, × ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ui =Pi(x1; : : : ;xn) (i=1; : : : ;k),uk+1; : : :;un, ÅÓÌÉ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÆÕÎË�ÉÀ '(x1(u1; : : :;un); : : :;xn(u1; : : :;un))ÞÅÒÅÚ e'1(u1; : : : ;un) = e'1(u), ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ:!00:::0(') = e'D�xu�duk+1 : : :dun;dP2 : : : dPk!00:::0(') = e'D�xu�du2 : : : duk;d(dP2 : : :dPk!00:::0(')) = ��u1 �e'D�xu��du1 : : : dun;!10:::0(') = ��u1 �e'(u)D�xu��duk+1 : : : dun:
9>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>; (7)

áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÖÎÏ Õ×ÅÌÉÞÉÔØ ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Õ ÌÀÂÏÊ ÉÚ k ÉÎÄÅË-ÓÏ× ÆÏÒÍÙ !00:::0('). ÷ÏÏÂÝÅ, ÅÓÌÉ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ Õ ÎÁÓ ÉÍÅÅÔÓÑÆÏÒÍÁ !�1�2:::�k ('), ÔÏ ÞÔÏÂÙ Õ×ÅÌÉÞÉÔØ ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Õ j-Ê ÉÎÄÅËÓ, ÍÙÕÍÎÏÖÉÍ ÎÁÛÕ ÆÏÒÍÕ ÓÌÅ×Á ÎÁ ×ÓÅ dPi, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ dPj , �ÒÏÄÉÆ-ÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍ ÅÅ É �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ × ×ÉÄÅd(dP1 : : : dPj�1dPj+1 : : : dPk!�1:::�k (')) == (�1)j�1dP1 : : : dPk!�1;:::;�j�1;�j+1;�j+1;:::;�k : (8)�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÆÏÒÍÙ !�1:::�k (') ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ �ÅÌÙÈÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÉÎÄÅËÓÏ×.ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÕÖÅ ÉÓÈÏÄÎÁÑ ÆÏÒÍÁ !00:::0(') ÂÙÌÁ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁÎÅÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, ÔÏ ÆÏÒÍÙ !�1:::�k(') É �ÏÄÁ×ÎÏ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙÒÁÚÎÙÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ.ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÙ !�1:::�k ('), Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÏ, ÎÁÞÉ-ÎÁÑ Ó !00:::0('), ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍÉ ×ÉÄÁ (8), �ÒÉ ÌÀÂÙÈ �1; : : : ;�k ÍÏÇÕÔÏÔÌÉÞÁÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÆÏÒÍÕ ×ÉÄÁd� + �1dP1 + : : : + �kdPk;ÇÄÅ d� | ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌ ÏÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÏÒÍÙ � �ÏÒÑÄËÁ n � k � 1, Á�1, : : : , �k | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÙ �ÏÒÑÄËÁ n � k � 1. ðÒÉ ÜÔÏÍ ËÁËÆÏÒÍÁ � , ÔÁË É ÆÏÒÍÙ �1, : : : , �k ÆÉÎÉÔÎÙ, Ô.Å. ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÜÔÉÈ ÆÏÒÍÒÁ×ÎÁ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ ÎÕÌÀ ×ÎÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÂÕÄÅÍ ×ÅÓÔÉ �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ. ëÁËÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ×ÙÛÅ ÌÅÍÍÙ, ×Ï ×ÓÅÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å!00:::0 � e!00:::0 = �1dP1 + : : : + �kdPk



270 çì. III. óðåãéáìøîùå �éðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [9ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÆÏÒÍ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÝÉÈ Æ(P1; : : : ;Pk). �ÁË ËÁË, ×Ï-�ÅÒ×ÙÈ,ÏÂÅ ÆÏÒÍÙ !00:::0(') É e!00:::0(') ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÍ ÆÉÎÉÔÎÕÀÆÕÎË�ÉÀ '(x1; : : : ;xn) É, ×Ï-×ÔÏÒÙÈ, ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÙ dP1; : : : ;dPk ÌÉ-ÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ, ÔÏ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ×ÓÅ ÆÏÒÍÙ �1; : : : ;�k, ×ÈÏÄÑÝÉÅ ×�ÒÁ×ÕÀ ÞÁÓÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ÆÉÎÉÔÎÙ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ ÒÁÚÎÏÓÔØÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÆÏÒÍ Ó ÉÎÄÅËÓÁÍÉ �1; : : : ;�k ÍÏÖÎÏ ×Ï ×ÓÅÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å�ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ!�1;:::;�k � e!�1;:::;�k = d� + �1dP1 + : : : + �kdPk; (9)ÇÄÅ �;�1; : : : ;�k |ÆÉÎÉÔÎÙÅ ÆÏÒÍÙ, É �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ �ÒÉ Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÉ ÏÄ-ÎÏÇÏ ÉÚ ÉÎÄÅËÓÏ× (ÄÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ | �ÅÒ×ÏÇÏ) ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Õ ÜÔÏ Ó×ÏÊ-ÓÔ×Ï ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÕÍÎÏÖÉÍ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (9)ÎÁ dP2 : : : dPk É �ÒÏÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍ ÅÇÏ. �ÁË ËÁË d(dPi) = d(d�) = 0, ÔÏÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ:d[dP2 : : : dPk(!�1:::�k � e!�1:::�k )℄ == dP1dP2 : : : dPk � (!�1+1;�2;::: ;�k � e!�1+1;�2;:::;�k ) == (�1)kdP1 : : : dPkd�1:ïÔÓÀÄÁdP1dP2 : : : dPk � (!�1+1;�2;:::;�k � e!�1+1;�2;:::;�k � (�1)kd�1) = 0É �Ï ÌÅÍÍÅ!�1+1;�2;:::;�k � e!�1+1;�2;:::;�k = (�1)kd�1 + 1dP1 + : : : + kdPk;�ÒÉÞÅÍ, × ÓÉÌÕ ÆÉÎÉÔÎÏÓÔÉ ÆÏÒÍ !�1+1;�2;:::;�k É e!�1+1;�2;:::;�k , É ÆÏÒ-ÍÙ �1, ÆÏÒÍÙ 1; : : : ;k ÔÁËÖÅ ÆÉÎÉÔÎÙ. üÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (9), Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÅ, �Ï ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ,ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÉÎÄÅËÓÏ× �1; : : : ;�k ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ S. îÁ ÜÔÏÊ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ dP1 = : : : = dPk = 0, Á ÆÏÒÍÁ d� ÒÁ×ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÏÒ-ÍÅ d�� (×ÎÅÛÎÅÍÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÕ ÆÉÎÉÔÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ��, �ÏÌÕÞÅÎÎÏÊÉÚ ÆÏÒÍÙ � �ÒÏÅËÔÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ S). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ S !�1;:::;�k � e!�1;:::;�k = d��;ÇÄÅ d�� | ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌ ÆÉÎÉÔÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ��.ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ �mÆ(P1;::: ;Pk)�P�11 :::�P�kk ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ: ��mÆ(P1; : : : ;Pk)�P�11 : : :�P�kk ;'� = (�1)mZS !�1;:::;�k('): (10)



9℄ x 1. ïâïâýåîîùå æõîëãéé îá çìáäëïê ðï÷åòèîïó�é 271éÚ ÆÏÒÍÕÌ ÔÉ�Á (7) ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ, ÄÁÎÎÙÍ × ÎÁÞÁÌÅ ÜÔÏÇÏ �ÁÒÁÇÒÁÆÁ. üÔÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÆÏÒÍÙ !�1;:::;�k . äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,ÅÓÌÉ !�1;:::;�k É e!�1;::: ;�k | Ä×Å ÆÏÒÍÙ, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÉÚ !00:::0 �ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑÍÉ, ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑÍÉ É ÄÅÌÅÎÉÑÍÉ, ÔÏ,�Ï ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ,ZS !�1;:::;�k (') � ZS e!�1;::: ;�k(') = ZS d��:ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ óÔÏËÓÁ ZS d�� = Z� ��;ÇÄÅ � | ÇÒÁÎÉ�Á �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ S. îÏ, × ÓÉÌÕ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÊ, ÓÄÅÌÁÎÎÙÈÏ ÆÕÎË�ÉÑÈ Pi(x1; : : : ;xn) (i=1; : : : ;k) �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ S ÉÌÉ ÚÁÍËÎÕÔÁ, ÉÌÉÕÈÏÄÉÔ × ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ. ÷ ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌ R� �� = 0, ÔÁË ËÁËÆÏÒÍÁ �� ÆÉÎÉÔÎÁ, É ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,ZS !�1:::�k = ZS e!�1:::�k :�ÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ �mÆ(P1;::: ;Pk)�P�11 :::�P�kk Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÆÕÎË�ÉÑÍÉP1; : : : ;Pk ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ P1 = 0; : : : ;Pn = 0 ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.äÌÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ Æ(P1; : : : ;Pk) É �mÆ(P1;::: ;Pk)�P�11 :::�P�kk ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ:1. ïÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ Æ(P1; : : : ;Pk) É �mÆ(P1;:::;Pk)�P�11 :::�P�kk ÍÏÖÎÏ ÄÉÆÆÅ-ÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÔØ ËÁË ÓÌÏÖÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ:��xj Æ(P1; : : : ;Pk) = kXi=1 �Æ(P1; : : : ;Pk)�Pi �Pi�xj :úÄÅÓØ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ �Ï ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ xj Ï�ÒÅÄÅÌÑ-ÀÔÓÑ, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, Á ÉÍÅÎÎÏ:� ��xj Æ(P1; : : : ;Pk);'� = ��Æ(P1; : : : ;Pk); �'�xj� :



272 çì. III. óðåãéáìøîùå �éðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [92. äÌÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ Æ(P1; : : : ;Pk) É ÉÈ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÉÍÅÀÔÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á: PiÆ(P1; : : : ;Pk) = 0;PiPjÆ(P1; : : : ;Pk) = 0;: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :P1P2 : : :PkÆ(P1; : : : ;Pk) = 0:Á ÔÁËÖÅ ×ÓÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á, �ÏÌÕÞÁÅÍÙÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎ-�ÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ �Ï P1; : : : ;Pk . îÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÑ�ÅÒ×ÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï �Ï Pi, �ÏÌÕÞÁÅÍ:Æ(P1; : : : ;Pk) + PiÆ0Pi(P1; : : : ;Pk) = 0;: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :mÆ(m�1)Pi:::Pi (P1; : : : ;Pk) + PiÆ(m)Pi:::Pi(P1; : : : ;Pk) = 0;: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÔØ ÍÏÖÎÏ �Ï ÌÀÂÏÍÕ ÎÁÂÏÒÕ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ: ÎÁ�ÒÉÍÅÒ,ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÑ ×ÔÏÒÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï �Ï Pi, É Pj , �ÏÌÕÞÁÅÍ:Æ(P1; : : : ;Pk) + PiÆ0Pi(P1; : : : ;Pk) + PjÆ0Pj (P1; : : : ;Pk) ++ PiPjÆ00PiPj (P1; : : : ;Pk) = 0:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÜÔÉÈ ÆÁËÔÏ× �ÒÏ×ÏÄÑÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÔÏÍÕ, ËÁË ÜÔÏ×ÙÛÅ ÄÅÌÁÌÏÓØ ÄÌÑ Æ(P ), É ÍÙ ÉÈ Ï�ÕÓËÁÅÍ.÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ, ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÉÔØ m-ËÒÁÔÎÙÊ ÓÌÏÊ ËÁË ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ ×ÉÄÁZ Xj�j=m��(x)Æ(�)(P1; : : : ;Pk)'(x)dx;ÇÄÅ � = (�1; : : : ;�k); j�j = �1 + : : : + �k;Æ(�)(P1; : : : ;Pk) = �j�jÆ(P1; : : : ;Pk)�P�11 : : :�P�kk :÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �ÒÏÓÔÏÊ ÓÌÏÊ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÆÏÒÍÕÌÅ(�Æ(P1; : : : ;Pk);') = Z �(x)Æ(P1; : : : ;Pk)'(x)dx = ZS !00:::0(�'):



1℄ x 2. æõîëãéé, ó÷ñúáîîùå ó ë÷áäòá�éþîïê æïòíïê 273óÎÏ×Á ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ f ×ÉÄÁ(f;') = ZS Xaj(x)Dj'(x)d�  Dj = �jjj�xj11 : : :�xjnn ! ;ÇÄÅ d� | ÜÌÅÍÅÎÔ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ S, �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÎÅËÏÔÏÒÙÈÓÌÏÅ× ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÏÒÑÄËÏ×.x 2. ïÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊÆÏÒÍÏÊ÷ ÜÔÏÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ ÂÕÄÕÔ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÙ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË-�ÉÉ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÎÅÄÅÆÉÎÉÔÎÏÊ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ.÷ ��. 1 É 2 ÓÔÒÏÉÔÓÑ ËÏÎËÒÅÔÎÁÑ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ×ÂÅÚ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ �ÒÅÄÅÌØÎÙÈ �ÅÒÅÈÏÄÏ× ÉÚ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ.÷ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ �ÕÎËÔÁÈ ÜÔÏÇÏ �ÁÒÁÇÒÁÆÁ ÛÉÒÏËÏ �ÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ÍÅÔÏÄ,ÏÓÎÏ×ÁÎÎÙÊ ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ × ËÏÍ�ÌÅËÓÎÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ.âÏÌÅÅ �ÒÏÓÔÙÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÊ ÍÅÔÏÄ, É �ÒÉ �ÅÒ×ÏÍ ÚÎÁ-ËÏÍÓÔ×Å ÍÙ ÒÅËÏÍÅÎÄÕÅÍ ÎÁÞÁÔØ ÞÔÅÎÉÅ �ÒÑÍÏ Ó �. 3, �ÒÏÓÍÏÔÒÅ×�ÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÏ ��. 1{2, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÒÑÄ �ÏÌÅÚÎÙÈ Ó×ÅÄÅÎÉÊ ÏÄÅÌØÔÁ-ÆÕÎË�ÉÑÈ ÏÔ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ.1. ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÊ Æ(k)1 (P ) É Æ(k)2 (P ). ÷ x 1 ÂÙÌÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ Æk(P ) ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÔÁËÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ-�ÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ P (x1; : : : ;xn), ÞÔÏ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ P (x1; : : : ;xn) = 0 ÎÅÉÍÅÅÔ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË. åÓÌÉ ÔÅ�ÅÒØP (x1; : : : ;xn) = x21 + : : : + x2p � x2p+1 � : : : � x2p+q (1)(p+ q = n), ÔÏ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ P (x1; : : : ;xn) = 0 �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ËÏÎÕÓÓ ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÏÊ (×ÅÒÛÉÎÏÊ) × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÆÕÎË�ÉÀ Æ(k)(P ) ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÏÂÒÁÚÏÍ. �ÁË ËÁË ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ ËÏÎÕÓÁ P = 0 ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ× ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÔÏ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÊ ', ÒÁ×ÎÙÈ ÎÕÌÀ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, (Æ(k)(P );') ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÂÙÌÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ × x 1:(Æ(k)(P );') = Z Æ(k)(P )'dx = (�1)k ZP=0 !k('): (2)åÓÌÉ ÖÅ '|�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑÆÉÎÉÔÎÁÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁÑÆÕÎË�ÉÑ, ÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ (2) ÍÏÖÅÔ ÒÁÓÈÏÄÉÔØÓÑ. �ÏÇÄÁ ÍÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ�Æ(k)(P );'� ËÁË ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÏ×ÁÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ (2).



274 çì. III. óðåãéáìøîùå �éðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [1üÔÏÔ �ÌÁÎ ÚÄÅÓØ É ÂÕÄÅÔ �ÒÏ×ÏÄÉÔØÓÑ; ÏÄÎÁËÏ ÍÙ �ÒÏ×ÅÄÅÍ ÅÇÏÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ, ÎÅ Ï�ÉÒÁÑÓØ ÎÁ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅÓÑ × x 1 Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ RP=0 !k(').éÔÁË, �ÕÓÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ ÆÕÎË�ÉÑ '(x) ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ðÏÓÌÅ ÕÄÁÌÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ �Ï-×ÅÒÈÎÏÓÔØ P = 0 ÕÖÅ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, × ÌÀÂÏÊÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ P = 0ÍÏÖÎÏ ××ÅÓÔÉ ÎÏ×ÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ u1=P;u2; : : : ;un Ó ÑËÏÂÉÁÎÏÍD�xu�>0.�ÏÇÄÁ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÆÕÎË�ÉÉ Æ(k)(P ), ÄÁÎÎÏÍÕ × x 1, ÉÍÅÅÍ:(Æ(k)(P );') = (�1)k Z �k�uk1 �'D�xu�� ����u1=0 du2 : : : dun; (3)ÇÄÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ P =0. üÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ u1; : : : ;un.÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ËÁË ÂÙÌÏ �ÏËÁÚÁÎÏ × x 1, ÎÁ�ÉÓÁÎÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ (Æ(k)(P );')ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó (�1)k RP=0 !k('), Á �ÏÔÏÍÕ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.îÁ�ÉÛÅÍ Ñ×ÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ (Æ(k)(P );'), ×ÙÂÒÁ× ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙu1; : : : ;un Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.âÕÄÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ p> 1 É q > 1; ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ p ÉÌÉ q ÒÁ×ÎÏ 1,ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÓÏÂÏ × ËÏÎ�Å ÜÔÏÇÏ �ÕÎËÔÁ.÷×ÅÄÅÍ ÂÉ�ÏÌÑÒÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ, �ÏÌÏÖÉ×x1 = r!1; : : : ; xp = r!p; xp+1 = s!p+1; : : : ; xp+q = s!p+q ; (4)ÇÄÅ r = qx21 + : : : + x2p; s = qx2p+1 + : : : + x2p+q : (5)üÌÅÍÅÎÔ ÏÂßÅÍÁ × ÜÔÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊdx = rp�1sq�1drdsd
(p)d
(q); (6)ÇÄÅ d
(p)(d
(q)) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÓÆÅÒÙ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏÒÁÄÉÕÓÁ × p-ÍÅÒÎÏÍ (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ q-ÍÅÒÎÏÍ) �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å. ðÒÉ ÜÔÏÍÍÙ ÉÍÅÅÍ: P = r2 � s2:ðÒÉÍÅÍ ÔÅ�ÅÒØ ÚÁ ÎÏ×ÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å �ÅÒÅ-ÍÅÎÎÙÅ P;r É ÂÉ�ÏÌÑÒÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ !i. ÷ÙÒÁÖÅÎÉÅ (6) ÄÌÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÏÂßÅÍÁ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ × ÜÔÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ×ÉÄdx = 12(r2 � P ) q�22 rp�1dPdrd
(p)d
(q):



1℄ x 2. æõîëãéé, ó÷ñúáîîùå ó ë÷áäòá�éþîïê æïòíïê 275óÏÇÌÁÓÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ (3) ÉÍÅÅÍ:(Æ(k)(P );') = (�1)k Z �k�P k �12'(r2 � P ) q�22 � ����P=0 rp�1drd
(p)d
(q):(7)ðÅÒÅÈÏÄÑ ÏÔ P Ë �ÅÒÅÍÅÎÎÏÍÕ s = pr2 � P É ÚÁÍÅÞÁÑ, ÞÔÏ ��P = � �2s�s ,�ÏÌÕÞÁÅÍ:(Æ(k)(P );') = Z � �2s�s�k hsq�2'2 i ����s=r rp�1drd
(p)d
(q): (8)åÓÌÉ ÔÅ�ÅÒØ �ÏÌÏÖÉÔØ (r;s) = Z 'd
(p)d
(q); (9)ÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ (8) �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄ(Æ(k)(P );') = 1Z0 � �2s�s�k �sq�2 (r;s)2 � ����s=r rp�1dr: (10)ðÒÉ ×ÙÂÏÒÅ ÎÏ×ÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ×ÍÅÓÔÏ ËÏÏÒ-ÄÉÎÁÔÙ r ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ×ÚÑÔØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ s. �ÏÇÄÁ ÍÙ �ÒÉÛÌÉ ÂÙ ËÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÍÕ ×ÙÒÁÖÅÎÉÀ(Æ(k)(P );') = (�1)k 1Z0 � �2r�r�k �rp�2 (r;s)2 � ����r=s sq�1ds: (100)ðÒÉ ÓÄÅÌÁÎÎÏÍ Ó ÓÁÍÏÇÏ ÎÁÞÁÌÁ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÉ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ ÒÁ×ÎÁÎÕÌÀ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ (10)É (100) ÓÈÏÄÑÔÓÑ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ k. ïÄÎÁËÏ, ÅÓÌÉ (p � 1) + (q � 2) > 2k,Ô.Å. k < p+q�22 , ÔÏ ÜÔÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÓÈÏÄÑÔÓÑ É ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÉÎÉÔÎÏÊÆÕÎË�ÉÉ '(x). ðÏÜÔÏÍÕ �ÒÉ k < p+q�22 ÌÀÂÕÀ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌ (10) É (100)ÍÏÖÎÏ �ÒÉÎÑÔØ ÚÁ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ Æ(k)(P ). åÓÌÉ ÖÅ k > p+q�22 ,ÔÏ ÍÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ �Æ(k)1 (P );'� É �Æ(k)2 (P );'� ËÁË ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÏ×ÁÎÎÙÅÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× (10) É (100) × ÓÍÙÓÌÅ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÎÉÖÅÂÕÄÅÔ ÕÔÏÞÎÅÎ.



276 çì. III. óðåãéáìøîùå �éðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [1�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÉ p>1, q>1 ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ Æ(k)1 (P ) É Æ(k)2 (P )ÍÙ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍ �Ï ÆÏÒÍÕÌÁÍ(Æ(k)1 (P );') = 1Z0 � �2s�s�k �sq�2 (r;s)2 � ����s=r rp�1dr: (11)(Æ(k)2 (P );') = (�1)k 1Z0 � �2r�r�k �rp�2 (r;s)2 � ����r=s sq�1ds; (110)ÇÄÅ  (r;s) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÆÕÎË�ÉÉ ' �Ï �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉx21+: : :+x2p=r2, x2p+1+: : :+x2p+q=s2, ÄÅÌÅÎÎÙÊ ÎÁ rp�1sq�1. îÁ�ÉÓÁÎÎÙÅÚÄÅÓØ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÓÈÏÄÑÔÓÑ É ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ �ÒÉk < p + q � 22 :åÓÌÉ ÖÅ k > p + q � 22 ;ÔÏ ÜÔÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÓÌÅÄÕÅÔ �ÏÎÉÍÁÔØ × ÓÍÙÓÌÅ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÏ×ÁÎÎÙÈÚÎÁÞÅÎÉÊ. õËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÏÎÉÍÁÔØ �ÏÄ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÏ×ÁÎÎÙÍÉÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× (11) É (110). úÁÍÅÔÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ ÆÕÎË-�ÉÑ  (r;s), Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (9), Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÉÎÉÔÎÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÏÔ r2 É s2. äÅÌÁÑ ÔÅ�ÅÒØ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ×ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ (11) ÚÁÍÅÎÕ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ r2 = u, s2 = � É �ÏÌÁÇÁÑ (r;s) =  1(u;�);ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ:(Æ(k)1 (P );') = 14 1Z0 �k��k �� q�22  1(u;�)� �����=u u p�22 du:÷ ÓÉÌÕ ÓÄÅÌÁÎÎÏÇÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ  1(u;�) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÉÎÉÔÎÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÏÔ u É �. îÏ ÔÏÇÄÁ�k��k �� q�22  1(u;�)� �����=u= u q�22 �k	(u);



1℄ x 2. æõîëãéé, ó÷ñúáîîùå ó ë÷áäòá�éþîïê æïòíïê 277ÇÄÅ ÓÎÏ×Á 	(u) | ÆÉÎÉÔÎÁÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, (Æ(k)1 (P );') = 14 1Z0 u p+q2 �2�k	(u)du: (12)òÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÑ ÔÁËÉÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÁÓØ × x 3 ÇÌ. I. ðÒÁ×ÁÑÞÁÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ (12) ÅÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ 14 (u�+;	(u)) �ÒÉ � = p+q2 � 2 � k,ÇÄÅ u�+ | ÆÕÎË�ÉÑ, ÒÁ×ÎÁÑ u� �ÒÉ u > 0 É 0 �ÒÉ u 6 0. òÅÇÕÌÑÒÉ-ÚÁ�ÉÅÊ ÜÔÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÓÌÕÖÉÔ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ u�+, ËÏÔÏÒÁÑ �ÒÉ� 6= �1;�2; : : : �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÍ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ u�+ ÉÚ ÏÂÌÁÓÔÉRe � > �1. ðÒÉ � = �1;�2; : : : ÜÔÁ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑÉÍÅÅÔ �ÒÏÓÔÙÅ �ÏÌÀÓÙ; ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ u�n+ (n = 1;2; : : :) ÍÙÏ�ÒÅÄÅÌÉÌÉ ËÁË Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ìÏÒÁÎÁ ÆÕÎË�ÉÉ u�+ ×ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ � = �n.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ n = p + q �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á |ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ (12) Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁËÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉf(�) = 14 1Z0 u�	(u)du× ÔÏÞËÕ � = p+q2 � 2 � k (�Ï ÆÏÒÍÕÌÁÍ, ÕËÁÚÁÎÎÙÍ × x 3 ÇÌ. I),Á ÅÓÌÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ n �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÞÅÔÎÁ, ÔÏ | ËÁË Ó×ÏÂÏÄÎÙÊÞÌÅÎ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ f(�) × ÒÑÄ ìÏÒÁÎÁ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ� = p+q2 � 2 � k.áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ (110).ïÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ Æ(k)1 (P ) É Æ(k)2 (P ) ÍÏÇÕÔ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, É ÎÅÓÏ×�ÁÄÁÔØ. ÷ �. 3 ÂÕÄÅÔ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÞÅÔÎÏÍÅÒÎÏÇÏ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÜÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ ×ÓÅÇÄÁ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ, Á × ÓÌÕÞÁÅ ÞÅÔÎÏÍÅÒÎÏÇÏ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n �ÒÉ k > n2 � 1 ÒÁÚÎÏÓÔØ Æ(k)1 (P ) � Æk2 (P )ÅÓÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÁÑ × ×ÅÒÛÉÎÅ ËÏÎÕÓÁ P = 0.ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, × �. 3 ÂÕÄÅÔ ÄÁÎÏ ÉÎÏÅ, ÂÏÌÅÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÙÈ ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ËÏÎÕÓÁ P = 0.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÊ Æ(k)1 (P ) É Æ(k)2 (P ) ×ÙÔÅËÁÅÔÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ:Æ(k)2 (P ) = (�1)kÆ(k)1 (P ):äÏ ÓÉÈ �ÏÒ ÍÙ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÌÉ, ÞÔÏ p > 1 É q > 1. óÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ pÉÌÉ q ÒÁ×ÎÏ 1, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÓÏÂÙÍ, �ÏÓËÏÌØËÕ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÅÒÑÅÔ ÓÍÙÓÌ



278 çì. III. óðåãéáìøîùå �éðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [1�ÅÒÅÈÏÄ Ë ÂÉ�ÏÌÑÒÎÙÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ. ðÒÉ×ÅÄÅÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÊÆ(k)1 (P ) É Æ(k)2 (P ) ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ.ðÕÓÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ p = q = 1, Ô.Å. P = x2 � y2. ÷ÙÂÉÒÁÑ ÔÏÇÄÁ × ËÁÞÅÓÔ×ÅÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ P É x, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ �Ï ÁÎÁÌÏÇÉÉ ÓÆÏÒÍÕÌÏÊ (10) ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ Æ(k)1 (x2 � y2):(Æ(k)1 (x2 � y2);') = +1Z�1 � �2y�y�k �'(x;y)2y �dx;ÇÄÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ ×ÅÄÅÔÓÑ �Ï �ÁÒÅ �ÒÑÍÙÈ x2�y2=0. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,(Æ(k)1 (x2 � y2);') == +1Z�1 � �2y�y�k �'(x;y)2y � ����y=x dx + +1Z�1 � �2y�y�k �'(x;y)2y � ����y=�x dx:éÎÔÅÇÒÁÌÙ �ÏÎÉÍÁÀÔÓÑ ÚÄÅÓØ × ÓÍÙÓÌÅ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÏ×ÁÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ(ÚÄÅÓØ ÓÎÏ×Á ÎÅÔÒÕÄÎÏ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍÉ x 3 ÇÌ. I).÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÉÍÅÅÍ:(Æ1(x2 � y2);') = +1Z�1 "'(x;y)2y ����y=x +'(x;y)2y ����y=�x#dx;Ô.Å. Æ1(x2 � y2) = 12y Æ(x � y) + 12y Æ(x + y): (13)áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ p=1, ÎÏ q=n�1> 1, ÔÏ ÆÕÎË�ÉÉ Æ(k)1 (P ) É Æ(k)2 (P )Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ �Ï ÆÏÒÍÕÌÁÍ(Æk1 (P );') = +1Z�1 � �2s�s�k �sn�3 (x1;s)2 � ����s=jx1j dx1; (14)(Æk2 (P );') = (�1)k 1Z0 � �2x1�x1�k� (x1;s)2x1 � ����x1=s sn�2ds ++ (�1)k 1Z0 � �2x1�x1�k� (x1;s)2x1 � ����x1=�s sn�2ds; (140)



2℄ x 2. æõîëãéé, ó÷ñúáîîùå ó ë÷áäòá�éþîïê æïòíïê 279ÇÄÅ  (x1;s) ÅÓÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÆÕÎË�ÉÉ ' �Ï �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ x1 = onst,x22 + : : : + x2n = s2, ÄÅÌÅÎÎÙÊ ÎÁ sq�1.åÓÌÉ ÖÅ q = 1, ÎÏ p = n � 1 > 1, ÔÏ ÆÕÎË�ÉÉ Æ(k)1 (P ) É Æ(k)2 (P )Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ �Ï ÆÏÒÍÕÌÁÍ(Æ(k)2 (P );') = (�1)k +1Z�1 � �2r�r�k �rn�3 (r;xn)2 � ����r=jxnj dxn; (15)(Æk1 (P );') = 1Z0 � �2xn�xn�k� (r;xn)2xn � ����xn=r rn�2dr ++ 1Z0 � �2xn�xn�k� (r;xn)2xn � ����xn=�r rn�2dr; (150)ÇÄÅ  (r;xn) ÅÓÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÆÕÎË�ÉÉ ' �Ï �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ x21+: : :+x2n�1= r2,xn = onst, ÄÅÌÅÎÎÙÊ ÎÁ rp�1. ÷ÓÅ ÎÁ�ÉÓÁÎÎÙÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÓÌÅÄÕÅÔ�ÏÎÉÍÁÔØ × ÓÍÙÓÌÅ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÏ×ÁÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ1).2. ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ P �+. ðÕÓÔØ ÓÎÏ×ÁP (x) = x21 + : : : + x2p � x2p+1 � : : : � x2p+q (1)(p+ q = n). ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ P �+, ÇÄÅ � | ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅÞÉÓÌÏ, �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ (P �+;') = ZP>0 P �(x)'(x)dx; (2)ÇÄÅ x=(x1; : : : ;xn) É dx= dx1 : : :dxn. ðÒÉ Re �> 0 ÉÎÔÅÇÒÁÌ (2) ÓÈÏÄÉÔÓÑÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ÏÔ �. ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÁÎÁÌÉ-ÔÉÞÅÓËÉ ÜÔÕ ÆÕÎË�ÉÀ ÎÁ ÏÂÌÁÓÔØ Re � 6 0, ÍÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ(P �+;') ÄÌÑ ÄÒÕÇÉÈ �.1)ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ p = 1 ÉÌÉ q = 1, ÍÏÖÎÏ ÉÎÏÇÄÁ ÎÅ ÕÓÒÅÄÎÑÔØÆÕÎË�ÉÉ ' �Ï ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÍ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÑÍ. æÏÒÍÕÌÙ (140) É (150) ÍÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ�ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ×ÉÄÅ: ÅÓÌÉ p = 1, ÔÏ(Æ(k)2 (P );') = (�1)k Z � �2x1�x1�k� '2x1�dx2 : : :dxn;ÇÄÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ ×ÅÄÅÔÓÑ �Ï �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ËÏÎÕÓÁ P = 0; ÅÓÌÉ ÖÅ q = 1, ÔÏ(Æ(k)1 (P );') = Z � �2xn�xn�k� '2xn�dx1 : : :dxn�1;ÇÄÅ ÓÎÏ×Á ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ ×ÅÄÅÔÓÑ �Ï �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ËÏÎÕÓÁ P = 0.



280 çì. III. óðåãéáìøîùå �éðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [2âÕÄÅÍ ÉÓËÁÔØ �ÏÌÀÓÙ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ (P �+;'). äÌÑ ÜÔÏÇÏ �ÅÒÅÊÄÅÍ ×ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ (2) Ë ÂÉ�ÏÌÑÒÎÙÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍx1 = r!1; : : : ; xp = r!p; xp+1 = s!p+1; : : : ; xp+q = s!p+q ; (3)ÇÄÅ r = qx21 + : : : + x2p; s = qx2p+1 + : : : + x2p+q1): (4)�ÏÇÄÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌ (2) �ÅÒÅ�ÉÛÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ(P �+;') = ZP>0 (r2 � s2)�'rp�1sq�1drdsd
(p)d
(q); (5)ÇÄÅ d
(p)(d
(q)) | ÜÌÅÍÅÎÔ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÓÆÅÒÙ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ ×p-ÍÅÒÎÏÍ (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, q-ÍÅÒÎÏÍ) �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å. ðÏÌÁÇÁÑ ÔÅ�ÅÒØ,ËÁË É × �. 1,  (r;s) = Z 'd
(p)d
(q); (6)�ÏÌÕÞÉÍ: (P �+;') = 1Z0 rZ0 (r2 � s2)� (r;s)rp�1sq�1dsdr: (7)ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ '(x) ÆÉÎÉÔÎÁ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅ-ÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ, ÆÕÎË�ÉÑ  (r;s), Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ (6), ÆÉÎÉÔÎÁ ÉÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ �Ï r2 É s2. óÄÅÌÁ× × ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ (7) ÚÁÍÅÎÕ�ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ u = r2, � = s2 É �ÏÌÏÖÉ× (r;s) =  1(u;�); (8)�ÏÌÕÞÉÍ: (P �+;') = 14 1Z0 uZ0 (u � �)� 1(u;�)u p�22 � q�22 d�du: (9)1)äÌÑ �ÒÏÓÔÏÔÙ ÍÙ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ ×ÓÀÄÕ ÄÁÌØÛÅ, ÞÔÏ p > 1 É q > 1. ïÄÎÁËÏ ×ÓÅ�ÏÌÕÞÁÅÍÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÏÓÔÁÀÔÓÑ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÙÍÉ É × Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁp = 1 ÉÌÉ q = 1.



2℄ x 2. æõîëãéé, ó÷ñúáîîùå ó ë÷áäòá�éþîïê æïòíïê 281îÁËÏÎÅ�, ÚÁÍÅÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ � = ut ÍÙ �ÒÉ×ÅÄÅÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌ (9) Ë ×ÉÄÕ(P �+;') = 14 1Z0 u�+ p+q2 �1du 1Z0 (1 � t)�t q�22  1(u;tu)dt: (10)éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (10) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ (P �+;') ÉÍÅÅÔ Ä×Å ÓÅÒÉÉ�ÏÌÀÓÏ×. ðÅÒ×ÁÑ ÓÅÒÉÑ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ �ÏÌÀÓÏ× ÆÕÎË�ÉÉ�(�;u) = 14 1Z0 (1 � t)�t q�22  1(u;tu)dt: (11)ðÏÄÏÂÎÏ ÆÕÎË�ÉÉ (x�+;'), ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÊ × x 3 ÇÌ. I, ÜÔÁ ÆÕÎË�ÉÑÒÅÇÕÌÑÒÎÁ �ÒÉ ×ÓÅÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ �, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÔÏÞÅË� = �1;�2; : : : ;�k; : : : ;× ËÏÔÏÒÙÈ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ �ÒÏÓÔÙÅ �ÏÌÀÓÙ. ðÒÉ ÜÔÏÍ×ÙÞ:�=�k�(�;u) = (�1)k�14(k � 1)! �k�1�tk�1 ht q�22  1(u;tu)i ����t=1 : (12)óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ×ÙÞ:�=�k�(�;u) | �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ,ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÙÊ ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ËÏÎÕÓÁ P = 0.ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ �(�;u) | ÒÅÇÕÌÑÒÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ(P �+;') = 1Z0 u�+ p+q2 �1�(�;u)du (13)ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÅÝÅ �ÏÌÀÓÙ × ÔÏÞËÁÈ� = �n2 ;�n2 � 1; : : : ;�n2 � k; : : : ;ÇÄÅ n = p + q | ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. ðÒÉ ÜÔÏÍ×ÙÞ:�=�n2�k(P �+;') = 1k! �k�uk���n2 � k;u� ����u=0 : (14)�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÙÞ:�=�n2�k(P �+;') ÅÓÔØ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÙÊ× ×ÅÒÛÉÎÅ ËÏÎÕÓÁ.



282 çì. III. óðåãéáìøîùå �éðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [2éÔÁË, ÉÍÅÅÔÓÑ Ä×Å ÓÅÒÉÉ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ (P �+;'):� = �1;�2; : : : ;�k; : : : (15)É � = �n2 ;�n2 � 1; : : : ;�n2 � k; : : : ; (150)×ÙÞ:(P �+;') × ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÅ � ÅÓÔØ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÙÊ ÎÁ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ËÏÎÕÓÁ P = 0, ÅÓÌÉ � �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ �ÅÒ×ÏÊ ÓÅÒÉÉ, É ××ÅÒÛÉÎÅ ËÏÎÕÓÁ P = 0, ÅÓÌÉ � �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ×ÔÏÒÏÊ ÓÅÒÉÉ ÏÓÏÂÙÈÔÏÞÅË. ÷ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ � �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÏÂÅÉÍ ÓÅÒÉÑÍ,ËÁÒÔÉÎÁ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÍÏÖÅÔ ÕÓÌÏÖÎÉÔØÓÑ. òÁÚÂÅÒÅÍ ÔÅ�ÅÒØ �ÏÄÒÏÂÎÏ×ÓÅ ÓÌÕÞÁÉ × ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ.óÌÕÞÁÊ 1. ïÓÏÂÁÑ ÔÏÞËÁ � = �k �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ �ÅÒ×ÏÊ ÓÅÒÉÉ ÏÓÏÂÙÈÔÏÞÅË, ÎÏ ÎÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ×ÔÏÒÏÊ ÓÅÒÉÉ. üÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ×ÓÅÇÄÁ,ËÏÇÄÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á n = p + q | ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, Á ÔÁËÖÅ× ÓÌÕÞÁÅ ÞÅÔÎÏÍÅÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÅÓÌÉ � > �n2 .ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ (11) × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ � = �k × ×ÉÄÅ�(�;u) = �0(u)� + k + �1(�;u); (16)ÇÄÅ �0(u) = ×ÙÞ:�=�k�(�;k), Á ÆÕÎË�ÉÑ �1(�;u) ÒÅÇÕÌÑÒÎÁ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉÔÏÞËÉ �=�k. ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÜÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ × ÆÏÒÍÕÌÕ (13), ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ:(P �+;') = 1� + k 1Z0 u�+ p+q2 �1�0(u)du + 1Z0 u�+ p+q2 �1�1(�;u)du: (17)ðÒÉ ÓÄÅÌÁÎÎÏÍ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ � ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ × ÆÏÒÍÕ-ÌÅ (17) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ �=�k.óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÆÕÎË�ÉÑ (P �+;') ÉÍÅÅÔ × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ �ÏÌÀÓ �ÅÒ×ÏÇÏ�ÏÒÑÄËÁ, �ÒÉÞÅÍ ×ÙÞ:�=�k(P �+;') = 1Z0 u�k+ p+q2 �1�0(u)du;ÇÄÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌ �ÒÉ k> p+q2 ÓÌÅÄÕÅÔ �ÏÎÉÍÁÔØ × ÓÍÙÓÌÅ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÏ×ÁÎÎÏÇÏÚÎÁÞÅÎÉÑ. ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÓÀÄÁ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ (12) ÄÌÑ �0(u)= ×ÙÞ:�=�k�(�;u), ÍÙ�ÏÌÕÞÁÅÍ:×ÙÞ:�=�k(P �+;') = (�1)k�14(k � 1)! 1Z0 �k�1�tk�1 ht q�22  1(u;tu)i ����t=1 u�k+ p+q2 �1du:(18)



2℄ x 2. æõîëãéé, ó÷ñúáîîùå ó ë÷áäòá�éþîïê æïòíïê 283éÔÁË, ×ÙÞ:�=�k P �+ ÅÓÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÁÑ ÎÁ ËÏÎÕ-ÓÅ P = 0.õÓÔÁÎÏ×ÉÍ Ó×ÑÚØ ÜÔÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ Ó Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ × �. 1 ÆÕÎË�É-ÅÊ Æ(k)1 (P ). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ �ÏÌÏÖÉÔØ tu = �, ÔÏ�k�1�tk�1 ht q�22  1(u;tu)i ����t=1= �k�1��k�1 h� q�22  1(u;�)i �����=u u� q2+k:óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÆÏÒÍÕÌÁ (18) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÅÒÅ�ÉÓÁÎÁ × ×ÉÄÅ×ÙÞ:�=�k(P �+;') = (�1)k�14(k � 1)! 1Z0 �k�1��k�1 h� q�22  1(u;�)i �����=u u p�22 du;ÇÄÅ �ÒÉ k > n2 ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÓÌÅÄÕÅÔ �ÏÎÉÍÁÔØ × ÓÍÙÓÌÅ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÏ×ÁÎÎÏÇÏÚÎÁÞÅÎÉÑ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÄÁÎÎÏÍÕ × �. 1,(Æ(k�1)1 (P );') = 14 1Z0 �k�1��k�1 h� q�22  1(u;�)i �����=u u p�22 du;ÇÄÅ ÓÎÏ×Á �ÒÉ k > n2 ÉÎÔÅÇÒÁÌ �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ × ÓÍÙÓÌÅ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÏ×ÁÎÎÏÇÏÚÎÁÞÅÎÉÑ. îÏ × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ n = p + q �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á |ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÑ ÎÁ�ÉÓÁÎÎÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑÍÅÔÏÄÏÍ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,×ÙÞ:�=�k(P �+;') = (�1)k�1(k � 1)! (Æ(k�1)1 (P );'):éÔÁË, × ÔÏÞËÅ �=�k (k=�1;�2; : : :) × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÉÍÅÅÔ ÎÅÞÅÔÎÕÀ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ n, Á ÔÁËÖÅ × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á n | ÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ É k < n2 , ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ P �+ÉÍÅÅÔ �ÒÏÓÔÏÊ �ÏÌÀÓ Ó ×ÙÞÅÔÏÍ×ÙÞ:�=�k P �+ = (�1)k�1(k � 1)! Æ(k�1)1 (P ): (19)ðÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÏÖÉÄÁÎÎÙÍ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÝÅ ×ÇÌ. I ÍÙ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÌÉ, ÞÔÏ×ÙÞ:�=�k x�+ = (�1)k�1(k � 1)! Æ(k�1)(x):



284 çì. III. óðåãéáìøîùå �éðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [2éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (19) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÞÅÔÎÏÍÅÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔ-ÒÁÎÓÔ×Á, Á ÔÁËÖÅ × ÓÌÕÞÁÅ ÞÅÔÎÏÍÅÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á �ÒÉ k < n2ÆÕÎË�ÉÑ Æ(k�1)1 (P ) �ÏÌÎÏÓÔØÀ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÚÁÄÁÎÉÅÍ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊÆÏÒÍÙ P .÷ �. 1 ÂÙÌÏ ÏÔÍÅÞÅÎÏ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ Æ(k)1 (P ) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÆÏÒÍÕÌÏÊ(Æ(k)1 (P );') = (�1)k ZP=0 !k(');�ÒÉÞÅÍ ÎÁ�ÉÓÁÎÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÓÈÏÄÉÔÓÑ �ÒÉ k < n�22 , Á �ÒÉ k > n�22 ÅÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ�ÏÎÉÍÁÔØ × ÓÍÙÓÌÅ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,×ÙÞ:�=�k(P�+;') = 1(k � 1)! ZP=0 !k('):÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÉÍÅÅÍ: ×ÙÞ:�=�1(P�+;') = Z '(x)d�jgrad P j ;ÇÄÅ d� | ÜÌÅÍÅÎÔ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ËÏÎÕÓÁ P = 0.óÌÕÞÁÊ 2. ïÓÏÂÁÑ ÔÏÞËÁ � �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ×ÔÏÒÏÊ ÓÅÒÉÉ ÏÓÏÂÙÈÔÏÞÅË, ÎÏ ÎÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ �ÅÒ×ÏÊ ÓÅÒÉÉ. üÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ, ËÏÇÄÁ� = �n2 � k (k = 0;1;2; : : :), �ÒÉÞÅÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á n |ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÆÕÎË�ÉÑ �(�;u) ÒÅÇÕÌÑÒÎÁ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ� = �n2 � k, Á �ÏÔÏÍÕ ÆÕÎË�ÉÑ (P �+;') = 1R0 u�+n2�1�(�;u)du ÉÍÅÅÔ ×ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ �ÒÏÓÔÏÊ �ÏÌÀÓ Ó ×ÙÞÅÔÏÍ×ÙÞ:�=�n2�k(P �+;') = ×ÙÞ:�=�n2�k 1Z0 u�+n2�1���n2 � k;u�du;ÏÔËÕÄÁ ×ÙÞ:�=�n2�k(P �+;') = 1k! �k���n2 � k;u��uk ����u=0 : (20)�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÙÞ:�=�n2�k(P �+;') ÅÓÔØ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÙÊ× ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.÷ÙÒÁÚÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÞÅÒÅÚ �ÒÏ-ÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ '(x) × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.ðÒÉ � = �n2 ÆÏÒÍÕÌÁ (20) ÄÁÅÔ×ÙÞ:�=�n2 (P �+;') = ���n2 ;0� :



2℄ x 2. æõîëãéé, ó÷ñúáîîùå ó ë÷áäòá�éþîïê æïòíïê 285éÓ�ÏÌØÚÕÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ (11) ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ �(�;u), �ÏÌÕÞÁÅÍ:×ÙÞ:�=�n2 (P �+;') = 14 1Z0 (1 � t)�n2 t q�22 dt 1(0;0):îÏ 1Z0 (1 � t)�n2 t q�22 dt = �� q2����n2 + 1����p2 + 1� :åÓÌÉ p | ÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ ���p2 + 1� = 1, Á �ÏÔÏÍÕ×ÙÞ:�=�n2 (P �+;') = 0: (21)ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ p ÎÅÞÅÔÎÏ, Á q ÞÅÔÎÏ. óÏÇÌÁÓÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑÍ (8) É (6)ÉÍÅÅÍ:  1(0;0) =  (0;0) = Z '(0)d
(p)d
(q);ÏÔËÕÄÁ  1(0;0) = 
p
q'(0);ÇÄÅ 
p É 
q ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ �ÌÏÝÁÄÉ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ ÅÄÉÎÉÞÎÙÈ ÓÆÅÒ ×�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,×ÙÞ:�=�n2 (P �+;') = �� q2���1 � n2 �4��1 � p2� 
p
q'(0);Ô.Å. ×ÙÞ:�=�n2 P �+ = �� q2���1 � n2 �4��1 � p2� 
p
qÆ(x): (22)ëÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, �ÌÏÝÁÄØ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ 
s ÓÆÅÒÙ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ ×s-ÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ
s = 2� s2�� s2� :



286 çì. III. óðåãéáìøîùå �éðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [2ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ × (22) ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÄÌÑ 
p É 
q , ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ �ÏÓÌÅ ÜÌÅÍÅÎ-ÔÁÒÎÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ×ÙÞ:�=�n2 P �+ = (�1) q2 � n2��n2 � Æ(x): (23)þÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ×ÙÞÅÔÙ ÆÕÎË�ÉÉ P �+ �ÒÉ � = �n2 � k, ÇÄÅ k = 1;2; : : : ;ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒL = P � ��x1 ; : : : ; ��xn� ;Ô.Å. L = �2�x21 + : : : + �2�x2p � �2�x2p+1 � : : : � �2�x2p+q : (24)ëÁË �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÊ �ÏÄÓÞÅÔ,LP �+1 = 2(� + 1)(2� + n)P �; (25)ÇÄÅ n = p + q.ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÉÎÉÔÎÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕ-ÅÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ '(x) Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÆÏÒÍÕÌÁZP>0 ['(LP �+1) � P �+1(L')℄dx = 01): (26)ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ × ÆÏÒÍÕÌÕ (26) ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ (25) ÄÌÑ LP �+1, �ÏÌÕÞÁÅÍ:ZP>0 P �'dx = 122(� + 1)�� + n2 � ZP>0 P �+1(L')dx;Ô.Å. (P �+;') = 122(� + 1)�� + n2 � (P �+1+ ;L'): (27)1)÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ Re � > 0, ÔÏ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ çÒÉÎÁ ÜÔÏÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌ Ó×ÏÄÉÔÓÑ ËÉÎÔÅÇÒÁÌÕ �Ï �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ P = 0. îÏ ÔÁË ËÁË ÎÁ ÜÔÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÑ P�+1É ÅÅ ÞÁÓÔÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ × ÎÕÌØ, ÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ. ÷ ÓÉÌÕÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÆÏÒÍÕÌÁ (26) ÏÓÔÁÅÔÓÑ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÊÉ �ÒÉ Re � < 0.



2℄ x 2. æõîëãéé, ó÷ñúáîîùå ó ë÷áäòá�éþîïê æïòíïê 287ðÒÉÍÅÎÉ× ÆÏÒÍÕÌÕ (27) k ÒÁÚ, ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ:(P �+;') = 122k(� + 1) : : : (� + k)�� + n2 � : : :�� + n2 + k � 1� (P �+k+ ;Lk'):(28)óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,×ÙÞ:�=�n2�k(P �+;') == 122k(� + 1) : : : (� + k)�� + n2 � : : :�� + n2 + k � 1� �����=�n2�k �� ×ÙÞ:�=�n2�k(P �+k;Lk'): (29)îÏ ×ÙÞ:�=�n2�k(P �+k;Lk') = ×ÙÞ:�=�n2 (P �;Lk'):ðÏÜÔÏÍÕ, ÅÓÌÉ p | ÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ ÜÔÏÔ ×ÙÞÅÔ ÓÏÇÌÁÓÎÏ (21) ÒÁ×ÅÎÎÕÌÀ. åÓÌÉ ÖÅ p | ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ (23), ÉÍÅÅÍ:×ÙÞ:�=�n2�k(P �+k;Lk') = (�1) q2 � n2��n2 � �Æ(x);Lk'� :ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÜÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ × ÆÏÒÍÕÌÕ (29) É ÕÞÉÔÙ×ÁÑ, ÞÔÏ�Æ(x);Lk'� = �LkÆ(x);'� ;ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ �ÏÓÌÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁ×ÙÞ:�=�n2�k(P �+;') = (�1) q2 � n222kk!��n2 + k� �LkÆ(x);'� :éÔÁË, ÅÓÌÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á | ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ× ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ p | ÎÅÞÅÔÎÏÅ, Á q | ÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑÆÕÎË�ÉÑ P �+ ÉÍÅÅÔ × ÔÏÞËÁÈ � = �n2 � k (k = 0;1; : : : ) �ÒÏÓÔÙÅ �ÏÌÀÓÙÓ ×ÙÞÅÔÁÍÉ×ÙÞ:�=�n2�kP �+ = (�1) q2 � n222kk!��n2 + k� ��  �2�x21 + : : : + �2�x2p � �2�x2p+1 � : : : � �2�x2n!k Æ(x): (30)



288 çì. III. óðåãéáìøîùå �éðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [2åÓÌÉ ÖÅ, ÎÁÏÂÏÒÏÔ, p| ÞÅÔÎÏÅ, Á q| ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ P �+× ÜÔÉÈ ÔÏÞËÁÈ ÒÅÇÕÌÑÒÎÁ.óÌÕÞÁÊ 3. �ÏÞËÁ � �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ Ä×ÕÍ ÓÅÒÉÑÍ ÏÓÏÂÙÈÔÏÞÅË. üÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ ÞÅÔÎÏÍÅÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÄÌÑ ×ÓÅÈ� = �n2 � k (k = 0;1; : : : ):ëÁË É × ÓÌÕÞÁÅ 1, ÍÙ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ Ó�ÅÒ×Á ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ (P �+;') ××ÉÄÅ(P �+;') = 1� + n2 + k 1Z0 u�+n2�1�0(u)du + 1Z0 u�+ p+q2 �1�1(�;u)du; (31)ÇÄÅ �0(u) = ×ÙÞ:�=�n2�k�(�;u), Á �1(�;u) ÅÓÔØ ÆÕÎË�ÉÑ, ÒÅÇÕÌÑÒÎÁÑ ×ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ � = �n2 � k. ÷ ÓÉÌÕ ÓÄÅÌÁÎÎÏÇÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÓÔÏÑÝÉÈ × ÆÏÒÍÕÌÅ (31) ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ × ÔÏÞËÅ� = �n2 � k �ÒÏÓÔÏÊ �ÏÌÀÓ.ðÏÜÔÏÍÕ ÆÕÎË�ÉÑ (P �+;') ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ × ÔÏÞËÅ � = �n2 � k �ÏÌÀÓËÒÁÔÎÏÓÔÉ 2.÷ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ �=�n2 �k ÆÕÎË�ÉÑ P �+ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÁ,ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × ÒÑÄ ìÏÒÁÎÁ:P �+ = (k)�2�� + n2 + k�2 + (k)�1� + n2 + k + : : :âÕÄÅÍ ÉÓËÁÔØ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ (k)�2 É (k)�1 ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ.ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, × ÓÉÌÕ (31),((k)�2 ;') = ×ÙÞ:�=�n2�k 1Z0 u�+n2�1�0(u)du = 1k!�(n)0 (0): (32)�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ (k)�2 ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÁ × ×ÅÒÛÉÎÅËÏÎÕÓÁ P = 0.÷ÙÒÁÚÉÍ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÆÕÎË�ÉÀ (k)�2 ÞÅÒÅÚ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÆÕÎË-�ÉÉ Æ(x). ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ �ÒÉ k = 0 ÆÏÒÍÕÌÁ (32) ÄÁÅÔ(0)�2 = �0(0):



2℄ x 2. æõîëãéé, ó÷ñúáîîùå ó ë÷áäòá�éþîïê æïòíïê 289ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ,�0(u) = 14 ×ÙÞ:�=�n2 1Z0 (1 � t)�t q�22  1(u;tu)dt:ïÔÓÀÄÁ �ÏÌÕÞÁÅÍ:�0(0) = 14 1(0;0) ×ÙÞ:�=�n2 1Z0 (1 � t)�t q�22 dt =  1(0;0) ×ÙÞ:�=�n2 �� q2��(� + 1)4��� + q2 + 1� :÷ ÓÉÌÕ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÇÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÄÌÑ ÇÁÍÍÁ-ÆÕÎË�ÉÉ�(1 � x)�(x) = �sin�xÉÍÅÅÍ: �� q2��(� + 1)��� + q2 + 1� = sin� �� q2 � ��sin�(��) �� q2����� � q2��(��) :�ÁË ËÁË, Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,lim�=�n2 � + n2sin(���) = (�1)n2+1� ;ÔÏ×ÙÞ:�=�n2 �� q2��(� + 1)��� + q2 + 1� = (�1)n2+1"sin���q2 � �� �� q2����� � q2���(��) #�=�n2 :�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,×ÙÞ:�=�n2 �� q2��(� + 1)��� + q2 + 1� = (�1)n2+1 sin �p2 �� q2��� p2����n2 � : (33)õÞÉÔÙ×ÁÑ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ  1(0;0) = 
p
q'(0);ÇÄÅ 
p É 
q | �ÌÏÝÁÄÉ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ ÓÆÅÒ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ, ÍÙ�ÏÌÕÞÁÅÍ: (0�2;') = (�1)n2+1 sin �p2 �� q2���p2�4���n2 � 
p
q'(0): (34)



290 çì. III. óðåãéáìøîùå �éðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [2åÓÌÉ p| ÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ (0)�2 =0, ÔÁË ËÁË sin �p2 =0; ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,ËÏÇÄÁ p É q | ÞÅÔÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÆÕÎË�ÉÑ P �+ ÉÍÅÅÔ �ÒÉ � = �n2 ÌÉÛØ�ÒÏÓÔÏÊ �ÏÌÀÓ. åÓÌÉ ÖÅ p É q | ÎÅÞÅÔÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ (34) ÄÁÅÔÎÁÍ, �ÏÓËÏÌØËÕsin �p2 = (�1) p�12 ; 
p = 2� p2��p2� É 
q = 2� q2�� q2� ;((0)�2') = (�1) q�12 � n2�1�(n2 ) '(0);Ô.Å. �ÒÉ ÎÅÞÅÔÎÙÈ p É q0�2 = (�1) q�12 � n2�1��n2 �Æ(x): (35)ðÒÉÍÅÎÑÑ ÔÅ�ÅÒØ ÆÏÒÍÕÌÕ (28) É �Ï×ÔÏÒÑÑ ÄÏÓÌÏ×ÎÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ×ÙËÌÁÄËÉ, �ÒÏ×ÅÄÅÎÎÙÅ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ 2, ÍÙ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÍ, ÞÔÏ �ÒÉ ÞÅÔÎÙÈ pÉ q (k)�2 = 0, Ô.Å. ÆÕÎË�ÉÑ P �+ ÉÍÅÅÔ × ÔÏÞËÅ � =�n2 � k ÌÉÛØ �ÒÏÓÔÏÊ�ÏÌÀÓ. åÓÌÉ ÖÅ p É q | ÎÅÞÅÔÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÔÏ(k)�2 = (�1) q�12 � n2�122kk!��n2 + k� ��  �2�x21 + : : : + �2�x2p � �2�x2p+1 � : : : � �2�x2p+q!k Æ(x): (36)ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÆÕÎË�ÉÉ (k)�1 . éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (31) ÉÍÅÅÍ:((k)�1 ;') = 1Z0 u�k�1�0(u)du + ×ÙÞ:�=�n2�k 1Z0 u�+n2�1�1��n2 � k;u�du: (37)ðÒÉ ÜÔÏÍ �ÅÒ×ÙÊ ÉÚ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× × ÆÏÒÍÕÌÅ (37) ÓÌÅÄÕÅÔ �ÏÎÉÍÁÔØ ËÁËÓ×ÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ ÌÏÒÁÎÏ×ÓËÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉf(�) = 1Z0 u�+n2�1�0(u)du× ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ � = �n2 � k. úÎÁÞÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÅÓÔØÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÙÊ ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ P = 0, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙÓÅÊÞÁÓ Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ. ðÏÓËÏÌØËÕ�0(u) = ×ÙÞ:�=�k�(�;u);



2℄ x 2. æõîëãéé, ó÷ñúáîîùå ó ë÷áäòá�éþîïê æïòíïê 291ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ ÎÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ ÆÏÒÍÕÌÙ (12):�0(u) = (�1)n2+k�14�n2 + k � 1�! � n2+k�1�tn2+k�1 ht q�22  1(u;tu)i ����t=1== (�1)n2+k�14�n2 + k � 1�! � n2+k�1�� n2+k�1 h� q�22  1(u;�)i �����=u un2+k� q2 :ïÔÓÀÄÁ1Z0 u�k�1�0(u)du == (�1)n2+k�14�n2 + k � 1�! 1Z0 � n2+k�1�� n2+k�1 h� q�22  1(u;�)i �����=u u p�22 du:ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÄÁÎÎÏÍÕ × �. 1,�Æ(n2+k�1)1 (P );'� = 14 1Z0 � n2+k�1�� n2+k�1 h� q�22  1(u1;�)i �����=u u p�22 du:ðÒÉ ÜÔÏÍ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÂÙÌÁ ÔÁÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ × ÔÏÞÎÏÓÔÉÔÁË ÖÅ, ËÁË É ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ 1R0 u�k�1�0(u)du. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏ, 1Z0 u�k�1�0(u)du = (�1)n2+k�1�n2 + k � 1�! �Æ(n2+k�1)1 (P );')� : (38)éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (38) ×ÙÔÅËÁÅÔ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ ÞÅÔÎÏÍÅÒÎÏÇÏ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á �ÒÉ k > n2 ÆÕÎË�ÉÑ Æ(k�1)1 (P ) �ÏÌÎÏÓÔØÀ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑÚÁÄÁÎÉÅÍ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ P .òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ×ÔÏÒÏÊ ÞÌÅÎ × ÆÏÒÍÕÌÅ (37). éÍÅÅÍ:×ÙÞ:�=�n2�k 1Z0 u�+n2�1�1��n2 � k;u�du = 1k! �k�1 ��n2 � k;u��uk ����u=0 : (39)ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÊ ÜÔÉÍ ÞÌÅÎÏÍ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,× ×ÅÒÛÉÎÅ ËÏÎÕÓÁ P = 0.



292 çì. III. óðåãéáìøîùå �éðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [2éÔÁË, (k)�1 = (�1)n2+k�1�n2 + k � 1�!Æ(n2+k�1)1 (P ) + �(k); (40)ÇÄÅ �(k) | ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÁÑ × ×ÅÒÛÉÎÅ ËÏÎÕÓÁP = 0 É ×ÙÒÁÖÁÀÝÁÑÓÑ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ (39):(�(k);') = 1k! �k�1 ��n2 � k;u��uk ����u=0 : (41)îÁÊÄÅÍ Ñ×ÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ �(k) ÞÅÒÅÚ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÆÕÎË-�ÉÉ Æ(x). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ó�ÅÒ×Á ÓÌÕÞÁÊ k = 0. óÏÇÌÁÓÎÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (41)(�(0);') = �1��n2 ;0� :îÏ �1 ��n2 ;0� ÅÓÔØ Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ ÌÏÒÁÎÏ×ÓËÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÆÕÎË-�ÉÉ �(�;0) × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ � = �n2 . éÍÅÅÍ:�(�;0) = 14 1Z0 (1 � t)�t q�22 dt 1(0;0) = �(� + 1)�� q2�4��� + q2 + 1�
p
q'(0):éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ �(1 � x)�(x) = �sin�x , Á ÔÁËÖÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑÄÌÑ 
p;
q , ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÅÒÅ�ÉÓÁÔØ ÜÔÕ ÆÏÒÍÕÌÕ × ×ÉÄÅ�(�;0) = sin� �� + q2�sin�� ���� � q2�� n2��p2��(��) '(0):åÓÌÉ p É q | ÞÅÔÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÔÏ ÓÔÏÑÝÁÑ ÚÄÅÓØ ÆÕÎË�ÉÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÁ �ÒÉ� = �n2 . óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �1 ��n2 ;0� = ���n2 ;0�, ÏÔËÕÄÁ(�(0);') = (�1) q2 � n2��n2 �'(0):åÓÌÉ ÖÅ p É q | ÎÅÞÅÔÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ �(�;0) ÉÍÅÅÔ �ÏÌÀÓ ×ÔÏÞËÅ � = �n2 . ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ(�(0);') = �1��n2 ;0� = �'(0);ÇÄÅ � ÅÓÔØ Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ ÌÏÒÁÎÏ×ÓËÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉsin�(�+ q2 )sin�� �(��� q2 )�( p2 )�(��)� n2 × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ � = �n2 . üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ



2℄ x 2. æõîëãéé, ó÷ñúáîîùå ó ë÷áäòá�éþîïê æïòíïê 293×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ Ï�ÕÓÔÉÍ, �ÒÉ×ÏÄÑÔ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ×ÙÒÁÖÅÎÉÀÄÌÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁ �:� = (�1) q+12 �0 �p2���n2 � � ��p2��0 �n2 ���p2��2 �n2 � � n2�1;Ô.Å. � = (�1) q+12 � n2�1��n2 � � �p2� �  �n2�� ; (42)ÇÄÅ �ÓÉ-ÆÕÎË�ÉÑ  (x) Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ (x) = �0(x)�(x) 1):ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ �(0) × ÆÏÒÍÕÌÕ (40),ÄÌÑ k = 0 �ÏÌÕÞÉÍ:(0)�1 = 1��n2 � �(�1)n2�1Æ(n2�1)1 (P ) + �� n2 Æ(x)� ; (43)�ÒÉÞÅÍ � = (�1) q2 , ÅÓÌÉ p É q | ÞÅÔÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, É � = (�1) q+12 1� �� � �p2� �  �n2 ��, ÅÓÌÉ p É q | ÎÅÞÅÔÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.îÁËÏÎÅ�, ÞÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ (k)�1 ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ k, ÍÏÖÎÏ ÓÎÏ×Á×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ��ÏÎÉÖÁÀÝÅÊ� ÆÏÒÍÕÌÏÊ (28). íÙ �ÏÌÕÞÉÍ:(k)�1 = 1��n2 + k� �(�1)n2+k�1Æ(n2+k�1)1 (P ) ++ �p;q � n222kk!P k� ��x1 ; : : : ; ��xn�Æ(x)� : (44)ðÒÉ ÜÔÏÍ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ �p;q ÒÁ×ÅÎ (�1) q2 , ËÏÇÄÁ p É q| ÞÅÔÎÙÅÞÉÓÌÁ.1)úÎÁÞÅÎÉÑ �ÓÉ-ÆÕÎË�ÉÉ  (x) �ÒÉ �ÅÌÙÈ É �ÏÌÕ�ÅÌÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ: (k) = �C + 1 + 12 + : : :+ 1k + 1 ; �k + 12� = �C � 2ln2 + 2�1 + 13 + : : :+ 12k � 1� ;ÇÄÅ C | �ÏÓÔÏÑÎÎÁÑ üÊÌÅÒÁ (ÓÍ. é. í. òÙÖÉË É é. ó. çÒÁÄÛÔÅÊÎ, �ÁÂÌÉ�Ù,ÒÁÚÄÅÌ 6.35).



294 çì. III. óðåãéáìøîùå �éðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [2÷ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ �(k) ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÔÁËÖÅ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ. �ÁË ËÁË (k)�1 = ×ÙÞ:�=�n2�kP �+ ÅÓÔØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑÓÔÅ�ÅÎÉ �n � 2k, ÔÏ ÜÔÏ ÖÅ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï É ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ �(k). îÏÆÕÎË�ÉÑ �(k) ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÁ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, Á �ÏÔÏÍÕ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ×ÉÄ1) �(k) = Q2k� ��x1 ; : : : ; ��xn�Æ(x);ÇÄÅ Q2k | ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ 2k.ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÆÕÎË�ÉÑ �(k), ÔÁË ÖÅ ËÁË É ÆÕÎË�ÉÑ P �+, �ÒÉ ÌÀ-ÂÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ � ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ,ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕ:P (x1; : : : ;xp+q) = x21 + : : : + x2p � x2p+1 � : : : � x2p+q :óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, É Ï�ÅÒÁÔÏÒ Q2k� ��x1 ; : : : ; ��xp+q� ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÉÎ×Á-ÒÉÁÎÔÅÎ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÁËÉÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ. åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ Ï�ÅÒÁÔÏ-ÒÏÍ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÍ ÜÔÉÍ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑÍ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒQ2k = k;p;qP k� ��x1 ; : : : ; ��xp+q� :�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �(k) = k;p;qP k� ��x1 ; : : : ; ��xp+q�Æ(x):ëÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ k;p;q ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÁÊÄÅÎ ÉÚ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ (41), ÅÓÌÉ ×ÜÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ �ÏÄÓÔÁ×ÉÔØ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ.÷ÏÚØÍÅÍ ÆÕÎË�ÉÀ ', ÉÍÅÀÝÕÀ ×ÂÌÉÚÉ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ×ÉÄ: '(x) = (x21 + : : : + x2p � x2p+1 � : : : � x2p+q)k:�ÏÇÄÁ, ËÁË �ÏËÁÚÙ×ÁÀÔ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ (6) É (8), ÆÕÎË�ÉÑ  1(u;tu) ÉÍÅÅÔ ×ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ u = 0 ×ÉÄ 1(u;tu) = 
p
quk(1 � t)k:1)÷Ï ×ÔÏÒÏÍ ×Ù�ÕÓËÅ (ÇÌ. II,x 4) ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÓÏÓÒÅ-ÄÏÔÏÞÅÎÎÁÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÀ Æ-ÆÕÎË�ÉÉ ÉÅÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ.



2℄ x 2. æõîëãéé, ó÷ñúáîîùå ó ë÷áäòá�éþîïê æïòíïê 295óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (11),�(�;u) = 0�14 1Z0 (1 � t)�+kt q�22 dt
p
q1Auk;Ô.Å. �(�;u) = �(� + k + 1)�� q2�4��� + k + q2 + 1�
p
quk:æÕÎË�ÉÑ �1 ��n2 � k;u�, ÞÅÒÅÚ ËÏÔÏÒÕÀ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ (�(k);'), ÅÓÔØ Ó×Ï-ÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ ÌÏÒÁÎÏ×ÓËÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ �(�;u) × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉÔÏÞËÉ � = �n2 � k.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ p É q | ÎÅÞÅÔ-ÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. �ÁË ËÁË ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÌÏÒÁÎÏ×ÓËÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ�(�+k+1)�( q2 )�(�+k+ q2+1) × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ � = �n2 � k ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉÌÏÒÁÎÏ×ÓËÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ �(�+1)�( q2 )�(�+ q2+1) × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ � = �n2 ,ÔÏ �1��n2 � k;u� = �uk;ÇÄÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ � Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (42). æÏÒÍÕÌÁ (41) ÄÁÓÔÎÁÍ: (�(k);') = � = (�1) q+12 � n2�1��n2 � � �p2� �  �n2�� : (45)ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, (�(k);') = k;p;qP k'(x)jx=0:óÏÇÌÁÓÎÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (25), �ÒÉÍÅÎÑÅÍÏÊ k ÒÁÚ,P k'(x) = 22kk!�n2��n2 + 1� : : :�n2 + k � 1� : (46)óÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ (45) É (46), �ÏÌÕÞÉÍ:k;p;q = (�1) q+12 � n2�122kk!��n2 + k� � �p2� �  �n2�� ;



296 çì. III. óðåãéáìøîùå �éðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [2ÇÄÅ p É q | ÎÅÞÅÔÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ �p;q × ÆÏÒÍÕÌÅ (44) ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ pÉ q | ÎÅÞÅÔÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ�p;q = (�1) q+12� � �p2� �  �n2�� :éÔÁË, ÅÓÌÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á n| ÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, �ÒÉÞÅÍ pÉ q | ÔÁËÖÅ ÞÅÔÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ P �+ ÉÍÅÅÔ × ÔÏÞËÅ �=�n2 �k(k = 0;1; : : :) �ÒÏÓÔÏÊ �ÏÌÀÓ Ó ×ÙÞÅÔÏÍ×ÙÞ:�=�n2�kP �+ = (�1)n2+k�1��n2 + k� Æ(n2+k�1)1 (P ) + (�1) q2 � n222kk!��n2 + k�LkÆ(x);ÇÄÅ L = �2�x21 + : : : + �2�x2p � �2�x2p+1 � : : : � �2�x2p+q :åÓÌÉ ÖÅ p É q| ÎÅÞÅÔÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÔÏ × ÔÏÞËÅ �=�n2�k ÆÕÎË�ÉÑ P �+ÉÍÅÅÔ �ÏÌÀÓ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ 2. ëÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ (k)�2 É (k)�1 ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑÆÕÎË�ÉÉ P �+ × ÒÑÄ ìÏÒÁÎÁP �+ = (k)�2�� + n2 + k�2 + (k)�1� + n2 + k + : : :× ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ � = �n2 � k ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ(k)�2 = (�1) q+12 � n2�122kk!��n2 + k�LkÆ(x)É(k)�1 = (�1)n2+k�1��n2 + k� Æ(n2+k�1)1 (P ) + (�1) q+12 � n2�1 � �p2� �  �n2 ��22kk!��n2 + k� LkÆ(x);ÇÄÅ  (x) | �ÓÉ-ÆÕÎË�ÉÑ:  (x) = �0(x)�(x) .îÁÒÑÄÕ Ó ÆÕÎË�ÉÅÊ P �+ ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÔÁËÖÅ ÆÕÎË�ÉÀ P ��ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (P ��;') = Z�P>0 (�P )�'dx: (47)



3℄ x 2. æõîëãéé, ó÷ñúáîîùå ó ë÷áäòá�éþîïê æïòíïê 297÷ÓÅ ÓËÁÚÁÎÎÏÅ ×ÙÛÅ �Ï �Ï×ÏÄÕ ÆÕÎË�ÉÉ P �+ ÏÓÔÁÅÔÓÑ Ó�ÒÁ×ÅÄ-ÌÉ×ÙÍ É ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ P ��; ÓÌÅÄÕÅÔ ÌÉÛØ �ÏÍÅÎÑÔØ ÒÏÌÑÍÉ ÞÉÓÌÁ pÉ q. ðÒÉ ÜÔÏÍ × ÎÁ�ÉÓÁÎÎÙÈ ×ÙÛÅ ÆÏÒÍÕÌÁÈ Æ(k)1 (P ) ÚÁÍÅÎÉÔÓÑ ÎÁÆ(k)1 (�P ) = (�1)kÆ(k)2 (P ).3. ïÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ P�, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍ ÆÏÒÍÁÍÓ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ. äÏ ÓÉÈ �ÏÒ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÉ ÉÓ-ËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ Ó ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ.÷ ÜÔÏÍ �ÕÎËÔÅ ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ×ÓÅÈ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍP = nXr;s=1grsxrxs (1)Ó ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ.îÁÛÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ P�ÇÄÅ � | ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ïÄÎÁËÏ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ P� ÎÅ ÂÕÄÅÔÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÊ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÏÔ �. ðÏÜÔÏÍÕ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å×ÓÅÈ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ P = P1 + iP2ÍÙ ×ÙÄÅÌÉÍ �×ÅÒÈÎÀÀ �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔØ� Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ Ó �ÏÌÏ-ÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÍÎÉÍÏÊ ÞÁÓÔØÀ É Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÄÌÑ ÎÉÈ ÆÕÎË-�ÉÀ P�. á ÉÍÅÎÎÏ, ÅÓÌÉ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ P �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÜÔÏÊ��ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔÉ�, ÔÏ �ÏÌÏÖÉÍP� = e�(ln jPj+iargP);ÇÄÅ 0 < argP < �. �ÁËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ P� Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÊ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅ-ÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÏÔ �.óÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÆÕÎË�ÉÉ P� ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ P�:(P�;') = Z P�'dx; (2)ÇÄÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ ×ÅÄÅÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍÕ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ. éÎÔÅÇÒÁÌ (2)ÓÈÏÄÉÔÓÑ �ÒÉ Re � > 0 É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ × ÜÔÏÊ �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊÆÕÎË�ÉÅÊ ÏÔ �. ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ ÜÔÕ ÆÕÎË�ÉÀ, ÍÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÍÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ (P�;') ÄÌÑ ÄÒÕÇÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ �.äÌÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ P Ó �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÍÎÉÍÏÊÞÁÓÔØÀ ÍÙ ÎÁÊÄÅÍ ÔÅ�ÅÒØ ÏÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ ÆÕÎË�ÉÊ P� É ×ÙÞÉÓÌÉÍ×ÙÞÅÔÙ ÜÔÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ × ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞËÁÈ. ÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÅÎÎÏ Õ�ÒÏÓÔÉÔØ ÚÁ ÓÞÅÔ �ÒÉÅÍÁ, ËÏÔÏÒÙÍ ÍÙ ÎÅÏÄÎÏËÒÁÔÎÏ ÂÕÄÅÍ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ.



298 çì. III. óðåãéáìøîùå �éðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [3ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ P� ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÏÔ �, ÎÏÉ ÏÔ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ P . �ÅÍ ÓÁÍÙÍ P� Ñ×ÌÑÅÔÓÑÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ × ×ÅÒÈÎÅÊ ��ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔÉ� ×ÓÅÈ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈÆÏÒÍ ×ÉÄÁ P = P1 + iP2, ÇÄÅ P2 ÅÓÔØ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑÆÏÒÍÁ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,P� ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ Ó×ÏÉÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉÎÁ �ÍÎÉÍÏÊ �ÏÌÕÏÓÉ�, Ô.Å. ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ ×ÉÄÁP = iP2, ÇÄÅ P2 | �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÍÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ×ÉÄÁ (iP2)�. îÏÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÂÙÌÁ ÕÖÅ ÒÅÛÅÎÁ × x 3 ÇÌ. I, ÉÂÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØ-ÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ ÆÏÒÍÕ P2 ÍÏÖÎÏ ×ÓÅÇÄÁ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍ ÌÉÎÅÊÎÙÍ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ �ÒÉ×ÅÓÔÉ Ë ÓÕÍÍÅ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×.éÔÁË, �ÕÓÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ ÆÏÒÍÁ P = nPr;s=1grsxrxs �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ �ÍÎÉ-ÍÏÊ �ÏÌÕÏÓÉ�. üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ grs = iars (r;s = 1; : : : ;n), ÇÄÅ ars |×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, É ÆÏÒÍÁ nPr;s=1arsxrxs �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ.�ÏÇÄÁ (P�;') = e��i2 Z �Xarsxrxs��'dx:ìÉÎÅÊÎÙÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ xr = nPs=1�rsx0s ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÒÉ×ÅÓÔÉ ÆÏÒÍÕnPr;s=1arsxrxs Ë ×ÉÄÕ r2 = x021 + : : : + x02n . ñËÏÂÉÁÎ ÜÔÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÅÓÔØ 1pjaj , ÇÄÅ jaj | ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ nPr;s=1arsxrxs:jaj = ������ a11 : : : a1n: : : : : : : : :an1 : : : ann ������ :�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, (P�;') = e��i2pjaj Z r2�'dx0;ÉÌÉ (P�;') = e��i2p(�i)njgj Z r2�'dx0; (3)



3℄ x 2. æõîëãéé, ó÷ñúáîîùå ó ë÷áäòá�éþîïê æïòíïê 299ÇÄÅ jgj | ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ P , Á p(�i)njgj �ÏÎÉÍÁ-ÅÔÓÑ × ÓÍÙÓÌÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ [(�i)njgj ÅÓÔØ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ℄.æÕÎË�ÉÏÎÁÌ (r2�;') ÂÙÌ ÕÖÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎ × �. 9 x 3 ÇÌ. I. óÏ-ÇÌÁÓÎÏ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÍ ÔÁÍ ÆÏÒÍÕÌÁÍ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÑÍÉÜÔÏÇÏ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ, Á ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ É ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ (P�;'), Ñ×ÌÑÀÔÓÑ�ÒÏÓÔÙÅ �ÏÌÀÓÙ × ÔÏÞËÁÈ � = �n2 , �n2 � 1; : : : , �n2 � k; : : : ; �ÒÉ ÜÔÏÍ×ÙÞ:�=�n2 r2� = � n2��n2 �Æ(x):óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ×ÙÞ:�=�n2 P� = e��ni4 � n2p(�i)njgj��n2 �Æ(x): (4)îÁÊÄÅÍ ×ÙÞÅÔÙ ÆÕÎË�ÉÉ P� × ÄÒÕÇÉÈ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞËÁÈ. äÌÑ ÜÔÏÇÏÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ ÆÏÒÍÅ P ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒLP =Xgrs �2�xr�xs ; (5)ÇÄÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ grs Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊnXs=1 grsgst = Ært(Ært = 1 �ÒÉ r = t É Ært = 0 �ÒÉ r 6= t). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÁÔÒÉ�Ájjgrsjj ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ LP Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÏÊ Ë ÍÁÔÒÉ�Å jjgstjjË×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ. éÍÅÅÍ ÔÏÇÄÁLPP�+1 = 4(� + 1)�� + n2�P�:÷ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎ-ÎÏÊ �ÒÏ×ÅÒËÏÊ. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÜÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ k ÒÁÚ, �ÏÌÕÞÁÅÍ:LkPP�+k = 4k(� + 1) : : : (� + k)�� + n2� : : :�� + n2 + k � 1�P�;ÏÔËÕÄÁP� = 14k(� + 1) : : : (� + k)�� + n2 � : : :�� + n2 + k � 1�LkPP�+k: (6)



300 çì. III. óðåãéáìøîùå �éðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [3óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,×ÙÞ:�=�n2�kP� == 14k(� + 1) : : : (� + k)�� + n2 � : : :�� + n2 + k � 1� �����=�n2�k �� ×ÙÞ:�=�n2 LkPP�;ÏÔËÕÄÁ, �ÒÉÍÅÎÑÑ ÆÏÒÍÕÌÕ (4), �ÏÌÕÞÁÅÍ:×ÙÞ:�=�n2�kP� = e��ni4 � n24kk!��n2 + k�p(�i)njgjLkPÆ(x): (7)æÏÒÍÕÌÁ (7) �ÏÌÕÞÅÎÁ × �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÉ, ÞÔÏ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ P�ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ �ÍÎÉÍÏÊ �ÏÌÕÏÓÉ�. ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÔÅ�ÅÒØ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ �ÒÏÄÏÌÖÉÔØ × �×ÅÒÈÎÀÀ �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔØ� ×ÓÅÈË×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ P = P1 + iP2 Ó �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÍÎÉ-ÍÏÊ ÞÁÓÔØÀ. îÏ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ LP ÉÚ×ÅÓÔÎÏ,�ÏÓËÏÌØËÕ ÅÇÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ËÏ-ÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ P . ïÓÔÁÅÔÓÑ ÎÅ×ÙÑÓÎÅÎÎÙÍ ÌÉÛØ,ËÁË �ÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÎÁ ×ÓÀ �×ÅÒÈÎÀÀ �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔØ� ÆÕÎË�ÉÀ p(�i)njgj.óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÚÁÄÁÞÁ ÂÕÄÅÔ �ÏÌÎÏÓÔØÀ ÒÅÛÅÎÁ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÓÕÍÅÅÍ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÉÔØp(�i)njgj ËÁË ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÕÀ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ × �×ÅÒÈÎÅÊ�ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔÉ� Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ.äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÓÎÏ×Á �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÆÏÒÍÕ P × ×ÉÄÅP = P1 + iP2;ÇÄÅ P1 É P2 | Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ Ó ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁ-ÍÉ, �ÒÉÞÅÍ ÆÏÒÍÁ P2 �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ×ÙÒÏ-ÖÄÅÎÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅxr = nXs=1 brsysÓ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ, �ÒÉ×ÏÄÑÝÅÅ ÆÏÒÍÙ P1 É P2 Ë ×ÉÄÕ:P1 = �1y21 + : : : + �ny2n;P2 = y21 + : : : + y2n:÷ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �1; : : : ;�n ÆÏÒÍÙ P1 ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ Ó�Å-�ÉÁÌØÎÏÇÏ ×ÙÂÏÒÁ ÔÁËÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ É Ñ×ÌÑÀÔÓÑ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÁÍÉ ÓÁÍÏÊ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ P . éÍÅÅÍ:jgj = jbj2(�1 + i) : : : (�n + i);



3℄ x 2. æõîëãéé, ó÷ñúáîîùå ó ë÷áäòá�éþîïê æïòíïê 301ÇÄÅ jbj | Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉ�Ù jjbij jj, Á �ÏÔÏÍÕ(�i)njgj = jbj2(1 � �1i) : : : (1 � �ni):ðÏÌÏÖÉÍ ÔÏÇÄÁp(�i)njgj = pjbj2(1 � �1i) 12 : : :(1 � �ni) 12 ; (8)ÇÄÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊpz = jzj 12 e i2 argz ; �� < argz < �:æÕÎË�ÉÑ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÁÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (8), ÂÕÄÅÔ ÉÓËÏÍÏÊ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÊÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ × �×ÅÒÈÎÅÊ �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔÉ� ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ Ë×Á-ÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ Ó �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÍÎÉÍÏÊ ÞÁÓÔØÀ.éÔÁË, ÅÓÌÉ P = nXr;s=1grsxrxs| �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ Ó �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊÍÎÉÍÏÊ ÞÁÓÔØÀ, ÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ P� Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÏÔ � ×ÓÀÄÕ, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÔÏÞÅË � = �n2 ,�n2 �1; : : : , �n2 �k; : : : , × ËÏÔÏÒÙÈ ÜÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ ÉÍÅÅÔ �ÒÏÓÔÙÅ �ÏÌÀÓÙ.ðÒÉ ÜÔÏÍ×ÙÞ:�=�n2�kP� = e��ni4 � n24kk!��n2 + k�p(�i)njgj nXr;s=1grs �2�xr�xs!k Æ(x); (9)ÇÄÅ jgj | ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ P É ÆÕÎË�ÉÑ p(�i)njgjÏ�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (8).áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ �ÎÉÖÎÀÀ �ÏÌÕ�ÌÏÓ-ËÏÓÔØ� Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ Ó ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÍÎÉÍÏÊ ÞÁ-ÓÔØÀ.åÓÌÉ ÆÏÒÍÁ P = P1 � iP2 = nXr;s=1grsxrxs�ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ �ÎÉÖÎÅÊ �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔÉ�, ÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ P�ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÏÔ � ×ÓÀÄÕ, ÚÁ



302 çì. III. óðåãéáìøîùå �éðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [4ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÔÏÞÅË � = �n2 , �n2 � 1; : : : , �n2 � k; : : : , × ËÏÔÏÒÙÈ ÜÔÁÆÕÎË�ÉÑ ÉÍÅÅÔ �ÒÏÓÔÙÅ �ÏÌÀÓÙ. ðÒÉ ÜÔÏÍ×ÙÞ:�=�n2�kP� = e��ni4 � n24kk!��n2 + k�pinjgj nXr;s=1grs �2�xr�xs!k Æ(x); (90)ÇÄÅ ÓÎÏ×Á jgj ÅÓÔØ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ ÆÏÒÍÙ P É pinjgj ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑÆÏÒÍÕÌÏÊ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ (8):pinjgj = pjbj2(1 + �1i) 12 : : :(1 + �ni) 12 :4. ïÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ (P+i0)� É (P�i0)�. éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ�. 3, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÔÅ�ÅÒØ ÉÚÕÞÉÔØ ÌÀÂÕÀ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÕÀÆÏÒÍÕ × ÓÔÅ�ÅÎÉ �.ðÕÓÔØ P = nXr;s=1grsxrxsÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ Ó ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁ-ÍÉ. �ÏÇÄÁ, �Ï ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ÆÕÎË�ÉÑÍÉ (x+ i0)� É (x� i0)�, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙ-ÍÉ × x 3 ÇÌ. I, ÍÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ (P + i0)� É (P � i0)�.äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕP = P + iP 0;ÇÄÅ P 0 | �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÁ (Ó ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ-�ÉÅÎÔÁÍÉ). îÅÔÒÕÄÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÇÄÁ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊÆÏÒÍÙ P 0 ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ, ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ (P + iP 0)� ÓÔÒÅÍÉÔÓÑË ×�ÏÌÎÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÍÕ �ÒÅÄÅÌÕ. üÔÏÔ �ÒÅÄÅÌ ÍÙ É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ(P + i0)�.äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ �ÒÉ Re � > 0, ÉÂÏ × ÜÔÏÍÓÌÕÞÁÅ �ÒÅÄÅÌØÎÙÊ �ÅÒÅÈÏÄ ÍÏÖÎÏ �ÒÏÉÚ×ÏÄÉÔØ �ÏÄ ÚÎÁËÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁR P�'dx. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, × ÓÉÌÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (6) �. 3P� = 14k(� + 1) : : : (� + k)�� + n2 � : : :�� + n2 + k � 1�LkPP�+kÏÎÏ ÏÓÔÁÅÔÓÑ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÙÍ É ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔÉ ÆÕÎË-�ÉÉ P�.1)1)íÙ ÎÅ ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÍÓÑ ÎÁ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ �| �ÅÌÏÅ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÅÞÉÓÌÏ, ÎÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÅ ÓÅÒÉÉ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË ÆÕÎË�ÉÉ P�. ïÔÍÅÔÉÍ, ÎÅ �ÒÏ×ÏÄÑÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á, ÞÔÏ × ÜÔÉÈ ÔÏÞËÁÈ ÆÕÎË�ÉÑ (P + i0)� ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ.



4℄ x 2. æõîëãéé, ó÷ñúáîîùå ó ë÷áäòá�éþîïê æïòíïê 303áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ (P � i0)� ÍÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ËÁË�ÒÅÄÅÌ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ (P � iP 0)�, ÇÄÅ P 0 | �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÁ, ËÏÇÄÁ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÆÏÒÍÙ P 0 ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ.éÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ (P + i0)� É (P � i0)� ×ÙÔÅ-ËÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÎÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ ÏÔ � ×ÓÀÄÕ, ÚÁÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÔÏÞÅË � = �n2 , �n2 � 1; : : : , �n2 � k; : : :îÅÔÒÕÄÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ ÔÁËÖÅ, �ÒÉÍÅÎÑÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (6) �. 3, ÞÔÏ ×ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ ÜÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ ÉÍÅÀÔ �ÒÏÓÔÙÅ �ÏÌÀÓÙ, �ÒÉÞÅÍ×ÙÞ:�=�n2�k(P + i0)� = limP 0!0 ×ÙÞ:�=�n2�k(P + iP 0);×ÙÞ:�=�n2�k(P � i0)� = limP 0!0 ×ÙÞ:�=�n2�k(P � iP 0):þÔÏÂÙ ÏÔÙÓËÁÔØ ÜÔÉ ×ÙÞÅÔÙ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏÜÔÏÍÕ ÎÁÊÔÉ �ÒÅÄÅÌØÎÙÅÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÊ p(�i)njgj É pinjgj, ÇÄÅ jgj | ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ P � iP 0, ËÏÇÄÁ P 0ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ.îÅ ÎÁÒÕÛÁÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÁ P 0 ÉÍÅÅÔ×ÉÄ P 0 = "(x21 + : : : + x2n); " > 0:�ÏÇÄÁ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ p(�i)njgj ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅp(�i)njgj = (" � i�1) 12 : : : (" � i�n) 12 ;ÇÄÅ �1; : : : ;�n | ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉ�Ù ÆÏÒÍÙ P . ðÒÅÄ�ÏÌÏ-ÖÉÍ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÁ P ÉÍÅÅÔ × ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ p �ÏÌÏÖÉÔÅÌØ-ÎÙÈ É q ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×. �ÏÇÄÁ �ÒÉ " ! 0 �ÏÌÕÞÁÅÍ:lim"!0p(�i)njgj = pj�1 : : :�nj(�i) p2 i q2 ;Ô.Å. lim"!0p(�i)njgj = e��4 (p�q)ipj�j;ÇÄÅ � | ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ P . ðÒÉÍÅ-ÎÑÑ ÔÅ�ÅÒØ ÆÏÒÍÕÌÕ (9) �. 3 ÄÌÑ ×ÙÞ:�=�n2�kP�, �ÏÌÕÞÁÅÍ:×ÙÞ:�=�n2�k(P + i0)� = e��2 qi� n24kk!��n2 + k�pj�j  nXr;s=1grs �2�xr�xs!k Æ(x): (1)



304 çì. III. óðåãéáìøîùå �éðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [4áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÉÍÅÅÍ:×ÙÞ:�=�n2�k(P � i0)� = e�2 qi� n24kk!��n2 + k�pj�j nXr;s=1grs �2�xr�xs!k Æ(x): (10)�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÙÞÅÔÁÍÉ ÆÕÎË�ÉÊ (P + i0)� É (P � i0)� × ÔÏÞËÁÈ� = �n2 , �n2 � 1; : : : , �n2 � k; : : : Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ, ÓÏ-ÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÙÅ × ×ÅÒÛÉÎÅ ËÏÎÕÓÁ P = 0.æÕÎË�ÉÉ (P+i0)� É (P�i0)� ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÞÅÒÅÚÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ P �+ É P ��, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ × �. 2:(P + i0)� = P �+ + e��iP ��; (2)(P � i0)� = P �+ + e���iP ��: (20)÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÒÉ Re � > 0 ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁÍ (P �+;') É (P ��;') ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÀÔ ÆÕÎË�ÉÉ P �+ = (P �; ËÏÇÄÁP > 0;0; ËÏÇÄÁP 6 0;P �� = (0; ËÏÇÄÁP > 0;(�P )�; ËÏÇÄÁP 6 0:÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (2) É (20) ×ÙÔÅËÁÀÔ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÊ (P + i0)� É (P � i0)� . îÏ ÔÏÇÄÁ, × ÓÉÌÕ ÅÄÉÎ-ÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ, ÆÏÒÍÕÌÙ (2) É (20) ÏÓÔÁÀÔÓÑÓ�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÙÍÉ É �ÒÉ ÄÒÕÇÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ �.ïÔÍÅÔÉÍ �Ï�ÕÔÎÏ, ÞÔÏ × ÓÉÌÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (2) É (20), �ÒÉ � == 0;1;2; : : : ÆÕÎË�ÉÉ (P + i0)�, (P � i0)� É P � ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ.õÓÔÁÎÏ×ÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÎÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ ÆÏÒÍÕÌ (2) É (20) Ó×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ×ÙÞÅÔÁÍÉ ÆÕÎË�ÉÊ P �+ É P �� �ÒÉ � = �n2 � k (k = 0;1; : : :). ìÏÒÁÎÏ×ÓËÉÅÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ � = �n2 � k ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ:P �+ = (k)�2�� + n2 + k�2 + (k)�1� + n2 + k + : : : ;P �� = 0(k)�2�� + n2 + k�2 + 0(k)�1� + n2 + k + : : :óÏÇÌÁÓÎÏ (2) É (20)P �+ = e���i(P + i0)� � e��i(P � i0)��2isin�� ;P �� = (P + i0)� � (P � i0)�2isin�� : (3)



4℄ x 2. æõîëãéé, ó÷ñúáîîùå ó ë÷áäòá�éþîïê æïòíïê 305ïÔÓÀÄÁ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ (1) É (10) ÄÌÑ ×ÙÞÅÔÏ× ÆÕÎË�ÉÊ (P + i0)�É (P � i0)�, �ÏÌÕÞÁÅÍ: ÅÓÌÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á n | ÎÅÞÅÔÎÏÅÞÉÓÌÏ, Á ÔÁËÖÅ ÅÓÌÉ n | ÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ É p;q | ÞÅÔÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÔÏ(k)�2 = 0(k)�2 = 0; ÅÓÌÉ ÖÅ p É q | ÎÅÞÅÔÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÔÏ(k)�2 = (�1)n2+k+10(k)�2 = (�1) q�12 � n2�14kk!��n2 + k�pj�jLkP Æ(x);ÇÄÅ LP = nPr;s=1grs �2�xr�xs . üÔÉ ÖÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÂÙÌÉ ÕÖÅ �ÏÌÕÞÅÎÙ ÄÒÕÇÉÍÍÅÔÏÄÏÍ × �. 2. äÁÌÅÅ, ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (2) ÉÍÅÅÍ:×ÙÞ:�=�n2�k(P + i0)� = ×ÙÞ:�=�n2�kP �+ + ×ÙÞ:�=�n2�ke��iP ��;ÏÔËÕÄÁ ×ÙÞ:�=�n2�k(P + i0)� = (k)�1 + e��(n2+k)i0(k)�1 + �ie��(n2+k)i0(k)�2 :ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÓÀÄÁ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ×ÙÞ:�=�n2�k(P + i0)� É 0(k)�2 , �ÏÌÕÞÁÅÍ: ÅÓÌÉÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á n | ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, Á ÔÁËÖÅ ÅÓÌÉ n |ÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ É p;q | ÞÅÔÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÔÏ×ÙÞ:�=�n2�kP �+ + e��(n2+k)i ×ÙÞ:�=�n2�kP �� = e��2 qi� n24kk!��n2 + k�pj�jLkP Æ(x); (4)ÅÓÌÉ ÖÅ p É q | ÎÅÞÅÔÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÔÏ×ÙÞ:�=�n2�kP �+ + e��(n2+k)i ×ÙÞ:�=�n2�kP �� = 0: (5)ïÔÍÅÔÉÍ, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ n| ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, Á ÔÁËÖÅ ÅÓÌÉ n|ÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ É k < n2 , ÔÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (2),×ÙÞ:�=�k P �+ + (�1)k ×ÙÞ:�=�k P �� = ×ÙÞ:�=�k(P + i0)� = 0: (6)âÕÄÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ Ó ÜÔÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ, ÞÔÏ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ PÉÍÅÅÔ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ×ÉÄ:P = x21 + : : : + x2p � x2p+1 � : : : � x2p+q :÷ �. 2 ÂÙÌÉ ÎÁÊÄÅÎÙ Ñ×ÎÙÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ×ÙÞÅÔÏ× ÆÕÎË�ÉÊ P �+É P �� ÞÅÒÅÚ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ Æ(k)1 (P ), Æ(k)1 (�P )=(�1)kÆ(k)2 (P ) É Æ(x).ðÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ ÜÔÉÈ ×ÙÒÁÖÅÎÉÊ × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (4), (5) É (6) ÄÁÅÔ:Æ(k)1 (P ) � Æ(k)2 (P ) = p;q;kLk�n2+1Æ(x);



306 çì. III. óðåãéáìøîùå �éðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [5ÇÄÅ L = �2�x21 + : : : + �2�x2p � �2�x2p+1 � : : : � �2�x2p+qÉ p;q;k=0, ÅÓÌÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á n|ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, Á ÔÁËÖÅÅÓÌÉ n | ÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ É k < n2 � 1; × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔp;q;k ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÌÅÇËÏ �ÏÄÓÞÉÔÁÎ ÎÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ ÆÏÒÍÕÌ �. 2.éÔÁË, ÅÓÌÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á n | ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÁÔÁËÖÅ ÅÓÌÉ n | ÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ É k < n2 � 1, ÔÏ Æ(k)1 (P ) = Æ(k)2 (P ). åÓÌÉÖÅ n | ÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ �ÒÉ k > n2 � 1 ÒÁÚÎÏÓÔØ Æ(k)1 (P ) � Æ(k)2 (P )ÅÓÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÁÑ × ×ÅÒÛÉÎÅ ËÏÎÕÓÁ P = 0.óÏÇÌÁÓÎÏ ÏÂÝÅÊ ÔÅÏÒÉÉ, ËÏÔÏÒÁÑ ÂÕÄÅÔ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÁ × x 4, ÂÏÌÅÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÙÈ ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉP = 0, ÓÏÓÔÏÑÔ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ (ÓÍ. ÎÉÖÅ, ÓÔÒ. 362):Æ(k)(P+) = (�1)kk! ×ÙÞ:�=�k�1P�+É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ Æ(k)(P�) = (�1)kk! ×ÙÞ:�=�k�1P��:÷ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÞÅÔÎÏÍÅÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, Á ÔÁËÖÅ × ÓÌÕÞÁÅ ÞÅÔÎÏÍÅÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔ-ÒÁÎÓÔ×Á ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n �ÒÉ k < n2 � 1, ÉÍÅÅÍÆ(k)(P+) = Æk1 (P ); Æ(k)(P�) = Æk1 (�P );× ÓÌÕÞÁÅ ÖÅ ÞÅÔÎÏÍÅÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á �ÒÉ k > n2 � 1 ÒÁÚÎÏÓÔÉÆ(k)(P+) � Æk1 (P ) É Æ(k)(P�) � Æk1 (�P )Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÙÍÉ × ×ÅÒÛÉÎÅ ËÏÎÕÓÁ P = 0. ÷ÓÉÌÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (4){(6), ÅÓÌÉ p É q Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÞÅÔÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ Ék > n2 � 1, ÔÏ(�1)kÆ(k)(P+) � Æ(k)(P�) = (�1) q2 � n24k+1�n2 �k + 1 � n2 �!Lk+1�n2 Æ(x);×Ï ×ÓÅÈ ÖÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈÆ(k)(P�) = (�1)kÆ(k)(P+):5. æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×-ÎÅÎÉÊ. éÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ × ��. 3 É 4, ÄÌÑ ÏÔÙÓËÁÎÉÑÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊLku = f(x); (1)



5℄ x 2. æõîëãéé, ó÷ñúáîîùå ó ë÷áäòá�éþîïê æïòíïê 307ÇÄÅ L | ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ×ÉÄÁL = �2�x21 + : : : + �2�x2p � �2�x2p+1 � : : : � �2�x2p+qÉ k = 1;2; : : :îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1) ÎÁÚÙ×Á-ÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ K, ÞÔÏLkK = Æ(x): (2)ë ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ (1) �ÒÉ k=1 �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÌÀÂÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ 2-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ Ó �ÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ-�ÉÅÎÔÁÍÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÔÏÌØËÏ ÓÔÁÒÛÉÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ. üÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÏÂÙÞÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÕÌØÔÒÁÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÍ. ðÒÉ p ÉÌÉ q, ÒÁ×ÎÙÈ ÎÕÌÀ,ÏÎÏ �ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ìÁ�ÌÁÓÁ, Á �ÒÉ p ÉÌÉ q, ÒÁ×ÎÙÈ 1, | ××ÏÌÎÏ×ÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ.òÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (2) ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÓËÁÔØ × ×ÉÄÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊÆÕÎË�ÉÉ, �ÏÓËÏÌØËÕ Ï�ÅÒÁÔÏÒ L É ÓÔÏÑÝÁÑ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÑ Æ(x)ÏÄÎÏÒÏÄÎÙ (ÌÉÂÏ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÊ Ë ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ; ÓÍ. Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ × x 1).�ÁË ËÁË �ÏÓÌÅ 2k-ËÒÁÔÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ K �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑÆÕÎË�ÉÑ Æ(x), ÉÍÅÀÝÁÑ ÓÔÅ�ÅÎØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ �n, ÇÄÅ n= p+ q | ÒÁÚ-ÍÅÒÎÏÓÔØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÔÏ ÓÔÅ�ÅÎØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ K ÄÏÌÖÎÁÂÙÔØ ÒÁ×ÎÁ �n + 2k.ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (2) ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÌÉÎÅÊ-ÎÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ ÆÏÒÍÕP = x21 + : : : + x2p � x2p+1 � : : : � x2p+q :òÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÂÕÄÅÍ ÓÔÒÏÉÔØ × ×ÉÄÅK = f(P ):÷ �. 4 ÂÙÌÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÙ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÏÔ P :(P+i0)� É (P�i0)�. ðÒÉ �=�n2+k ÜÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ ÉÍÅÀÔ ÎÕÖÎÕÀ ÓÔÅ�ÅÎØÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ�n+2k. íÙ �ÏËÁÖÅÍ ÓÅÊÞÁÓ, ÞÔÏ ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÓÌÕÞÁÑ,ËÏÇÄÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ n �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á | ÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ É k > n2 , ËÁÖÄÁÑÉÚ ÆÕÎË�ÉÊ (P + i0)�n2+k É (P � i0)�n2+k Ñ×ÌÑÅÔÓÑ,  ÔÏÞÎÏÓÔØÀÄÏ �ÏÓÔÏÑÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ, ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑLku = f(x).÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ, ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÎÙÍ × ��. 3 É 4:Lk(P + i0)�+k == 4k(� + 1) : : : (� + k)�� + n2� : : :�� + n2 + k � 1�(P + i0)�: (3)



308 çì. III. óðåãéáìøîùå �éðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [5ïÔÓÀÄÁ �ÒÉ � = �n2 �ÏÌÕÞÁÅÍ:Lk(P + i0)�n2+k = 4k�1 � n2� : : :�k � n2�(k � 1)! ×ÙÞ:�=�n2 (P + i0)�: (4)ïÔÓÀÄÁ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ n �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á | ÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏÉ k > n2 , ÔÏ �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (4) ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ, É ÍÙ�ÏÌÕÞÁÅÍ: Lk(P + i0)�n2+k = 0;Ô.Å. ÆÕÎË�ÉÑ (P + i0)�n2+k Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ,ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ (1).÷Ï ×ÓÅÈ ÖÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ, �ÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ × (4) ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ×ÙÞ:�=�n2 (P + i0)�, �ÏÌÕÞÁÅÍ:Lk(P + i0)�n2+k = 4k�1 � n2� : : :�k � n2�(k � 1)!e��2 qi� n2��n2 � Æ(x):óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÆÕÎË�ÉÑK1 = (�1)k e�2 qi��n2 � k�4k(k � 1)!� n2 (P + i0)�n2+kÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Lku = f(x).�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ n �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Á | ÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ É k > n2 , ÆÕÎË�ÉÑK1 = (�1)k e�2 qi��n2 � k�4k(k � 1)!� n2 (P + i0)�n2+k (5)É, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÆÕÎË�ÉÑK2 = (�1)k e��2 qi��n2 � k�4k(k � 1)!� n2 (P � i0)�n2+k (50)Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÍÉ, ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Lku = f(x). åÓÌÉÖÅ n| ÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ É k> n2 , ÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ (P + i0)�n2+k =(P � i0)�n2+kÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Lku == 0.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ K1 É K2 ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÓÏ�ÒÑÖÅÎÙ.



5℄ x 2. æõîëãéé, ó÷ñúáîîùå ó ë÷áäòá�éþîïê æïòíïê 309æÏÒÍÕÌÙ (5) É (50) �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÕÄÏÂÎÏÅ ÚÁÄÁ-ÎÉÅ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Lku = f(x). íÏÖÎÏ ÂÙÌÏÂÙ ÉÓËÁÔØ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ,ËÏÍÂÉÎÉÒÕÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ É ÍÎÉÍÙÅ ÞÁÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÊ K1 É K2. ïÄÎÁËÏ ×ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÔÏÇÏ, ÞÅÔÎÁ ÉÌÉ ÎÅÞÅÔÎÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á n,Á ÔÁËÖÅ ÞÅÔÎÙ ÉÌÉ ÎÅÞÅÔÎÙ ÞÉÓÌÁ p É q, ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Lku = f(x) ÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ �ÒÉÜÔÏÍ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ.æÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ K1 É K2 ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑLku= f(x) ÍÏÖÎÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔØ, ×ÙÒÁÚÉ× ÜÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎ-ÎÏ ÞÅÒÅÚ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ P �+ É P ��.÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ �. 4, ×ÙÒÁÖÁÀÝÉÍÉ ÆÕÎË�ÉÉ(P + i0)� É (P � i0)� ÞÅÒÅÚ ÆÕÎË�ÉÉ P �+ É P ��. åÓÌÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á n ÎÅÞÅÔÎÁ, ÔÏ ÆÕÎË�ÉÉ P �+ É P �� ÒÅÇÕÌÑÒÎÙ �ÒÉ �=�n2 +k,É ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ:K1 = K2 = (�1)k e�2 qi��n2 � k�4k(k � 1)!� n2 �P�n2+k+ + e�(�n2+k)iP�n2+k� � : (6)åÓÌÉ ÖÅ n | ÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ É k < n2 , ÔÏ ÆÕÎË�ÉÉ P �+ É P �� ÉÍÅÀÔ ×ÔÏÞËÅ � = �n2 + k �ÒÏÓÔÙÅ �ÏÌÀÓÙ Ó ×ÙÞÅÔÁÍÉ×ÙÞ:�=�n2+kP �+ = (�1)n2�k�1 ×ÙÞ:�=�n2+kP �� = (�1)n2�k�1�n2 � k � 1�!Æ(n2�k�1)(P+):ïÂÏÚÎÁÞÁÑ ÞÅÒÅÚ P�n2+k+ É P�n2+k� Ó×ÏÂÏÄÎÙÅ ÞÌÅÎÙ ÌÏÒÁÎÏ×ÓËÉÈ ÒÁÚÌÏ-ÖÅÎÉÊ ÆÕÎË�ÉÊ P �+ É P �� × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ � = �n2 + k, �ÏÌÕÞÁÅÍ:K1 = K2 = (�1)k e�2 qi��n2 � k�4k(k � 1)!� n2 �P�n2+k+ + (�1)�n2+kP�n2+k� ++ (�1)�n2+k�i�n2 � k � 1�!Æ(n2�k�1)(P+)�: (7)éÚ ÆÏÒÍÕÌ (6) É (7) ×ÙÔÅËÁÅÔ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÉ K1 É K2ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ. ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ K1 �K2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÉ ÜÔÏÍÒÅÛÅÎÉÅÍ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Lku = 0.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ, ÎÁËÏÎÅ�, ÏÓÏÂÙÊ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Á n | ÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ É k > n2 . òÁÚÌÁÇÁÑ ÆÕÎË�ÉÀ (P + i0)�+k × ÒÑÄ�ÅÊÌÏÒÁ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ � = �n2 , ÉÍÅÅÍ(P + i0)�+k = (P + i0)�n2+k + �� + n2�(P + i0)�n2+k ln(P + i0) + : : :



310 çì. III. óðåãéáìøîùå �éðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [5ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÜÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (3) É ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ÚÁÔÅÍ ËÏ-ÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �ÒÉ � + n2 × ÌÅ×ÏÊ É × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÑÈ ÜÔÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á,�ÏÌÕÞÁÅÍ:Lk �(P + i0)�n2+k ln(P + i0)� == 4k(�1)n2�1�n2 � 1�!�k � n2�!(k � 1)! ×ÙÞ:�=�n2 (P + i0)�:ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÓÀÄÁ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ×ÙÞ:�=�n2 (P + i0)�, ÍÙ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÍ, ÞÔÏ× ÓÌÕÞÁÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÞÅÔÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÍÒÅÛÅÎÉÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Lku = f(x) �ÒÉ k > n2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÁÑÆÕÎË�ÉÑK1 = (�1)n2�1 e�2 qi4k �k � n2 �!(k � 1)! (P + i0)�n2+k ln(P + i0):áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÄÒÕÇÉÍ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Lku= f(x)Ñ×ÌÑÅÔÓÑ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÆÕÎË�ÉÑK2 = (�1)n2�1 e��2 qi4k �k � n2 �!(k � 1)! (P � i0)�n2+k ln(P � i0):ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑLku = f(x) ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ÓÍÙÓÌ É × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ L | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ 2-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁL = nXr;s=1grs �2�xr�xs :÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÏÄ P ÓÌÅÄÕÅÔ �ÏÎÉÍÁÔØ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ×ÉÄÁP = nXr;s=1grsxrxs;ÇÄÅ nPs=1grsgst = Ætr(r;t = 1; : : : ;n). ÷ ×ÙÒÁÖÅÎÉÉ ÄÌÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁ �ÒÉ(P + i0)�n2+k É (P � i0)�n2+k �ÒÉ ÜÔÏÍ ÄÏÂÁ×ÉÔÓÑ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÍÎÏÖÉÔÅÌÑpj�j, ÇÄÅ � | ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ P .îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÍÉ ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ�2 �2�x1�x3 + �2�x22�u = f(x1;x2;x3)



6℄ x 2. æõîëãéé, ó÷ñúáîîùå ó ë÷áäòá�éþîïê æïòíïê 311Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÉ K1 = 14�i (2x1x3 + x22 + i0)� 12É K2 = K1:6. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÆÕÎË�ÉÊ (P + i0)� É (P � i0)�. äÌÑ ÏÔÙÓ-ËÁÎÉÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ æÕÒØÅ ÆÕÎË�ÉÊ (P + i0)� É (P � i0)� �ÒÉÍÅÎÉÍÉÄÅÀ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ �Ï ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊÆÏÒÍÙ, ÒÁÚ×ÉÔÕÀ ÎÁÍÉ × �. 3.ðÕÓÔØ P = �1x21 + : : : + �nx2n (1)| Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ Ó ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ, �ÒÉÞÅÍIm P ÅÓÔØ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÁ, Ô.Å. Im �s > 0 (s == 1; : : : ;n). ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ P�, Á �ÏÔÏÍÕ É ÅÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅæÕÒØÅ fP�, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ ÏÔ �1; : : : ;�n × ÏÂÌÁ-ÓÔÉ Im �s > 0 (s = 1; : : : ;n). äÌÑ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ fP� ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏÜÔÏÍÕÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �s | ÍÎÉÍÙÅ ÞÉÓÌÁ:�s = ibs, �ÒÉÞÅÍ bs > 0 (s = 1; : : : ;n). îÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅeP� = e�2 �i Z (b1x21 + : : : + bnx2n)�ei(x1s1+:::+xnsn)dx:ðÏÓÌÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÚÁÍÅÎÙ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ �ÏÌÕÞÁÅÍ:eP� = e�2 �ipb1 : : :pbn Z r2�ei�x1 s1pb1+:::+xn snpbn�dx;ÇÄÅ r2 = x21 + : : : + x2n.ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ r� ÂÙÌÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÏ× �. 3 x 3 ÇÌ. II. éÓ�ÏÌØÚÕÑ �ÏÌÕÞÅÎÎÕÀ ÔÁÍ ÆÏÒÍÕÌÕ, ÉÍÅÅÍ:eP� = e�2 �i22�+n� n2 ��� + n2 �pb1 : : :pbn�(��) �s21b1 + : : : + s2nbn����n2 ;ÉÌÉ eP� = e��ni4 22�+n� n2 ��� + n2 �p�i�1 : : :p�i�n�(��) � s21�1 + : : : + s2n�n����n2 : (2)



312 çì. III. óðåãéáìøîùå �éðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [6÷ ÓÉÌÕ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ, ÆÏÒÍÕÌÁ (2)ÏÓÔÁÅÔÓÑ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÊ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ×ÉÄÁ (1)Ó �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÍÎÉÍÏÊ ÞÁÓÔØÀ; �ÒÉ ÜÔÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Ë×Á-ÄÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ pz = jzj 12 e 12 iargz. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏË×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ s21�1 + : : : + s2n�n ÉÍÅÅÔ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀÍÎÉÍÕÀ ÞÁÓÔØ.ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØP = x21 + : : : + x2p � x2p+1 � : : : � x2p+q ;Q = s21 + : : : + s2p � s2p+1 � : : : � s2p+q:÷Ù�ÏÌÎÑÑ × ÆÏÒÍÕÌÅ (2) �ÒÅÄÅÌØÎÙÊ �ÅÒÅÈÏÄ, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ �ÒÉ �1 == : : : = �p = 1, �p+1 = : : : = �p+q = �1F [(P + i0)�℄ = e�2 qi22�+n� n2 ��� + n2 ��(��) (Q � i0)���n2 (3)É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏF [(P � i0)�℄ = e��2 qi22�+n� n2 ��� + n2 ��(��) (Q + i0)���n2 : (30)ðÒÉÍÅÎÑÑ ÆÏÒÍÕÌÙ (14) �. 3, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÁËÖÅ �ÏÓÌÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ×:fP �+ = 22�+n� n2�1�(� + 1)��� + n2� �� 12i he��(�+ q2 )i(Q � i0)���n2 � e�(�+ q2 )i(Q + i0)���n2 i ; (4)fP �� = �22�+n� n2�1�(� + 1)��� + n2� �� 12i he��qi2 (Q � i0)���n2 � e�qi2 (Q + i0)���n2 i : (40)ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÙ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ æÕÒØÅ, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÚÄÅÓØ,ÏÓÔÁÀÔÓÑ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÙÍÉ É ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ P | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁP = nX�;�=1g��x�x� :÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÏÄ Q ÓÌÅÄÕÅÔ �ÏÎÉÍÁÔØ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÕÀ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÕÀÆÏÒÍÕ Q = nX�;�=1g��s�s� ;



7℄ x 2. æõîëãéé, ó÷ñúáîîùå ó ë÷áäòá�éþîïê æïòíïê 313ÇÄÅ nP�=1g��g� = Æ� (�; = 1; : : : ;n). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ×Ï ×ÓÅ ÆÏÒÍÕÌÙÓÌÅÄÕÅÔ ÄÏÂÁ×ÉÔØ Ó�ÒÁ×Á × ËÁÞÅÓÔ×Å ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÑ1pj�j , ÇÄÅ � | ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ P .7. ïÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÆÕÎË�ÉÑÍÉ âÅÓÓÅÌÑ. òÁÓ-ÓÍÏÔÒÉÍ ËÌÁÓÓ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ×ÉÄÁ P�f(P ;�), ÇÄÅ f(z;�) |�ÅÌÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÏÔ z É �, Á P | ËÏÍ�ÌÅËÓÎÁÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ Ó�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÍÎÉÍÏÊ ÞÁÓÔØÀ. üÔÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ�ÒÉ Re � > 0 Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ(P�f(P ;�);'(x)) = Z P�f(P ;�)'(x)dx: (1)ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ P�f(P ;�) �ÒÉ Re � > �1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎ-Ë�ÉÅÊ ÏÔ �. ó �ÏÍÏÝØÀ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÍÙ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ P�f(P ;�) É ÄÌÑ ÄÒÕÇÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ �. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÏ�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÉ P� lnmPf(P ;�).îÅÔÒÕÄÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ (ÉÓÈÏÄÑ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÉÚ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉf(z;�) × ÓÔÅ�ÅÎÎÏÊ ÒÑÄ �Ï z), ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞ-ÎÏÊ ÆÏÒÍÙ P ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÅÄÅÌ(P + i0)�f(P + i0;�) = limP1!0(P + iP1)�f(P + iP1;�); (2)ÇÄÅ P1 | �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ.óÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ Ë×Á-ÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ P ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ(P � i0)�f(P � i0;�):ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÆÏÒÍÁ P �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ, ÔÏ(P + i0)�f(P + i0;�) = (P � i0)�f(P � i0;�) = P �f(P;�):ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÔÁË ËÁË ÄÌÑ ×ÓÅÈ �ÅÌÙÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ nÓ�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï(P + i0)n = (P � i0)n = Pn;ÔÏ f(P + i0;�) = f(P � i0;�) = f(P;�):



314 çì. III. óðåãéáìøîùå �éðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [7÷ÙÒÁÚÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ (P + i0)�f(P;�) É (P �� i0)�f(P;�) ÞÅÒÅÚ ÁÒÇÕÍÅÎÔÙ P+ É P�. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÍÙ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ,ËÁË �ÏËÁÚÁÎÏ × �. 4, (P + i0)� = P �+ + ei��P ��;(P � i0)� = P �+ + e�i��P ��:�ÁË ËÁË P �+f(P;�) = P �+f(P+;�); É P ��f(P;�) = P ��f(P�;�)ÔÏ ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ(P + i0)�f(P;�) = P �+f(P+;�) + ei��P ��f(P�;�) (3)É (P � i0)�f(P;�) = P �+f(P+;�) + e�i��P ��f(P�;�): (4)ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÎÁÍÉ ËÌÁÓÓ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÛÉÒÏË.ë ÎÅÍÕ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÔÁËÉÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ, ËÁËP �2 J�(P1=2) É P��2 J�(P1=2), ÇÄÅ J�(z) | ÂÅÓÓÅÌÅ×Á ÆÕÎË�ÉÑ. ÷ ÜÔÏÍÌÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅJ�(z) = �z2�� 1Xm=0 (�1)m � z2�2mm!�(� +m + 1) (5)ÂÅÓÓÅÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ × ÓÔÅ�ÅÎÎÏÊ ÒÑÄ.îÁÒÑÄÕ Ó ÆÕÎË�ÉÅÊ J�(z) ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÆÕÎË�ÉÉ N�(z),H(1)� (z), H(2)� (z), I�(z), K�(z), ËÏÔÏÒÙÅ �ÒÉ ÎÅ�ÅÌÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ � Ï�ÒÅ-ÄÅÌÑÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ:N�(z) = 1sin�� [os��I�(z) � J��(z)℄;H(1)� (z) = J�(z) + iN�(z);H(2)� (z) = J�(z) � iN�(z);I�(z) = e���i2 J�(iz);K�(z) = �2sin�� [I��(z) � I�(z)℄:úÎÁÞÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ �ÒÉ �ÅÌÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ � Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ Ó �ÏÍÏ-ÝØÀ �ÒÅÄÅÌØÎÏÇÏ �ÅÒÅÈÏÄÁ �Ï �.



8℄ x 2. æõîëãéé, ó÷ñúáîîùå ó ë÷áäòá�éþîïê æïòíïê 315òÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÊ N�(z1=2), H(1)� (z1=2), H(2)� (z1=2), I�(z1=2),K�(z1=2) × ÓÔÅ�ÅÎÎÏÊ ÒÑÄ �ÒÉ ÎÅ�ÅÌÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ � ÌÅÇËÏ �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑÉÚ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ (5) ÆÕÎË�ÉÉ J�(z). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÉÆÕÎË�ÉÉ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ Ë ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÍÕ ÎÁÍÉ ËÌÁÓÓÕ ÆÕÎË�ÉÊ,ÞÔÏ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ××ÅÓÔÉ ÔÁËÉÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ, ËÁË K� h(P + i0) 12 i,(P + i0)��2K� h(P + i0) 12 i É Ô.Ä.8. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ (2 + P + i0)�É (2 + P � i0)�. íÙ ×ÉÄÅÌÉ ÕÖÅ × �. 6 x 2 ÇÌ. II, ÞÔÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑæÕÒØÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ (x2 � 1)�, (1� x2)�, (1 + x2)� ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑÞÅÒÅÚ ÂÅÓÓÅÌÅ×Ù ÆÕÎË�ÉÉ. ÷ ÜÔÏÍ É ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ �ÕÎËÔÁÈ ÍÙ �ÏËÁÖÅÍ,ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ É ÄÌÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ æÕÒØÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈÆÕÎË�ÉÊ (2 + P )�+ É (2 + P )��, Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ n-ÍÅÒÎÙÍÉ ÁÎÁÌÏÇÁÍÉÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ (x2 � 1)�, (1 � x2)�, (1 + x2)�.îÁÞÎÅÍ Ó ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ (2 +P )� ÄÌÑ �ÏÌÏÖÉ-ÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ P . ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ (2 + P )� �ÒÉ Re � < �n2 ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍF [(2 + P )�℄ = Z (2 + P )�ei(x;s)dx; (1)ÇÄÅ (x;s) = x1s1 + : : : + xnsn.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÆÏÒÍÁ P ÉÍÅÅÔ ËÁÎÏÎÉÞÅ-ÓËÉÊ ×ÉÄ nPk=1x2k. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑF [(2+P )�℄ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ jsj| ÄÌÉÎÙ ×ÅËÔÏÒÁ s. ðÏÜÔÏÍÕ, ÎÅ ÔÅÒÑÑÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒ s ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ s=(jsj;0;0; : : : ;0),É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÉÎÔÅÇÒÁÌ (1) ÉÍÅÅÔ ×ÉÄZ (2 + jxj2)�eix1jsjdx; (2)ÇÄÅ Re � < �n2 .äÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ (2) �ÅÒÅÊÄÅÍ Ë �ÏÌÑÒÎÙÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ.ðÒÏÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×Á× �Ï ÕÇÌÁÍ '2; : : : ;'n�1 É �ÒÉÎÑ× ×Ï ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ
n�1 = 2(p�)n�1�(n�12 ) , ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ (2) ÒÁ×ÅÎ2(p�)n�1��n�12 � 1Z0 �Z0 (2 + r2)�eirjsjos'1 sinn�2'1rn�1d'1dr:



316 çì. III. óðåãéáìøîùå �éðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [8îÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ�Z0 eirjsjos'1 sinn�2'1d'1 = ��n�12 �p��rjsj2 �n2�1 Jn2�1(rjsj);Á 1Z0 r n2 (2 + r2)�Jn2�1(rjsj)dr = � 2jsj��+1 n2+��(��)Kn2+�(jsj):ðÏÜÔÏÍÕ ÉÎÔÅÇÒÁÌ (2) ÒÁ×ÅÎ �ÒÉ Re � < �n2 ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ×ÙÒÁÖÅÎÉÀ:Z (2 + jxj2)�eix1jsjdx = 2�+1(p2�)n�(��) � jsj�n2+�Kn2+�(jsj): (3)ðÒÉ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ � Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ (3) ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×Á-ÅÔÓÑ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ �Ï �.þÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÌÀÂÏÊ �ÏÌÏ-ÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ, ÚÁ�ÉÛÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (3) ××ÉÄÅp�Z (2 + jxj2)�ei(x;s)dx = 2�+1(p2�)n�(��) � jsj�n2+�Kn2+�(jsj) (4)�ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ � Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ jxj2 = nPk=1x2k ÒÁ×ÅÎ ÅÄÉÎÉ�Å�.ðÒÉ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÍ ÆÏÒÍÕ jxj2 × ÆÏÒÍÕP = nPk;r=1gkrxkxr, ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ p�dx ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍ, Á Ë×Á-ÄÒÁÔ ÄÌÉÎÙ ×ÅËÔÏÒÁ s ÉÚ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄnPk;r=1gkrsksr  Q = nPk;r=1gkrsksr | Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ, Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÁÑÆÏÒÍÅ P = nPk;r=1gkrsksr!. ðÏÜÔÏÍÕ �ÒÉ ÔÁËÏÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ ËÏÏÒÄÉ-ÎÁÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (4) �ÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïp�Z (2 + P )�ei(x;s)dx = 2�+1(p2�)nn2+��(��) Kn2+��Q 12�Q 12 �n2 + �� :



8℄ x 2. æõîëãéé, ó÷ñúáîîùå ó ë÷áäòá�éþîïê æïòíïê 317ðÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.ðÕÓÔØ P | �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ,Á Q | Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÅÊ ÆÏÒÍÁ. �ÏÇÄÁ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÏÂÏÂÝÅÎ-ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ (2 + P )� ÒÁ×ÎÏF [(2 + P )�℄ = 2�+1(p2�)nn2+��(��)p� Kn2+��Q 12�Q 12 �n2 + �� ; (5)ÇÄÅ � | ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ ÆÏÒÍÙ P .ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ P | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒ-ÍÁ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ(2+P+i0)� É (2+P �i0)�, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍÉ(2 + P + i0)� = lim"!0(2 + P + i"P1)� (6)É (2 + P � i0)� = lim"!0(2 + P � i"P1)�; (7)ÇÄÅ " > 0, Á P1 | �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ.óÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ �ÒÅÄÅÌÏ× (6) É (7) �ÒÉ  = 0 ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ × �. 4, ÁÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÉÈ �ÒÉ  6= 0 ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÑ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË ÎÁ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ 2 + P = 0.åÓÌÉ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ P ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ × �×ÅÒÈÎÅÊ �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔÉ�,ÔÏ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÅÊ ÆÏÒÍÁ Q ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ × �ÎÉÖÎÅÊ �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔÉ�.ðÏÜÔÏÍÕ × ÓÉÌÕ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÉÚ ÆÏÒ-ÍÕÌÙ (5) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏF [(2 + P + i0)�℄ = 2�+1(p2�)nn2+��(��)p� Kn2+� h(Q � i0) 12 i(Q � i0) 12 (n2+�) : (8)þÅÒÅÚ p� × ÆÏÒÍÕÌÅ (8) ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÏ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÄÏÌÖÅ-ÎÉÅ ×ÅÔ×É ÜÔÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ, �ÒÉÎÉÍÁÀÝÅÊ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÄÌÑ�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ1). ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏp� = pj�je q�i2 , ÅÓÌÉ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÆÏÒÍÙ P ÉÍÅÅÔ qÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÌÅÎÏ×.áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏF [(2 + P � i0)�℄ = 2�+1(p2�)nn2+��(��)p� Kn2+� h(Q + i0) 12 i(Q + i0) 12 (n2+�) : (9)1)áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÂÙÌÏ �ÏÄÒÏÂÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÏ × �. 3, ÉÍÙ ÎÅ �ÒÏ×ÏÄÉÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÊ × ÜÔÏÍ ÍÅÓÔÅ.



318 çì. III. óðåãéáìøîùå �éðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [9÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï p� = pj�je� q�i2 , ÇÄÅ q |ÞÉÓÌÏ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÌÅÎÏ× × ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ ÆÏÒÍÙ P .÷ÙÒÁÚÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ F [(2+P + i0)�℄ É F [(2+P �� i0)�℄ ÞÅÒÅÚ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ Q+ É Q�. éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅK�(z) × ÓÔÅ�ÅÎÎÏÊ ÒÑÄ É ÆÏÒÍÕÌÕ (4) ÉÚ �. 7, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ �ÏÓÌÅÎÅÓÌÏÖÎÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ:F [(2 + P + i0)�℄ == 2�+n2+1� n2 e� q�i2 �+n2�(��)p� � 24K�+n2 �Q 12+�Q 12 (�+n2 )+ + �i2 H(1)���n2 �Q 12��Q 12 (�+n2 )� 35 (10)ÉF [(2 + P � i0)�℄ == 2�+n2+1� n2 e q�i2 �+n2�(��)pj�j � 24K�+n2 �Q 12+�Q 12 (�+n2 )+ � �i2 H(2)���n2 �Q 12��Q 12 (�+n2 )� 35 : (11)æÏÒÍÕÌÙ (10) É (11) ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ Õ�ÒÏÝÁÀÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÆÏÒÍÁ PÚÎÁËÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÁ: ÅÓÌÉ P | �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÁ, ÔÏ ×Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ÓËÏÂËÁÈ ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÌÉÛØ �ÅÒ×ÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ, Á ÅÓÌÉ P |ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÁ, ÔÏ ÌÉÛØ ×ÔÏÒÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ.9. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ (2 + P )�+ É (2 ++P )��. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ (2+P )�+ É (2+P )��.ïÎÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑÍÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ (2+P++ i0)� É (2+P � i0)�. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÌÉ-ÎÅÊÎÙÍÉ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑÍÉ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ æÕÒØÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ(2 + P + i0)� É (2 + P � i0)�, Á ÉÍÅÎÎÏ:F [(2 + P )�+℄ = i2sin�� fe�i��F [(2 + P + i0)�℄ � ei��F [(2 + P � i0)�℄g(1)É F [(2 + P )��℄ = � i2sin�� fF [(2 + P + i0)�℄ � F [(2 + P � i0)�℄g: (2)



9℄ x 2. æõîëãéé, ó÷ñúáîîùå ó ë÷áäòá�éþîïê æïòíïê 319ðÏÄÓÔÁ×ÉÍ × ÜÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ×ÍÅÓÔÏ F [(2+P + i0)�℄ É F [(2+P � i0)�℄×ÙÒÁÖÅÎÉÑ (8) É (9) ÉÚ �. 8. íÙ �ÏÌÕÞÉÍ:F [(2 + P )�+℄�(� + 1) = �2�+n2 i� n2�1n2+�pj�j ��8<:e�i(�+ q2 )�Kn2+� h(Q � i0) 12 i(Q � i0) 12 (�+n2 ) � ei(�+ q2 )Kn2+� h(Q + i0) 12 i(Q + i0) 12 (�+n2 ) 9=; (3)ÉF [(2 + P )��℄�(� + 1) = 2�+n2 i� n2�1n2+�pj�j ��8<:e� q�i2 Kn2+� h(Q � i0) 12 i(Q � i0) 12 (�+n2 ) � e q�i2 Kn2+� h(Q + i0) 12 i(Q + i0) 12 (�+n2 ) 9=; : (4)íÏÖÎÏ ×ÙÒÁÚÉÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ F [(2+P )�+℄�(�+1) É F [(2+P )��℄�(�+1) ÞÅÒÅÚÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ Q�+ É Q��. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÄÏ �ÏÄÓÔÁ×ÉÔØ × ÆÏÒÍÕ-ÌÙ (1) É (2) ×ÍÅÓÔÏ F [(2 + P + i0)�℄ É F [(2 + P � i0)�℄ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ (10)É (11) ÉÚ �. 8. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍF [(2 + P )�+℄�(� + 1) = 2�+n2+1� n2�1n2+�pj�j ��8<:�sin�� + q2��K�+n2 �Q 12+�Q 12 (�+n2 )+ + �2sin�� + n2 �� �� 24sin�� + q2��J�+n2 �Q 12��Q 12 (�+n2 )� + sin p�2 J���n2 �Q 12��Q 12 (�+n2 )� 359=; : (5)þÅÒÅÚ p × ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÏ ÞÉÓÌÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÌÅÎÏ× ×ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ ÆÏÒÍÙ P , p + q = n.æÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ F [(2+P )��℄�(�+1) �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ F [(2+P )�+℄�(�+1)ÚÁÍÅÎÏÊ sin�� + q2�� ÎÁ �sin q2� É sin p�2 ÎÁ �sin�� + p2��. ïÎÁ ÉÍÅÅÔ



320 çì. III. óðåãéáìøîùå �éðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [10×ÉÄF [(2 + P )��℄�(� + 1) = 2�+n2+1� n2�1n2+�pj�j 8<:sin q�2 K�+n2 �Q 12+�Q 12 (�+n2 )+ �� �2sin�� + n2 �� 24sin q�2 J�+n2 �Q 12��Q 12 (�+n2 )� + sin�� + p2��J���n2 �Q 12��Q 12 (�+n2 )� 359=; :(6)åÓÌÉ × ÆÏÒÍÕÌÁÈ (3) É (4) �ÏÌÏÖÉÔØ =0, ÔÏ ÜÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ �ÅÒÅÊÄÕÔ× ×Ù×ÅÄÅÎÎÙÅ × �. 6 ÆÏÒÍÕÌÙ (4) É (40) ÄÌÑ fP �+ É fP ��. þÁÓÔÎÙÍÉÓÌÕÞÁÑÍÉ ÜÔÉÈ ÆÏÒÍÕÌ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÎÙÅ × �. 6 x 2 ÇÌ. II ÆÏÒÍÕÌÙÄÌÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ æÕÒØÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ (1 � x2)�, (1 + x2)�,(x2 � 1)�.10. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ (2+P )�+�(�+1) É (2+P )���(�+1)�ÒÉ �ÅÌÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ �. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉÆ(2 + P ) É ÅÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ. ÷Ù×ÅÄÅÎÎÙÅ × �. 9 ÆÏÒÍÕÌÙ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×Á-ÎÉÊ æÕÒØÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ (2+P )�+�(�+1) É (2+P )���(�+1) ÔÒÅÂÕÀÔ ÄÏ�ÏÌÎÉ-ÔÅÌØÎÏÇÏ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ �ÒÉ �ÅÌÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ �. üÔÏ Ó×ÑÚÁÎÏ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉKn2+� h(Q + i0) 12 i(Q + i0) 12 (n2+�) É Kn2+� h(Q � i0) 12 i(Q � i0) 12 (n2+�)ÉÍÅÀÔ �ÏÌÀÓÙ �ÒÉ �ÅÌÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ �.ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ Kn2 +�h(Q+i0) 12 i(Q+i0) 12 (n2 +�) Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÒÁÚ-ÌÏÖÅÎÉÅÍ:Kn2+� h(Q + i0) 12 i(Q + i0) 12 (n2+�) = � � 2�n2+�2sin�n2 + ��� �� " 1Xm=0 � 2��2��n+2m (Q + i0)���n2+mm!���� � n2 +m + 1� � 1Xm=0 � 2�2m (Q + i0)mm!��� + n2 +m + 1�# :(1)



10℄ x 2. æõîëãéé, ó÷ñúáîîùå ó ë÷áäòá�éþîïê æïòíïê 321îÏ ÓÏÇÌÁÓÎÏ �. 4 ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ (Q+ i0)� ÉÍÅÅÔ �ÒÉ �=�n2 �k�ÏÌÀÓ Ó ×ÙÞÅÔÏÍ1)×ÙÞ:�=�n2�k(Q + i0)� = e��qi2 � n2pj�j4kk!��n2 + k�  nXr;s=1grs �2�xr�xs!k Æ(x):ðÏÜÔÏÍÕ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ Kn2 +�h(Q+i0) 12 i(Q+i0) 12 (n2 +�) ÉÍÅÅÔ �ÒÉ � = s, s > 0�ÏÌÀÓ Ó ×ÙÞÅÔÏÍ×ÙÞ:�=s Kn2+� h(Q + i0) 12 i(Q + i0) 12 (n2+�) == (�1)s� n2 � 2�s�n2 e��qi2 pj�j2 sXm=0 (�1)m � 2��2m4mm!(s �m)!LmÆ(x); (2)ÇÄÅ �ÏÌÏÖÅÎÏ L = nXr;t=1grt �2�xr�xt(�ÒÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ×ÙÞÅÔÁ ÍÙ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÉÓØ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ�(x)�(1 � x) = �sin�x�.îÁÊÄÅÍ ÔÅ�ÅÒØ �ÒÁ×ÉÌØÎÕÀ ÞÁÓÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉKn2 +�h(Q+i0) 12 i(Q+i0) 12 (n2 +�) �ÒÉ � = s. üÔÏ ÌÅÇËÏ ÓÄÅÌÁÔØ, ÅÓÌÉ n | ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÒÁ×ÉÌØÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ Kn2 +�h(Q+i0) 12 i(Q+i0) 12 (n2 +�)�ÒÉ � = s Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ Ä×ÕÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ. ðÅÒ×ÏÅ ÉÚ ÎÉÈ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑÒÑÄÏÍ (1) �ÒÉ � = s, × ËÏÔÏÒÏÍ �ÏÄ (Q + i0)�s�n2+m �ÒÉ m 6 s�ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÊ ÞÁÓÔÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ (Q+ i0)��ÒÉ � = �s � n2 +m. ÷ÔÏÒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ sPm=0�m�m, ÇÄÅ�m = ×ÙÞ:�=�s�n2+m(Q + i0)�;�m = (�1)m2(m!) � 2�2m�n2 dd� " � 2������ + n2 �m�#�=s :1)äÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ ÆÏÒÍÙ Q ÒÁ×ÅÎ 1� , ÇÄÅ � | ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ ÆÏÒÍÙ P .



322 çì. III. óðåãéáìøîùå �éðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [10üÔÕ �ÒÁ×ÉÌØÎÕÀ ÞÁÓÔØ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Kn2 +sh(Q+i0) 12 i(Q+i0) 12 (n2 +s) .îÅÓËÏÌØËÏ ÓÌÏÖÎÅÅ ÏÂÓÔÏÉÔ ÄÅÌÏ �ÒÉ ÞÅÔÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ n1). ÷ ÜÔÏÍÓÌÕÞÁÅ Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀKn2+s h(Q + i0) 12 i(Q + i0) 12 (n2+s)ËÁË ÓÕÍÍÕ Ä×ÕÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÄÎÏ Ï�ÑÔØ ÒÁ×ÎÏ sPm=0�m�m, Á×ÔÏÒÏÅ ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁ ÒÑÄÁ(�1)n2+s�ln (Q + i0)2 + � In2+s h(Q + i0) 12 i(Q + i0) 12 (n2+s) ++ (�1)n2+s2 � 2�n2+s n2+sXm=1 (�1)m(m � 1)!�n2 + s �m�! � 2��2m (Q + i0)�m ++ (�1)n2+s2 � 2�n2+s 1Xm=0 hm+n2+s + hmm!�n2 + s �m�! � 2�2m (Q + i0)m; (3)ÇÄÅ  | �ÏÓÔÏÑÎÎÁÑ üÊÌÅÒÁ, Á hm = mPr=1 1r .ëÁË É ×ÙÛÅ, ÚÄÅÓØ �ÏÄ (Q + i0)�m, m > n2 , �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ �ÒÁ×ÉÌØÎÁÑÞÁÓÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ (Q+ i0)� �ÒÉ �=�m. ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑKn2 +sh(Q+i0) 12 i(Q+i0) 12 (n2 +s) ÒÁ×ÎÁ ÚÎÁÞÅÎÉÀ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÊ ÞÁÓÔÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉKn2 +�h(Q+i0) 12 i(Q+i0) 12 (n2 +�) �ÒÉ � = s.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀKn2+� h(Q + i0) 12 i(Q + i0) 12 (n2+�) (4)�ÒÉ �ÅÌÙÈ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ �, �=�s. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÎÁ ÒÁ×ÎÁKn2 �sh(Q+i0) 12 i(Q+i0) 12 (n2 �s) , ÇÄÅ �ÒÉ ÎÅÞÅÔÎÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ n ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ1)òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ (1), Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÝÅÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ Kn2 +��(Q+i0) 12 �(Q+i0) 12 (n2 +�) , ÔÅÒÑÅÔ�ÒÉ ÜÔÏÍ ÓÍÙÓÌ.



10℄ x 2. æõîëãéé, ó÷ñúáîîùå ó ë÷áäòá�éþîïê æïòíïê 323Kn2 �sh(Q+i0) 12 i(Q+i0) 12 (n2 �s) Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÑÄÏÍ (1), Á �ÒÉ ÞÅÔÎÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ n |ÒÑÄÏÍ (3).áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù É ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉKn2 +�h(Q�i0) 12 i(Q�i0) 12 (n2 +s) Ó ÔÏÊ ÌÉÛØ ÒÁÚÎÉ�ÅÊ, ÞÔÏ ×ÙÞÅÔ ÜÔÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ �ÒÉ� = s ÒÁ×ÅÎ×ÙÞ:�=s Kn2+� h(Q � i0) 12 i(Q � i0) 12 (n2+�) == (�1)s� n2 � 2�s�n2 e�qi2 pj�j2 sXm=0 (�1)m � 2��2m4mm!(s �m)! : (5)íÙ ÍÏÖÅÍ ÔÅ�ÅÒØ �ÅÒÅÊÔÉ Ë ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÀ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊF [(2+P )�+℄�(�+1) É F [(2+P )��℄�(�+1) �ÒÉ �ÅÌÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ �. åÓÌÉ �=�s, ÇÄÅ s|�ÅÌÏÅ�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (3) ÉÚ �. 9 ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ× Æ(s�1)(2 + P ). ðÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (3) �. 9 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏF [Æ(s�1)(2 + P )℄ = (�1)s+1 ipj�j2n2�s� n2�1n2�s �� 24e��iq2 Kn2�s(Q � i0) 12(Q � i0) 12 (n2�s) � e�iq2 Kn2�s h(Q + i0) 12 i(Q + i0) 12 (n2�s) 35 : (6)÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁF [Æ(2 + P )℄ = � ipj�j (2�)n2�1 �� 24�e��qi2 Kn2�1 h(Q � i0) 12 i(Q � i0) 12 (n2�1) + e�qi2 Kn2�1 h(Q + i0) 12 i(Q + i0) 12 (n2�1) 35 : (7)òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ �ÅÌÙÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ s. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏÆÏÒÍÕÌÁKn2+� h(Q + i0) 12 i(Q + i0) 12 (n2+�) = 1� � s + Kn2+s h(Q + i0) 12 i(Q + i0) 12 (n2+s) + : : : ;



324 çì. III. óðåãéáìøîùå �éðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [1ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ 1 ÏÂÏÚÎÁÞÅÎ ×ÙÞÅÔ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉKn2+� h(Q + i0) 12 i(Q + i0) 12 (n2+�)× ÔÏÞËÅ � = s, Á ÎÅ×Ù�ÉÓÁÎÎÙÅ ÞÌÅÎÙ ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ �ÒÉ � ! s.áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ,Kn2+� h(Q � i0) 12 i(Q � i0) 12 (n2+�) = 2� � s + Kn2+s h(Q � i0) 12 i(Q � i0) 12 (n2+s) + : : : ;ÇÄÅ 2 | ×ÙÞÅÔ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉKn2+� h(Q � i0) 12 i(Q � i0) 12 (n2+�)× ÔÏÞËÅ � = s.ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÜÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ × ÆÏÒÍÕÌÙ (3) É (4) ÉÚ �. 9 É �ÅÒÅÈÏÄÑË �ÒÅÄÅÌÕ �ÒÉ � ! s, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ:F [(2 + P )s�℄�(s + 1) = i � 2s+n2 � n2�1n2+spj�j �� 24e� q�i2 Kn2+s h(Q � i0) 12 i(Q � i0) 12 (n2+s) � e q�i2 Kn2+s h(Q + i0) 12 i(Q + i0) 12 (n2+s) 35 (8)ÉF [(2 + P )s+℄�(s + 1) = (�1)s+1i2s+n2 � n2�1n2+s �� 24e� q�i2 Kn2+s h(Q � i0) 12 i(Q � i0) 12 (n2+s) � e q�i2 Kn2+s h(Q + i0) 12 i(Q + i0) 12 (n2+s) 35 ++ (2�)n sXm=0 (�1)m � 2�2s�2m4mm!(s �m)! LmÆ(x): (9)éÚ ÆÏÒÍÕÌ (8) É (9) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏF [(2 + P )s℄�(s + 1) = (2�)n sXm=0 (�1)m � 2�2s�2m4mm!(s �m)! LmÆ(x): (10)



1℄ x 3. ïäîïòïäîùå æõîëãéé 325x 3. ïÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ1. ÷×ÅÄÅÎÉÅ. íÙ ×ÓÔÒÅÞÁÌÉÓØ ÕÖÅ Ó ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÔÉ�ÁÍÉ ÏÂÏÂÝÅÎ-ÎÙÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ × ÇÌÁ×Å I (x 3{4), Á ÔÁËÖÅ × x 2 ÜÔÏÊ ÇÌÁ×Ù. ÷ÜÔÏÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅÆÕÎË�ÉÉ ÌÀÂÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ × n-ÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å.îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f(x) = f(x1; : : : ;xn) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ �, ÅÓÌÉ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ � > 0f(�x1; : : : ;�xn) = ��f(x1; : : : ;xn) (1)ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ,�f;'�x1�1 ; : : : ; xn�n�� = ��+n(f;'(x1; : : : ;xn)): (2)÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÂÙÞÎÏÊ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ �ÒÉ x 6= 0 ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÆÕÎË-�ÉÉ f(x) ÓÔÅ�ÅÎÉ � Ó Re � > �n ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ(f;') = Z f(x)'(x)dx;ËÏÔÏÒÁÑ ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ �. åÓÌÉ ÖÅ f(x)ÏÂÙÞÎÁÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÓÔÅ�ÅÎÉ � Ó Re �6�n, ÔÏ ÅÅ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ× ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ, É ×Ï�ÒÏÓ Ï ÔÏÍ, ÍÏÖÎÏ ÌÉÜÔÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÅÅ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÀ, ËÏÔÏÒÁÑ ÂÙÌÁ ÂÙ ÔÁËÖÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ �, ÔÒÅÂÕÅÔ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ.ðÏÄÞÅÒËÉ×ÁÑ ÜÔÏ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÔÁËÕÀ (ÏÂÙÞÎÕÀ) ÆÕÎË�ÉÀ f(x)ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ.îÁÍ �ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï, ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕ-ÀÝÅÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÓÔÅ�ÅÎÉ �.äÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f ÂÙÌÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÓÔÅ�Å-ÎÉ �, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÏÎÁ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÌÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀüÊÌÅÒÁ nXi=1 xi �f�xi = �f: (3)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. úÁÍÅÔÉÍ �ÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, ÞÔÏ × �ÒÉÍÅÎÅÎÉÉ Ë ÌÀÂÏÊÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ '(x) ÜÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ� f; nXi=1 �(xi')�xi ! = �(f;');



326 çì. III. óðåãéáìøîùå �éðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [2Ô.Å. � f; nXi=1 xi �'�xi! = (� + n)(f;'): (4)ðÕÓÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f | ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÓÔÅ�ÅÎÉ �:�f;'�x1� ;: : : ; xn� �� = ��+n(f;'(x1; : : : ;xn)):ðÒÏÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍ ÜÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �Ï �. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÌÅ×Á, ËÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ�ÒÏ×ÅÒÉÔØ, Ï�ÅÒÁ�ÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ �ÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ ÎÁ ÏÓÎÏ×ÎÕÀÆÕÎË�ÉÀ, É ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ:� f; nXi=1 xi�2 ��xi'�x1� ;: : : ; xn� �! = (� + n)��+n�1(f;'(x1; : : : ;xn)):ïÓÔÁÅÔÓÑ �ÏÌÏÖÉÔØ � = 1, ÞÔÏÂÙ �ÒÉÊÔÉ Ë ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ (4).ïÂÒÁÔÎÏ, �ÕÓÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÒÁ×ÎÅ-ÎÉÀ (4). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÒÏÂØ�f;'�x1� ; : : : ; xn� ����+n�ÒÉ � > 0. äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÑ ÅÅ �Ï �, ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ (4) �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ�ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ. úÎÁÞÉÔ,�f;'�x1� ; : : : ; xn� ����+n = onst = (f;'(x1; : : : ;xn))1 ;Ô.Å. f | ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÓÔÅ�ÅÎÉ �.2. ðÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ�ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÕÀ ÏÄÎÏÒÏÄÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ �ÅÒ×ÏÊÓÔÅ�ÅÎÉ ÏÔ x1;x2; : : : ;xn, �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÕÀ ×Ï ×ÓÅÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, ÚÁÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ; ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, r = px21 + x22 + : : : + x2nÉÌÉ ×ÏÏÂÝÅ P 12m (x1;x2; : : : ;xn), ÇÄÅ P (x1;x2; : : : ;xn) | �ÏÌÏÖÉÔÅÌØ-ÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÓÔÅ�ÅÎÉ 2m. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÕ ÆÕÎË�ÉÀ ÞÅÒÅÚf(x1;x2; : : : ;xn) É ÄÌÑ Re � > �n ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ(f�(x);'(x)) = Z f�(x)'(x)dx: (1)úÄÅÓØ '(x) = '(x1;x2; : : : ;xn), ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, | ÏÓÎÏ×ÎÁÑ (Ô.Å. ÆÉÎÉÔÎÁÑÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁÑ) ÆÕÎË�ÉÑ. ìÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ



2℄ x 3. ïäîïòïäîùå æõîëãéé 327ÔÅÈ �, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÆÏÒÍÕÌÁ (1) Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÏÄ-ÎÏÒÏÄÎÕÀ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ÓÔÅ�ÅÎÉ �, ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ ÚÁ×ÉÓÑÝÕÀÏÔ �. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f� ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ�ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ×Ï ×ÓÀ �ÌÏÓËÏÓÔØ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ �, ÚÁ ÉÓ-ËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÔÏÞÅË � = �n; : : : , �n� k; : : : , × ËÏÔÏÒÙÈ f� ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ�ÒÏÓÔÙÅ �ÏÌÀÓÙ.ðÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÏ×ÁÎÎÙÍ ÚÎÁ-ÞÅÎÉÅÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ R f�'dx (ÓÍ. ÇÌ. I, x 1, �. 7), É ÔÁË ËÁË ÒÅÇÕÌÑÒÉ-ÚÏ×ÁÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ �ÒÉ � > �n ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÏÂÙÞÎÙÍ ÉÎÔÅ-ÇÒÁÌÏÍ, ÔÏ ÍÙ ÓÏÈÒÁÎÉÍ ÄÌÑ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ R f�'dx.äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ×ÙÂÅÒÅÍ ×n-ÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ G Ó ÇÌÁÄËÏÊ ÇÒÁÎÉ-�ÅÊ �, ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, É �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌ (1), ÇÄÅRe � > �n, × ×ÉÄÅ(f�;') = ZG f�(x)['(x) � '(0)℄dx + ZR�G f�(x)'(x)dx + '(0)ZG f�(x)dx(2)(R � G | ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ Ë ÏÂÌÁÓÔÉ G). ðÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ R f�(x)dx. �ÁËËÁË f�(x) | ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÓÔÅ�ÅÎÉ �, ÔÏXxk �f�(x)�xk = �f�(x)É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ZG f�(x)dx = 1� nXk=1ZG xk �f�(x)�xk dx: (3)ðÒÏÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×Á× �Ï ÞÁÓÔÑÍ �Ï ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ËÁÖÄÏÅÓÌÁÇÁÅÍÏÅ �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ, �ÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ (3) ÍÏÖÅÔÂÙÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÁ × ×ÉÄÅ1� Z� f�(x)[x1dx2 : : : dxn � x2dx1dx3 : : :dxn + : : :: : : � xndx1 : : : dxn�1℄ � n� ZG f�(x)dx



328 çì. III. óðåãéáìøîùå �éðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [2(� | ÇÒÁÎÉ�Á ÏÂÌÁÓÔÉ G) É, ÚÎÁÞÉÔ,ZG f�(x)dx = 1� + n ZG f�(x)[x1dx2 : : : dxn � : : : � xndx1 : : : dxn�1℄: (4)ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÎÁÊÄÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ RG f�(x)dx × ÆÏÒÍÕÌÕ (2), ÍÙ �ÏÌÕ-ÞÁÅÍ:(f�;') = ZG f�(x)['(x) � '(0)℄dx + ZR�G f�(x)'(x)dx ++ '(0)� + n Z� f�(x)[x1dx2 : : :dxn � : : : � xndx1 : : : dxn�1℄: (5)�ÁË ËÁË f�(x) | ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÓÔÅ�ÅÎÉ �, Á '(x) � '(0) ÉÍÅÅÔ�ÒÉ x=0 ÎÕÌØ 1-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ, ÔÏ �ÅÒ×ÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÈÏÄÉÔÓÑÄÌÑ Re � > �n � 1. ÷ÔÏÒÏÊ É ÔÒÅÔÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÓÈÏÄÑÔÓÑ ÄÌÑ ×ÓÅÈ �,ÔÁË ËÁË �ÒÉ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÉÓËÌÀÞÅÎÁ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÎÁÞÁÌÁ É '(x)ÆÉÎÉÔÎÁ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ (5) ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ�ÒÉ Re � > �n � 1 É �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ �,�ÅÒ×ÙÊ �ÏÌÀÓ ËÏÔÏÒÏÊ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, Á ÉÍÅÎÎÏÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÔÏÞËÅ � = �n.æÏÒÍÕÌÁ (2) ÄÁÅÔ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, Ñ×ÎÙÊ ×ÉÄ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏ-ÄÏÌÖÅÎÉÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ R f�(x)'(x)dx ÎÁ ÏÂÌÁÓÔØ Re �>�n�1,� 6=�n. ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ �ÅÒÅÊÔÉ Ë ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍÕ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÍÕ �ÒÏÄÏÌÖÅ-ÎÉÀ ÆÕÎË�ÉÉ, ÉÚÕÞÉÍ ÂÏÌÅÅ �ÏÄÒÏÂÎÏ ×ÁÖÎÙÊ ÄÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ ×ÙÞÅÔ�ÒÉ � = �n. ÷ÙÞÅÔ R f�(x)'(x)dx × ÔÏÞËÅ � = �n, ËÁË ÜÔÏ ×ÉÄÎÏ ÉÚÆÏÒÍÕÌÙ (5), ÒÁ×ÅÎ'(0)Z� x1dx2 : : : dxn � : : : � xndx1 : : : dxn�1fn(x) : (6)âÕÄÅÍ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕx1dx2 : : : dxn � x2dx1dx3 : : : dxn + : : : � xndx1 : : : dxn�1ËÏÒÏÔËÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ !. ìÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ � | ÜÌÅÍÅÎÔ �Ï-×ÅÒÈÎÏÓÔÉ, ÔÏ 1n R� ! ÅÓÔØ ÏÂßÅÍ ËÏÎÕÓÁ Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ,Ï�ÉÒÁÀÝÅÇÏÓÑ ÎÁ �ÌÏÝÁÄËÕ �.ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ � ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ P (x) = 1, ÇÄÅ P (x) |×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÁÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1, É �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ ÆÏÒÍÁ !



2℄ x 3. ïäîïòïäîùå æõîëãéé 329Ó×ÑÚÁÎÁ Ó �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØÀ P (x) � 1 = 0 × ÓÍÙÓÌÅ �. 2 x 1. þÔÏÂÙ × ÜÔÏÍ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ,ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ × ÔÏÞËÁÈ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ �dP � ! = dx1 : : :dxn:ðÏÄÓÔÁ×ÉÍ ÓÀÄÁ dP = �P�x1 dx1 + : : : + �P�xn dxn É ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÆÏÒÍÙ !. éÓ�ÏÌØÚÕÑ�ÒÁ×ÉÌÁ dxidxj = �dxjdxi(i 6= j) É dxidxi = 0, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅ×Á� �P�x1 x1 + : : :+ �P�xn xn�dx1 : : :dxn:ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ üÊÌÅÒÁ ×ÅÌÉÞÉÎÁ, ÓÔÏÑÝÁÑ × ÓËÏÂËÁÈ, ÅÓÔØ �ÒÏÓÔÏ P É ÏÓÔÁÅÔÓÑ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ P = 1 ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ �.÷ÙÞÅÔ ÆÕÎË�ÉÉ R f�(x)'(x)dx �ÒÉ �=�n ÚÁ�ÉÛÅÔÓÑ ËÏÒÏÔËÏ × ×ÉÄÅ'(0)Z� !fn(x) : (7)÷ÙÒÁÖÅÎÉÅ (7), ÂÕÄÕÞÉ ×ÙÞÅÔÏÍ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ, ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔÏÔ ×ÙÂÏÒÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ �1). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, R� !fn(x) Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÚÎÁÞÅ-ÎÉÑÍÉ ÆÕÎË�ÉÉ f�n(x) × ÌÀÂÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.íÙ ÎÁÚÏ×ÅÍ ×ÅÌÉÞÉÎÕ R� !fn(x) ×ÙÞÅÔÏÍ (ÏÂÙÞÎÏÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÓÔÅ-�ÅÎÉ �n) ÆÕÎË�ÉÉ f�n(x) × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. (ðÏÄÞÅÒËÎÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÎÅ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ×ÙÞÅÔÏÍ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f� ×ÔÏÞËÅ � = �n: �ÏÓÌÅÄÎÉÊ ÒÁ×ÅÎ R� !fn(x)Æ(x).) ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ×ÙÞÅÔÆÕÎË�ÉÉ f�n(x) × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ, ÔÏ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f�(x) ÎÅ ÉÍÅÅÔ �ÏÌÀÓÁ �ÒÉ � = �n; × ÓÉÌÕ�ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 4 ÉÚ �. 1 ÆÏÒÍÕÌÁ (5) Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÔÏÇÄÁ �ÒÉ � = �nÏÄÎÏÒÏÄÎÕÀ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ÓÔÅ�ÅÎÉ �n. üÔÏ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×Ï ÍÙÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ × ×ÉÄÕ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ �ÕÎËÔÅ ÜÔÏÇÏ �ÁÒÁÇÒÁÆÁ.÷ÙÞÅÔ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÓÔÅ�ÅÎÉ �n ÉÍÅÅÔ �ÒÏÓÔÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉ-ÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ×ÙÂÅÒÅÍ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÚÁÍËÎÕÔÏÊ �Ï×ÅÒÈ-ÎÏÓÔÉ � �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ ÕÒÏ×ÎÑ f(x) = 1. �ÏÇÄÁ ×ÙÞÅÔ �ÅÒÅ�ÉÛÅÔÓÑ ××ÉÄÅ R� !. ðÏÓËÏÌØËÕ R� ! ÅÓÔØ n-ËÒÁÔÎÙÊ ÏÂßÅÍ ËÏÎÕÓÁ, Ï�ÉÒÁÀÝÅÇÏÓÑÎÁ �ÌÏÝÁÄËÕ �, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ×ÙÞÅÔ ÆÕÎË�ÉÉ f�n(x), Ô.Å. R� !fn(x)ÒÁ×ÅÎ nV , ÇÄÅ V | ÏÂßÅÍ ÏÂÌÁÓÔÉ f(x) 6 1.ðÅÒÅÊÄÅÍ ÔÅ�ÅÒØ Ë ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍÕ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÍÕ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÀÉÎÔÅÇÒÁÌÁ. �ÅÍ ÖÅ ÓÁÍÙÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ, ÞÔÏ É ÒÁÎÅÅ, ×ÙÞÉÔÁÑ ÉÚ '(x) ÉÄÏÂÁ×ÌÑÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÉÅ ÞÌÅÎÙ ÅÅ ÒÑÄÁ �ÅÊÌÏÒÁ, ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÆÏÒ-ÍÕÌÕ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ (5) É ÄÁÀÝÕÀ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÎÁÛÅÊ1)íÙ �ÒÅÄÏÓÔÁ×ÌÑÅÍ ÞÉÔÁÔÅÌÀ ÄÏËÁÚÁÔØ ÜÔÏ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ



330 çì. III. óðåãéáìøîùå �éðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [2ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ × �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔØ Re � > �n � k � 1. äÌÑ ÜÔÏÇÏÎÕÖÎÏ ÔÏÌØËÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ×ÉÄÁZG f�(x)x�11 : : :x�nn dx;�ÏÄÏÂÎÏ ÔÏÍÕ ËÁË ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÎÏ ÄÌÑZG f�(x)dx;× ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ �Ï �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ �, ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÀÝÅÊ G, �ÏÌØÚÕÑÓØ ÏÄÎÏÒÏÄ-ÎÏÓÔØÀ ÆÕÎË�ÉÉ f�(x)x�11 : : :x�nn . ïËÏÎÞÁÔÅÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ×ÉÄ:ZG f�(x)'(x)dx = ZG f�(x)�'(x) � '(0) � : : :: : : � 1k! X�1+:::+�n=kx�11 : : :x�nn �k'(0)�x�11 : : :�x�nn �dx + ZR�G f�(x)'(x)dx ++ kXm=0 1m!(� + n +m) X�1+:::+�n=m �m'(0)�x�11 : : :�x�nn Z� f�(x)x�11 : : :x�nn !: (8)éÚ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ R f�(x)'(x)dx �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÁÎÁ-ÌÉÔÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ÄÌÑ Re � >�n� k� 1, � 6=�n, �n� 1; : : : , �n� k(�ÒÉ � = �n � k � 1 �ÅÒÅÓÔÁÅÔ ÓÈÏÄÉÔØÓÑ �ÅÒ×ÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ). ÷ ÔÏÞËÁÈ�=�n�m (m=0;1; : : : ;k)R f�(x)'(x)dx ÉÍÅÅÔ �ÒÏÓÔÙÅ �ÏÌÀÓÙ, ×ÙÞÅÔÙËÏÔÏÒÙÈ ÏÞÅ×ÉÄÎÙ ÉÚ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ ÆÏÒÍÕÌÙ (8). á ÉÍÅÎÎÏ,×ÙÞÅÔ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f�(x) �ÒÉ � = �n �m ÒÁ×ÅÎ(�1)mm! X�1+:::+�n=m �mÆ(x)�x�11 : : :�x�nn Z� x�11 : : :x�nnfn+m(x) !: (9)�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f�(x) Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù, ÎÁ�ÒÉ-ÍÅÒ, ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ: lim�!�n(� + n)f�(x) = Æ(x)Z� !fn(x) ;lim�!�n�1(� + n + 1)f�(x) = ��Æ(x)�x1 Z� x1!fn+1(x) � : : : � �Æ(x)�xn Z� xn!fn+1(x)



2℄ x 3. ïäîïòïäîùå æõîëãéé 331É Ô.Ä.éÎÔÅÇÒÁÌ R� x�11 :::x�nnfn+m(x) ! ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ �. åÓÌÉ�ÒÉÎÑÔØ ÚÁ � �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ f(x) = 1, ÔÏ ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ Rf=1 x�11 : : :x�nn !, ÒÁ×ÎÏÅ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ ÏÄÎÏÍÕÉÚ ÍÏÍÅÎÔÏ× m-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ÏÂÌÁÓÔÉ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØÀ f = 1.üÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÏÍÅÎÔ ÏÂÌÁÓÔÉ f 6 1,ÒÁ×ÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ I = Zf61 x�11 : : :x�nn dx:÷×ÅÄÅÍ × ÏÂÌÁÓÔÉ f 6 1 ÎÏ×ÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ u1 = f , u2; : : : ;un Ó ÑËÏÂÉÁÎÏÍ D�xu� 6= 0.÷ ÜÔÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ dx = D�xu�du1du2 : : :dun:ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ! = D�xu�du2 : : :dun;ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ f = 1 ÜÔÁ ÆÏÒÍÁ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ × ÔÅËÓÔÅ. úÁ�ÉÛÅÍÉÎÔÅÇÒÁÌ I × ×ÉÄÅ I = 1Z0 Zf= x�11 : : :x�nn !d:ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÅÓÔØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ  ÓÔÅ�ÅÎÉ�1 + : : :+ �n � n + 1. úÎÁÞÉÔ,Zf= x�11 : : :x�nn ! = �1+:::+�n�n+1 Zf=1 x�11 : : :x�nn !É I = Zf=1 x�11 : : :x�nn ! 1Z0 �1+:::+�n�n+1d;ÔÁË ÞÔÏ Zf61 x�11 : : :x�nn dx = 1�1 + : : :+ �n � n + 2 Zf=1 x�11 : : :x�nn !:�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÙÞÅÔ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f�(x) ×ÔÏÞËÅ � = �n � m �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÊÏ�ÅÒÁÔÏÒ m-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ÏÔ Æ(x) Ó �ÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ.ëÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ, ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÅÇÏ ÏÔ f ,



332 çì. III. óðåãéáìøîùå �éðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [2ÒÁ×ÎÙ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ ÍÏÍÅÎÔÁÍ m-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ÏÂÌÁÓÔÉ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØÀ f = 1.éÎÔÅÇÒÁÌÙ Z� x�11 : : :x�nnfn+m(x) ! (�1 + : : : + �n = m)ÍÙ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ ÎÁÚÏ×ÅÍ ×ÙÞÅÔÁÍÉ (ÏÂÙÞÎÏÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊÓÔÅ�ÅÎÉ �n�m) ÆÕÎË�ÉÉ f�n�m(x). ÷ÙÞÅÔ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊÆÕÎË�ÉÉ f�(x) × ÔÏÞËÅ �=�n�m ÒÁ×ÅÎ ÉÈ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ Ó ËÏ-ÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ (�1)mm! �mÆ(x)�x�11 :::�x�nn . åÓÌÉ ×ÓÅ ×ÙÞÅÔÙ ÏÂÙÞÎÏÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊÆÕÎË�ÉÉ f�n�m(x) ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ, ÔÏ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ (8) �ÒÉ � = �n � mÅÊ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÓÔÅ�ÅÎÉ �n � m. üÔÏÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×Ï ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ × ×ÉÄÕ × �. 5 ÜÔÏÇÏ �ÁÒÁÇÒÁÆÁ.äÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f� �ÒÉ Re � < �n ÍÏÖÎÏÄÁÔØ ×ÍÅÓÔÏ ÆÏÒÍÕÌÙ (8) ÂÏÌÅÅ ÕÄÏÂÎÕÀ É ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ.äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÒÉ Re � < �n � k ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ×ÉÄÁZR�G f�(x)x�11 : : :x�nn dx (�1 + : : : + �n = m < k) (10)ÓÈÏÄÑÔÓÑ. çÒÁÎÉ�Á ÏÂÌÁÓÔÉ R�G ÅÓÔØ ÔÁ ÖÅ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ � (ÇÒÁÎÉ�Á G)Ó �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏÊ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÅÊ, É �ÏÜÔÏÍÕ, �ÒÅÏÂÒÁÚÕÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌ (10)× �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÎÙÊ, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ:ZR�G f�(x)x�11 : : :x�nn dx = � 1� +m + n Z� f�(x)x�11 : : :x�nn !:úÁÍÅÎÑÑ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × ÆÏÒÍÕÌÅ (8) �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÎÙÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ �Ï �ÉÎÔÅÇÒÁÌÁÍÉ �Ï ÏÂÌÁÓÔÉ R�G É ÏÂßÅÄÉÎÑÑ ÚÁÔÅÍ ×ÓÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ × ÏÄÉÎ,ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÄÌÑ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅZ f�(x)'(x)dx = Z f�(x)�'(x) � '(0) � : : :: : : � 1k! X�1+:::+�n=kx�11 : : :x�nn �k'(0)�x�11 : : :�x�nn �dx; (11)Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÅ × �ÏÌÏÓÅ �n � k � 1 < Re � < �n � k.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ �(x) | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÏÂÙÞÎÁÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑÆÕÎË�ÉÑ ÓÔÅ�ÅÎÉ � (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÚÎÁËÏ�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ), ÉÍÅÀÝÁÑ



3℄ x 3. ïäîïòïäîùå æõîëãéé 333ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ ÔÏÌØËÏ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, É �n� k � 1 < Re � < �n� k,ÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ (11) �ÒÉÍÅÎÉÍÁ ÄÌÑ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁZ �(x)'(x)dx:ðÏÌÕÞÁÅÍÙÊ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÕÀÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ÓÔÅ�ÅÎÉ �. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÓÑËÏÊ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ (ÏÂÙÞÎÏÊ) ÆÕÎË�ÉÉ �(x) ÓÔÅ�ÅÎÉ � �ÒÉ � 6= �n � kÏÔ×ÅÞÁÅÔ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ (11) ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÔÏÊ ÖÅÓÔÅ�ÅÎÉ, Ñ×ÌÑÀÝÁÑÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÅÊ ÆÕÎË�ÉÉ �(x). �ÁË ËÁË ÏÄÎÏ-ÒÏÄÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ÌÀÂÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ, ÉÍÅÀÝÕÀ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ ÔÏÌØËÏ ×ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ, ÚÁÄÁ× �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ ÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑÎÁ ÌÀÂÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ �, �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÅÊÓÑ ÔÏÌØËÏ × ÏÄÎÏÊÔÏÞËÅ Ó ËÁÖÄÙÍ ×ÙÈÏÄÑÝÉÍ ÉÚ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÌÕÞÏÍ, ÍÙ ÍÏÖÅÍÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÊ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ �ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÓÔÅ�ÅÎÉ � �ÒÉ � 6= �n� k.3. ïÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÓÔÅ�ÅÎÉ �n. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ(ÏÂÙÞÎÕÀ) ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ �(x) � �(x1;x2; : : : ;xn),ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÚÎÁËÏ�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÕÀ, ÓÔÅ�ÅÎÉ �n, Ó ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØÀ (Ô.Å.Ó ÔÏÞËÏÊ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÎÅÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÓÔÉ) ÔÏÌØËÏ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.þÔÏÂÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ É ÔÅÍÓÁÍÙÍ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÏ×ÁÔØ ÒÁÓÈÏÄÑÝÉÊÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌZ �(x)'(x)dx;×ÙÂÅÒÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ G, ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, É�ÏÌÏÖÉÍZ �(x)'(x)dx = ZG �(x)['(x) � '(0)℄dx + ZR�G �(x)'(x)dx: (1)ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÏ×ÁÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁZ �(x)'(x)dxÚÁ×ÉÓÉÔ, ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÏÂÌÁÓÔÉ G. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ �ÏÌÕÞÅÎÎÕÀÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ �jG É ×ÙÑÓÎÉÍ, ÞÔÏ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ Ó ÜÔÏÊÆÕÎË�ÉÅÊ �ÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÏÂÌÁÓÔÉ G ÄÒÕÇÏÊ ÏÂÌÁÓÔØÀ G1. îÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÚÁÍÅÎÑÑG ÎÁ G1�G, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ,ÏÔÌÉÞÁÀÝÅÅÓÑ ÎÁ '(0) ZG�G1 �(x)dx



334 çì. III. óðåãéáìøîùå �éðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [3ÏÔ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,�jG � �jG1 = Æ(x) ZG�G1 �(x)dx: (2)�ÁË ËÁË ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (2) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË-�ÉÊ �jG É �jG1 ÅÓÔØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ �ÏÒÑÄËÁ �n, ÔÏÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔØ ÉÌÉ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊÆÏÒÍÕÌÏÊ (1), ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÏÂÌÁÓÔÉ G.�Å�ÅÒØ ÎÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ ×Ï�ÒÏÓ, ËÏÇÄÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (1), ÂÕÄÅÔ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ, ÓÔÅ�ÅÎÉ �n, Ô.Å. ËÏÇÄÁ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÅ ��;'�x��� = (�;'):ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ �ÒÏ×ÏÄÉÔØ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ, ÓÒÁ×ÎÉÍ ÆÏÒÍÕÌÕ (1) ÜÔÏÇÏ�ÕÎËÔÁ Ó ÆÏÒÍÕÌÏÊ (5) �. 2. åÓÌÉ × �ÅÒ×ÕÀ ÉÚ ÜÔÉÈ ÆÏÒÍÕÌ �ÏÄÓÔÁ×ÉÔØ� = f�n, ÇÄÅ f(x) | �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ �ÅÒ×ÏÊÓÔÅ�ÅÎÉ, ÔÏ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁ (5) �. 2, × ËÏÔÏÒÏÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ R� f�n(x)!,Ô.Å. ×ÙÞÅÔ ÆÕÎË�ÉÉ f�n(x), ÚÁÍÅÎÅÎ ÎÕÌÅÍ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÏÂÒÁ-ÝÅÎÉÅ × ÎÕÌØ ÜÔÏÇÏ ×ÙÞÅÔÁ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f�(x) ÎÅ ÉÍÅÌÁ �ÏÌÀÓÁ �ÒÉ �=�n,Ô.Å., ËÁË ÍÙ ÏÔÍÅÞÁÌÉ × �. 2, ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÆÏÒÍÕÌÁ (5) �. 2Ï�ÒÅÄÅÌÑÌÁ �ÒÉ �=�n ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÏÄÎÏÒÏÄÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ÓÔÅ�ÅÎÉ �n.óÅÊÞÁÓ ÍÙ �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÏÂÏÂ-ÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ (1) ÂÙÌÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ �n, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÉÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ.óÄÅÌÁ× × ÉÎÔÅÇÒÁÌÅZG �(x)h'�x�� � '(0)idx + ZR�G �(x)'�x��dxÚÁÍÅÎÕ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ xk� = x0k É ÏÂÏÚÎÁÞÉ× ÞÅÒÅÚ �G ÏÂÌÁÓÔØ, �ÏÌÕÞÁÅÍÕÀÉÚ ÏÂÌÁÓÔÉ G �ÏÄÏÂÎÙÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ �, ÂÕÄÅÍÉÍÅÔØ:ZG �(x)h'�x�� � '(0)idx + ZR�G �(x)'�x��dx == ZG �(x)['(x) � '(0)℄dx + ZR�G �(x)'(x)dx + '(0) ZG��G �(x)dx:



3℄ x 3. ïäîïòïäîùå æõîëãéé 335ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ R �(x)'(x)dxÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙZG��G �(x)dx = 0ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �.ðÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ ÜÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ××ÅÄÅÍ × ÏÂÌÁÓÔÉ G � �GÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ �;u1; : : : ;un�1, ÇÄÅ � = 1 É � = � | ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ � É �� ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, Á u1;u2; : : : ;un�1 ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÁ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÑÈ � = onst.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ xk = �x0k. �ÏÇÄÁdx1 : : : dxn = D� x1 x2 : : : xn� u1 : : : un�1 �d�du1 : : : dun�1 == �n�1d�(x01dx02 : : : dx0n � x02dx01dx03 : : : dx0n + : : :: : : � x0ndx01 : : :dx0n�1 = �n�1d�!;ÇÄÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ! ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ �=1.ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, �(x) = ��n�(x0). ðÏÜÔÏÍÕZG��G �(x)dx = �Z1 d�� Z� �(x)! = ln�Z� �(x)!: (3)�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙÒÅÇÕÌÑÒÉÚÏ×ÁÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ (1) ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÏÔ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊÆÕÎË�ÉÉ �(x1; : : : ;xn), Ô.Å. ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ �jG, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÌÏÓÏÂÏÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÕÀ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ÓÔÅ�ÅÎÉ �n, ÓÏÓÔÏÉÔ × ÓÌÅ-ÄÕÀÝÅÍ Z� �! = 0: (4)åÓÌÉ ÜÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÎÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ, ÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ �jG Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ ÏÄÎÏÒÏÄ-ÎÏÊ, Á �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÊ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ.éÎÔÅÇÒÁÌ × ÆÏÒÍÕÌÅ (4) ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ×ÙÞÅÔÏÍ ÆÕÎË�ÉÉ �(x)ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (ÜÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÄÁÎÎÏÇÏ× �. 3). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ (1)ÂÙÌÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ, ÓÔÅ�ÅÎÉ �n, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ×ÙÞÅÔÆÕÎË�ÉÉ �(x) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÒÁ×ÎÑÌÓÑ ÎÕÌÀ.



336 çì. III. óðåãéáìøîùå �éðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [3äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ �n + 1. íÙ ÎÅÏÄ-ÎÏËÒÁÔÎÏ ×ÓÔÒÅÞÁÌÉÓØ ÕÖÅ × ÇÌ. I Ó ÔÁËÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÅÊ, ËÏÇÄÁ ÏÂÙÞÎÁÑ ÌÏ-ËÁÌØÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f ÉÍÅÅÔ ×ÓÀÄÕ, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÏÔÄÅÌØ-ÎÙÈ ÔÏÞÅË, ÏÂÙÞÎÕÀ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ, ÎÏ ÜÔÁ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÕÖÅ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑÌÏËÁÌØÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ (ÔÁË ÞÔÏ �ÒÁ×ÉÌØÎÅÅ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÅÅÆÏÒÍÁÌØÎÏÊ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁÍ ÎÅÄÏÓÔÁ×ÁÌÏ Á×ÔÏÍÁÔÉÚÍÁ �ÒÉ�ÏÄÓÞÅÔÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ × ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÏÔ ÆÕÎË�ÉÉ f , É ËÁÖÄÙÊÒÁÚ �ÒÉÈÏÄÉÌÏÓØ �ÒÏ×ÏÄÉÔØ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ×�. 3 x 2 ÇÌ. I �ÒÉ �ÏÄÓÞÅÔÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ìÁ�ÌÁÓÁ ÏÔ 1r × ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å �Ï ÓÕÝÅÓÔ×Õ �ÒÉÛÌÏÓØ �Ï×ÔÏÒÉÔØ ÏÂÙÞÎÏÅ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÅÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ Ó ×ÙÒÅÚÁÎÉÅÍ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÕÌÑ É �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÆÏÒÍÕÌÙçÒÉÎÁ. �ÁËÏÊ Á×ÔÏÍÁÔÉÚÍ × ÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ×ÎÏÓÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊÆÏÒÍÕÌÏÊ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÓÅÊÞÁÓ ÄÏËÁÖÅÍ. ðÕÓÔØ � | ÏÂÙÞÎÁÑ ÌÏËÁÌØÎÏÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÓÔÅ�ÅÎÉ �n + 1. �ÏÇÄÁ���xi = � ���xi� ����G +(�1)i�1Æ(x1; : : : ;xn)Z� �dx1 : : : dxi�1dxi+1 : : :dxn: (5)úÄÅÓØ ÓÌÅ×Á ���xi | �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÉ � × ÓÍÙÓÌÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË-�ÉÊ, Á Ó�ÒÁ×Á � ���xi� ���G ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ, �ÏÓÔÒÏÅÎÎÕÀ�Ï ÆÏÒÍÁÌØÎÏÊ, Ô.Å. ÏÂÙÞÎÏÊ, �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ �; � | ÇÒÁÎÉ�ÁÏÂÌÁÓÔÉ G.äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ:� ���xi ;'� = ���; �'�xi� = �Z �(x1; : : : ;xn)�'(x1; : : : ;xn)�xi dx1 : : : dxn == �ZG �(x1; : : : ;xn) ��xi ['(x1; : : : ;xn) � '(0; : : : ;0)℄dx1 : : : dxn �� ZR�G �(x1; : : : ;xn)�'(0; : : : ;0)�xi dx1; : : : ;dxn:úÄÅÓØ R � G | ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ Ë ÏÂÌÁÓÔÉ G.ðÒÏÉÚ×ÅÄÑ ÔÅ�ÅÒØ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ �Ï ÞÁÓÔÑÍ, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÆÕÎ-Ë�ÉÏÎÁÌ �� ���xi� ���G;'�, Á ËÏÎÔÕÒÎÙÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ �Ï �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ �ÓÏËÒÁÔÑÔÓÑ, ËÒÏÍÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ(�1)i�1'(0)Z� �dx1 : : : dxi�1dxi+1 : : :dxn:



3℄ x 3. ïäîïòïäîùå æõîëãéé 337�ÅÍ ÓÁÍÙÍ ÆÏÒÍÕÌÁ (5) ÄÏËÁÚÁÎÁ. �ÁË ËÁË ÅÅ ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÏÔ ÏÂÌÁÓÔÉ GÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ, ÔÏ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ É �ÒÁ×ÁÑ. ÷ �ÏÓÌÅÄÎÅÍ ÍÏÖÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ, ÞÔÏ �ÒÅÄÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÉÔÁÔÅÌÀ.ðÒÉÍÅÒÙ. 1. äÏËÁÖÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ� �2�x2 + �2�y2� ln(x2 + y2) = 2�Æ(x;y): (6)íÙ ÉÍÅÅÍ: ��x ln(x2 + y2) = 2xx2 + y2 :üÔÏ ×ÅÒÎÏ ËÁË × ÓÍÙÓÌÅ ÏÂÙÞÎÙÈ, ÔÁË É × ÓÍÙÓÌÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË-�ÉÊ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÆÕÎË�ÉÑ 2xx2+y2 ÅÝÅ ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ. �Å�ÅÒØ �ÏÆÏÒÍÕÌÅ (5) �ÏÌÕÞÁÅÍ:�2�x2 ln(x2 + y2) = ��x 2xx2 + y2 = � x2 � y2(x2 + y2)� ����G +2Æ(x;y)Z� xdyx2 + y2 :áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ�2�y2 ln(x2 + y2) = � y2 � x2(x2 + y2)2� ����G �2Æ(x;y)Z� ydxx2 + y2 :óËÌÁÄÙ×ÁÑ ÏÂÅ ÆÏÒÍÕÌÙ, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ:� �2�x2 + �2�y2� ln(x2 + y2) = Æ(x;y)Z� xdy � ydxx2 + y2 :÷ÙÂÒÁ× × ËÁÞÅÓÔ×Å ËÒÉ×ÏÊ � ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ,ÌÅÇËÏ ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏ R� xdy�ydxx2+y2 = 2�. üÔÏ É ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÆÏÒÍÕÌÕ (6). éÚÎÅÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ × Ä×ÕÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å�ln 1r = 2�Æ(x;y)�r2 = x2 + y2; � = �2�x2 + �2�y2� :2. ðÏÄÓÞÉÔÁÅÍ �� 1r � × ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å (r2 = x2+ y2+ z2).ïÄÉÎ ÒÁÚ ÍÏÖÎÏ �ÒÏÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÔØ × ÏÂÙÞÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ:��x 1r = � xr3 ; ��y 1r = � yr3 ; ��z 1r = � zr3 :



338 çì. III. óðåãéáìøîùå �éðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [3æÏÒÍÁÌØÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ �ÒÁ×ÙÈ ÞÁÓÔÅÊ ÒÁ×ÎÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ3x2 � r2r5 ; 3y2 � r2r5 ; 3z2 � r2r5 ;ÉÈ ÓÕÍÍÁ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÔÒÉÖÄÙ ÆÏÒÍÕÌÕ (5) É ÓËÌÁÄÙ×ÁÑÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ, ÎÁÈÏÄÉÍ:� �2�x2 + �2�y2 + �2�z2� 1r = Æ(x;y;z)Z� xdydz � ydxdz + zdxdyr3 :÷ÙÂÉÒÁÑ × ËÁÞÅÓÔ×Å � ÓÆÅÒÕ É �ÅÒÅÈÏÄÑ Ë �ÏÌÑÒÎÙÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ, �Ï-ÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ Ó�ÒÁ×Á ÒÁ×ÅÎ �4�. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ��1r� = �4�Æ(x;y;z): (7)áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ ÎÅÔÒÕÄÎÏ �ÏÄÓÞÉÔÁÔØ �� 1rn�2 � × n-ÍÅÒÎÏÍ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å (n > 3) É �ÏÌÕÞÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ, �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÕÀ × �. 3 x 2 ÇÌ. I.ðÏÑÓÎÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÎÅÓËÏÌØËÏ × ÉÎÏÍ �ÌÁÎÅ, �ÏÞÅÍÕ ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ ×ÙÞÅÔÁÏÂÙÞÎÏÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ �(x) ÓÔÅ�ÅÎÉ �n × ÎÕÌØ ÅÓÔØ ÕÓÌÏ×ÉÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ, Á ÔÁËÖÅ ÒÏÌØ�ÏÎÑÔÉÑ ×ÙÞÅÔÁ.�ÁË ËÁË �(x1; : : : ;xn) | ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÓÔÅ�Å-ÎÉ �n, ÔÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ üÊÌÅÒÁ,nXk=1xk ���xk = �n�;ÉÌÉ × ÄÉ×ÅÒÇÅÎÔÎÏÊ ÆÏÒÍÅ nXk=1 ��xk (xk�) = 0:üÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍ, Ô.Å. ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔÓÑ ×Ï ×ÓÅÈÔÏÞËÁÈ, ËÒÏÍÅ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÇÄÅ � ÉÍÅÅÔ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ. ó ÄÒÕÇÏÊÓÔÏÒÏÎÙ, ËÁË ÍÙ ÚÎÁÅÍ ÉÚ �. 1, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ üÊÌÅÒÁ, �ÏÎÉÍÁÅÍÏÅ ×ÓÍÙÓÌÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÅÔ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅÆÕÎË�ÉÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ.



3℄ x 3. ïäîïòïäîùå æõîëãéé 339ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ �ÏÎÉÍÁÔØ xk� ËÁË ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ, ÔÏÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï nXk=1 �(xk�)�xk = Æ(x); (8)ÇÄÅ  | ×ÙÞÅÔ ÆÕÎË�ÉÉ �. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ (5) ÍÙ ÉÍÅÅÍ:�(xk�)�xk = ��(xk�)�xk � ����G ++ Æ(x1; : : : ;xn)Z� �(�1)k�1xkdx1 : : : dxk�1dxk+1 : : : dxn:óÕÍÍÉÒÕÑ �Ï k, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ:Xk �(xk�)�xk =  Xk �(xk�)�xk ! ����G +Æ(x1; : : : ;xn)Z� �!;É ÔÁË ËÁË Pk �(xk�)�xk = 0, ÍÙ É �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÆÏÒÍÕÌÅ (8).óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ  = R� �! 6= 0, ÔÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔØ ÆÕÎË�ÉÉ �(x)× ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁÒÕÛÁÅÔÓÑ. åÓÌÉ �(x) | �ÏÔÅÎ�ÉÁÌ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ�ÏÌÑ, ÔÏ ÜÔÏ ÎÁÒÕÛÅÎÉÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ | Ó×ÉÄÅÔÅÌØÓÔ×Ï ÎÁÌÉÞÉÑ ×ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÅ ÉÓÔÏÞÎÉËÏ×, ÚÁÒÑÄÏ× É Ô.�.íÙ �ÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑÆÕÎË�ÉÑ �(x) ÓÔÅ�ÅÎÉ �n Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÏÄÎÏÒÏÄÎÕÀ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎË-�ÉÀ (ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÏ×ÁÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ R �'dx), ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ,ÞÔÏÂÙ ×ÙÞÅÔ �(x) × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÒÁ×ÎÑÌÓÑ ÎÕÌÀ.õ ÚÎÁËÏ�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ �(x), ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ×ÙÞÅÔ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁ-ÅÔÓÑ × ÎÕÌØ; �ÏÜÔÏÍÕ ÚÎÁËÏ�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÓÔÅ�Å-ÎÉ �n ÎÅ ÍÏÖÅÔ Ï�ÒÅÄÅÌÑÔØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ. �ÁË,ÎÁ �ÒÑÍÏÊ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ 1jxj (ÓÍ. ÇÌ. I, x 3) ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÁ. îÁ�ÌÏÓËÏÓÔÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ 1x2+y2 �ÔÏÞÎÅÅ, 1x2+y2 ���G�, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÁÑ�Ï ÆÏÒÍÕÌÅZ '(x;y)x2 + y2 dxdy = ZG '(x;y) � '(0;0)x2 + y2 dxdy + ZR�G '(x;y)x2 + y2 dxdy



340 çì. III. óðåãéáìøîùå �éðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [4ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÁ; × ÔÏ ÖÅ ×ÒÅÍÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ x2�y2(x2+y2)2 , Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ:Z x2 � y2(x2 + y2)2'(x;y)dxdy == ZG x2 � y2(x2 + y2)2 ['(x;y) � '(0;0)℄dxdy ++ ZR�G x2 � y2(x2 + y2)2'(x;y)dxdy;ÏÄÎÏÒÏÄÎÁ, ÔÁË ËÁË ×ÙÞÅÔ ÏÂÙÞÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ x2�y2(x2+y2)2 ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ (�ÏÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ).4. ïÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÓÔÅ�ÅÎÉ �n�m. ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ�(x1; : : : ;xn) | ÏÂÙÞÎÁÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÓÔÅ�ÅÎÉ �n�m, ÇÄÅm|ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. úÁÄÁÄÉÍ ÓÎÏ×Á �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ G, ÓÏÄÅÒ-ÖÁÝÕÀ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, É Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÏ×ÁÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅÉÎÔÅÇÒÁÌÁ R �(x)'(x)dx �Ï ÆÏÒÍÕÌÅZ �(x)'(x)dx = ZG �(x)�'(x) � '(0) � : : :: : : � 1k! XP�j=mx�11 : : :x�nn �m�1'(0)�x�11 : : :�x�nn �dx + ZR�G �(x)�'(x) � '(0) � : : :: : : � 1(k � 1)! XP�j=m�1x�11 : : :x�nn �m�1'(0)�x�11 : : :�x�nn �dx: (1)äÌÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ (1),ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÊZG��G �(x)x�11 : : :x�nn dx = 0 (�1 + : : : + �n = m)ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ � ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ (ÓÍ. ��. 3 É 4), ÕÓÌÏ×ÉÊZ� �(x)x�11 : : :x�nn ! = 0 (�1 + : : : + �n = m): (2)



5℄ x 3. ïäîïòïäîùå æõîëãéé 341éÎÔÅÇÒÁÌÙ ÓÌÅ×Á × (2) ÍÙ ÎÁÚÏ×ÅÍ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ ×ÙÞÅ-ÔÁÍÉ ÏÂÙÞÎÏÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ �(x) ÓÔÅ�ÅÎÉ n �m.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÏÂÙÞÎÏÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ �(x)�ÅÌÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ �n�m ÏÔ×ÅÞÁÌÁ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ (1) ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÏÂÏÂÝÅÎ-ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÓÔÅ�ÅÎÉ �n � m, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ×ÓÅ×ÙÞÅÔÙ ÜÔÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÂÙÌÉ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ.þÔÏÂÙ �ÏÑÓÎÉÔØ ÜÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ÓÒÁ×ÎÉÍ ÆÏÒÍÕÌÕ (1) Ó ÆÏÒÍÕ-ÌÏÊ (8) �. 3. åÓÌÉ × �ÅÒ×ÕÀ ÉÚ ÜÔÉÈ ÆÏÒÍÕÌ �ÏÄÓÔÁ×ÉÔØ �(x)=f�n�m(x),ÇÄÅ f(x) | �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÓÔÅ�ÅÎÉ 1, ÔÏ �ÏÌÕÞÉÔÓÑÆÏÒÍÕÌÁ (8) �. 3, × ËÏÔÏÒÏÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ R� f�n�m(x)x�11 : : :x�nn !, Ô.Å.×ÙÞÅÔÙ ÆÕÎË�ÉÉ f�n�m(x), ÚÁÍÅÎÅÎÙ ÎÕÌÑÍÉ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÕÌÀ ÜÔÉÈ ×ÙÞÅÔÏ× ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÑ ÔÏÇÏ,ÞÔÏÂÙ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f�(x) ÎÅ ÉÍÅÌÁ �ÏÌÀÓÁ �ÒÉ� = �n � m, Ô.Å. ÞÔÏÂÙ ÆÏÒÍÕÌÁ (8) Ï�ÒÅÄÅÌÑÌÁ �ÒÉ � = �n � mÏÄÎÏÒÏÄÎÕÀ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ÓÔÅ�ÅÎÉ �n�m. åÓÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎÉÚ ×ÙÞÅÔÏ× f�n�m(x) ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÔÏ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÑ (1) ÉÎÔÅÇÒÁÌÁZ f�n�k(x)'(x)dxÄÁÅÔ ÕÖÅ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÕÀ ÏÄÎÏÒÏÄÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ÓÔÅ�ÅÎÉ �n �m.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ �ÅÌÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ � 6 �n, ËÒÏÍÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈÆÕÎË�ÉÊ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÈ ÏÂÙÞÎÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ, ÎÁÍ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ ÅÝÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÏÂÏÂ-ÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ, ÎÅ Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ ÎÉ Ó ËÁËÉÍÉ ÏÂÙÞÎÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ, Á ÉÍÅÎÎÏ Æ(x) ÉÅÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ k-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ÏÔ Æ(x) �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÓÔÅ�ÅÎÉ �n� k. þÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ k-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ× ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÒÁ×ÎÏ ÞÉÓÌÕ ÕÓÌÏ×ÉÊ (2). ÷ ÜÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÏÂÝÉÊ ÚÁ�ÁÓ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈÆÕÎË�ÉÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ �n �m ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ËÁË É ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÎÅ�ÅÌÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ �,ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÉÍ Ó ÚÁ�ÁÓÏÍ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ �,ÏÈ×ÁÔÙ×ÁÀÝÅÊ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.5. ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ×ÉÄÁ r�f , ÇÄÅ f | ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ,ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÅ. ÷ÓÑËÕÀ ÏÂÙÞÎÕÀ ÏÄÎÏÒÏÄÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ � ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ�(x1; : : : ;xn) = �(r!1;r!2; : : : ;r!n) = r�f(!1; : : : ;!n); (1)ÇÄÅ f(!1; : : : ;!n) | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅ-ÒÅ 
: P!2i = 1. ðÕÓÔØ ÄÌÑ �ÒÏÓÔÏÔÙ Re � > �n. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊÒÅÇÕÌÑÒÎÙÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ(�(x1; : : : ;xn);'(x1; : : : ;xn)) = Z �'dx1 : : : dxn == 1Z0 r�+n�1 Z
 f(!1; : : : ;!n)'(r!1; : : : ;r!n)d! = 1Z0 r�+n�1u(r)dr;



342 çì. III. óðåãéáìøîùå �éðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [5ÇÄÅ '(x1; : : : ;xn) | ÌÀÂÁÑ ÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ (ÉÚ K), Áu(r) = Z � � �Z
 f(!1; : : : ;!n)'(r!1; : : : ;r!n)d
:úÄÅÓØ, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, d
 | ÜÌÅÍÅÎÔ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÅ 
.ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ f(!1; : : : ;!n) | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ,ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÎÁ ÓÆÅÒÅ 
. �ÏÇÄÁ ÍÙ ÍÏÖÅÍ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎË-�ÉÀ ��(x1; : : : ;xn) = r�f(!1; : : : ;!n) (2)�Ï ÆÏÒÍÕÌÅ (��;') = 1Z0 r�+n�1u(r)dr; (3)ÇÄÅ u(r) = (f;'(r!1; : : : ;r!n): (4)æÕÎË�ÉÑ u(r) ÆÉÎÉÔÎÁ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ, ÉÂÏ'(r!1; : : : ;r!n) ÆÉÎÉÔÎÁ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ �Ï r. âÅÓËÏ-ÎÅÞÎÁÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏÓÔØ ×ÉÄÎÁ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ�'(r!1; : : : ;r!n)�r = ��r'(r!1; : : : ;r!n) = nXi=1 !i �'�xiÉ Ô.Ä.éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (2) ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ �� Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÉ � 6= �n,�n� 1; : : : ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ �; × ÔÏÞËÁÈ � = �n, �n� 1; : : : ÏÎÉÍÅÅÔ �ÒÏÓÔÙÅ �ÏÌÀÓÙ.ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ×ÙÞÅÔ ÜÔÏÊ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ �ÒÉ � = �n. íÙÉÍÅÅÍ:(�;') = 1Z0 r�+n�1(f;'(r!1; : : : ;r!n))dr = 1Z0 r�+n�1u(r)dr == 1Z0 r�+n�1(u(r) � u(0))dr + 1Z1 r�+n�1u(r)dr + u(0)� + n:



1℄ x 4. ðòïéú÷ïìøîùå æõîëãéé ÷ ó�åðåîé � 343÷ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÉ �ÅÒ×ÙÊ É ×ÔÏÒÏÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙ �ÒÉRe � > �n � 1. ðÏÜÔÏÍÕ �ÒÉ � = �n ×ÙÞÅÔ (��;') ÒÁ×ÅÎu(0) = '(0);ÇÄÅ  = (f;1) | ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ f ÎÁ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ, ÒÁ×ÎÏÊÅÄÉÎÉ�Å ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÅ 
. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÙÞÅÔ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊÆÕÎË�ÉÉ �� �ÒÉ � = �n ÒÁ×ÅÎ Æ(x1; : : : ;xn).ìÅÇËÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f ÔÁËÖÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅ-ÓËÉ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ �, f = f�, É ÅÓÌÉ ÜÔÁ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÁ�ÒÉ � = �n, ÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ �� = r�f� �ÒÉ � = �n ÉÍÅÅÔ×ÙÞÅÔ, ÒÁ×ÎÙÊ �nÆ(x1; : : : ;xn), ÇÄÅ �n = (f�;1) �ÒÉ �=�n. ï�ÒÅÄÅÌÉÍÔÅ�ÅÒØ ×ÙÞÅÔ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ��= r�f(!1; : : : ;!n) �ÒÉ �=�n�k.÷ÙÞÅÔ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ (��;') �ÒÉ � = �n � k ÒÁ×ÅÎ1(k�1)! �k�1�rk�1 u(r) ���r=0. îÏu(r) = (f;'(r!1; : : : ;r!n)):ðÏÜÔÏÍÕ�k�1�rk�1 u(r) ����r=0 �f; �k�1�rk�1'(r!1; : : : r!n)� == XP�j=k�1�f;!�11 : : :!�nn �k�1�x�11 : : :�x�nn '(x1; : : : ;xn)� ����x1=:::=xn=0== XP�j=k�1 �k�1�x�11 : : :�x�nn '(0; : : : ;0)(f;!�11 : : :!�nn ) :�ÁË ËÁË ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ f(!1; : : : ;!n) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎ ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ r = 1, ÇÄÅ!i = xi, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ×ÙÞÅÔ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ �� �ÒÉ �=�n� k ÒÁ×ÅÎ(�1)k�1(k � 1)! XP�j=k�1�1:::�n �k�1�x�11 : : :�x�nn Æ(x1; : : : ;xn);ÇÄÅ �1:::�n = (f;x�11 : : :x�nn ).x 4. ðÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ × ÓÔÅ�ÅÎÉ �1. ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË. ðÕÓÔØ G(x1; : : : ;xn) |�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ. ÷ ÜÔÏÍ �ÁÒÁ-ÇÒÁÆÅ ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ G�(x1; : : : ;xn), Ô.Å. ÉÚÕÞÉÍ



344 çì. III. óðåãéáìøîùå �éðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [1ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ(G�;') = ZG>0 G�(x1; : : : ;xn)'(x1; : : : ;xn)dx1 : : : dxn (1)ËÁË ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ÏÔ �. ïÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ ÜÔÏÊ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊÆÕÎË�ÉÉ ÔÅÓÎÏ Ó×ÑÚÁÎÙ Ó ÈÁÒÁËÔÅÒÏÍ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ G(x1; : : : ;xn) = 0.íÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÚÁÎÉÍÁÔØÓÑ ÓÌÕÞÁÅÍ, ËÏÇÄÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ G(x1; : : : ;xn) = 0�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁ, Á ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ×Ï ×ÓÅÈ �ÒÉÌÏÖÅ-ÎÉÑÈ ÓÌÕÞÁÅÍ, ËÏÇÄÁ ÜÔÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ ÓÏÓÔÏÉÔ ÌÉÛØ ÉÚ ÔÏÞÅË, ËÏÔÏÒÙÅÍÙ ÎÁÚÏ×ÅÍ �ÒÉ×ÏÄÉÍÙÍÉ.æÕÎË�ÉÑ G(x1; : : : ;xn) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÆÕÎË-�ÉÉ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÉ M , ÅÓÌÉ × ÜÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÏËÁÌØÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ �1; : : : ; �n, × ËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎË�ÉÑG(x1; : : : ;xn) �ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÏÄÎÏÒÏÄÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÍÙÍÏÖÅÍ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÆÕÎË�ÉÀ, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÕÀ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ, ÎÅ ÔÏÌØËÏ ×ÁÆÆÉÎÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, ÎÏ É ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ,ÎÁ�ÒÉÍÅÒ ÎÁ ÓÆÅÒÅ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÒÉ×ÏÄÉÍÏÊ ÔÏÞËÉ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÍÙ ÄÁÄÉÍ ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÏ�Ï ÞÉÓÌÕ ÉÚÍÅÒÅÎÉÊ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÉÌÉ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ,ÞÔÏ ÄÌÑ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÉÌÉ ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÍÅÎØÛÅÞÅÍ n ÉÚÍÅÒÅÎÉÊ �ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÔÏÞËÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ. �ÏÞËÕM �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉG(x1; : : : ;xn) = 0 ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÒÉ×ÏÄÉÍÏÊ, ÅÓÌÉ:1) × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ M ÆÕÎË�ÉÑ G(x1; : : : ;xn) ÜË×É×Á-ÌÅÎÔÎÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ;2) �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ G(x1; : : : ;xn) = 0 Ó ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÊÓÆÅÒÏÊ Ó �ÅÎÔÒÏÍ × M ÄÁÅÔ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ, ËÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ ËÏÔÏÒÏÊ�ÒÉ×ÏÄÉÍÁ ÎÁ ÜÔÏÊ ÓÆÅÒÅ.äÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ G(x) ÎÁ �ÒÑÍÏÊ ×ÔÏÒÏÅ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÅ, ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ,ÏÔ�ÁÄÁÅÔ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÏÞËÁ x0, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ G(x0) = 0, ÎÁÚÙ×Á-ÅÔÓÑ �ÒÉ×ÏÄÉÍÏÊ, ÅÓÌÉ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ x0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÏÂÒÁÔÉÍÁÑÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ � = X(x), X(x0) = 0, ÞÔÏG[X�1(�)℄ � �m:÷ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ �ÒÉ×ÏÄÉÍÏÊ ÔÏÞËÉ M ÍÏÖÎÏ ××ÅÓÔÉ ÌÏËÁÌØÎÙÅËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ �1; : : : ; �n, × ËÏÔÏÒÙÈ ÆÕÎË�ÉÑ G �ÒÅ×ÒÁÔÉÔÓÑ × ÏÄÎÏÒÏÄÎÕÀÆÕÎË�ÉÀ ÏÔ �1; : : : ; �n ÓÔÅ�ÅÎÉ m.åÓÌÉ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙÆÕÎË�ÉÑ G ÚÁ×ÉÓÅÌÁ ÏÔ k �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, É ÎÅÌØÚÑ ×ÙÂÒÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙÏÎÁ ÚÁ×ÉÓÅÌÁ ÏÔ ÍÅÎØÛÅÇÏ ÞÉÓÌÁ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÔÏ ÔÏÞËÁ M ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÔÏÞËÏÊ k-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ É ÓÔÅ�ÅÎÉ m.



1℄ x 4. ðòïéú÷ïìøîùå æõîëãéé ÷ ó�åðåîé � 345�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÏÔÎÅÓÔÉ Ä×ÁÞÉÓÌÁ: �ÏÒÑÄÏË k É ÓÔÅ�ÅÎØ m ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÎÁ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ G= 0 gradG 6= 0, ÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ ÜÔÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÂÕÄÅÔÔÏÞËÏÊ 1-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ É �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉÌÀÂÏÊ ÔÁËÏÊ ÔÏÞËÉ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÏÄÎÏÊ ÉÚ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÓÁÍÕ ÆÕÎË�ÉÀ G(x1; : : : ;xn) = �1 É ËÁËÉÅ ÕÇÏÄÎÏ ÄÒÕÇÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ�2; : : : ; �n. ñÓÎÏ, ÞÔÏ × ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÆÕÎË�ÉÑ G(x1; : : : ;xn)�ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × �1, Ô.Å. × ÏÄÎÏÒÏÄÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÏÔ ÏÄÎÏÊ�ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ. úÎÁÞÉÔ, ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÅÓÔØ ÔÏÞËÁ 1-ÇÏ�ÏÒÑÄËÁ É �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ. åÓÌÉ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ G = 0, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ×ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÒÅÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ �ÌÏÓËÏÓÔÅÊ[G = x�1 x�2x3 ℄, ÔÏ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ 3-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ,ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÏÓÉ ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÔÏÞÅË 2-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ, Á ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅÔÏÞËÉ ÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ �ÌÏÓËÏÓÔÑÈ ÓÕÔØ ÔÏÞËÉ 1-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ. íÙ�ÒÅÄÏÓÔÁ×ÌÑÅÍ ÞÉÔÁÔÅÌÀ ÎÁÊÔÉ ÓÔÅ�ÅÎÉ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË.÷×ÉÄÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÉÚÕÞÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ (1) × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÏÖÅÔ×ÙÚ×ÁÔØ Õ ÞÉÔÁÔÅÌÑ ÚÁÔÒÕÄÎÅÎÉÑ, ÍÙ �ÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÏ × �. 2 ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍÓÌÕÞÁÉ, ËÏÇÄÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ G=0 ÓÏÓÔÏÉÔ ÔÏÌØËÏ ÉÚ ÔÏÞÅË 1-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ,× �. 3 ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ G = 0 ÉÍÅÀÔÓÑ ÏÓÏÂÙÅÔÏÞËÉ ÎÅ ×ÙÛÅ 2-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ, É ÔÏÌØËÏ × �. 4 ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ.÷ ÜÔÏÍ �ÕÎËÔÅ ÎÁÍ �ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÁ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ �ÒÉ×ÅÄÅÍ ÂÅÚÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á.ðÕÓÔØ G(x1; : : : ;xn) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ. åÓÌÉ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ G=0 ÓÏÓÔÏÉÔÌÉÛØ ÉÚ �ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÔÏÞÅË, ÔÏ ÏÎÁ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏÓ×ÑÚÎÙÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÏÞÅË ÏÄÎÏÇÏ ÉÔÏÇÏ ÖÅ �ÏÒÑÄËÁ É ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÓÔÅ�ÅÎÉ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉG = 0 ÉÍÅÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÔÏÞÅË n-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ, ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏÌÉÎÉÊ (n�1)-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ É Ô.Ä., ÎÁËÏÎÅ�, ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ (n�1)-ÍÅÒÎÙÈËÏÍ�ÏÎÅÎÔ 1-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ.�ÁË ËÁË × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ 1-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ÍÏÖÎÏ ××ÅÓÔÉ ÌÏËÁÌØÎÙÅËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÛÁ ÆÕÎË�ÉÑ G ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÏÄÎÏÇÏ �ÅÒÅÍÅÎ-ÎÏÇÏ, × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ 2-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÌÏËÁÌØ-ÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÆÕÎË�ÉÑ G ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ Ä×ÕÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ É Ô.Ä., ÔÏÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÊ Ó �ÒÉ×ÏÄÉÍÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ 1-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ Ó×ÏÄÉÔÓÑË ÉÚÕÞÅÎÉÀ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ,ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ Ó �ÒÉ×ÏÄÉÍÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ 2-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ | ËÉÚÕÞÅÎÉÀ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ Ä×ÕÈ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ É Ô.Ä.÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ �ÕÎËÔÁ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ, ËÁË �ÏËÁÚÁÎÏ × �. 2ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÑ 1 Ë ÇÌ. I, ÅÓÌÉ ÉÍÅÅÔÓÑ �ÏËÒÙÔÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÓÞÅÔÎÏÊÓÉÓÔÅÍÏÊ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ Di, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÛÁÒ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑÔÏÌØËÏ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÜÔÉÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ, ÔÏ ÌÀÂÁÑ ÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÆÕÎË-�ÉÑ '(x) �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ × ×ÉÄÅ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÕÍÍÙ '(x) =P'i(x) ÏÓÎÏ×ÎÙÈÆÕÎË�ÉÊ 'i, ÇÄÅ 'i ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ ×ÎÅ Di. ðÏÜÔÏÍÕ ÔÁÍ, ÇÄÅ ÜÔÏ ÎÁÍ�ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ '(x1; : : : ;xn) ÏÔÌÉÞÎÁ



346 çì. III. óðåãéáìøîùå �éðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [2ÏÔ ÎÕÌÑ ÔÏÌØËÏ × ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÅÊ ÎÁÓÔÏÞËÉ.éÚÕÞÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ (1), ÚÁ×ÉÓÑÝÅÇÏ ÏÔ ÏÄÎÏÇÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ �ÁÒÁ-ÍÅÔÒÁ, �ÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ �ÕÔÅÍ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ Ä×ÕÈËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. üÔÏÔ �ÒÉÅÍ ÄÌÑ �ÒÏÓÔÅÊÛÅÇÏ ÓÌÕÞÁÑ ÉÚÌÏÖÅÎ× �. 3.2. éÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ G� × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ �Ï×ÅÒÈ-ÎÏÓÔØ G(x1; : : : ;xn) = 0 �ÅÌÉËÏÍ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÏÞÅË 1-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ. ðÕÓÔØG(x1; : : : ;xn) | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ G = 0 ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ É ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ �ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÔÏÞÅË 1-ÇÏ�ÏÒÑÄËÁ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ, ÚÁ×ÉÓÑÝÉÊ ÏÔ �:(G�;') = Z � � �ZG>0 G�(x1; : : : ;xn)'(x1; : : : ;xn)dx1 : : :dxn: (2)ðÒÉ Re � > 0 ÜÔÏÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÓÈÏÄÉÔÓÑ É �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÁÎÁ-ÌÉÔÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ �. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ G� �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ �. ëÁÖÄÏÊ Ó×ÑÚÎÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎ-ÔÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ G = 0, ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ ÔÏÞÅË ÓÔÅ�ÅÎÉ l, ÏÔ×ÅÞÁÅÔ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÒÏÓÔÙÈ �ÏÌÀÓÏ×� = �1l ;�2l ; : : : ;�nl ; : : : (3)÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ G=0 ×ÏÏÂÝÅ ÎÅÔ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË,ÔÏ G� ÉÍÅÅÔ �ÏÌÀÓÙ ÔÏÌØËÏ × ÔÏÞËÁÈ� = �1;�2; : : : ;�n; : : :äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÜÔÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ×ÙÂÅÒÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÔÏÞ-ËÕ M �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ G = 0. ÷ ÓÉÌÕ ÓÄÅÌÁÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ ÂÅÚÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ '(x1; : : : ;xn) = 0 ×ÎÅÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÍÁÌÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ D ÔÏÞËÉ M . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ D1,�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÏÂÌÁÓÔÉ D Ó ÏÂÌÁÓÔØÀ G > 0. �ÏÇÄÁ(G�;') = Z � � �ZG>0 G�(x1; : : : ;xn)'(x1; : : : ;xn)dx1 : : : dxn == Z � � �ZD1 G�(x1; : : : ;xn)'(x1; : : : ;xn)dx1 : : : dxn:



2℄ x 4. ðòïéú÷ïìøîùå æõîëãéé ÷ ó�åðåîé � 347�ÁË ËÁË M | ÔÏÞËÁ 1-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ (É ÓÔÅ�ÅÎÉ l), ÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ××ÅÓÔÉ × ÏÂÌÁÓÔÉ D1 ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, × ËÏÔÏÒÏÊ G(x1 : : : ;xn) = �01,Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ n � 1 ËÏÏÒÄÉÎÁÔ �2; : : : ; �n ×ÙÂÒÁÎÙ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍÉ ÂÅÓ-ËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ ÏÔ x1; : : : ;xn Ó ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ, ÞÔÏÂÙ × D1 ×Ù�ÏÌÎÑÌÏÓØ ÕÓÌÏ×ÉÅD� x1 : : : xn�1 : : : �n � > 0:÷ ÎÏ×ÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ'(x1; : : : ;xn) = '1(�1; : : : ; �n)ÉZ � � �ZD1 G�(x1; : : : ;xn)'(x1; : : : ;xn)dx1 : : : dxn == Z � � �ZD1 ��l1 '1(�1; : : : ; �n)D� x1 : : : xn�1 : : : �n �d�1 : : : d�n:ðÏÌÏÖÉÍ (�1) = Z � � �Z '1(�1; : : : ; �n)D� x1 : : : xn�1 : : : �n �d�2 : : : d�n; (4)ÇÄÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ �Ï �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÀ ÏÂÌÁÓÔÉ D1 Ó �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØÀG(x1; : : : ;xn) = �l1 = onst. æÕÎË�ÉÑ  (�1) | ÆÉÎÉÔÎÁÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÏÔ �1, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ × ÏÂÌÁÓÔÉ D1. ó�ÏÍÏÝØÀ ÜÔÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ (G�;') �ÅÒÅ�ÉÛÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ(G�;') = 1Z0 ��l1  (�1)d�1: (5)÷Ó�ÏÍÉÎÁÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ �. 2 x 3 ÇÌ. I Ï �ÏÌÀÓÁÈ É ×ÙÞÅÔÁÈ ÆÕÎË�É-ÏÎÁÌÁ 1R0 x� (x)dx, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ M 1-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ÉÓÔÅ�ÅÎÉ l ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ G = 0 ÏÔ×ÅÞÁÅÔ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÏÌÀÓÏ×ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ G�(x1; : : : ;xn)� = �1l ;�2l ; : : : ;�nl ; : : :



348 çì. III. óðåãéáìøîùå �éðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [2ðÒÉ ÜÔÏÍ ×ÙÞÅÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ (5) �ÒÉ �l = �n, Ô.Å. �ÒÉ � = �nl , �ÒÏÓÔÏ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÆÕÎË�ÉÀ  ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (4): ÏÎ ÒÁ×ÅÎ  (n�1)(0)(n�1)! .îÁÊÄÅÍ ÔÅ�ÅÒØ ×ÙÞÅÔÙ G�.÷ÙÞÅÔ (G�;') �ÒÉ � = � 1l ÒÁ×ÅÎ  (0), Ô.Å.Z : : :Z '1(0; �2; : : : ; �n)D � x1 : : : xn�1 : : : �n ������1=0 d�2 : : : d�n;ÇÄÅ '1(�1; : : : ; �n)='(x1; : : : ;xn). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ! ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÕÀÆÏÒÍÕ, ÓÔÏÑÝÕÀ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÍ �ÒÉ '1 × ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ (4):! = D� x1 : : : xn�1 : : : �n �d�2 : : : d�n: (6)�ÏÇÄÁ ×ÙÞÅÔ ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅZG '(x1; : : : ;xn)!: (7)îÏ dx1 : : :dxn = d� = d�1!;É ÅÓÌÉ �ÏÌÏÖÉÔØ G 1l (x1; : : : ;xn) = P (x1; : : : ;xn);ÔÏ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ: d� = dP!:÷Ó�ÏÍÉÎÁÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ Æ(P ), ÄÁÎÎÏÅ × �. 3 x 1ÇÌ. III, ÍÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ×ÙÞÅÔ (7) ÅÓÔØ ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË (Æ(P );'). �ÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÙÞÅÔ G� �ÒÉ � = � 1l ÒÁ×ÅÎ Æ�G 1l �.îÁÊÄÅÍ ÄÁÌØÎÅÊÛÉÅ ×ÙÞÅÔÙ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏÆÕÎË�ÉÀ (�1) = Z : : :Z '1(�1; : : : ; �n)D� x1 : : : xn�1 : : : �n �d�2 : : : d�nÍÏÖÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÔØ �ÏÄ ÚÎÁËÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ. ÷ÙÞÅÔ (G�;') �ÒÉ� = �k�1l ÒÁ×ÅÎ1k! Z : : :Z �k��k1 �'1(�1; : : : ; �n)D� x1 : : : xn�1 : : : �n �������1=0 d�2 : : : d�n == 1k! ZP=0 �k��k1 �' �D�x���d�2 : : : d�n:



3℄ x 4. ðòïéú÷ïìøîùå æõîëãéé ÷ ó�åðåîé � 349÷Ó�ÏÍÉÎÁÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÆÏÒÍÕÌÙ �. 5 x 1 ÇÌ. III, ÍÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ×ÙÞÅÔ(G�;') �ÒÉ � = �k�1l ÒÁ×ÅÎ1k! ZP=0 !k(') = � (�1)kk! Æ(k)(P );'� : (8)�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÙÞÅÔ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ G� �ÒÉ � = �k+1l ÒÁ×ÅÎ(�1)kk! Æ(k)�G 1l � : (9)÷ ÓÉÌÕ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ, ÓÄÅÌÁÎÎÏÇÏ × �. 1, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÔÅ�ÅÒØ ÓÞÉÔÁÔØÏÓÎÏ×ÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ '(x1; : : : ;xn) ÏÔÌÉÞÎÏÊ ÏÔ ÎÕÌÑ × ÌÀÂÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÊÏÂÌÁÓÔÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ, �ÏÄÓÞÉÔÙ×ÁÑ ×ÙÞÅÔ �ÒÉ � = k+1l , × ÆÏÒÍÕÌÅ (8)ÎÕÖÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÔØ �Ï ÔÅÍ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁÍ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ G=0, ËÏÔÏÒÙÅÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÔÏÞÅË ÓÔÅ�ÅÎÉ l. òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ � �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍÏÄÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ×ÉÄÁ (3), ÔÏ ×ÙÞÅÔ × ÔÏÞËÅ � �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑÓÌÏÖÅÎÉÅÍ ÚÎÁÞÅÎÉÊ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÈÓÑ Ë ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ l.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ G = 0 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÏÞÅË1-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ É ÓÔÅ�ÅÎÉ l, ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ G� ÉÍÅÅÔ �ÏÌÀÓÙ�ÒÉ ÔÅÈ ÖÅ �, ÞÔÏ É ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÏÄÎÏÇÏ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ (xl)�+(ÓÍ. x 3 ÇÌ. I). ÷ÙÞÅÔ (xl)�+ �ÒÉ �=�k+1l ÒÁ×ÅÎ (�1)kk! Æ(k)(x), Á ×ÙÞÅÔ G��ÒÉ � = �k+1l ÒÁ×ÅÎ (�1)kk! Æ(k)�G 1l �. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØG(x1; : : : ;xn)=0 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÏÞÅË 1-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ, �ÏÌÎÏÓÔØÀÁÎÁÌÏÇÉÞÅÎ ÓÌÕÞÁÀ ÏÄÎÏÊ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ.3. éÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ G� × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ �Ï×ÅÒÈ-ÎÏÓÔØ G(x1; : : : ;xn) = 0 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÏÞÅË ÎÅ ×ÙÛÅ 2-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ.ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ G(x1; : : : ;xn) = 0 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÔÏÞÅË ÎÅ ×ÙÛÅ 2-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ. ëÁÖÄÁÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁ-ÌÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ 1-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ÜÔÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ �ÏÒÏÖÄÁÅÔ ÕÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ G�(x1; : : : ;xn), ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÅÊ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ(G�;') = Z � � �ZG>0 G�(x1; : : : ;xn)'(x1; : : : ;xn)dx1 : : :dxn;�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÏÌÀÓÏ×, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÕÀ × �. 2. îÁÍ ÏÓÔÁÌÏÓØ,ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ×ÙÑÓÎÉÔØ, ËÁË ×ÌÉÑÀÔ ÎÁ �Ï×ÅÄÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ,ËÁË ÆÕÎË�ÉÉ ÏÔ �, �ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÔÏÞËÉ 2-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ (ÜÔÏ, ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ,ÏÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ G�(x1; : : : ;xn) = 0).



350 çì. III. óðåãéáìøîùå �éðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [3íÙ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ M 2-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ÉÓÔÅ�ÅÎÉ m �ÏÒÏÖÄÁÅÔ Õ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ G�(x1; : : : ;xn) �ÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÏÌÀÓÏ× � = � 2m;� 3m;: : : ;� km;: : : (1)ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ 2-ÇÏ �ÏÒÑÄ-ËÁ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÞËÉ 1-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ É, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ,ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ. åÓÌÉ ËÁËÏÅ-ÌÉÂÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ � = �0 �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (1) É ÏÄÎÏÊ ÉÌÉ ÎÅÓËÏÌØËÉÍ �ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÍÓÑ Ë ÔÏÞËÁÍ 1-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ, �Ï�ÁÄÁÀÝÉÍ× ÌÀÂÕÀ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ M , Ô.Å. ÔÏÞËÁÍ 1-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ, ÉÎ�ÉÄÅÎÔ-ÎÙÍ ÔÏÞËÅM , ÔÏ �ÒÉ �=�0 ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ G�(x1; : : : ;xn) ÉÍÅÅÔ�ÏÌÀÓ 2-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ.äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ×ÏÚØÍÅÍ × ÉÎÔÅÇÒÁÌÅZ � � �ZG>0 G�(x1; : : : ;xn)'(x1; : : : ;xn)dx1 : : : dxnÆÕÎË�ÉÀ ' ÏÔÌÉÞÎÏÊ ÏÔ ÎÕÌÑ ÔÏÌØËÏ × ÍÁÌÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ MÉ ×ÙÂÅÒÅÍ ÌÏËÁÌØÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ �1; : : : ; �n × ÜÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ.�ÁË ËÁËM | ÔÏÞËÁ 2-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ, ÔÏ ÜÔÕ ÌÏËÁÌØÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ G × ÎÏ×ÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ ×ÏÄÎÏÒÏÄÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ P ÏÔ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ �1 É �2, É ÍÙ �ÒÉÈÏÄÉÍ, ÔÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ, Ë ÚÁÄÁÞÅ ÏÂ ÉÚÕÞÅÎÉÉ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏ×Z � � �ZP>0 P �(�1; �2)'1(�1; : : : ; �n)D� x1 : : : xn�1 : : : �n �d�1d�2 : : :d�n; (2)ÇÄÅ '1(�1; : : : ; �n) � '(x1; : : : ;xn). ðÏÌÏÖÉÍ (�1; �2) = Z : : :Z '1(�1; : : : ; �n)D� x1 : : : xn�1 : : : �n �d�3 : : : d�n: (3)�ÏÇÄÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌ (2) �ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÉÎÔÅÇÒÁÌZ � � �ZP>0 P �(�1; �2) (�1; �2)d�1d�2; (4)ÇÄÅ P (�1; �2) | ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ Ä×ÕÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÉ m,Á  (�1; �2) | ÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÏÔÌÉÞÎÁÑ ÏÔ ÎÕÌÑ ÔÏÌØËÏ × ÍÁÌÏÊÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.



3℄ x 4. ðòïéú÷ïìøîùå æõîëãéé ÷ ó�åðåîé � 351
MN2N1 N3

òÉÓ. 7.éÔÁË, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÔÏÍÕ, ËÁË ÉÚÕÞÅÎÉÅ G� × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ1-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÉÚÕÞÅÎÉÀ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÏÔ ÏÄÎÏÊÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ, ÉÚÕÞÅÎÉÅ G� × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ 2-ÇÏ �ÏÒÑÄ-ËÁ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÉÚÕÞÅÎÉÀ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÏÔ Ä×ÕÈ�ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.ðÒÉ×ÏÄÉÍÁÑ ÔÏÞËÁ 2-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ËÒÉ×ÏÊ P (�1; �2) = 0 ÅÓÔØ ÉÚÏ-ÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÏÓÏÂÁÑ ÔÏÞËÁ ËÒÉ×ÏÊ ÉÌÉ ÔÏÞËÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ×ÅÔ×ÅÊ ÓÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍÉ (ÒÉÓ. 7). äÌÑ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ (4)�ÒÉ ÔÅÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ �, �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÂÅÓ�ÅÞÅÎÁ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ, �ÅÒÅÊÄÅÍË �ÏÌÑÒÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (r;u)1) É, �ÏÌØÚÕÑÓØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔØÀ,ÚÁ�ÉÛÅÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌ (G�;') = R � � �R P>0P �(�1; �2) (�1; �2)d�1d�2 × ×ÉÄÅ(G�;') = 1Z0 r�m+1drZ P �( e�1; e�2) (�1; �2)du; (5)ÇÄÅ �1=r e�1, �2=r e�2, e�k= e�k(u) | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞËÉ ÎÁ ËÒÉ×ÏÊ r=onst.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ, ÚÁ×ÉÓÑÝÉÊ ÏÔÄ×ÕÈ ÎÅ Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× � É �:I�;�[ ℄ = Z r�drZ P �( e�1; e�2) (�1; �2)du: (6)ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ �ÒÉ � = �m+1 ÉÎÔÅÇÒÁÌ (6) ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × (5), É ÎÁÍÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ I�;�[ ℄. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ:ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÙ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ Ä×ÕÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈF (�;�) É Ä×Å �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÞÉÓÅÌ�1;�2; : : : ;�n; : : : ; (7)1)÷ÍÅÓÔÏ �ÏÌÑÒÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÌÀÂÕÀ ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÕÀÓÉÓÔÅÍÕ, × ËÏÔÏÒÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÌÉÎÉÉ r = onst ÏÈ×ÁÔÙ×ÁÀÔ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.



352 çì. III. óðåãéáìøîùå �éðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [3�1;�2; : : : ;�n; : : : : (8)ðÕÓÔØ F (�;�) ÉÍÅÅÔ ËÁË ÆÕÎË�ÉÑ ÏÔ � �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ� 6= �n �ÒÏÓÔÙÅ �ÏÌÀÓÙ × ÔÏÞËÁÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (7), �ÒÉÞÅÍ ×ÌÏÒÁÎÏ×ÓËÏÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ËÁÖÄÏÇÏ ÔÁËÏÇÏ �ÏÌÀÓÁF (�;�) = �1(�)� � �n + 0(�) + 1(�)(� � �n) + : : :ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �1(�); 0(�); : : : Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉÏÔ �, ÉÍÅÀÝÉÍÉ �ÒÏÓÔÙÅ �ÏÌÀÓÙ × ÔÏÞËÁÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (8).�ÏÇÄÁ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÏÔ ÏÄÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ F (�;�) ÉÍÅÅÔ�ÏÌÀÓÙ × ÔÏÞËÁÈ ÏÂÅÉÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ (7) É (8). åÓÌÉ �ÒÉ ÜÔÏÍÚÎÁÞÅÎÉÅ �0 �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÏÂÅÉÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍ,ÔÏ �ÒÉ � = �0 F (�;�) ÉÍÅÅÔ �ÏÌÀÓ 2-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ�ÒÉ 1(���0)2 × ÌÏÒÁÎÏ×ÓËÏÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ, ÒÁ×ÎÙÍ ×ÙÞÅÔÕ �ÒÉ � = �0ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁ �1(�).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑÆÕÎË�ÉÉ F (�;�) × ÒÑÄ ìÏÒÁÎÁ �Ï Ä×ÕÍ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÍ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉÔÏÞËÉ (�n;�m).îÁÊÄÅÍ ÔÅ�ÅÒØ �ÏÌÀÓÙ ÆÕÎË�ÉÉ Ä×ÕÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ,ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ (6). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌ �Ï du × ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅÞÅÒÅÚ f�(r), Ô.Å. �ÏÌÏÖÉÍf�(r) = Z� P �( e�1; e�2) (�1; �2)du (9)(ÞÅÒÅÚ � ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÁ ÔÁ ÞÁÓÔØ ËÒÉ×ÏÊ r = 1, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ P ( e�1; e�2) > 0).ïÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ �Ï � ÆÕÎË�ÉÉ f(r) ÍÏÇÕÔ ×ÏÚÎÉËÎÕÔØ ÌÉÛØ ÏÔ ÔÅÈ ÔÏÞÅËN1;N2; : : : ÎÁ ËÒÉ×ÏÊ, × ËÏÔÏÒÙÈ P ( e�1; e�2) ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ. îÏ ÜÔÉÔÏÞËÉ ËÒÉ×ÏÊ P ( e�1; e�2) = 0 �ÒÉ×ÏÄÉÍÙ ÎÁ ÌÉÎÉÉ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ �1).ðÕÓÔØ Ni | ÏÄÎÁ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÔÏÞÅË.åÅ �ÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔØ ÎÁ ËÒÉ×ÏÊ � ÏÚÎÁÞÁÅÔ �ÒÏÓÔÏ, ÞÔÏ × ÏËÒÅÓÔÎÏ-ÓÔÉ Ni ÎÁ � ÍÏÖÎÏ ××ÅÓÔÉ ÌÏËÁÌØÎÕÀ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ �, × ËÏÔÏÒÏÊ PÏÄÎÏÒÏÄÎÏ É, ÚÎÁÞÉÔ, ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ �li .ðÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÑ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ  ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ ÎÕÌÑ ÔÏÌØËÏ × ÏËÒÅÓÔ-ÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ Ni, ÍÙ Ó×ÏÄÉÍ ÉÚÕÞÅÎÉÅ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ f�(r) Ë ÉÚÕÞÅÎÉÀÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× R ��l 1(r;�)d�, ÇÄÅ  1(r;�) =  (�1; �2).1)íÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ F (x) = 0 �ÒÉ×ÏÄÉÍÁ × n-ÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓ-ÔÒÁÎÓÔ×Å, �ÒÉÞÅÍ ÆÕÎË�ÉÑ F ÚÁ×ÉÓÉÔ, ÓËÁÖÅÍ, ÔÏÌØËÏ ÏÔ �ÅÒ×ÙÈ Ä×ÕÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔx1;x2 ÔÏ ÌÉÎÉÑ F (x) = 0 ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÔÁËÖÅ �ÒÉ×ÏÄÉÍÁ.



3℄ x 4. ðòïéú÷ïìøîùå æõîëãéé ÷ ó�åðåîé � 353îÏ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ÔÁËÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÎÁÍ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ ÉÚ x 3 ÇÌ. I.á ÉÍÅÎÎÏ, ÔÁËÏÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÉÍÅÅÔ �ÒÏÓÔÙÅ �ÏÌÀÓÙ × ÔÏÞËÁÈ� = � 1li ;� 2li ; : : : ;� kli ; : : :�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ (9), Ô.Å. ÆÕÎË�ÉÑ f�(r),ÉÍÅÅÔ �ÒÏÓÔÙÅ �ÏÌÀÓÙ × ÔÏÞËÁÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ� = � 1li ;� 2li ; : : : ;� kli ; : : : (10)ÇÄÅ li | ÓÔÅ�ÅÎÉ ÔÏÞÅË ÎÕÌÅ×ÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ, ÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÙÈ ÉÓÓÌÅÄÕÅÍÏÊÔÏÞËÅM , Ô.Å. ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ| ÓÔÅ�ÅÎÉ ÔÏÞÅË ×ÅÔ×ÅÊ ËÒÉ×ÏÊ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ M (ÓÍ. ÒÉÓ. 7).æÕÎË�ÉÑ Ä×ÕÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (6) ÚÁ�ÉÛÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÒÁÓ-ÓÍÏÔÒÅÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ f�(r) ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:I�;�[ ℄ = 1Z0 r�f�(r)dr: (11)ðÒÉÍÅÎÑÑ Ë ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ (11) ÓÎÏ×Á ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ x 3 ÇÌ. I, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ,ÞÔÏ I�;�[ ℄ �ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ �, ÎÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÍ ÎÉ ÏÄÎÏÊ ÉÚ �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ (10), ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ×Ï ×ÓÀ �ÌÏÓËÏÓÔØËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ �, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÔÏÞÅË� = �1;�2; : : : ;�k � 1; : : : ;× ËÏÔÏÒÙÈ ÜÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ ÉÍÅÅÔ �ÒÏÓÔÙÅ �ÏÌÀÓÙ. ðÏÌÁÇÁÑ � = �m + 1 É�ÒÉÍÅÎÑÑ ÌÅÍÍÕ, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ1Z0 r�m+1drZ P �( e�1; e�2) (�1; �2)du = I�;m�+1[ ℄ÉÍÅÅÔ �ÏÌÀÓÙ × ÔÏÞËÁÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ (10)� = � 1li ;� 2li ; : : : ;�k + 1li ; : : :É × ÔÏÞËÁÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ� = � 2m;� 3m;: : : ;�k + 2m ;: : : (12)



354 çì. III. óðåãéáìøîùå �éðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [3åÓÌÉ � = �0 �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (12) ÉÏÄÎÏÊ ÉÚ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ (10), ÔÏ × ÔÏÞËÅ �= �0 ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÊÉÎÔÅÇÒÁÌ ÉÍÅÅÔ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, �ÏÌÀÓ 2-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ.�ÁË ËÁË × ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔZ � � �ZG>0 G�(x1; : : : ;xn)'(x1; : : : ;xn)dx1 : : : dxn == Z � � �ZP>0 P �(�1; �2) (�1; �2)d�1d�2 == 1Z0 r�m+1drZ P ���1r ; �2r � (�1; �2)du;ÔÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ × ÎÁÞÁÌÅ ÜÔÏÇÏ �ÕÎËÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ×ÙÞÅÔÙ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ G�(x1; : : : ;xn) × ÅÅ �ÒÏ-ÓÔÙÈ �ÏÌÀÓÁÈ.ðÕÓÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ �0 =�k+1li ÅÓÔØ �ÏÌÀÓ ÆÕÎË�ÉÉ G�(x1; : : : ;xn), ×ÏÚÎÉ-ËÁÀÝÉÊ ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ÏÂÒÁÝÅÎÉÀ ÆÕÎË�ÉÉ G(x1; : : : ;xn) × ÎÕÌØ × ÔÏÞËÁÈ1-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ. ÷ÙÛÅ, × �. 2, ÍÙ �ÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ×ÙÞÅÔ (G�;') × ÔÁËÏÍ�ÏÌÀÓÅ ÒÁ×ÅÎ ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ 1k! R !k('), ÇÄÅ !k(') | ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÅÆÏÒÍÙ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ 1-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ �Ï-×ÅÒÈÎÏÓÔÉ G(x1; : : : ;xn) = 0. åÓÌÉ ÕÞÁÓÔÏË �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ, �Ï ËÏÔÏÒÏÍÕÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÔÓÑ !k('), ÇÒÁÎÉÞÉÔ Ó ÔÏÞËÁÍÉ 2-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉG(x1; : : : ;xn) = 0, ÔÏ R !k(') ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÒÁÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ. ÷ÙÞÅÔÒÁ×ÅÎ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÏ×ÁÎÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏÉÎÔÅÇÒÁÌÁ1).òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ �ÒÏÓÔÏÊ �ÏÌÀÓ �0 =�k+2m , ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÊ Õ ÏÂÏÂ-ÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ G�(x1; : : : ;xn) ÉÚ-ÚÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ G(x1; : : : ;xn)× ÎÕÌØ × ÔÏÞËÁÈ 2-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ. éÎÔÅÇÒÁÌZ � � �ZG>0 G�(x1; : : : ;xn)'(x1; : : : ;xn)dx1 : : : dxn1)�ÁË ËÁË ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÊ �ÏÌÀÓ �0 �ÒÏÓÔÏÊ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔlim�!�0(� � �0)Z � � �ZG>0 G�(x1; : : : ;xn)'(x1; : : : ;xn)dx1 : : :dxn:òÅÇÕÌÑÒÉÚÏ×ÁÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ 1k! R !k(') ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ËÁË ÜÔÏÔ�ÒÅÄÅÌ.



4℄ x 4. ðòïéú÷ïìøîùå æõîëãéé ÷ ó�åðåîé � 355ÍÙ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÌÉ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ 2-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ËÁË1Z0 r�m+1f�(r)dr; ÇÄÅ f�(r) = Z� P �( e�1; e�2) (r e�1;r e�2)du;P (�1; �2) | ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ G(x1; : : : ;xn) × ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ, (�1; �2) = Z : : :Z '1(�1; : : : ; �n)D� x1 : : : xn�1 : : : �n �d�3 : : : d�n;Á '1(�1; : : : ; �n) � '(x1; : : : ;xn). äÌÑ ÔÅÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ �, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈÉÎÔÅÇÒÁÌ ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÆÕÎË�ÉÑ f�(r) ÒÁ×ÎÁ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÏ×ÁÎÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅ-ÎÉÀ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ (ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÍÕ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÀ �Ï � ÆÕÎË�ÉÉ f�(r) ÏÔ�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ �).÷ÙÞÅÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ 1R0 r�m+1f�(r)dr �ÒÉ �=�0=�k+rm ÒÁ×ÅÎ (�1)kf (k)�0 (0)k! .ðÒÏÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍ ÆÕÎË�ÉÀ f�0(r) �Ï r �ÏÄ ÚÎÁËÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ(ÜÔÏ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏ �ÒÉ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ �, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏ É ×ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÏ×ÁÎÎÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ) É �ÏÌÏÖÉÍ r = 0. íÙ �ÏÌÕÞÉÍÔÏÇÄÁ ÄÌÑ ×ÙÞÅÔÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ G�(x1; : : : ;xn) �ÒÉ �0 = �k+2m×ÙÒÁÖÅÎÉÅ1k!X�;� �k (0;0)���1 ���2 Z� e��1 e��2 P�k+2m ( e�1; e�2)du == 1k!X�;� �k (0;0)���1 ���2 Z� ��1 ��2 (�1d�2 � �2d�1)P k+2m (�1; �2) : (13)÷ x 1 ÍÙ �ÏÌÕÞÉÌÉ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ×ÙÞÅÔÏ× ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÏÂÏÂ-ÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f�, ÇÄÅ f | �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ�ÅÒ×ÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ (ÓÍ. ÆÏÒÍÕÌÕ (8) �. 3 x 1). óÒÁ×ÎÉ×ÁÑ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÅ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ Ó ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ, ÍÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ×ÙÞÅÔ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË-�ÉÉ G�(x1; : : : ;xn) ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ × ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ×ÙÞÅÔÕ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ, Ó ÔÏÊ ÒÁÚÎÉ�ÅÊ, ÞÔÏ ÉÎÔÅ-ÇÒÁÌ �Ï ËÒÉ×ÏÊ � �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ËÁË ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÏ×ÁÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ(ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ, �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ 2-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ, ÜÔÏÔÉÎÔÅÇÒÁÌ ×ÓÅÇÄÁ ÓÈÏÄÉÔÓÑ).4. ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ G�(x1; : : : ;xn) × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ. ðÅÒÅÊÄÅÍË ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÍ ÆÕÎË�ÉÑÍ G�(x1; : : : ;xn), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ



356 çì. III. óðåãéáìøîùå �éðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [4G(x1; : : : ;xn) = 0 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ �ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ�ÏÒÑÄËÁ ÏÔ 1-ÇÏ ÄÏ n-ÇÏ ×ËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ.ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ ÄÌÑ �ÒÏÓÔÏÔÙ, ÞÔÏ G(x1; : : : ;xn) ÅÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ. íÙÄÏËÁÖÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ.ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ G�(x1; : : : ;xn), Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ(G�;') = Z � � �ZG>0 G�(x1; : : : ;xn)'(x1; : : : ;xn)dx1 : : : dxnÄÌÑ Re � > 0 É ËÁË ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁÄÌÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ �, ÅÓÔØ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÏÔ �, �ÏÌÀÓÙ ËÏÔÏÒÏÊÌÅÖÁÔ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÞÉÓÌÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÊ. ëÁÖÄÏÊ Ó×ÑÚ-ÎÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÅ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ G(x1; : : : ;xn) = 0, ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ ÔÏÞÅË�ÏÒÑÄËÁ r É ÓÔÅ�ÅÎÉ m (ÓÍ. �. 1), ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÏÌÀÓÏ×ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ G�['℄, ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÙÈ × ÔÏÞËÁÈ� = � rm;�r + 1m ;: : : ;�r + km ;: : : (1)ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÅÓÌÉ ÉÍÅÀÔÓÑ Ä×Å, ÔÒÉ É Ô.Ä. �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÅ ÉÎ�ÉÄÅÎÔ-ÎÙÅ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ Ó×ÑÚÎÙÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ G= 0, ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÉÚÔÏÞÅË ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÏÒÑÄËÏ×, É ÚÎÁÞÅÎÉÅ �=�0 �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ Ä×ÕÍ, ÔÒÅÍÉ Ô.Ä. �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍ (1), ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÍ ÜÔÉÍ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁÍ, ÔÏ× ÔÏÞËÅ � = �0 ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ G�(x1; : : : ;xn) ÉÍÅÅÔ �ÏÌÀÓ 2-ÇÏ,3-ÇÏ É Ô.Ä. �ÏÒÑÄËÏ×.ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ �ÏÌÀÓÙ �Ï � ÉÎÔÅÇÒÁÌÁZ � � �ZG>0 G�(x1; : : : ;xn)'(x1; : : : ;xn)dx1 : : : dxn; (2)×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÅ ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ÔÏÞËÁÍ �ÏÒÑÄËÁ 6 n� 1, ÎÁÍ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ. �ÏÇÄÁÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌ (2) �Ï ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏ-ÓÔÉ ÔÏÞËÉ M n-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ.÷×ÅÄÅÍ × ÜÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÌÏËÁÌØÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ �1; : : : ; �n,× ËÏÔÏÒÏÊ P (�1; : : : ; �n) = G(x1; : : : ;xn) | ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÓÔÅ�Å-ÎÉ m, É �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ '(x1; : : : ;xn) = 0 ×ÎÅ ÜÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ.éÎÔÅÇÒÁÌ (2) ÏÂÒÁÔÉÔÓÑ ÔÏÇÄÁ × ÉÎÔÅÇÒÁÌI�['℄ = Z � � �ZD P �(�1; : : : ; �n) (�1; : : : ; �n)d�1 : : : d�n; (3)ÇÄÅ  (�1; : : : ; �n) � '(x1; : : : ;xn)D� x1 : : : xn�1 : : : �n � ;



4℄ x 4. ðòïéú÷ïìøîùå æõîëãéé ÷ ó�åðåîé � 357Á D | �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ, × ËÏÔÏÒÏÊ '1 6= 0, Ó ÏÂÌÁÓÔØÀP (�1; : : : ; �n) > 0.ðÒÉ ÔÅÈ �, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌ (3) ÓÈÏÄÉÔÓÑ, �ÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÓÆÅÒÉ-ÞÅÓËÉÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ. ÷ ÓÉÌÕ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ P (�1; : : : ; �n) �ÏÌÕÞÉÍI�[ ℄ = 1Z0 r�m+n�1drZ� P �( e�1; : : : ; e�n) (�1; : : : ; �n)d
; (4)ÇÄÅ ÏÂÌÁÓÔØ � ÅÓÔØ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÙ Ó ÏÂÌÁÓÔØÀP ( e�1; : : : ; e�n) > 0, ( e�1; : : : ; e�n) | ÔÏÞËÁ ÎÁ �, �k = r e�k , d
 | ÜÌÅÍÅÎÔ�ÌÏÝÁÄÉ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÓÆÅÒÙ.éÎÔÅÇÒÁÌ �Ï � ÅÓÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌ �Ï (n � 1)-ÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÅ, ÎÁ ËÏÔÏ-ÒÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ P (�1; : : : ; �n) = 0, �Ï �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ, ÉÍÅÅÔ ÔÏÌØËÏ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÔÏÞËÉ É �ÒÉÔÏÍ ÎÅ ×ÙÛÅ (n � 1)-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ.óÏÇÌÁÓÎÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ ÎÁÍ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ ÔÁËÖÅ �ÏÌÀÓÙ ÜÔÏÇÏ ÉÎÔÅ-ÇÒÁÌÁ É ÉÈ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ.÷×ÏÄÑ ÓÎÏ×Á, ËÁË × �. 3, ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ, ÚÁ×ÉÓÑÝÉÊ ÏÔ Ä×ÕÈ ËÏÍ�ÌÅËÓ-ÎÙÈ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ×:I�;�[ 1℄ = Z r�drZ� P �( e�1; : : : ; e�n) 1(�1; : : : ; �n)d
; (5)É ÏÂÏÚÎÁÞÁÑ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ �Ï � ÞÅÒÅÚ f�(r):f�(r) = Z� P �( e�1; : : : ; e�n) (�1; : : : ; �n)d
; (6)ÍÙ �ÒÉÄÅÍ Ë ÓÉÔÕÁ�ÉÉ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÊ × �. 3. á ÉÍÅÎÎÏ, �ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ-×ÁÎÎÏÍ � 6= �n ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ I�;�[ 1℄ ÉÍÅÅÔ �ÏÌÀÓÙ �Ï � ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍÞÉÓÌÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ É �ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ �, ÎÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÍÎÉ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, I�;�['1℄ ÉÍÅÅÔ �ÏÌÀÓÙ �ÒÉ� = �1;�2; : : : ;�n; : : : åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÇÏ × �. 3ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ G(x1; : : : ;xn) = 0 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÏÞÅË ÎÅ ×ÙÛÅ2-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ, ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ÉÎÄÕË�ÉÉ �ÏÌÀÓÙ �Ï �ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ �ÒÏÓÔÙÍÉ, ÎÏ É ËÒÁÔÎÙÍÉ.ìÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÌÅÍÍÁ, ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ × �. 3, ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁ-ÎÑÅÔÓÑ É ÎÁ ÜÔÏÔ ÓÌÕÞÁÊ.



358 çì. III. óðåãéáìøîùå �éðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [4ðÏÌÁÇÁÑ � = �m + n � 1, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ1Z0 r�m+n�1drZ� P ���1r ; �2r ; : : : ; �nr � (�1; : : : ; �n)d
 == Z � � �ZD P �(�1; : : : ; �n) (�1; : : : ; �n)d�1 : : : d�n == Z � � �ZG>0 G�(x1; : : : ;xn)'(x1; : : : ;xn)dx1 : : : dxn;ËÒÏÍÅ �ÏÌÀÓÏ× �Ï �, ÔÅÈ ÖÅ, ÞÔÏ Õ ÆÕÎË�ÉÉ f�(r) (×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÈ ÉÚ-ÚÁÔÏÞÅË �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ G(x1; : : : ;xn) = 0, ÉÍÅÀÝÉÈ �ÏÒÑÄÏË ÍÅÎØÛÅ ÞÅÍ n),ÉÍÅÅÔ �ÏÌÀÓÙ × ÔÏÞËÁÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ� = � nm;�n + 1m ;: : : ;�n + km ;: : : (7)ðÒÉ ÜÔÏÍ ÅÓÌÉ × ÔÏÞËÅ � = �0 ÆÕÎË�ÉÑ f�(r) ÉÍÅÅÔ �ÏÌÀÓ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ pÉ �0 �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (7), ÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑG�(x1; : : : ;xn) ÉÍÅÅÔ × ÔÏÞËÅ � = �0 �ÏÌÀÓ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ p+ 1. �ÅÍ ÓÁÍÙÍÎÁÛÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.íÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÌÉ, �ÒÉ ËÁËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ � ÉÍÅÀÔÓÑ �ÏÌÀÓÙ Õ ÏÂÏÂÝÅÎ-ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ Z � � �ZG>0 G�(x1; : : : ;xn)'(x1; : : : ;xn)dx1 : : : dxn:äÌÑ �ÒÏÓÔÅÊÛÅÇÏ ÓÌÕÞÁÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ GÍÙ × x 1 ×ÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ Ó ÓÁÍÙÈ ÒÁÚÎÙÈ ÔÏÞÅË ÚÒÅÎÉÑ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ××ÅÓÔÉ �ÏÎÑÔÉÅ ×ÙÞÅÔÏ× ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ, ËÏÔÏÒÙÅÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏ×ÁÌÉ ÂÙ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ÜÔÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ,�ÏÄÏÂÎÏ ÔÏÍÕ ËÁË ×ÙÞÅÔ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÅÔ ÅÅÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ÏÓÏÂÕÀ ÔÏÞËÕ. äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÊ ÚÄÅÓØÆÕÎË�ÉÉ G(x1; : : : ;xn) Ó �ÒÉ×ÏÄÉÍÙÍÉ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÑÍÉ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÁÎÁÌÏ-ÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ×ÙÞÅÔÙ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÆÕÎË�ÉÅÊ G.á ÉÍÅÎÎÏ, ÅÓÌÉ D ÅÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ Ó×ÑÚÎÁÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ ÍÎÏ-ÇÏÏÂÒÁÚÉÑ G = 0 �ÏÒÑÄËÁ r É ÓÔÅ�ÅÎÉ m, ÔÏ �ÏÄ ×ÙÞÅÔÏÍ ÆÕÎË-�ÉÉ G� r+km (x1; : : : ;xn) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÍÏÖÎÏ �ÏÎÉÍÁÔØÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ (ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ), Ñ×ÌÑÀÝÕÀÓÑ ×ÙÞÅÔÏÍ �Ï � ÁÎÁ-ÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ G�(x1; : : : ;xn) �ÒÉ � = � r+km .



5℄ x 4. ðòïéú÷ïìøîùå æõîëãéé ÷ ó�åðåîé � 359÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ G(x1; : : : ;xn) | ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÓÔÅ�ÅÎÉ m,ÔÏ ÔÁËÏÊ ×ÙÞÅÔ G�n+km (x1; : : : ;xn) × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÒÁ×ÅÎ ÌÉÎÅÊÎÏÊËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ k-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ÏÔ Æ-ÆÕÎË�ÉÉ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎ-ÔÁÍÉ, ÒÁ×ÎÙÍÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁÍ �Ï ÚÁÍËÎÕÔÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ, ÏËÒÕÖÁÀÝÅÊÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.åÓÌÉ G(x1; : : : ;xn) | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÉÍÅÀÝÁÑ × ÎÁÞÁÌÅËÏÏÒÄÉÎÁÔ �ÒÉ×ÏÄÉÍÕÀ ÏÓÏÂÕÀ ÔÏÞËÕ (n � 1)-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ É ÓÔÅ�ÅÎÉ m,ÔÏ ×ÙÞÅÔ ÆÕÎË�ÉÉ G�n+km (x1; : : : ;xn) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ ÔÁËÖÅÒÁ×ÅÎ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÏÔ Æ-ÆÕÎË�ÉÉ ÎÅ ×ÙÛÅ k-ÇÏ�ÏÒÑÄËÁ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÍÉ �Ï ÆÕÎË�ÉÉ G. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ×ÙÞÅÔ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ, ÎÏ É ÏÔÎÏÓÉ-ÔÅÌØÎÏ ÌÀÂÏÊ Ó×ÑÚÎÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ G = 0 ÓÔÅ�ÅÎÉ m É�ÏÒÑÄËÁ r.5. éÎÔÅÇÒÁÌÙ ÏÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ' �Ï�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÑÍ ÕÒÏ×ÎÑ G(x1; : : : ;xn) = . óÄÅÌÁÅÍ ÉÚ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÒÅÚÕÌØ-ÔÁÔÏ× ×Ù×ÏÄ Ï �Ï×ÅÄÅÎÉÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× ÏÔ ÆÕÎË�ÉÉ '(x1; : : : ;xn) �Ï �Ï-×ÅÒÈÎÏÓÔÑÍ ÕÒÏ×ÎÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ G(x1; : : : ;xn). íÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÓÌÕÞÁÅÍ,ËÏÇÄÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ G(x1; : : : ;xn) = 0 ÓÏÓÔÏÉÔ ÔÏÌØËÏ ÉÚ �ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈÔÏÞÅË, Á �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ G =  �ÒÉ  > 0 ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË, ÉÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙI() = ZG= '(x1; : : : ;xn)!; (1)ÇÄÅ ! | ÆÏÒÍÁ ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ G(x1; : : : ;xn) = , Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×ÏÍ d� = dG!. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï (�Ï �):1Z0 I()�d = Z � � �ZG>0 G�(x1; : : : ;xn)'(x1; : : : ;xn)dx1 : : : dxn: (2)÷ÙÛÅ ÍÙ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÌÉ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ, ÓÔÏÑÝÉÊ × �ÒÁ×ÏÊ (É ÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, × ÌÅ×ÏÊ) ÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ÅÓÔØ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ �É Ï�ÒÅÄÅÌÉÌÉ ÅÅ �ÏÌÀÓÙ × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ G(x1; : : : ;xn) = 0.�ÁË ËÁË �Ï×ÅÄÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ I() �ÒÉ  > " > 0 ÎÅ ×ÌÉÑÅÔ ÎÁÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ 1R0 I()�d, ÔÏ, ÚÎÁÑ ÜÔÉ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ,ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÎÁ�ÉÓÁÔØ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ I() �ÒÉÍÁÌÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ .



360 çì. III. óðåãéáìøîùå �éðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [5á ÉÍÅÎÎÏ, ÍÏÖÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÉÔØ �ÏÌÀÓÙ ÆÕÎË-�ÉÉ F (�), ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ 1R0 I()�d É ÅÇÏ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÍ�ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ, × �ÏÒÑÄËÅ ÉÈ ÕÂÙ×ÁÎÉÑ × �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ��1;��2; : : : ;��k; : : : (0 < �1 < �2 < :: : < �k < :: : )É ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ËÒÁÔÎÏÓÔØ k-ÇÏ �ÏÌÀÓÁ ÞÅÒÅÚ mk, ÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ I() �ÒÉÍÁÌÙÈ  ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ:I() � 1Xk=1 mkXm=1ak;m�k�1 lnm�1 : (3)îÅÔÒÕÄÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ Ó�ÒÁ×Á ÄÁÅÔ ×ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ 1R0 I()�d m-ËÒÁÔÎÙÊ �ÏÌÀÓ (ÓÍ. ÇÌ. I, x 3). ëÏÜÆÆÉ�É-ÅÎÔ ak;m �ÒÉ ÜÔÏÍ ÒÁ×ÅÎ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÕ �ÒÉ 1(�+�k)m × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉìÏÒÁÎÁ ÄÌÑ F (�) × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ � = ��k, ÕÍÎÏÖÅÎÎÏÍÕ ÎÁ(�1)m�1(m�1)! . ÷Ó�ÏÍÉÎÁÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ Æ(G), ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÅÒÅ�ÉÓÁÔØÉÎÔÅÇÒÁÌ I() × ×ÉÄÅ:I() = ZG=0 '! = (Æ(G � );'):ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ, ÉÍÅÑ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ I() × ÒÑÄ �ÏÓÔÅ�ÅÎÑÍ , ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ (Æ(G � );') �Ï ÓÔÅ�Å-ÎÑÍ . éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (3) �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÏÅÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ Æ(G � ) �ÒÉ ÍÁÌÙÈ .ðÒÉÍÅÒÙ. 1. ðÕÓÔØ G(x;y) = xy. �ÏÇÄÁ �ÅÒ×ÙÊ �ÏÌÀÓ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊÆÕÎË�ÉÉ (xy)�, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ R � � �R xy>0(xy)�'(x;y)dxdy,ÂÕÄÅÔ �ÒÉ � = �1. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ R � � �R xy>0(xy)�'(x;y)dxdy �ÏÓÔÅ�ÅÎÑÍ � + 1 ÉÍÅÅÔ ×ÉÄZ � � �Zxy>0 (xy)�'(x;y)dxdy == 2'(0;0)(� + 1)2 + 24 1Z�1 '(x;0)x dx + 1Z�1 '(0;y)y dy35 1� + 1 + : : :



5℄ x 4. ðòïéú÷ïìøîùå æõîëãéé ÷ ó�åðåîé � 361éÎÔÅÇÒÁÌ I() = Rxy='(x;y)!1) ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅ-ÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ:I() = �2'(0;0) ln + 1Z�1 '(x;0)x dx + 1Z�1 '(0;y)y dy + : : : ;ÇÄÅ ÍÎÏÇÏÔÏÞÉÅÍ ÚÁÍÅÎÅÎÙ ÞÌÅÎÙ, ÓÔÒÅÍÑÝÉÅÓÑ Ë ÎÕÌÀ �ÒÉ  ! 0.÷ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ ÓÏ ÓËÁÚÁÎÎÙÍ ×ÙÛÅ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÏÔÓÀÄÁ ÒÁÚÌÏ-ÖÅÎÉÅ �Ï ÓÔÅ�ÅÎÑÍ  ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ Æ(xy � ). ïÎÏ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ×ÉÄ:Æ(xy � ) = �2Æ(x;y) ln + �Æ(y)x + Æ(x)y � + o(): (4)2. G = x2 + y2 + z2 � t2. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌZ � � �ZG>0 (x2 + y2 + z2 � t2)�'(x;y;z; t)d�ÉÍÅÅÔ �ÒÉ � = �1 �ÒÏÓÔÏÊ �ÏÌÀÓ Ó ×ÙÞÅÔÏÍ Æ(x2 + y2 + z2 � t2) É �ÒÉ� = �2 �ÏÌÀÓ 2-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ, × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÜÔÏÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ:Z � � �ZG>0 G�'d� = �18 '(0;0;0;0)(� + 2)2 + 1(� + 2)('(0;0;0;0) ln2 ++8�3 24 1Z0 '(0;0) � '(r;r)r dr � 1Z1 '(r;r)q dr + 1Z0 �'(r;�)�� �������=r dr375) + : : :ðÏÜÔÏÍÕ Æ(G � ) ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÔÅ�ÅÒØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ:Æ(G � ) = Æ(G) +  lnÆ(x;y;z; t)8 + Æ0(G) + : : : ; (5)ÇÄÅ G � x2 + y2 + z2 � t2.1)ðÒÉ ÜÔÏÍ, ËÁË ÕËÁÚÙ×ÁÌÏÓØ ×ÙÛÅ, ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ! = dyy ÉÌÉ ! = � dxx , Ô.Å.ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌ 1R�1 '(x;y)dyy ÉÌÉ � �1R+1 '(x;y)dxx .



362 çì. III. óðåãéáìøîùå �éðù ïâïâýåîîùè æõîëãéê [5íÎÏÇÏÔÏÞÉÅ ÚÄÅÓØ ÚÁÍÅÎÑÅÔ ÞÌÅÎÙ �ÏÒÑÄËÁ o(), Á �ÏÄ Æ0(G) �Ï-ÎÉÍÁÅÔÓÑ ÒÁÓÈÏÄÑÝÉÊÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌ RG=0 !1, ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÏ×ÁÎÎÙÊ ÔÁË, ËÁËÕËÁÚÁÎÏ × ÆÉÇÕÒÎÙÈ ÓËÏÂËÁÈ.÷ÏÏÂÝÅ, ÅÓÌÉ G | ÆÕÎË�ÉÑ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ G = 0 ÉÍÅÅÔÔÏÌØËÏ �ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ, ÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉÆ(G � ) �ÒÉ ÍÁÌÙÈ  ÍÏÖÅÔ ÓÌÕÖÉÔØ ÄÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈÆÕÎË�ÉÊ Æ(G);Æ0(G) É Ô.Ä. × ÔÅÈ ÓÌÕÞÁÑÈ, ËÏÇÄÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÏÔ ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ ÒÁÓÈÏÄÑÔÓÑ.á ÉÍÅÎÎÏ, ÅÓÌÉÆ(G � ) = 1Xk=1 mkXm=1Tk;m�k�1 lnm�1 ;ÇÄÅ Tk;m | ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ, ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ(Tk;m;') = ak;m(ak;m | ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ I() = RG= '! �Ï ÓÔÅ�Å-ÎÑÍ  É ln (ÓÍ. ÆÏÒÍÕÌÕ (3)), ÔÏ ÞÅÒÅÚ Æ(G) ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ Ó×ÏÂÏÄÎÙÊÞÌÅÎ ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ, ÞÅÒÅÚ Æ0(G) | ×ÚÑÔÙÊ Ó ÏÂÒÁÔÎÙÍ ÚÎÁËÏÍËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ �ÒÉ �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ  É Ô.Ä. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÆÏÒÍÕÌÁ (4)�ÅÒÅ�ÉÛÅÔÓÑ × ×ÉÄÅÆ(xy � ) = �2lnÆ(x;y) + Æ(x;y) + : : : ; (40)ÔÁË ÞÔÏ1) Æ(xy) = Æ(x)y + Æ(y)x : (6)÷ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ G = 0 ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË, ÔÁËÏÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÄÁÎÎÙÍ ×ÙÛÅ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,× ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌ RG>0G�'d� ÉÍÅÅÔ ÔÏÌØËÏ �ÒÏÓÔÙÅ �ÏÌÀÓÙ1)üÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÎÅ ÍÏÇÌÁ ÂÙÔØ �ÏÌÕÞÅÎÁ × x 1, ÔÁË ËÁË ÔÁÍ �ÒÉ ×Ù×ÏÄÅ ÆÏÒÍÕÌÙÆ(PQ) = Æ(P )Q + Æ(Q)P (�)�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ P = 0 É Q = 0 �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÌÉÓØ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÉÓÑ. ïÄÎÁËÏ ËÏÇÄÁ ÏÎÉ�ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ��ÒÁ×ÉÌØÎÏ�, Ô.Å. ÔÁË, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ u1; : : : ;un,ÇÄÅ u1 = P É u2 = Q, ÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ (*) ÌÅÇËÏ ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÜÔÉÈ ÓÁÍÙÈËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (6).



x 4. ðòïéú÷ïìøîùå æõîëãéé ÷ ó�åðåîé � 363� = �1;�2; : : : ;�k; : : : É ×ÙÞÅÔ ÅÇÏ �ÒÉ � = �k ÒÁ×ÅÎ (�1)k�1(k�1)! Æ(k�1)(G),�ÏÜÔÏÍÕÆ(G � ) = Æ(G) � Æ0(G) + 22 Æ00(G) + : : : + (�1)kk! Æ(k)(G) + : : :éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (4) ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÊ ×Ù×ÏÄ. ðÒÏÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍ ÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Ï (4) �Ï : �Æ0(xy � ) = �2 Æ(x;y) + : : :õÍÎÏÖÉ× ÎÁ � É ÕÓÔÒÅÍÉ× ÅÇÏ Ë ÎÕÌÀ, �ÏÌÕÞÉÍ:Æ0(xy � ) ! 2Æ(x;y):áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, Ä×ÁÖÄÙ �ÒÏÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×Á× �Ï  ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (5) É ÕÍÎÏÖÉ× ÅÇÏ�ÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÎÁ , ÍÙ �ÒÉ ÓÔÒÅÍÌÅÎÉÉ  Ë ÎÕÌÀ �ÏÌÕÞÉÍÆ00(x2 + y2 + z2 � t2 � ) ! Æ(x;y;z; t)8 :åÓÌÉ �ÒÉÍÅÎÉÔØ ÜÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ Ë ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ', ÔÏ ÍÙ ÓÍÏÖÅÍ ×ÙÞÉÓÌÉÔØÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ ' × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÚÎÁÑ ÅÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ �Ï ÇÉ�ÅÒÂÏÌÁÍ xy = ÉÌÉ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÏÉÄÁÍ x2 + y2 + z2 � t2 = .



ó÷ïäëá ïóîï÷îùè ïðòåäåìåîéê é æïòíõì÷ùðõóëá 1 çÌÁ×Á I, x 11. ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ'(x) = '(x1; : : : ;xn), ÒÁ×ÎÁÑ ÎÕÌÀ ×ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ n-ÍÅÒÎÏÇÏ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Rn.2. ïÓÎÏ×ÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï K | ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ ×ÓÅÈ ÏÓÎÏ×ÎÙÈÆÕÎË�ÉÊ. ìÉÎÅÊÎÙÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ × K Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÏÂÙÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ '�(x) 2 K ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÈÏÄÑÝÅÊÓÑ Ë ÎÕÌÀ, ÅÓÌÉÆÕÎË�ÉÉ '�(x) ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ×ÍÅÓÔÅ ÓÏ ×ÓÅÍÉ �ÒÏ-ÉÚ×ÏÄÎÙÍÉ É ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ × ÎÕÌØ ×ÎÅ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊÏÂÌÁÓÔÉ.3. ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ ÎÁ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å K.4. òÅÇÕÌÑÒÎÁÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ | ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ ÎÁ K ×ÉÄÁ(f;') = Z f(x)'(x)dx;ÇÄÅ f(x) | ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ.5. ïÓÔÁÌØÎÙÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÍÉ.6. �(x) | ÆÕÎË�ÉÑ, ÒÁ×ÎÁÑ 1 �ÒÉ x > 0 É 0 �ÒÉ x < 0 (n = 1).7. äÅÌØÔÁ-ÆÕÎË�ÉÑ Æ(x � x0) | ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ, ÄÅÊÓÔ×Õ-ÀÝÉÊ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ (Æ(x � x0);'(x)) = '(x0):8. æÕÎË�ÉÏÎÁÌ f(x) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÙÍ ÎÕÌÀ × ÏÂÌÁÓÔÉ G, ÅÓÌÉ(f;') = 0 ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ, ÒÁ×ÎÏÊ ÎÕÌÀ × ÔÁËÏÊ ÏÂÌÁ-ÓÔÉ G1, ÞÔÏ G É G1 �ÏËÒÙ×ÁÀÔ ×ÓÅ Rn.9. îÏÓÉÔÅÌØ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ f | ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÎÁ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÉËÏÔÏÒÏÇÏ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ f ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ.10. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ f� ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÈÏÄÑ-ÝÅÊÓÑ Ë ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f , ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ' 2 Klim�!1(f� ;') = (f;'):11. äÌÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ É ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ�ÒÏÉÚ×ÏÄÑÔÓÑ �Ï �ÒÁ×ÉÌÁÍ�(f;') = (f;�') = (�f;'):



ó÷ïäëá ïóîï÷îùè ïðòåäåìåîéê é æïòíõì ÷ùðõóëá 1 365æÕÎË�ÉÏÎÁÌ f ÔÉ�Á ÆÕÎË�ÉÉ f(x) Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ(f;') = Z f(x)'(x)dx:12. ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f , ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÁÑ Ë ÄÁÎÎÏÊ f ,Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (f;') = (f;'):13. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï S ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ-ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÈÆÕÎË�ÉÊ '(x), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍjxk'(q)(x)j 6 Ckq (n = 1;k;q = 0;1;2; : : :)ÉÌÉ, ÄÌÑ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ,����xk11 : : :xknn �q1+:::+qn'(x1; : : : ;xn)�xq11 : : :�xqnn ���� 6 Ck1:::qn(k1; : : : ;qn = 0;1;2; : : :)Ó ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØÀ.çÌÁ×Á I, x 21. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f �Ï ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ xj Ï�ÒÅÄÅÌÑ-ÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ � �f�xj ;'� = �f;� �'�xj� :2. �0(x) = Æ(x).3. ddx ln(x + i0) = 1x � i�Æ(x), ÇÄÅ� 1x ;'(x)� = lim"!0 Zjxj>" '(x)x dx:4. � 1rn�2 =�(n� 2)
nÆ(x), ÇÄÅ 
n | �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÙ× n-ÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å (n > 2).�ln 1r = �2�Æ(x) (n = 2):



366 ó÷ïäëá ïóîï÷îùè ïðòåäåìåîéê é æïòíõì ÷ùðõóëá 15. åÓÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ f� ÉÍÅÅÔ �ÒÅÄÅÌ f ,ÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �f��xj ÉÍÅÅÔ �ÒÅÄÅÌ �f�xj .6. 1Pn=1osnx = � 12 + � 1P�1Æ(x � 2�n).7. 1Pn=1nsinnx = �� 1P�1Æ0(x � 2�n).8. 1 + eix + e2ix + : : : + e�ix + e�2ix + : : : = 2� 1P�1Æ(x � 2�n).9. 1Pn=1sinnx = 12 tg x2 .10. 1� "x2+"2 ! Æ(x) �ÒÉ " ! 0.11. 12p�te� x24t ! Æ(x) �ÒÉ t ! 0.12. 1� sin�xx ! Æ(x) �ÒÉ � ! 1.çÌÁ×Á I, x 31. ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ x�+ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ: �ÒÉRe � > �1 (x�+;') = 1Z0 x�'(x)dx; (1)�ÒÉ Re � > �n � 1;� 6= �1;�2; : : : ;�n,(x�+;') = 1Z0 x� �'(x) � '(0) � x'0(0) � : : : � xn�1(n � 1)!'(n�1)(0)�dx ++ 1Z1 x�'(x)dx + nXk=1 '(k�1)(0)(k � 1)!(� + k) ; (2)�ÒÉ �n � 1 < Re � < �n(x�+;') = 1Z0 x� �'(x) � '(0) � x'0(0) � : : : � xn�1(n � 1)!'(n�1)(0)�dx: (3)üÔÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ �ÒÉ x > 0 ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÏÂÙÞÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ x�,�ÒÉ x<0 ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ. ïÎÁ ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ �ÒÉ ×ÓÅÈ �, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÔÏÞÅË� = �1;�2; : : : ;�n; : : : ; × ËÏÔÏÒÙÈ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ �ÏÌÀÓÙ 1-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ.



ó÷ïäëá ïóîï÷îùè ïðòåäåìåîéê é æïòíõì ÷ùðõóëá 1 367æÏÒÍÕÌÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ �Ï x:ddxx�+ = �x��1+ (� 6= �1;�2; : : :): (4)2. ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ x�� ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ: �ÒÉ Re � > �1(x��;') = 0Z�1 jxj�'(x)dx = 1Z0 x�'(�x)dx; (5)�ÒÉ Re � > �n � 1;� 6= �1;�2; : : : ;�n,(x��;') = 1Z0 x��'(�x) � '(0) + x'0(0) � : : :: : : � (�1)n�1 xn�1(n � 1)!'(n�1)(0)�dx ++ 1Z1 x�'(�x)dx + nXk=1 (�1)k�1'(k�1)(0)(k � 1)!(� + k) ; (6)�ÒÉ �n � 1 < Re � < �n(x��;') = 1Z0 x��'(�x) � '(0) + x'0(0) � : : :: : : � (�1)n�1 xn�1(n � 1)!'(n�1)(0)�dx: (7)üÔÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ �ÒÉ x<0 ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó jxj�, �ÒÉ x>0 | Ó ÎÕÌÅÍ.ïÎÁ ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ �ÒÉ ×ÓÅÈ �, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÔÏÞÅË �=�1;�2; : : : ;�n; : : : ,× ËÏÔÏÒÙÈ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ �ÏÌÀÓÙ 1-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ.æÏÒÍÕÌÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ �Ï x:ddxx�� = ��x��1� (� 6= �1;�2; : : :): (8)3. ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ jxj� ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ: �ÒÉ Re � > �1(jxj�;') = 1Z�1 jxj�'(x)dx = 1Z0 x�['(x) + '(�x)℄dx; (9)



368 ó÷ïäëá ïóîï÷îùè ïðòåäåìåîéê é æïòíõì ÷ùðõóëá 1�ÒÉ Re � > �2m� 1;� 6= �1;�3; : : : ;�2m + 1,(jxj�;') = 1Z0 x�n'(x) + '(�x) � 2h'(0) + x22! '00(0) + : : :: : : + x2m�2(2m � 2)!'(2m�2)(0)iodx ++ 1Z1 x�['(x) + '(�x)℄dx + m�1Xk=0 '(2k)(0)(2k)!(� + 2k + 1) ; (10)�ÒÉ �2m � 1 < Re � < �2m+ 1(jxj�;') = 1Z0 x�n'(x) + '(�x) � 2h'(0) + x22! '00(0) + : : :: : : + x2m�2(2m � 2)!'(2m�2)(0)iodx: (11)ïÎÁ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ �ÒÉ x 6= 0 Ó ÏÂÙÞÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ jxj�. üÔÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑÆÕÎË�ÉÑ ÉÍÅÅÔ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ (�ÏÌÀÓÙ 1-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ) �ÒÉ � = �1;�3; : : : ,�2m � 1; : : :ðÒÉ � = �2m ÍÙ �ÉÛÅÍ jxj�2m = x�2m, ÔÁË ÞÔÏ(x�2m;') = 1Z0 x�2mn'(x) + '(�x) � 2h'(0) ++ x22! '00(0) + : : : + x2m�2(2m � 2)!'(2m�2)(0)iodx: (12)÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, (x�2;') = 1Z0 '(x) + '(�x) � 2'(0)x2 dx: (13)4. ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ jxj� sgnx ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ:�ÒÉ Re � > �2(jxj� sgnx;') = 1Z�1 jxj� sgnx'(x)dx = 1Z0 x�['(x) � '(�x)℄dx; (14)



ó÷ïäëá ïóîï÷îùè ïðòåäåìåîéê é æïòíõì ÷ùðõóëá 1 369�ÒÉ Re � > �2m� 2;� 6= �2;�4; : : : ;�2m,(jxj� sgnx;') = 1Z0 x�n'(x) � '(�x) � 2hx'0(0) ++ x33! '000(0) + : : : + x2m�1(2m � 1)!'(2m�1)(0)iodx ++ 1Z1 x�['(x) � '(�x)℄dx + 2m�1Xk=0 '(2k)(0)(2k + 1)!(� + 2k + 2) ; (15)�ÒÉ �2m � 2 < Re � < �2m(jxj� sgnx;') = 1Z0 x�n'(x) � '(�x) � 2hx'0(0) ++ x33! '000(0) + : : : + x2m�1(2m � 1)!'(2m�1)(0)iodx: (16)ïÎÁ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ �ÒÉ x 6= 0 Ó ÏÂÙÞÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ jxj� sgnx. üÔÁ ÏÂÏÂ-ÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÉÍÅÅÔ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ (�ÏÌÀÓÙ 1-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ) �ÒÉ � == �2;�4; : : : ;�2m;: : : ðÒÉ � = �2m � 1 ÍÙ �ÉÛÅÍ jxj�2m�1 sgnx == x�2m�1, ÔÁË ÞÔÏ(x�2m�1;') = 1Z0 x�2m�1n'(x) � '(�x) � 2hx'0(0) ++ x33! '000(0) + : : : + x2m�1(2m � 1)!'(2m�1)(0)iodx: (17)÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, (x�1;') = 1Z0 '(x) � '(�x)x dx; (18)(x�3;') = 1Z0 '(x) � '(�x) � 2x'0(0)x3 dx: (19)



370 ó÷ïäëá ïóîï÷îùè ïðòåäåìåîéê é æïòíõì ÷ùðõóëá 15. q-ËÒÁÔÎÙÊ ÎÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ jxj� ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ××ÉÄÅZ : : :Z| {z }q jxj�dxq = jxj�+q(sgnx)q(� + 1) : : : (� + q) � [ q2 ℄Xk=1 xq�2k(2k � 1)!(q � 2k)! 1� + 2k :(20)6. ïÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉx�+�(� + 1) ; x���(� + 1) ; jxj����+12 � ; jxj� sgnx���+12 � (21)Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÅÌÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ �Ï �.÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �ÒÉ � ! �nx�+�(� + 1) ! Æ(n�1)(x); x���(� + 1) ! (�1)n�1Æ(n�1)(x); (22)�ÒÉ � ! �2m � 1 jxj����+12 � ! (�1)mÆ(2m)(x)m!(2m)! (23)É �ÒÉ � ! �2m jxj� sgnx���+22 � ! (�1)mÆ(2m�1)(x)(m � 1)!(2m � 1)! : (24)7. æÕÎË�ÉÉ ln(x+ i0) É ln(x� i0) Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:ln(x + i0) = limy!+0 ln(x + iy) = ln jxj + i��(�x); (25)ln(x � i0) = limy!+0 ln(x � iy) = ln jxj � i��(�x); (26)ÇÄÅ �(x) = � 0 �ÒÉ x < 0;1 �ÒÉ x > 0:8. æÕÎË�ÉÉ (x + i0)� É (x � i0)� Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ:(x + i0)� = limy!+0(x + iy)� = (ei�� jxj� �ÒÉ x < 0;x� �ÒÉ x > 0; (27)(x � i0)� = limy!+0(x � iy)� = (e�i�� jxj� �ÒÉ x < 0;x� �ÒÉ x > 0: (28)



ó÷ïäëá ïóîï÷îùè ïðòåäåìåîéê é æïòíõì ÷ùðõóëá 1 371üÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÍ � É Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔ ÒÅ-ÇÕÌÑÒÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÙ �ÒÉ Re � > �1. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅÆÕÎË�ÉÉ ÓÔÒÏÑÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÒÉ � 6= �1;�2; : : :(x + i0)� = x�+ + ei��x��; (29)(x � i0)� = x�+ + e�i��x��; (30)ÇÄÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ x�+ É x�� Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ (1){(3)É (5){(7). ðÒÉ � = �n, n = 1;2 : : : ,(x + i0)�n = x�n � i�(�1)n�1(n � 1)! Æ(n�1)(x); (31)(x � i0)�n = x�n + i�(�1)n�1(n � 1)! Æ(n�1)(x); (32)ÇÄÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ x�n Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (12) ÉÌÉ (17). �ÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ (x + i0)� É (x � i0)� Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ �ÒÉ×ÓÅÈ �. üÔÏ �ÅÌÙÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÏÔ �.óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (x + i0)� = limy!+0(x + iy)�;(x � i0)� = limy!+0(x � iy)�×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ËÁË × ÏÂÙÞÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÔÁË É × ÓÍÙÓÌÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈÆÕÎË�ÉÊ.æÏÒÍÕÌÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑddx (x + i0)� = �(x + i0)��1 (� 6= 0);ddx (x � i0)� = �(x � i0)��1 (� 6= 0);9>=>; (33)ddx ln(x + i0) = 1x + i0 ;ddx ln(x � i0) = 1x � i0 :9>>=>>; (34)9. ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ r� �ÒÉ Re � > �n ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ(r�;') = ZRn r�'(x)dx = 
n 1Z0 r�+n�1S'(r)dr; (35)



372 ó÷ïäëá ïóîï÷îùè ïðòåäåìåîéê é æïòíõì ÷ùðõóëá 1ÇÄÅ 
n | �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÙ n-ÍÅÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á,S'(r) | ÓÒÅÄÎÅÅ ÉÚ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎË�ÉÉ ' �Ï ÓÆÅÒÅ ÒÁÄÉÕÓÁ r.üÔÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ×Ï ×ÓÀ �ÌÏÓ-ËÏÓÔØ � Ó ÉÓËÌÀÞÅÎÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ �=�n, �n� 2, �n� 4; : : : , × ËÏÔÏÒÙÈÏÎÁ ÏÂÌÁÄÁÅÔ �ÏÌÀÓÁÍÉ 1-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ.10. ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ 2r�
n�(�+n2 ) | �ÅÌÁÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ �Ï �. ðÒÉ� = �n ÏÎÁ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × Æ(x), �ÒÉ � = �n � 2k | ×(�1)k�kÆ(x)2kk!n(n + 2) : : : (n + 2k � 2) : (36)11. æÏÒÍÕÌÁ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ r� ÎÁ �ÌÏÓËÉÅ ×ÏÌÎÙ:1� n�12 Z
 j!1x1 + : : : + !nxnj�d!���+12 � = 2 r����+n2 � : (37)þÁÓÔÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ: �ÒÉ n ÎÅÞÅÔÎÏÍÆ(x) = (�1)n�122(2�)n�1 Z
 Æ(n�1)(!1x1 + : : : + !nxn)d!; (38)�ÒÉ n ÞÅÔÎÏÍÆ(x) = (�1)n2 (n � 1)!(2�)n Z
 (!1x1 + : : : + !nxn)�nd!; (39)Á ÔÁËÖÅ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ nÆ(x) = (n � 1)!(2�i)n Z
 (!1x1 + : : : + !nxn � i0)�nd!: (40)çÌÁ×Á I, x 41. ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ x�+ lnmx+ (� 6= �1;�2; : : :) Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ �ÏÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÆÏÒÍÕÌÁÍ: �ÒÉ Re � > �1(x�+ lnmx+;') = 1Z0 x� lnmx'(x)dx; (1)



ó÷ïäëá ïóîï÷îùè ïðòåäåìåîéê é æïòíõì ÷ùðõóëá 1 373�ÒÉ Re � > �n � 1;� 6= �1;�2; : : : ;�n,(x�+ lnmx+;') == 1Z0 x� lnmxh'(x) � '(0) � x'0(0) � : : : � xn�1(n � 1)!'(n�1)(0)idx ++ 1Z1 x� lnmx'(x)dx + nXk=1 (�1)mm!'(k�1)(0)(k � 1)!(� + k)m+1 ; (2)�ÒÉ �n � 1 < Re � < �n(x�+ lnmx+;') = 1Z0 x� lnmxh'(x) � '(0) � x'0(0) � : : :: : : � xn�1(n � 1)!'(n�1)(0)idx: (3)2. æÏÒÍÕÌÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ �Ï �:�m��mx�+ = x�+ lnmx+ (� 6= �1;�2; : : :): (4)òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ x�+ × ÒÑÄ �ÅÊÌÏÒÁ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏÚÎÁÞÅÎÉÑ �0:x�+ = x�0+ + (� � �0)x�0+ lnx+ + 12(� � �0)2x�0+ ln2x+ + : : : (5)3. ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ x�n+ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ(x�n+ ;') = 1Z0 x�nh'(x) � '(0) � x'0(0) � : : :: : : � xn�2(n � 2)!'(n�2)(0) � xn�1(n � 1)!'(n�1)(0)�(1 � x)idx; (6)ÜÔÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÆÕÎË�ÉÅÊ x�n �ÒÉ x > 0 ÉÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ �ÒÉ x < 0. ïÎÁ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ×ÙÛÅÆÕÎË�ÉÉ x�+ �ÒÉ � = �n.



374 ó÷ïäëá ïóîï÷îùè ïðòåäåìåîéê é æïòíõì ÷ùðõóëá 14. ïÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ x�n+ lnmx+ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ(x�n+ lnmx+;') = 1Z0 x�n lnmxh'(x) � '(0) � x'0(0) � : : :: : : � xn�2(n � 2)!'(n�2)(0) � xn�1(n � 1)!'(n�1)(0)�(1 � x)idx: (7)5. ÷ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ �ÏÌÀÓÁ �=�n ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ x�+ × ÒÑÄ ìÏÒÁÎÁ ÉÍÅÅÔ×ÉÄx�+ = (�1)n�1Æ(n�1)(x)(n � 1)! 1� + n + x�n+ + (� + n)x�n+ lnx+ ++ 12(� + n)2x�n+ ln2x+ + : : : (8)6. ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ x�� lnmx� (� 6= �1;�2; : : :) Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ �ÏÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÆÏÒÍÕÌÁÍ: �ÒÉ Re � > �1(x�� lnmx�;') = 0Z�1 jxj� lnm jxj'(x)dx = 1Z0 x� lnmx'(�x)dx; (9)�ÒÉ Re � > �n � 1;� 6= �1;�2; : : : ;�n,(x�� lnxm� ;') = 1Z0 x� lnmxh'(�x) � '(0) + x'0(0) � : : :: : : � (�1)n�1 xn�1(n � 1)!'(n�1)(0)idx ++ 1Z1 x� lnmx'(�x)dx + nXk=1 (�1)m+k�1m!'(k�1)(0)(k � 1)!(� + k)m+1 ; (10)�ÒÉ �n � 1 < Re � < �n(x�� lnxm� ;') = 1Z0 x� lnmxh'(�x) � '(0) + x'0(0) � : : :: : : � (�1)n�1 xn�1(n � 1)!'(n�1)(0)idx: (11)



ó÷ïäëá ïóîï÷îùè ïðòåäåìåîéê é æïòíõì ÷ùðõóëá 1 3757. æÏÒÍÕÌÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ �Ï �:�m��mx�� = x�� lnmx� (� 6= �1;�2; : : :): (12)òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ x�� × ÒÑÄ �ÅÊÌÏÒÁ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏÚÎÁÞÅÎÉÑ �0:x�� = x�0� + (� � �0)x�0� lnx� + 12(� � �0)2x�0� ln2x� + : : : (13)8. ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ x�n� Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ(x�n� ;') = 1Z0 x�nh'(�x) � '(0) + x'0(0) � : : :: : : � (�1)n�1 xn�1(n � 1)!'(n�1)(0)�(1 � x)idx; (14)ÜÔÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÏÂÙÞÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ jxj�n �ÒÉ x<0É Ó ÎÕÌÅÍ �ÒÉ x > 0. îÏ ÏÎÁ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ×ÙÛÅÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ x�� �ÒÉ � = �n.9. ïÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ x�n� lnmx� ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ(x�n� lnmx�;') = 1Z0 x�n lnmxh'(�x) � '(0) + x'0(0) � : : :: : : � (�1)n�1 xn�1(n � 1)!'(n�1)(0)�(1 � x)idx: (15)10. ÷ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ �ÏÌÀÓÁ �=�n ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ x�� × ÒÑÄ ìÏÒÁÎÁ ÉÍÅÅÔ×ÉÄx�� = Æ(n�1)(x)(n � 1)! 1� + n + x�n� + (� + n)x�n� lnx� ++ 12!(� + n)2x�n� ln2x� + : : : (16)11. æÕÎË�ÉÏÎÁÌ jxj� lnk jxj Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ �Ï ÆÏÒÍÕÌÁÍ, ÁÎÁÌÏÇÉÞ-ÎÙÍ (9){(11) ÓÔÒ. 367{ 368, Ó ÚÁÍÅÎÏÊ ×ÓÀÄÕ x� ÎÁ x� lnk x.



376 ó÷ïäëá ïóîï÷îùè ïðòåäåìåîéê é æïòíõì ÷ùðõóëá 1÷ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ ÔÏÞËÉ �0 ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ jxj� × ÒÑÄ�ÅÊÌÏÒÁ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄjxj� = jxj�0 + (� � �0)jxj�0 ln jxj + 12!(� � �0)2jxj�0 ln2 jxj + : : : (17)÷ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ �ÏÌÀÓÁ �0 =�2m� 1 ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ jxj� × ÒÑÄìÏÒÁÎÁ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄjxj� = 2Æ(2m)(x)(2m)! 1� + 2m + 1 + jxj�2m�1 ++ (� + 2m + 1)jxj�2m�1 ln jxj + : : : ; (18)ÇÄÅ �ÒÉ �2m � 2 < Re � < �2mjxj�2m�1 = x�2m�1+ + x�2m�1� ; (19)jxj�2m�1 lnk jxj = x�2m�1+ lnk x+ + x�2m�1� lnk x�; (19Á)× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,(jxj�2m�1;') = 1Z0 x�2m�1n'(x) + '(�x) � 2h'(0) ++ x22! '00(0) + : : : + x2m(2m)!'(2m)(0)�(1 � x)iodx: (20)ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ jxj�2m�1 ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÏÂÙÞÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊjxj�2m�1 �ÒÉ x 6= 0.12. ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ jxj� sgnx lnk jxj Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ �Ï ÆÏÒÍÕÌÁÍ,ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ (14){(16) ÓÔÒ. 368, Ó ÚÁÍÅÎÏÊ ×ÓÀÄÕ x� ÎÁ x� lnk x.÷ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ ÔÏÞËÉ �0 ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ jxj� sgnx× ÒÑÄ �ÅÊÌÏÒÁ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄjxj� sgnx = jxj�0 sgnx + (� � �0)jxj�0 ln jxjsgnx ++ 12!(� � �0)2jxj�0 ln jxjsgnx + : : : (21)÷ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ �ÏÌÀÓÁ �0 = �2m ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ jxj� sgnx ×ÒÑÄ ìÏÒÁÎÁ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄjxj� sgnx = �2Æ(2m�1)(x)(2m � 1)! 1� + 2m + jxj�2m sgnx ++ (� + 2m)jxj�2m ln jxjsgnx + : : : (22)



ó÷ïäëá ïóîï÷îùè ïðòåäåìåîéê é æïòíõì ÷ùðõóëá 1 377ÇÄÅ �ÒÉ �2m � 1 < Re � < �2m + 1jxj�2m sgnx = x�2m+ � x�2m� ; (23)jxj�2m lnk jxjsgnx = x�2m+ lnk x+ � x�2m� lnk x�; (23Á)× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,(jxj�2m sgnx;') = 1Z0 x�2mn'(x) � '(�x) � 2hx'0(0) ++ x33! '000(0) + : : : + x2m�1(2m � 1)!'(2m�1)(0)�(1 � x)iodx: (24)ðÏÄÞÅÒËÎÅÍ, ÞÔÏ jxj�2m�1 ÎÅ ÅÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ jxj� �ÒÉ � = �2m � 1 ÉÞÔÏ jxj�2m sgnx ÎÅ ÅÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ jxj� sgnx �ÒÉ � = �2m.ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ jxj�2m sgnx ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ �ÒÉ x 6= 0 Ó ÏÂÙÞÎÏÊÆÕÎË�ÉÅÊ jxj�2m sgnx.13. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ �Ï � ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ (x + i0)� É (x � i0)�ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÞÅÒÅÚ(x + i0)� ln(x + i0) É (x + i0)� ln(x � i0);ÜÔÏ �ÅÌÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÏÔ �, ËÏÔÏÒÙÅ ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ:(x + i0)� ln(x + i0) == (x�+ lnx+ + i�ei��x�� + ei��x�� lnx� �ÒÉ � 6= �n,(�1)ni�x�n� + (�1)n�1 �22 Æ(n�1)(x)(n�1)! + x�n ln jxj �ÒÉ � = �n; (25)(x � i0)� ln(x � i0) == (x�+ lnx+ � i�e�i��x�� + e�i��x�� lnx� �ÒÉ � 6= �n,(�1)n�1i�x�n� + (�1)n�1 �22 Æ(n�1)(x)(n�1)! + x�n ln jxj �ÒÉ � = �n. (26)14. ÷ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ �ÏÌÀÓÁ �=�n�2k ÆÕÎË�ÉÑ r� ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ × ÒÑÄìÏÒÁÎÁr� = 
n Æ(2k)(r)(2k)! 1� + n + 2k + 
nr�n�2k ++ 
n(� + n + 2k)r�n�2k lnr + : : : (27)



378 ó÷ïäëá ïóîï÷îùè ïðòåäåìåîéê é æïòíõì ÷ùðõóëá 1úÄÅÓØ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÙ Æ(2k)(r), r�n�2k, r�n�2k lnm r �ÒÉÍÅÎÑÀÔÓÑ Ë ÆÕÎË-�ÉÑÍ S'(r) �Ï ÆÏÒÍÕÌÁÍ:�Æ(2k)(r);S'(r)� = S(2k)' (0); (28)�r�n�2k;S'(r)� = 1Z0 r�2k�nhS'(r) � '(0) � : : :: : : � r2k�2(2k � 2)!S(2k�2)' (0) � r2k(2k)!S(2k)' (0)�(1 � r)idr; (29)�r�n�2k lnm r;S'(r)� = 1Z0 r�2k�n lnm rhS'(r) � '(0) � : : :: : : � r2k(2k)!S(2k)' (0) � �(1 � r)idr: (30)÷ÅÌÉÞÉÎÁ S(2k)' (0) ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÞÅÒÅÚ ÆÕÎË�ÉÀ '(x)É ÅÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅS(2k)' (0) = (2k)!
n�n'(0)2kk!n(n + 2) : : : (n + 2k � 2) : (31)çÌÁ×Á I, x 51. ðÒÑÍÙÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ f(x) � g(y) ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏ× f(x) É g(y)ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ '(x;y),ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ(f(x) � g(y);'(x;y)) = (f(x);(g(y);'(x;y))):2. ó×ÅÒÔËÏÊ f(x) � g(x) ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏ× f É g ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ× �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ '(x), ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ(f � g;') = (f(x);(g(y);'(x + y))):ó×ÅÒÔËÁ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ �ÒÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÉ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ:Á) ÏÄÉÎ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏ× f;g ÉÍÅÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÎÏÓÉÔÅÌØ;Â) ÎÏÓÉÔÅÌÉ ÏÂÏÉÈ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏ× ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ Ó ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅÓÔÏÒÏÎÙ.ðÒÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÉ ÜÔÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ Ó×ÅÒÔËÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ É ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×-ÎÁ.



ó÷ïäëá ïóîï÷îùè ïðòåäåìåîéê é æïòíõì ÷ùðõóëá 1 3793. Æ � f = f ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ f .4. �Æ�xj � f = �f�xj .5. ��xj (f � g) = �f�xj � g = f � �g�xj .6. éÚ f� ! f ÓÌÅÄÕÅÔ f� � g ! f � g �ÒÉ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ�ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÊ:Á) ×ÓÅ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÙ f� ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÙ ÎÁ ÏÄÎÏÍ É ÔÏÍ ÖÅ ÏÇÒÁÎÉ-ÞÅÎÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å;Â) ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ g ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎ ÎÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å;×) ÎÏÓÉÔÅÌÉ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏ× f� É g ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ Ó ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅÓÔÏÒÏÎÙ É �ÒÉÔÏÍ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÅÊ ÏÔ � ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ.7. æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑP � ��x�u = g (1)ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ E(x), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ ÕÓÌÏ×ÉÀP � ��x�E = Æ(x):òÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÙÒÁÖÅÎÏ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅu = E � g�ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÜÔÏÊ Ó×ÅÒÔËÉ. óÍ. ÔÁËÖÅ ÇÌ. I, x 6, ��. 1{3,ÇÌ. II, �. 8, ÇÌ. III, x 2, �. 5.8. æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ ÄÌÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ�u�t = P � ��x�u (2)ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ E(x;t), ÚÁ×ÉÓÑÝÁÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ ÏÔ�ÁÒÁÍÅÔÒÁ t, Ñ×ÌÑÀÝÁÑÓÑ �ÒÉ t > 0 ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (2) É ÏÂÒÁ-ÝÁÀÝÁÑÓÑ × Æ(x) �ÒÉ t ! 0.òÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (2) Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ u(x;0) = u0(x) ÍÏÖÅÔÂÙÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÏ × ÆÏÒÍÅu(x;t) = E(x;t) � u0(x);�ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÜÔÏÊ Ó×ÅÒÔËÉ.



380 ó÷ïäëá ïóîï÷îùè ïðòåäåìåîéê é æïòíõì ÷ùðõóëá 19. æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ ÄÌÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑP � ��t ; ��x�u(x;t) = 0 (3)m-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ �Ï t ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ E(x;t), ÚÁ×ÉÓÑÝÁÑÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ ÏÔ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ t, Ñ×ÌÑÀÝÁÑÓÑ �ÒÉ t > 0 ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÕÒÁ×ÎÅ-ÎÉÑ (3) É ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉlimt!0E(x;t) = 0; limt!0 �E(x;t)�t = 0; : : :: : : ; lim �m�2E(x;t)�t = 0; lim �m�1E(x;t)�t = Æ(x):òÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (3) Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉu(x;0) = �u(x;0)�t = : : : = �m�2u(x;0)�tm�2 = 0;�m�1u(x;0)�tm�1 = um�1(x)ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÏ × ÆÏÒÍÅu(x;t) = E(x;t) � um�1(x)�ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÜÔÏÊ Ó×ÅÒÔËÉ, óÍ. ÔÁËÖÅ ÇÌ. I, x 6, ��. 4{5,ÇÌ. II, �. 8, ÇÌ. III, x 1 �. 6.10. éÎÔÅÇÒÁÌ �ÏÒÑÄËÁ � ÏÔ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ g(x), ÒÁ×ÎÏÊ ÎÕÌÀ�ÒÉ x < 0 (n = 1), Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊg�(x) = g(x) � x��1+�(�) :ðÒÉ Re �< 0 ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÏÔ g(x) �ÏÒÑÄËÁ ��.11. çÉ�ÅÒÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ�(�;�;;x) = �()�(�)�( � �) 1Z0 t��1(1 � t)���1(1 � tx)��dtÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀx�1�() F (�;�;;x) = d��dx�� "x��1+ (1 � x)��+�(�) #



ó÷ïäëá ïóîï÷îùè ïðòåäåìåîéê é æïòíõì ÷ùðõóëá 1 381ÉÌÉ x�1(1 � x)�+���() F (�;�;;x) = d��dx�� "x���1+ (1 � x)��+�( � �) # :12. âÅÓÓÅÌÅ×Á ÆÕÎË�ÉÑ J�(pu) Ó×ÑÚÁÎÁ Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÄÒÏÂÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ:2�p�u�=2J�(pu) = d��� 12du��� 12 ospupu :çÌÁ×Á I, x 61. æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑP � ��x�E(x) = Æ(x) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁ�ÉÓÁÎÏ × ÆÏÒÍÅE(x) = Z
 �!(!1x1 + : : : + !nxn;�n)d
;ÇÄÅ �!(�;�) = 1
n� n�12 ���+12 � 1Z�1 G(� � �;!)j�j�d�; (1)�ÒÉÞÅÍ G(�;!) ÅÓÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑP �!1 dd� ; : : : ;!n dd��G(�;!) = Æ(�):ðÒÉ n ÎÅÞÅÔÎÏÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ (1) �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ Ë ×ÉÄÕ (�=!1x1+ : : :+!nxn)E(x) = (�1)n�12
n(2�)n�12 1 � 3 : : : (n � 2) Z
 �n�1G(�;!)d�n�1 d
:



382 ó÷ïäëá ïóîï÷îùè ïðòåäåìåîéê é æïòíõì ÷ùðõóëá 12. åÓÌÉ P � ��x� | ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ ��xj ÓÔÅ�ÅÎÉ m, ÔÏ E(x)ÉÍÅÅÔ ×ÉÄE(x) = (�1)n�14(2�)m�1(2m � n)! Z
 j!1x1 + : : : + !nxnj2m�n d
P (!1; : : : ;!n)(2m > n; n ÎÅÞÅÔÎÏ);= (�1)n�22(2�)n(2m � n)! Z
 (!1x1 + : : : + !nxn)2m�n ln j!1x1 + : : : + !nxnjP (!1; : : : ;!n) d
(2m > n; n ÞÅÔÎÏ);= (�1)n�122(2�)n�1 Z
 Æ(n�2m�1)(!1x1 + : : : + !nxn) d
P (!1; : : : ;!n)(2m < n; n ÎÅÞÅÔÎÏ);= (�1)n2 (n � 2m � 1)!(2�)n Z
 j!1x1 + : : : + !nxnj2m�nP (!1; : : : ;!n) d
(2m < n; n ÞÅÔÎÏ):3. õËÁÚÁÎÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÓÔÁÀÔÓÑ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÙÍÉ É ÄÌÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈÏ�ÅÒÁÔÏÒÏ× P � ��x�, Õ ËÏÔÏÒÙÈ grad P (!) ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ �ÒÉP (!) = 0, ! 6= 0; ÎÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ × ÜÔÉÈ ÆÏÒÍÕÌÁÈ �ÏÎÉÍÁÀÔÓÑ ËÁËÒÅÇÕÌÑÒÉÚÏ×ÁÎÎÙÅ (× ÓÍÙÓÌÅ ÇÌÁ×ÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �Ï ëÏÛÉ).4. æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ ÄÌÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑP � ��t ; ��x� = 0 ÉÍÅÅÔ ×ÉÄu(x;t) = 1
n� n�12 Z
 8<: 1Z�1 G!(t;� � �) j�j����+12 � �����=�n d�9=;d!;ÇÄÅ G!(t;�) | ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ ÄÌÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑP � ��t;!1 dd� ; : : : ;!n dd��u(t;�) = 0:÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �ÒÉ n ÎÅÞÅÔÎÏÍu(x;t) = (�1)n�12 �n�12 �!
n� n�12 (n � 1)! Z
 dn�1d�n�1G!(t;�)d
:



ó÷ïäëá ïóîï÷îùè ïðòåäåìåîéê é æïòíõì ÷ùðõóëá 1 3835. åÓÌÉ P � ��t ; ��x� | ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ �Ï-ÒÑÄËÁ m, ÔÏ u(x;t) �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄu(x;t) = (�1)n+122(2�)n�1(m � n � 1)! �� ZP (1;�)=0 �Xxk�k + t�m�n�1 sgnm�1�Xxk�k + t�d!(m > n � 1; n ÎÅÞÅÔÎÏ);= 2(�1)n2(2�)n(m � n � 1)! ZP (1;�)=0 �Xxk�k + t�m�n�1 ln ����Pxk�k + tPxk�k ����d!(m > n � 1; n ÞÅÔÎÏ);= (�1)n+12(2�)n�1 ZP (1;�)=0 Æ(n�m)�Xxk�k + t�d! (m < n � 1; n ÎÅÞÅÔÎÏ);= (�1)n+22 (n �m)!(2�)n ZP (1;�)=0 d!(Pxk�k + t)n�m+1 (m < n � 1; n ÞÅÔÎÏ):çÌÁ×Á II1. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ '(x) (x) = Z '(x)ei(x1s1+:::+xnsn)dx1 : : : dxnÅÓÔØ �ÅÌÁÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ s1 = �1 ++ i�1, : : : , sn = �n + i�n; ÏÎÁ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍjsq11 : : : sqnn  (s1; : : : ;sn)j 6 Cpea1j�1j+:::+anj�nj;ÇÄÅ fjxj j 6 ajg| ÏÂÌÁÓÔØ, ×ÎÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ '(x) ÏÂÒÁÝÁ-ÅÔÓÑ × ÎÕÌØ.2. óÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ  (s) ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ×ÉÄÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ Z. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ  �(s)2Z ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÈÏÄÑÝÅÊ-ÓÑ Ë ÎÕÌÀ × Z, ÅÓÌÉ ÉÈ �ÒÏÏÂÒÁÚÙ æÕÒØÅ '�(x) 2 K ÓÈÏÄÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ× K.



384 ó÷ïäëá ïóîï÷îùè ïðòåäåìåîéê é æïòíõì ÷ùðõóëá 13. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ æÕÒØÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f , Ô.Å. ÆÕÎË�ÉÏÎÁ-ÌÁ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅK, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ g=F (f),Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Z É ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ(g; ) = (2�)n(f;');ÇÄÅ  (s) 2 Z ÅÓÔØ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ '(x) 2 K.4. äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÅ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÅ �ÒÉ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ æÕÒØÅ:F �P � ��x�f� = P (�is)F [f ℄;F [P (x)f ℄ = P ��i ��s�F [f ℄:5. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ �ÒÑÍÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ:F [f � g℄ = F [f ℄ � F [g℄:6. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÏÇÏ × ÏÇÒÁÎÉ-ÞÅÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ, ÅÓÔØ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ ÔÉ�Á ÆÕÎË�ÉÉF [f ℄ = (f(x);ei(x;s)) = (f(x);e�i(x;s)):7. F [S℄ = S.8. åÓÌÉ u(x;t) ÅÓÔØ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ ÄÌÑÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ �u�t � P �i ��x�u = 0, ÔÏE(x;t) = (u(x;t) �ÒÉ t > 0;0 �ÒÉ t < 0ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ�E(x;t)�t � P �i ��x�E(x;t) = Æ(x;t):9. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÄÁÎÙÎÉÖÅ × Ó×ÏÄÎÏÊ ÔÁÂÌÉ�Å (ÓÔÒ. 396{ 402).çÌÁ×Á III, x 11. æÏÒÍÁ ìÅÒÅÑ ! ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ P (x1; : : : ;xn) = 0 Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ dP � ! = dx1 : : : dxn;



ó÷ïäëá ïóîï÷îùè ïðòåäåìåîéê é æïòíõì ÷ùðõóëá 1 385× ÔÏÞËÁÈ, ÇÄÅ �P�xj 6= 0, ÅÅ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ! = (�1)j�1 � dx1 : : : dxj�1dxj+1 : : : dxn�P�xj :2. æÕÎË�ÉÏÎÁÌ Æ(P ) Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ(Æ(P );') = ZP=0 '(x)!:3. �(P ) ÅÓÔØ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÏÂÌÁÓÔÉ P (x) > 0. éÍÅÅÔÍÅÓÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ�0(P ) = Æ(P );ÉÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ��(P )�xj = �P�xj Æ(P ):4. æÏÒÍÙ !1; : : : ;!k; : : : ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ:!0(') = ' � !;d!0(') = dP � !1(');. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .d!k�1(') = dP � !k('):. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .éÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÆÏÒÍÙ !k(') �Ï �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ P = 0 Ï�ÒÅÄÅÌÅÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.5. éÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á PÆ(P ) = 0;P Æ0(P ) + Æ(P ) = 0;P Æ00(P ) + 2Æ(P ) = 0;. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .PÆ(k)(P ) + kÆ(k�1)(P ) = 0;. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .6. æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ ÄÌÑ ×ÏÌÎÏ×ÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ�� � �2�t2 �u = 0 �ÒÉ n = 2k + 3 ÉÍÅÅÔ ×ÉÄE(x;t) = (�1)k2�k+1 Æ(k)(r2 � t2) (r2 = x21 + : : : + x2n):



386 ó÷ïäëá ïóîï÷îùè ïðòåäåìåîéê é æïòíõì ÷ùðõóëá 17. åÓÌÉ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ P = 0 É Q = 0 ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÈ ÔÏÞÅË, ÔÏÆ(PQ) = P�1Æ(Q) + Q�1Æ(P ):8. åÓÌÉ a(x) ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ, ÔÏÆ(aP ) = a�1Æ(P );. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Æ(k)(aP ) = a�(k+1)Æ(k)(P );. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .9. îÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ P1=P2= : : :=Pk=0 ÆÏÒÍÁ ìÅÒÅÑ ! Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ dP1 : : : dPk � ! = dx1 : : : dxn:÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÑËÏÂÉÁÎ D� P1 : : : Pkx1 : : : xk � 6= 0, ÍÏÖÎÏ �ÏÌÏÖÉÔØ! = dxk+1 : : : dxnD� P1 : : : Pkx1 : : : xk � :10. ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ Æ(P1; : : : ;Pk) Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ(Æ(P1; : : : ;Pk);'(x1; : : : ;xn)) = ZP1=:::=Pk=0 ' � !:11. æÏÒÍÁ !�1:::�j+1;:::�k (') Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÆÏÒÍÕ !�1:::�j ;:::�k (')ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍd(dP1 : : :dPj�1dPj+1 : : : dPk!�1:::�j :::�k) = (�1)j�1dP1 : : : dPk!�1:::�j+1:::�k :12. ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ �mÆ(P1:::Pk)�P�11 :::�P�kk Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ��mÆ(P1 : : :Pk)�P�11 : : :�P�kk ;'� = (�1)m ZP1=:::=Pk=0 !�1:::�k (') (m = �1 + : : : + �k):



ó÷ïäëá ïóîï÷îùè ïðòåäåìåîéê é æïòíõì ÷ùðõóëá 1 38713. éÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á��xj Æ(P1; : : : ;Pk) = kXi=1 �Æ(P1; : : : ;Pk)�Pi �Pi�xj ;PiÆ(P1; : : : ;Pk) = 0;PiPjÆ(P1; : : : ;Pk) = 0;. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .P1P2 : : :PkÆ(P1; : : : ;Pk) = 0;É ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, �ÏÌÕÞÁÅÍÙÅ ÉÚ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×Á-ÎÉÅÍ �Ï P1; : : : ;Pk. çÌÁ×Á III, x 21. ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑP = x21 + : : : + x2p � x2p+1 � : : : � x2p+q ;Q = s21 + : : : + s2p � s2p+1 � : : : � s2p+q;L = �2�x21 + : : : + �2�x2p � �2�x2p+1 � : : : � �2�x2p+q ;n = p + q | ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á; p;q > 0.2. ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ Æ(k)1 (P ), Æ(k)2 (P ), Æ(k)(P+),Æ(k)(P�), P �+, P ��, (P + i0)�, (P � i0)�.2.1. ðÒÉ p > 1, q > 1�Æ(k)1 (P );'� = 14 1Z0 �k��k �� q�22  1(u;�)������=uu p�22 du;�Æ(k)2 (P );'� = (�1)k4 1Z0 �k�uk �u p�22  1(u;�)�����u=�� q�22 d�;ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ  1(u;�) ÏÂÏÚÎÁÞÅÎ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÆÕÎË�ÉÉ ' �Ï �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉx21 + : : : + x2p = u, x2p+1 + : : : + x2p+q = �, ÄÅÌÅÎÎÙÊ ÎÁ u p�12 � q�12 .îÁ�ÉÓÁÎÎÙÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÓÈÏÄÑÔÓÑ �ÒÉ k < n2 � 1; �ÒÉ k > n2 � 1 ÏÎÉ�ÏÎÉÍÁÀÔÓÑ × ÓÍÙÓÌÅ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÏ×ÁÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó x 3ÇÌ. I.áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ Æ(k)1 (P ) É Æ(k)2 (P ) × ÉÓËÌÀÞÉ-ÔÅÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ, ËÏÇÄÁ p = 1 ÉÌÉ q = 1.



388 ó÷ïäëá ïóîï÷îùè ïðòåäåìåîéê é æïòíõì ÷ùðõóëá 12.2. (P �+;') = ZP>0 P �'dx1 : : : dxn;(P ��;') = ZP<0 (�P )�'dx1 : : : dxn:üÔÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÓÈÏÄÑÔÓÑ �ÒÉ Re � > 0 É �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ÁÎÁ-ÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÏÔ �; �ÒÉ Re � < 0 ÏÎÉ �ÏÎÉÍÁÀÔÓÑ × ÓÍÙÓÌÅÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ �Ï �.2.3. Æ(k)(P+) = (�1)kk! ×ÙÞ:�=�k�1P �+;Æ(k)(P�) = (�1)kk! ×ÙÞ:�=�k�1P ��:2.4. (P + i0)� = P �+ + e�i�P ��;(P � i0)� = P �+ + e��i�P ��3. ïÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ ÆÕÎË�ÉÊ P �+;P ��, (P + i0)�, (P � i0)�.3.1. p | ÞÅÔÎÏÅ, q | ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. æÕÎË�ÉÑ P �+ ÉÍÅÅÔ �ÒÏÓÔÙÅ�ÏÌÀÓÙ × ÔÏÞËÁÈ � = �1;�2; : : : ;�k; : : : ;×ÙÞ:�=�k P �+ = (�1)k�1(k � 1)! Æ(k�1)1 (P ):3.2. p | ÎÅÞÅÔÎÏÅ, q | ÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. æÕÎË�ÉÑ P �+ ÉÍÅÅÔ �ÒÏÓÔÙÅ�ÏÌÀÓÙ × ÔÏÞËÁÈ � = �1;�2; : : : ;�k; : : : , Á ÔÁËÖÅ × ÔÏÞËÁÈ � = �n2 ,�n2 � 1; : : : �n2 � k; : : : ;×ÙÞ:�=�k P �+ = (�1)k�1(k � 1)! Æ(k�1)1 (P );×ÙÞ:�=�n2�kP �+ = (�1) q2 � n24kk!��n2 + k�LkÆ(x1; : : : ;xn):3.3. p É q | ÞÅÔÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. æÕÎË�ÉÑ P �+ ÉÍÅÅÔ �ÒÏÓÔÙÅ �ÏÌÀÓÙ ×ÔÏÞËÁÈ � = �1;�2; : : : ;�k; : : : ;×ÙÞ:�=�k P �+ = (�1)k�1(k � 1)! Æ(k�1)1 (P ); ÅÓÌÉ k < n2 ;×ÙÞ:�=�n2�kP �+ = (�1)n2+k�1�n2 + k � 1�!Æ(n2+k�1)1 (P ) + (�1) q2 � n24kk!��n2 + k�LkÆ(x1; : : : ;xn):



ó÷ïäëá ïóîï÷îùè ïðòåäåìåîéê é æïòíõì ÷ùðõóëá 1 3893.4. p É q | ÎÅÞÅÔÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. æÕÎË�ÉÑ P �+ ÉÍÅÅÔ �ÒÏÓÔÙÅ �ÏÌÀÓÙ× ÔÏÞËÁÈ � = �1;�2;�3; : : : , ��n2 � 1�; × ÔÏÞËÁÈ � = �n2 , �n2 � 1; : : : ,�n2 � k; : : : ÜÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ ÉÍÅÅÔ �ÏÌÀÓÙ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ 2.ðÒÉ k < n2 ×ÙÞ:�=�k P �+ = (�1)k�1(k � 1)! Æ(k�1)1 (P ):÷ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ � = �n2 � kP �+ = (k)�2�� + n2 + k�2 + (k)�1�� + n2 + k� + : : : ;ÇÄÅ (k)�2 = (�1) q+12 � n2�14kk!��n2 + k�LkÆ(x1; : : : ;xn)É(k)�1 = (�1)n2+k�1�n2 + k � 1�!Æ(n2+k�1)1 (P ) ++ (�1) q+12 � n2�1 � � p2� �  �n2 ��4kk!��n2 + k� LkÆ(x1; : : : ;xn):3.5. ðÒÉ �ÅÒÅÈÏÄÅ ÏÔ P �+ Ë P �� ÓÌÅÄÕÅÔ × 3.1{ 3.4 �ÏÍÅÎÑÔØ ÒÏÌÑÍÉÉÎÄÅËÓÙ p É q, Á ÔÁËÖÅ ÚÁÍÅÎÉÔØ L ÎÁ �L É Æ(k�1)1 (P ) ÎÁ Æ(k�1)1 (�P ).3.6. æÕÎË�ÉÉ (P + i0)� É (P � i0)� ÉÍÅÀÔ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÑÍÉ ÌÉÛØ�ÒÏÓÔÙÅ �ÏÌÀÓÙ × ÔÏÞËÁÈ � = �n2 , �n2 � 1; : : : , �n2 � k; : : :×ÙÞ:�=�n2�k(P + i0)� = ×ÙÞ:�=�n2�k(P � i0)� = e��2 qi� n24kk!��n2 + k�LkÆ(x1; : : : ;xn):4. ó×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ Æ(k)1 (P ), Æ(k)2 (P ), Æ(k)(P+) É Æ(k)(P�).4.1. Æ(k)1 (�P ) = (�1)kÆ(k)2 (P ).4.2. åÓÌÉ n | ÎÅÞÅÔÎÏÅ, Á ÔÁËÖÅ ÅÓÌÉ n ÞÅÔÎÏÅ É k < n2 � 1, ÔÏÆ(k)1 (P ) = Æ(k)2 (P ) = Æ(k)(P+);



390 ó÷ïäëá ïóîï÷îùè ïðòåäåìåîéê é æïòíõì ÷ùðõóëá 1ÅÓÌÉ n | ÞÅÔÎÏÅ É k > n2 � 1, ÔÏÆ(k)1 (P ) � Æ(k)2 (P ) = p;q;kLk�n2+1Æ(x1; : : : ;xn);Æ(k)1 (P ) � Æ(k)(P+) = 0p;q;kLk�n2+1Æ(x1; : : : ;xn);ÇÄÅ p;q;k É 0p;q;k | ÞÉÓÌÏ×ÙÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ.4.3. åÓÌÉ p É q | ÞÅÔÎÙÅ ÞÉÓÌÁ É k > n2 � 1, ÔÏ(�1)kÆ(k)(P+) � Æ(k)(P�) = (�1) q2 � n24k+1�n2 �k + 1 � n2 �!Lk+1�n2 Æ(x1; : : : ;xn);×Ï ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈÆ(k)(P�) = (�1)kÆ(k)(P+):5. æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ K ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑLku = f(x).5.1. åÓÌÉ n | ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏK1 = (�1)k e�2 qi��n2 � k�4k(k � 1)!� n2 (P + i0)�n2+k == (�1)k e�2 qi��n2 � k�4k(k � 1)!� n2 �P�n2+k+ + e�(�n2+k)iP�n2+k� � ;K2 = K1.5.2. åÓÌÉ n | ÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ É k < n2 , ÔÏK1 = (�1)k e�2 qi��n2 � k�4k(k � 1)!� n2 (P + i0)�n2+k == (�1)k e�2 qi��n2 � k�4k(k � 1)!� n2 �P�n2+k+ + (�1)�n2+kP�n2+k� ++ (�1)�n2+k�i�n2 � k � 1�!Æ(n2�k�1)(P+)�;ÇÄÅ P�n2+k+ É P�n2+k� ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ Ó×ÏÂÏÄÎÙÅ ÞÌÅÎÙ ÌÏÒÁÎÏ×ÓËÉÈ ÒÁÚÌÏ-ÖÅÎÉÊ ÆÕÎË�ÉÊ P �+ É P �� × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ � = �n2 + k;K2 = K1:



ó÷ïäëá ïóîï÷îùè ïðòåäåìåîéê é æïòíõì ÷ùðõóëá 1 3915.3. åÓÌÉ n | ÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ É k > n2 , ÔÏK1 = (�1)n2�1 e�2 qi4k �k � n2 �!(k � 1)! (P + i0)�n2+k ln(P + i0);K2 = K1.6. æÏÒÍÕÌÙ ��. 3, 5 ÏÓÔÁÀÔÓÑ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÙÍÉ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙP = nX�;�=1g��x�x� :÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ L = nX�;�=1g�� �2�x��x� ;Q = nX�;�=1g��s�s�;ÇÄÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ g�� Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÊ nP�=1g��g� = Æ� (Æ� = 1�ÒÉ  = �, Æ� = 0 �ÒÉ  6= �).÷ ÆÏÒÍÕÌÙ �. 3 ÎÕÖÎÏ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÄÏÂÁ×ÉÔØ Ó�ÒÁ×Á × ËÁÞÅÓÔ×Å ÍÎÏÖÉ-ÔÅÌÑ 1pj�j , Á × ÆÏÒÍÕÌÙ �. 5 ÄÏÂÁ×ÉÔØ pj�j , ÇÄÅ � | ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔË×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ P .7. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÆÕÎË�ÉÊ, �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ × ��. 1{6, �ÒÉ-×ÅÄÅÎÙ × Ó×ÏÄÎÏÊ ÔÁÂÌÉ�Å �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ æÕÒØÅ (ÎÉÖÅ).çÌÁ×Á III, x 31. ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f(x1; : : : ;xn) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÆÕÎË-�ÉÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ �, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ '(x) É � > 0�f;'�x��� = ��+n(f;'):2. åÓÌÉ f(x1; : : : ;xn) �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎË-�ÉÑ 1-Ê ÓÔÅ�ÅÎÉ, ÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ(f�;') = Z f�'dx;



392 ó÷ïäëá ïóîï÷îùè ïðòåäåìåîéê é æïòíõì ÷ùðõóëá 1Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÜÔÉÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ �ÒÉ Re � > �n, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÁÎÁÌÉÔÉ-ÞÅÓËÉ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÁ ×Ï ×ÓÀ �ÌÏÓËÏÓÔØ �, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÔÏÞÅË � = �n,�n � 1; : : : , �n � k; : : : , ÇÄÅ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ �ÒÏÓÔÙÅ �ÏÌÀÓÙ. áÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ�ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ f� × ÏÂÌÁÓÔØ Re � > �n � k � 1 ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ(f�;') = ZG f�(x)�'(x) � '(0) � : : :: : : � 1k! X�1+:::+�n=kx�11 : : :x�nn �k'(0)�x�11 : : :�x�nn �dx + ZR�G f�(x)'(x)dx ++ kXm=0 1m!(� + n +m) X�1+:::+�n=m �m'(0)�x�11 : : :�x�nn Z� f�(x)x�11 : : :x�nn � !;ÇÄÅ G| ÏÂÌÁÓÔØ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, � | ÅÅ ÇÒÁÎÉ�Á, Á !|ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁx1dx2 : : : dxn � x2dx1dx3 : : : dxn + : : : + (�1)n+1xndx1 : : : dxn�1:÷ �ÏÌÏÓÅ �n � k � 1 < Re � < �n � k ÜÔÁ ÖÅ ÆÏÒÍÕÌÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØÚÁ�ÉÓÁÎÁ × ×ÉÄÅ(f�;') = Z f�(x)�'(x) � '(0) � : : :: : : � 1k! X�1+:::+�n=kx�11 : : :x�nn �k'(0)�x�11 : : :�x�nn �dx:÷ÙÞÅÔ ÆÕÎË�ÉÉ f� × ÔÏÞËÅ � = �n � k ÒÁ×ÅÎ(�1)kk! X�1+:::+�n=k �kÆ(x)�x�11 : : :�x�nn Z� x�11 : : :x�nnfn+k(x) !:÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, × ÔÏÞËÅ � = �n ÏÎ ÒÁ×ÅÎÆ(x) � Z� !fn(x) :3. ðÏ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ �(x) ÓÔÅ�Å-ÎÉ �n É ÏÂÌÁÓÔÉ G, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎ-ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ�jG = ZG �(x)['(x) � '(0)℄dx + ZR�G �(x)'(x)dx;



ó÷ïäëá ïóîï÷îùè ïðòåäåìåîéê é æïòíõì ÷ùðõóëá 1 393ÌÏËÁÌØÎÏ ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÁÑ Ó �(x) ×ÓÀÄÕ, ËÒÏÍÅ ÎÕÌÑ. üÔÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑÆÕÎË�ÉÑ �jG ÏÄÎÏÒÏÄÎÁ ÓÔÅ�ÅÎÉ �n ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁZ� � � ! = 0;ÇÄÅ � | ÇÒÁÎÉ�Á ÏÂÌÁÓÔÉG É !| ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ, ÕËÁÚÁÎÎÁÑ×ÙÛÅ.4. ðÏ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ �(x) ÓÔÅ�ÅÎÉ�n�m É ÏÂÌÁÓÔÉ G, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎ-ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ� ��G== ZG �(x)24'(x) � '(0) � : : : � 1k! XP�j=mx�11 : : :x�nn �m'(0)�x�11 : : :�x�nn 35dx ++ ZR�G �(x)"'(x)�'(0)�: : :� 1(k � 1)! XP�j=m�1x�11 : : :x�nn �m�1'(0)�x�11 : : :x�nn #dx;ÌÏËÁÌØÎÏ ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÁÑ Ó �(x) ×ÓÀÄÕ, ËÒÏÍÅ ÎÕÌÑ. üÔÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑÆÕÎË�ÉÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁ ÓÔÅ�ÅÎÉ �n � m ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÑZ� �(x)x�11 : : :x�nn � ! = 0 �X�j = m� :5. ïÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ � ÓÔÅ�ÅÎÉ �n + 1 ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÏÄÉÆÆÅ-ÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÁ (ËÁË ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ) �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ���xj = ���xj ����G + (�1)j�1Æ(x1; : : : ;xn)Z� �(x)dx1 : : : dxj�1dxj+1 : : : dxn;�ÒÉÞÅÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÏÂÌÁÓÔÉ G.çÌÁ×Á III, x 41. æÕÎË�ÉÑ G(x)=G(x1 ; : : : ;xn) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÊ ÏÄÎÏÒÏÄ-ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ M , ÅÓÌÉ × ÜÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ ÌÏËÁÌØÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ �1; : : : ; �n, × ËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎË�ÉÑ G(x)ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ.



394 ó÷ïäëá ïóîï÷îùè ïðòåäåìåîéê é æïòíõì ÷ùðõóëá 12. éÎÄÕËÔÉ×ÎÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÒÉ×ÏÄÉÍÏÊ ÔÏÞËÉ. �ÏÞËÁ x0 ÎÁ ×Å-ÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÏÓÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÉ×ÏÄÉÍÏÊ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÆÕÎË�ÉÉ G(x),G(x0) = 0), ÅÓÌÉ G(x) × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x0 ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊÆÕÎË�ÉÉ.�ÏÞËÁ M ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ G(x1; : : : ;xn) = 0 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÉ×ÏÄÉÍÏÊ,ÅÓÌÉ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ M ÆÕÎË�ÉÑ G ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ É �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ G = 0 ÓÏ ×ÓÑËÏÊÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÊ ÓÆÅÒÏÊ Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ M ÄÁÅÔ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ,ËÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ ËÏÔÏÒÏÊ �ÒÉ×ÏÄÉÍÁ ÎÁ ÜÔÏÊ ÓÆÅÒÅ.3. åÓÌÉ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ M ÍÏÖÎÏ×ÙÂÒÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ G ÓÔÅ�ÅÎÉ m ÚÁ×ÉÓÅÌÁ ÏÔ k�ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ É ÎÅÌØÚÑ ×ÙÂÒÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎÁ ÚÁ×ÉÓÅÌÁ ÏÔ k � 1 �ÅÒÅ-ÍÅÎÎÙÈ, ÔÏ ÔÏÞËÁ M ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ k-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ, É ÓÔÅ�ÅÎÉ m.4. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ G = 0 ÓÏÓÔÏÉÔ ÌÉÛØ ÉÚ �ÒÉ×Ï-ÄÉÍÙÈ ÔÏÞÅË. æÕÎË�ÉÏÎÁÌ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÊ ÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ �ÒÉ Re � > 0ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ(G�;') = ZG>0 G�(x1; : : : ;xn)'(x1; : : : ;xn)dx1 : : : dxn;�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ÏÔ �. üÔÁ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑÆÕÎË�ÉÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÁ ×Ï ×ÓÀ �ÌÏÓËÏÓÔØ � ËÁË ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÁÑÆÕÎË�ÉÑ, �ÏÌÀÓÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÞÉÓÌÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ�ÒÏÇÒÅÓÓÉÊ. éÍÅÎÎÏ, ËÁÖÄÏÊ Ó×ÑÚÎÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÅ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ G = 0,ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ ÔÏÞÅË �ÏÒÑÄËÁ r É ÓÔÅ�ÅÎÉ m, ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÓÅÒÉÑ �ÏÌÀÓÏ×× ÔÏÞËÁÈ � rm , � r+1m , : : : , � r+km ; : : : åÓÌÉ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ ×ÌÏÖÅÎÎÙÈÄÒÕÇ × ÄÒÕÇÁ Ó×ÑÚÎÙÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÈ ÉÚ ÔÏÞÅË ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÏÒÑÄ-ËÏ×, É ÚÎÁÞÅÎÉÅ � = �0 �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÎÅÓËÏÌØËÉÍ ÓÅÒÉÑÍ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÍÜÔÉÍ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁÍ, ÔÏ ËÒÁÔÎÏÓÔØ �ÏÌÀÓÁ × ÔÏÞËÅ �0 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏÕ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔÓÑ.÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ G = 0 ÎÅÔ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË (Ô.Å. ×ÓÅÅÅ ÔÏÞËÉ | �ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ �ÏÒÑÄËÁ 1 É ÓÔÅ�ÅÎÉ 1), ÔÏ �ÏÌÀÓÙ ÆÕÎË�ÉÉ(G�;') ÉÓÞÅÒ�Ù×ÁÀÔÓÑ ÓÅÒÉÅÊ �1;�2; : : : ;�n.5. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ G= 0 ÓÏÓÔÏÉÔ ÔÏÌØËÏ ÉÚ �ÒÉ×ÏÄÉ-ÍÙÈ ÔÏÞÅË, Á �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ G=  �ÒÉ > 0 ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË. ðÕÓÔØ,ÄÁÌÅÅ, ÆÏÒÍÁ ! Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ dG � ! = d�. äÌÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁI() = ZG=0 '(x1; : : : ;xn) � ! = (Æ(G � );')ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅI() �= 1Xk=1 mkXm=1akm�k�1 lnm�1 ;



ó÷ïäëá ïóîï÷îùè ïðòåäåìåîéê é æïòíõì ÷ùðõóëá 1 395ÇÄÅ 0 > ��1 > ��2 > :: : | �ÏÌÀÓÙ ÆÕÎË�ÉÉ (G�;'), mk | ËÒÁÔÎÏÓÔØ�ÏÌÀÓÁ × ÔÏÞËÅ �k É akm ÅÓÔØ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ �ÒÉ 1(�+�k)m × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉìÏÒÁÎÁ ÄÌÑ (G�;') × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ �ÏÌÀÓÁ ��k, ÕÍÎÏÖÅÎÎÙÊ ÎÁ (�1)m�1(m�1)! .6. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,Zxy= ' � ! = 1Z�1 '(x;y)y dy = � 1Z�1 '(x;y)dxx == �2'(0;0) ln + 1Z�1 '(x;0)x dx + 1Z�1 '(0;y)y dy + : : : ;ÇÄÅ ÍÎÏÇÏÔÏÞÉÅ ÚÁÍÅÎÑÅÔ ÞÌÅÎÙ, ÓÔÒÅÍÑÝÉÅÓÑ Ë ÎÕÌÀ �ÒÉ  ! 0.üË×É×ÁÌÅÎÔÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁÆ(xy � ) = �2Æ(x;y) ln + Æ(y)x + Æ(x)y + o():7. äÌÑ G � x2 + y2 + z2 � t2Æ(G � ) = Æ(G) +  lnÆ(x;y;z; t)8 + Æ0(G) + o():



ó÷ïäîáñ �áâìéãá ðòåïâòáúï÷áîéê æõòøåæÕÎË�ÉÉ ÏÄÎÏÇÏ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ���/� ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑÆÕÎË�ÉÑ f ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ F [f ℄1 ïÂÙÞÎÁÑ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁÑÆÕÎË�ÉÑ f(x) F [f ℄ = 1R�1 f(x)eix�dx2 Æ(x) 13 1 2�Æ(�)4 íÎÏÇÏÞÌÅÎ P (x) 2�P ��i dd��Æ(�)5 Æ(2m)(x) (�1)m�2m6 Æ(2m+1)(x) (�1)m+1i�2m+17 ebx 2�Æ(s � ib)8 sinbx �i�[Æ(s + b) � Æ(s � b)℄9 osbx �[Æ(s + b) + Æ(s � b)℄10 shbx �[Æ(s � ib) � Æ(s + ib)℄11 h bx �[Æ(s � ib) + Æ(s + ib)℄12 e x22 áÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌip2�e s22 (ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ �ÏÍÎÉÍÏÊ ÏÓÉ)13 jxj� (� 6= �1;�3; : : :) �2sin ��2 �(� + 1)j�j���114 f�(x) = 2��2 jxj���� + 12 � p2�f���1(�) = p2� 2�+12 j�j���1����2�15 jxj� sgnx (� 6= �2;�4; : : :) 2ios ��2 �(� + 1)j�j���1 sgn�16 g�(x) = 2��2 jxj� sgnx��� + 22 � p2�ig���1(�) = p2�i2�+12 j�j���1 sgn���1 � �2 �17 xm 2(�i)m�Æ(m)(�)18 x�m im �(m � 1)!�m�1 sgn�19 x�1 i� sgn�20 x�2 ��j�j21 x�+ (� 6= �1;�2; : : :) iei��2 �(� + 1)(� + i0)���1 =



ó÷ïäîáñ �áâìéãá ðòåïâòáúï÷áîéê æõòøå 397ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ���/� ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑÆÕÎË�ÉÑ f ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ F [f ℄= i�(� + 1)hei��2 ����1+ � e�i��2 ����1� i 1)22 xn+ in+1n!��n�1 + (�1)n�Æ(n)(x)23 �(x) i��1 + �Æ(�)24 x�� (� 6= �1;�2; : : :) �ie�i��2 �(� + 1)(� � i0)���1 == i�(� + 1)hei��2 ����1� � e�i��2 ����1+ i 1)25 (x + i0)� 2�e�i��2�(��) ����1�26 (x � i0)� 2�e�i��2�(��) ����1+÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÉÈ ÆÏÒÍÕÌÁÈ 27{38 ××ÅÄÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ:iei��2 �(� + 1) = a(n)�1� + n + a(n)0 + a(n)1 (� + n) + : : :,�ie�i��2 �(� + 1) = b(n)�1� + n + b(n)0 + b(n)1 (� + n) + : : :,�2sin ��2 �(� + 1) = (n)�1� + n + (n)0 + (n)1 (� + n) + : : : ,2os ��2 �(� + 1) = d(n)�1� + n + d(n)0 + d(n)1 (� + n).ëÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ a(n)�1 , a(n)0 ; : : : ÉÍÅÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ:a(n)�1 = in�1(n � 1)! ;a(n)0 = in�1(n � 1)! �1 + 12 + : : :+ 1n � 1 + �0(1) + i �2 �;a(n)1 = in�1(n � 1)!�n�1Pj=1 1j2 + Pj 6=k16j;k6n�1 1jk � �28 + �1 + 12 + : : :: : :+ 1n � 1��0(1) + �00(1) + i �2 �1 + 12 + : : :+ 1n � 1 + �0(1)��;b(n)i = a�(n)i ; (n)i = 2Re a(n)i ; d(n)i = 2Im a(n)i .÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, b(n)�1 = (�i)n�1(n � 1)! ; (n)�1 = 2(�1)n�1(n � 1)! os(n � 1)�2 ;d(n)�1 = 2(�1)n(n � 1)! sin(n � 1)�2 .27 jxj�2m�1 (2m+1)0 �2m � (2m+1)�1 �2m ln j�j28 x�2m sgnx id(2m)0 �2m�1 � id(2m)�1 �2m�1 ln j�j1)÷ÔÏÒÏÅ | �ÒÉ � 6= 0;�1;�2;�3; : : :



398 ó÷ïäîáñ �áâìéãá ðòåïâòáúï÷áîéê æõòøåðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ���/� ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑÆÕÎË�ÉÑ f ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ F [f ℄29 x�+ lnx+ iei��2 nh�0(� + 1) + i �2 �(� + 1)i (� + i0)���1 �(� 6= �1;�2; : : :) � �(� + 1)(� + i0)���1 ln(� + i0)o30 x�� lnx� �ie�i��2 nh�0(� + 1) � i �2 �(� + 1)i (� � i0)���1�(� 6= �1;�2; : : :) � �(� + 1)(� � i0)���1 ln(� � i0)o31 lnx+ in��0(1) + i �2 � [(� + i0)�1 � (� + i0)�1 ln(� + i0)℄o32 lnx� �in��0(1) � i �2 � [(� � i0)�1 �� (� � i0)�1 ln(� � i0)℄o33 jxj� ln jxj iei��2 nh�0(� + 1) + i �2 �(� + 1)i (� + i0)���1 �(� 6= �1;�2; : : :) � �(� + 1)(� + i0)���1 ln(� + i0)o�� ie�i��2 nh�0(� + 1) � i �2 �(� + 1)i (� � i0)���1�� �(� + 1)(� � i0)���1 ln(� � i0)o34 jxj� ln jxjsgnx iei��2 nh�0(� + 1) + i �2 �(� + 1)i (� + i0)���1 �(� 6= �1;�2; : : :) � �(� + 1)(� + i0)���1 ln(� + i0)o ++ ie�i��2 nh�0(� + 1) � i �2 �(� + 1)i (� � i0)���1 �� �(� + 1)(� � i0)���1 ln(� � i0)o35 x�2m ln jxj (2m)1 j�j2m�1 � (2m)0 j�j2m�1 ln j�j36 x�2m�1 ln jxj id(2m+1)1 �2m sgn� � id(2m+1)0 �2m ln j�jsgn�37 jxj�2m�1 ln jxj (2m+1)1 �2m � (2m+1)0 �2m ln j�j++ 12 (2m+1)�1 �2m ln2 j�j38 jxj�2m ln jxjsgnx id(2m)1 �2m�1 � id(2m)0 �2m�1 ln j�j++ 12d(2m)�1 �2m�1 ln2 j�j39 (1 � x2)�+ p��(� + 1)��2 ���� 12 J�+12 (�)(� 6= �1;�2; : : :)40 (1 + x2)�+ 2p��(��) � j�j2 ���� 12 K��� 12 (j�j)41 (x2 � 1)�+ ��(� + 1)p� ����2 ������ 12 N��� 12 (j�j) =(� 6= �1;�2; : : :) = �(� + 1)p� ����2 ������ 12 �



ó÷ïäîáñ �áâìéãá ðòåïâòáúï÷áîéê æõòøå 399ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ���/� ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑÆÕÎË�ÉÑ f ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ F [f ℄� os��� + 12�J��� 12 (j�j) � J�+ 12 (j�j)sin��� + 12�42 (x2 � 1)n+ (�1)n2��1 + d2d�2�Æ(�) ++ (�1)n+1p���2 ��n� 12 Jn+ 12 (�)æÕÎË�ÉÉ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ���/� ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑÆÕÎË�ÉÑ f ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ F [f ℄1 Æ(x1 ; : : : ;xn) 12 1 (2�)nÆ(�1; : : : ;�n)3 íÎÏÇÏÞÌÅÎ (2�)nP ��i ���1 ; : : : ;�i ���n�Æ(�)P (x1; : : :xn)4 r��r =qPx2j� 2�+n� n2 ��� + n2 �����2� ����n �� = qP�2j�5 f�(r) = 2��2 r���� + n2 � f���n(�) = (2�)n2 2�+n2 r���n����2�÷ ÆÏÒÍÕÌÁÈ 6{9 ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÑC� = 2�+n� n2 ��� + n2 �����2� = (n+2m)�1� + n + 2m + (n+2m)0 + (n+2m)1 (� + n +m) + : : :;× �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ×Ù�ÉÓÁÎÏ ÅÅ ÌÏÒÁÎÏ×ÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ� = �n � 2m. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, 
n = 2�n=2��n2 �ÅÓÔØ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÙ × n-ÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å.6 r� lnr dC��� ����n + C�����n ln�(� 6= �n;�n � 2; : : :)7 r� ln2 r �2C���2 ����n + 2dC��� ����n ln� + C�����n ln2 �(� 6= �n;�n � 2; : : :)



400 ó÷ïäîáñ �áâìéãá ðòåïâòáúï÷áîéê æõòøåðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ���/� ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑÆÕÎË�ÉÑ f ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ F [f ℄8 
nr�2n�m (n+2m)�1 �2m ln� + (n+2m)0 �2m9 
nr�2n�m lnr 12 (n+2m)�1 �2m ln2 � + (n+2m)0 �2m ln� ++ (n+2m)1 �2m10 Æ(r � a) (n > 1) 
n�1an2 �1�n2 Jn�22 (a�)11 �Ï ÖÅ �ÒÉ n = 3 4�a sina��12 � dada�m Æ(r � a)a 
nr 2� sina��ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ × ÄÁÌØÎÅÊÛÉÈ ÆÏÒÍÕÌÁÈ 13{25 ÓÍ. ×ÙÛÅ. × ÒÁÚÄÅÌÅ�ó×ÏÄËÁ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ É ÆÏÒÍÕÌ�, ÓÔÒ. 387, ��. 1{2.13 (P + i0)� 1�(��) e��2 qi2n+2�� n2 ��� + n2 �(Q � i0)���n214 (P � i0)� e�2 qi2n+2�� n2 ��� + n2 ��(��) (Q + i0)���n215 P�+ 2n+2�� n2�1�(� + 1)��� + n2 � �� 12i he�i( q2+�)�(Q � i0)���n2 �� ei( q2+�)�(Q + i0)���n2 i16 P�� �2n+2�� n2�1�(� + 1)��� + n2 � �� 12i he��2 qi(Q � i0)���n2 �� e�2 qi(Q + i0)���n2 i17 (2 + P + i0)� 2�+1(p2�)nn2 +��(��)pj�j Kn2+� h(Q � i0) 12 i(Q � i0) 12 (n2+�) == 2�+n2 +1� n2 e� q�i2 �+n2�(��)pj�j �� 2664K�+n2 �Q 12+�Q 12 (�+n2 )+ + �i2 H(1)���n2 �Q 12��Q 12 (�+n2 )� 377518 (2 + P � i0)� 2�+1(p2�)nn2 +��(��)pj�j Kn2+� h(Q + i0) 12 i(Q + i0) 12 (n2+�) == 2�+n2 +1� n2 e q�i2 �+n2�(��)pj�j �



ó÷ïäîáñ �áâìéãá ðòåïâòáúï÷áîéê æõòøå 401ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ���/� ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑÆÕÎË�ÉÑ f ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ F [f ℄� 2664K�+n2 �Q 12+�Q 12 (�+n2 )+ � �i2 H(2)���n2 �Q 12��Q 12 (�+n2 )� 377519 (2 + P )�+�(� + 1) �2�+n2 i� n2 �1n2 +�pj�j ��8<:e�i(�+ q2 )Kn2+� h(Q � i0) 12 i(Q � i0) 12 (�+n2 ) �� ei(�+ q2 )�Kn2 +� h(Q + i0) 12 i(Q + i0) 12 (�+n2 ) 9=; == 2�+n2 +1� n2�1n2 +�pj�j ��8>><>>:�sin�� + q2 ��K�+n2 �Q 12+�Q 12 (�+n2 )+ ++ �2sin�� + n2 �� 2664sin�� + q2 �� J�+n2 �Q 12��Q 12 (�+n2 )� ++ sin p�2 J���n2 �Q 12��Q 12 (�+n2 )� 37759>>=>>;20 (2 + P )���(� + 1) 2�+n2 i�n2 �1n2 +�pj�j 8<:e� q�i2 Kn2+� h(Q � i0) 12 i(Q � i0) 12 (�+n2 ) ��e q�i2 Kn2+� h(Q + i0) 12 i(Q + i0) 12 (�+n2 ) 9=; == 2�+n2 +1� n2�1n2 +�pj�j ��8>><>>:sin q�2 K�+n2 �Q 12+�Q 12 (�+n2 )+ � �2sin�� + n2 �� �� 2664sin q�2 J�+n2 �Q 12��Q 12 (�+n2 )� ++ sin�� + p2��J���n2 �Q 12��Q 12 (�+n2 )� 37759>>=>>;



402 ó÷ïäîáñ �áâìéãá ðòåïâòáúï÷áîéê æõòøåðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ���/� ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑÆÕÎË�ÉÑ f ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ F [f ℄21 j�j(s�1)(2 + P ) (�1)s+1 ipj�j2n2�s� n2 �1n2�s �� 24e��iq2 Kn2 �s h(Q � i0) 12 i(Q � i0) 12 (n2�s) ��e�iq2 Kn2�s h(Q + i0) 12 i(Q + i0) 12 (n2 �s) 3522 j�j(2 + P ) � ipj�j (2�)n2 �124�e��qi2 Kn2�1 h(Q � i0) 12 i(Q � i0) 12 (n2 �1) ++e�qi2 Kn2�1 h(Q + i0) 12 i(Q + i0) 12 (n2 �1) 3523 (2 + P )s+�(s + 1) (�1)s+1i2s+n2 � n2 �1n2+s �� 24e� q�i2 Kn2 +s h(Q � i0) 12 i(Q � i0) 12 (n2+s) �� e q�i2 Kn2+s h(Q + i0) 12 i(Q + i0) 12 (n2+s) 35 ++ (2�)n sPm=0 (�1)m � 2�2s�2m4mm!(s �m)! Lmj�j(x)24 (2 + P )s��(s + 1) i � 2s+n2 � n2�1n2 +spj�j 24e� q�i2 Kn2+s h(Q � i0) 12 i(Q � i0) 12 (n2+s) ��e q�i2 Kn2+s h(Q + i0) 12 i(Q + i0) 12 (n2 +s) 3525 (2 + P )s�(s + 1) (2�)n nPm=0 (�1)m � 2�2s�2m4mm!(s �m)! Lmj�j(x)



äïâá÷ìåîéå.äïëáúá�åìøó�÷ï ðïìîï�ù ðòïó�òáîó�÷áïâïâýåîîùè æõîëãéêíÙ ÕËÁÚÙ×ÁÌÉ × ÇÌ. I (x 1, �. 8), ÞÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈÆÕÎË�ÉÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÎÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ××ÅÄÅÎÎÏÊ ÔÁÍ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ;ÉÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÅÓÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏ× f1;f2; : : : ;f� ; : : :ÔÁËÏ×Á, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ' ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÅÄÅÌ ÞÉ-ÓÌÏ×ÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (f� ;'), ÔÏ ÜÔÏÔ �ÒÅÄÅÌ f(') = lim�!1(f� ;')ÓÎÏ×Á ÚÁÄÁÅÔ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å K.÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÍ äÏÂÁ×ÌÅÎÉÉ ÜÔÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎÏ.�ÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ f(') ÌÉÎÅÅÎ, ×ÅÓØÍÁ �ÒÏÓÔ:f(�1'1 + �2'2) = lim�!1f�(�1'1 + �2'2) = limff�(�1'1) + f�(�2'2)g == �1f('1) + �2f('2):óÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ f('). ðÕÓÔØ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ '� , ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ × �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Å K; ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ f('�) ! 0.äÏ�ÕÓÔÉÍ �ÒÏÔÉ×ÎÏÅ. �ÏÇÄÁ, �ÅÒÅÊÄÑ, ÅÓÌÉ ÎÕÖÎÏ, Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÊ�ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ jf('�)j >  > 0.óÈÏÄÉÍÏÓÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ '� Ë ÎÕÌÀ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å K ÏÚÎÁ-ÞÁÅÔ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÆÕÎË�ÉÉ '�(x) ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ ×ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÉÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ×Rn, ÔÁË ÖÅ ËÁË É ÉÈ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÌÀÂÙÈ�ÏÒÑÄËÏ×. åÝÅ ÒÁÚ �ÅÒÅÊÄÑ Ë �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÅÍ �ÏÌÁÇÁÔØ,ÞÔÏ jDk�'(x)j 6 14� (k = 0;1; : : : ;�).ðÏÌÏÖÉÍ  � = 2�'� ; ÔÏÇÄÁ ÆÕÎË�ÉÉ  � ÔÁËÖÅ ÂÕÄÕÔ ÓÔÒÅÍÉÔØÓÑ ËÎÕÌÀ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å K, Á × ÔÏ ÖÅ ×ÒÅÍÑ f( �) ! 1.�Å�ÅÒØ ÂÕÄÅÍ ÓÔÒÏÉÔØ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ f 0� É ÎÅËÏ-ÔÏÒÕÀ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ  0� ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.÷ÙÂÅÒÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ  01 ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÉÍÅÔØ jf( 01)j > 1. ðÏÓËÏÌØËÕ(f� ; ) ! f( ), ×ÙÂÅÒÅÍ ÄÁÌØÛÅ f 01 ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÉÍÅÔØ (f 01; 01) > 1.ðÕÓÔØ f 0j ; 0j (j = 1;2; : : : ;� � 1) �ÏÓÔÒÏÅÎÙ. ÷ÏÚØÍÅÍ × ËÁÞÅÓÔ×Å  0�ÜÌÅÍÅÎÔ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ  � Ó ÎÁÓÔÏÌØËÏ ÂÏÌØÛÉÍ ÎÏÍÅÒÏÍ, ÞÔÏj(f 0k; 0�)j < 12��k (k = 0;1; : : : ;� � 1); (Á)j(f( 0�)j > ��1Xj=1 jf( 0j)j + n: (Â)ðÅÒ×ÏÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏ, �ÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÉ  � ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ ×�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å K, É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f0



404 äïâá÷ìåîéåÍÙ ÉÍÅÅÍ (f0; �) ! 0. ÷ÔÏÒÏÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏ �ÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ f( �) ! 1. �ÁËËÁË (f� ; ) ! f( ), ÔÏ ×ÙÂÅÒÅÍ f 0� ÉÚ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ f� Ó ÔÁËÉÍÒÁÓÞÅÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÉÍÅÔØj(f 0� ; 0�)j > ��1Xj=1 j(f 0� ; 0j)j + n: (Â0)�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ  0� É f 0� ÍÏÖÎÏ �ÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÎÅÏÇÒÁÎÉ-ÞÅÎÎÏ. ðÏÌÏÖÉÍ ÄÁÌÅÅ  = 1X�=1 0� :ðÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ, ÒÑÄ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÈÏÄÉÔÓÑ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å K É,ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÅÇÏ ÓÕÍÍÁ  ÅÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ K. äÁÌÅÅ(f 0� ; ) = ��1Xj=1(f 0� ; 0j) + (f 0� ; 0�) + 1Xj=�+1(f 0� ; 0j):îÏ × ÓÉÌÕ (Â0) É ÔÏÇÏ, ÞÔÏ1Xj=�+1(f 0� ; 0j) < 1Xj=�+1 12j�� = 1;�ÏÌÕÞÁÅÍ j(f 0� ; )j > � � 1;Ô.Å. �ÒÉ � !1 ÔÁËÖÅ (f 0� ; )!1. îÏ ÜÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀlim�!1(f 0� ; ) = f( ).ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ f('�) ! 0, É ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ �ÒÅÄÅÌØÎÏÇÏÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ f ÄÏËÁÚÁÎÁ.



ðòéíåþáîéñ é ìé�åòá�õòîùå õëáúáîéñ÷ ÜÔÏÊ ËÎÉÇÅ ÚÁÔÒÁÇÉ×ÁÌÉÓØ ×Ï�ÒÏÓÙ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ, ÉÍÅÀÝÉÅ × ÂÏÌØ-ÛÉÎÓÔ×Å Ó×ÏÅÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÉÎÎÕÀ ÉÓÔÏÒÉÀ. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÓÙÌËÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ �ÒÉ-×ÏÄÉÍ ÎÉÖÅ, ×Ï ÍÎÏÇÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ �ÒÉÂÌÉÚÉÔÅÌØÎÙ ÉÌÉ ÕÓÌÏ×ÎÙ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÏÎÑÔÉÅÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÉ ÒÁÓÈÏÄÑÝÉÈÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× ÍÙ Ó×ÑÚÙ×ÁÅÍ Ó ÉÍÅÎÁÍÉ ö. áÄÁÍÁÒÁÉ í. òÉÓÓÁ, ÈÏÔÑ ÏÎÏ ×ÓÔÒÅÞÁÌÏÓØ ÕÖÅ Õ ëÏÛÉ (�ÒÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ �-ÆÕÎË�ÉÉ ×ÎÅÏÂÌÁÓÔÉ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ), É, ÎÅÓÏÍÎÅÎÎÏ, ÅÝÅ üÊÌÅÒ �ÏÌØÚÏ×ÁÌÓÑ × Ó×ÏÉÈ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÈ ÂÌÉÚËÉÍÉ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ.ë x 1 ÇÌ. I. ðÏÎÑÔÉÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ, ËÁË ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ ÎÁÄ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÆÕÎË�ÉÊ, ÂÙÌÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÏ ó.ì. óÏÂÏÌÅ×ÙÍ [20℄. ÷ ÔÏÊ ÆÏÒÍÅ,ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ �ÒÉ×ÏÄÉÍ, ÏÎÏ ÂÙÌÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÏ ì. û×ÁÒ�ÅÍ [14℄.ë x 2 ÇÌ. I. óÏÄÅÒÖÁÎÉÅ ÜÔÏÇÏ �ÁÒÁÇÒÁÆÁ ÚÁÉÍÓÔ×Ï×ÁÎÏ × ÏÓÎÏ×ÎÏÍ ÉÚ ËÎÉÇÉì. û×ÁÒ�Á [14℄.ë x 3{4 ÇÌ. I. éÄÅÑ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÉ ÒÁÓÈÏÄÑÝÉÈÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× ÄÌÑ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ËÚÁÄÁÞÁÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ×ÏÓÈÏÄÉÔ Ë ö. áÄÁÍÁÒÕ [8℄. í. òÉÓÓÕ [13℄�ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÏÂÝÉÊ ÍÅÔÏÄ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÉ �ÕÔÅÍ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ(ÓÍ. ÔÁËÖÅ ì. û×ÁÒ� [14℄). ðÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÊ × ÜÔÏÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÁÔÅÒÉÁÌ Ñ×ÌÑÅÔÓÑÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ É �ÅÒÅÒÁÂÏÔËÏÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÍÁÔÅÒÉÁÌÁ ÉÚ ÓÔÁÔØÉ é.í. çÅÌØ-ÆÁÎÄÁ É 3.ñ. ûÁ�ÉÒÏ [16℄. îÏ×ÙÍ �Ï ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó ÜÔÏÊ ÓÔÁÔØÅÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ××ÅÄÅÎÉÅÉ ÓÉÓÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏ× (x + i0)� É (x � i0)�, Á ÔÁËÖÅ�ÏÓÔÁÎÏ×ËÁ �ÒÏÂÌÅÍÙ Ï ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÉ É ÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÊÏÄÎÏÇÏ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ.÷ ËÌÁÓÓÅ ÆÕÎË�ÉÊ Ä×ÕÈ (É ÂÏÌÅÅ) �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ Ó ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÑÍÉ ÎÅ ×ÙÛÅ ÓÔÅ-�ÅÎÎÙÈ �ÒÏÂÌÅÍÁ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÉ ÕÖÅ ÎÅ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ; ËÁË ÏÂÎÁÒÕÖÉÌÉ÷. çÒÕÛÉÎ É ò. éÓÍÁÇÉÌÏ×, ÄÁÖÅ ÆÕÎË�ÉÑÍ �(x;y)rk (ÚÄÅÓØ �(x;y) | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ) ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÙ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ×Ù�ÏÌÎÑÌÉÓØ ÕÓÌÏ×ÉÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÉ. ÷ ÂÏÌÅÅ ÕÚËÉÈ ËÌÁÓÓÁÈ ÆÕÎË-�ÉÊ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÑ ×ÏÚÍÏÖÎÁ; ÷. ðÁÌÁÍÏÄÏ×ÎÁÛÅÌ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÔÁËÉÈ ËÌÁÓÓÏ×. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÑ ×ÏÚÍÏÖÎÁ× ËÌÁÓÓÅ ÆÕÎË�ÉÊ �(x;y)P (x;y) , ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ËÏÒÎÑÍÉ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×P (x;y), ÌÅÖÁÝÉÍÉ × ×ÅÒÈÎÅÊ �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔÉ, É ÅÇÏ ËÏÒÎÑÍÉ, ÌÅÖÁÝÉÍÉ × ÎÉÖÎÅÊ�ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÏÓÔÁÅÔÓÑ × ËÁÖÄÏÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÎÁ ÏÓÉ x ÂÏÌØÛÅ �ÏÌÏÖÉ-ÔÅÌØÎÏÊ �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ.úÁÄÁÞÁ Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÄÅÌØÔÁ-ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ �ÌÏÓËÉÅ ×ÏÌÎÙ (�. 11) × ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ (×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ × ÔÏÞËÅ �Ï ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁÍÜÔÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ �Ï ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÑÍ) ÂÙÌÁ �ÏÓÔÁ×ÌÅÎÁ òÁÄÏÎÏÍ × 1917 Ç. É ÒÅÛÅÎÁæ. äÖÏÎÏÍ [10℄ É ÄÒÕÇÉÍÉ Á×ÔÏÒÁÍÉ; ÏÔÍÅÔÉÍ �Ï ÜÔÏÍÕ �Ï×ÏÄÕ ÚÁÍÅÔËÕ á. èÁÞÁÔÕ-ÒÏ×Á [22℄.ë x 5 ÇÌ. I. óÏÄÅÒÖÁÎÉÅ ÜÔÏÇÏ �ÁÒÁÇÒÁÆÁ ÚÁÉÍÓÔ×Ï×ÁÎÏ × ÏÓÎÏ×ÎÏÍ ÉÚ ËÎÉÇÉì. û×ÁÒ�Á [14℄. ÷ ÒÁÚÒÁÂÏÔËÅ �ÏÓÌÅÄÎÉÈ �ÒÉÍÅÒÏ× �. 5 �ÒÉÎÉÍÁÌ ÕÞÁÓÔÉÅ î.ñ. ÷É-ÌÅÎËÉÎ,ë x 6 ÇÌ. I. óÏÄÅÒÖÁÎÉÅ ��. 1 É 3 ×ÚÑÔÏ ÉÚ ÓÔÁÔØÉ é.í. çÅÌØÆÁÎÄÁ É 3.ñ. ûÁ�É-ÒÏ [16℄. òÅÚÕÌØÔÁÔÙ �. 1 ÂÌÉÚËÉÍ ÍÅÔÏÄÏÍ �ÏÌÕÞÅÎÙ æ. äÖÏÎÏÍ [10℄, ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ �. 3ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ É �ÒÉÂÌÉÚÉÔÅÌØÎÏ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÎÁÊÄÅÎÙ ò. ëÕÒÁÎÔÏÍ É á. ìÁËÓÏÍ [4℄.÷�ÅÒ×ÙÅ ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÂÝÅÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ó �ÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÂÙÌÁ ÄÁÎÁ çÅÒÇÌÏÔ�ÅÍ [9℄ É é.ç. ðÅÔÒÏ×ÓËÉÍ [19℄ ÄÌÑ ÔÅÈ ÓÌÕÞÁÅ×,ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ÍÏÇÌÁ ÂÙÔØ ×ÙÒÁÖÅÎÁ × ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÔÅÏÒÉÉ ÆÕÎË�ÉÊ, Ô.Å. ÄÌÑÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÙÓÏËÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ (m > n+ 1). çÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ó�ÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÂÙÌÉ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÙ × ×ÁÖÎÙÈ ÒÁÂÏÔÁÈ ì. çÏÒÄÉÎÇÁ [7℄,Ó �ÏÍÏÝØÀ ÍÅÔÏÄÁ òÉÓÓÁ, É ìÅÒÅÑ [11℄, Ó �ÏÍÏÝØÀ ÏÂÝÅÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ìÁ�ÌÁÓÁ.ðÕÎËÔ 2 ÎÁ�ÉÓÁÎ ÷.á. âÏÒÏ×ÉËÏ×ÙÍ �Ï ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍ [24℄.



406 ðòéíåþáîéñ é ìé�åòá�õòîùå õëáúáîéñë äÏÂÁ×ÌÅÎÉÀ I. óÏÄÅÒÖÁÎÉÅ ÜÔÏÇÏ äÏÂÁ×ÌÅÎÉÑ ÚÁÉÍÓÔ×Ï×ÁÎÏ ÉÚ ËÎÉÇÉ ì. û×ÁÒ-�Á [14℄.ë ÇÌ. II. ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÆÕÎË�ÉÊ ÓÔÅ�ÅÎÎÏÇÏ ÒÏÓÔÁ, ËÁËÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ì. û×ÁÒ�Õ [14℄. äÒÕÇÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ Á��ÁÒÁÔÁ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ æÕÒØÅ ÔÁËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÍÅÌÏÓØ Õ ó. âÏÈÎÅÒÁ [1℄ É �. ëÁÒÌÅÍÁÎÁ [3℄.ðÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÅ × x 2 É x 3 Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÆÕÎË�ÉÉ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ�ÏÒÑÄËÁ ÒÏÓÔÁ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ é.í. çÅÌØÆÁÎÄÕ É ç.å. ûÉÌÏ×Õ [17℄. ÷ ÓÔÁÔØÅ [17℄ÄÁÎÏ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, Ï ËÏÔÏÒÏÍ ÂÕÄÅÔ ÉÄÔÉ ÒÅÞØ × ÇÌ. III ×ÔÏÒÏÇÏ×Ù�ÕÓËÁ. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Z ÂÙÌÏ ××ÅÄÅÎÏ é.í. çÅÌØÆÁÎÄÏÍ É ç.å. ûÉÌÏ×ÙÍ [17℄ (�ÏÄÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅÍ Z1)1), Á ÔÁËÖÅ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ É ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ â. íÁÌØÇÒÁÎÖÅÍ [12℄ Éì. üÒÅÎ�ÒÅÊÓÏÍ [5℄. �ÅËÓÔ x 2, �. 6 �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ î.ñ. ÷ÉÌÅÎËÉÎÕ É 3.ñ. ûÁ�ÉÒÏ.ë x 1 ÇÌ. III. ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ !j (j > 0), ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ Æ(P )É ÅÇÏ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ é.í. çÅÌØÆÁÎÄÕ É 3.ñ. ûÁ�ÉÒÏ [16℄. æÏÒÍÁ !0××ÅÄÅÎÁ ×�ÅÒ×ÙÅ ö. ìÅÒÅÅÍ [11℄. ðÕÎËÔ 9 ÚÁÉÍÓÔ×Ï×ÁÎ ÉÚ ÓÔÁÔØÉ 3.ñ. ûÁ�ÉÒÏ [23℄.ë x 2 ÇÌ. III. éÚÕÞÅÎÉÅ �ÏÌÀÓÏ× É ×ÙÞÅÔÏ× Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ × ÓÔÅ�ÅÎÉ � ÄÌÑÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ × Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÏÄÎÏÇÏ ÍÉÎÕÓÁ, ÂÙÌÏ �ÒÏ×Å-ÄÅÎÏ í. òÉÓÓÏÍ [13℄ É Ñ×ÉÌÏÓØ Õ ÎÅÇÏ ÏÓÎÏ×ÏÊ ÄÌÑ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÒÅÛÅÎÉÊ ×ÏÌÎÏ×ÏÇÏÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ. éÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÌÑ �ÅÌÅÊ ÔÅÏÒÉÉ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ �ÒÏ×ÅÌÉ é.í. çÅÌØÆÁÎÄ É í.é. çÒÁÅ× [15℄. æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑÕÌØÔÒÁÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Lu = Æ �ÏÓÔÒÏÅÎÙ ×�ÅÒ×ÙÅ é. æÕÒÜ-âÒÀÁ [6℄;× �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÊ ÚÄÅÓØ ÆÏÒÍÅ ÏÎÉ ÕËÁÚÁÎÙ 3.ñ. ûÁ�ÉÒÏ; ÄÌÑ Lku = Æ �ÕÂÌÉËÕÀÔÓÑÚÄÅÓØ ×�ÅÒ×ÙÅ. ðÕÎËÔÙ 1, 2 ÓÌÅÄÕÀÔ ÒÁÂÏÔÁÍ í. òÉÓÓÁ [13℄ É é.í. çÅÌØÆÁÎÄÁ Éí.é. çÒÁÅ×Á [15℄. éÄÅÑ, �ÏÌÏÖÅÎÎÁÑ × ÏÓÎÏ×Õ ��. 3{10 | �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ × ËÏÍ�ÌÅËÓÎÕÀÏÂÌÁÓÔØ, | �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ é.í. çÅÌØÆÁÎÄÕ. ïÎÁ ÉÚÌÏÖÅÎÁ × �. 3. òÅÚÕÌØÔÁÔÙ��. 4{6 �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ é.í. çÅÌØÆÁÎÄÕ É í.é. çÒÁÅ×Õ, Á ��. 7{10 î.ñ. ÷ÉÌÅÎËÉÎÕ,é.í. çÅÌØÆÁÎÄÕ É 3.ñ. ûÁ�ÉÒÏ. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ �ÕÎËÔÙ ÎÁ�ÉÓÁÎÙ Á×ÔÏÒÁÍÉ�ÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×.ë x 3 ÇÌ. III. òÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÜÔÏÇÏ �ÁÒÁÇÒÁÆÁ ×ÚÑÔÙ × ÏÓÎÏ×ÎÏÍ ÉÚ ÓÔÁÔØÉé.í. çÅÌØÆÁÎÄÁ É 3.ñ. ûÁ�ÉÒÏ [16℄. ðÕÎËÔ 6 ÎÁ�ÉÓÁÎ ÷.á. âÏÒÏ×ÉËÏ×ÙÍ.ë x 4 ÇÌ. III. íÁÔÅÒÉÁÌ ÜÔÏÇÏ �ÁÒÁÇÒÁÆÁ × ÏÓÎÏ×ÎÏÍ ×ÚÑÔ ÉÚ ÓÔÁÔØÉ é.í. çÅÌØ-ÆÁÎÄÁ É 3.ñ. ûÁ�ÉÒÏ [16℄. í.÷. æÅÄÏÒÀË �ÏÓÔÒÏÉÌ P� ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÏÔÄ×ÕÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ Ó ÏÄÎÉÍ ÎÕÌÅÍ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.ë äÏÂÁ×ÌÅÎÉÀ. ðÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÅ × äÏÂÁ×ÌÅÎÉÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÏÌÎÏÔÙ �ÒÏÓÔÒÁÎÓ-Ô×Á K0 �ÒÅÄÌÏÖÅÎÏ í.ó. âÒÏÄÓËÉÍ.âéâìéïçòáæéñ[1℄ Bohner S., Vorlesungen �uber Fouriershe Integrale. Leipzig, 1932.[2℄ Bureau F., Divergent integrals and partial di�erential equations, Comm. Pure Appl.Math. 8 (1955), 143{202.[3℄ Carleman �., L'int�egral de Fourier et questions qui s'y rattahent. Uppsala, 1944.[4℄ Courant R. and Lax A., Remarks on Cauhy's problem for hyperboli partialdi�erential equations with onstant oeÆients in several independent variables,Comm. Pure Appl. Math. 8 (1955), �Æ 4.[5℄ Ehrenpreis L., Solution of some problems of division, Amer. J. Math. 76 (1954), �4,883{903.1)âÏÌÅÅ �ÏÄÒÏÂÎÏÅ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ÍÅÔÏÄÏ×, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÙÈ ÎÁ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÉ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Á Z, É Ó×ÑÚÅÊ Ó ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁÍÉ æÁÎÔÁ��É É ÒÁÂÏÔÁÍÉ ìÅÒÅÑ,ÓÏÓÔÁ×ÉÔ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ �ÑÔÏÇÏ ×Ù�ÕÓËÁ.



ðòéíåþáîéñ é ìé�åòá�õòîùå õëáúáîéñ 407[6℄ Foures-Bruhat Y., Solution �el�ementaire d'�equations ultrahyperboliques, J. Math.Pures Appl. 35 (1956), �Æ 3, 277{288.[7℄ Garding L., Linear hyperboli partial di�erential equations with onstant oeÆients,Ata Math. 85 (1950), 1{62.[8℄ Hadamard J., Le probl�eme de Cauhy et les �equations eux �deriv�ees partielles lin�eaireshyperboliques, Paris, 1932.[9℄ Herglotz G., �Uber die Integration linearer partieller Di�erentialgleihungen mitkonstanten KoeÆzienten, Ber. Verh. S�ahs. Aad. Wiss. Leipzig, Math.-Phys. Kl.,vol. 78, 1926, S. 93{126, 287{318; vol 80, 1928, S. 60{144; Abh, Math. Sem. Univ.Gamburg, vol. 6, 1928, pp. 189{197.[10℄ John F., Bestimmung einer Funktion aus ihren Integralen �uber gewisse Mannig-faltigkeiten. Math. Annalen, vol. 100 (1934), 488{520; The fundamental solutionof linear ellipti di�erential equations with anality oeÆients, Comm. pure andappl. math., vol. 3 (1950), 273{304; ÓÍ. ÔÁËÖÅ ÅÇÏ ËÎÉÇÕ Plane waves and spherialmeans, applied to partial di�erential equations. New York, 1955.[11℄ Leray J., Les solutions �el�ementaires d'une �equation aux derivees partielles �a oef-�ients onstants, Comptes Rendus Aad. Si. Paris 234 (1952), 1112{1115. CÍ.ÔÁËÖÅ ÅÇÏ ËÎÉÇÕ Hyperboli di�erential equations, New York, 1955.[12℄ Malgrange ÷., Equations aux d�eriv�ees partielles �a oeÆients onstants, 1. ComptesRendus Aad. Si., 237 (1953), �25 1620{1622.[13℄ Riesz í., L'int�egrale de Riemann-Liouville et le probl�eme de Cauhy, Ata Math. 81(1949), 1{223.[14℄ Shwartz L., Th�eorie des distributions I, II, Paris,1950{51.[15℄ çÅÌØÆÁÎÄ é. í. É çÒÁÅ× í. é., áÎÁÌÏÇ ÆÏÒÍÕÌÙ ðÌÁÎÛÅÒÅÌÑ ÄÌÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈÇÒÕ��. �ÒÕÄÙ íÏÓË. ÍÁÔÅÍ. Ï-×Á 4 (1955), 375{404.[16℄ çÅÌØÆÁÎÄ é. í. É ûÁ�ÉÒÏ 3. ñ., ïÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ É ÉÈ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ. õÓ�ÅÈÉÍÁÔÅÍ. ÎÁÕË 10 (1955), �3, 3{70.[17℄ çÅÌØÆÁÎÄ é. í. É ûÉÌÏ× ç. å., ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÂÙÓÔÒÏ ÒÁÓÔÕÝÉÈÆÕÎË�ÉÊ É ×Ï�ÒÏÓÙ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ. õÓ�ÅÈÉ ÍÁÔÅÍ.ÎÁÕË 8 (1953), �4, 3{51.[18℄ íÉËÕÓÉÎÓËÉÊ ñ., ï�ÅÒÁÔÏÒÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ, éì, í., 1956.[19℄ ðÅÔÒÏ×ÓËÉÊ é. ç., On the di�usion of waves and the launas for hyperboliequations. íÁÔÅÍ. ÓÂ., �17 (59), (1945), 289{370.[20℄ óÏÂÏÌÅ× ó. ì., M�ethode nouvelle �a resoudre le probl�eme de Cauhy pour les�equations lin�eaires hyperboliques normales. íÁÔÅÍ ÓÂ., �1 (43), (1936), 39{72.[21℄ óÏÂÏÌÅ× ó. ì., îÅËÏÔÏÒÙÅ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ × ÍÁÔÅÍÁÔÉ-ÞÅÓËÏÊ ÆÉÚÉËÅ, éÚÄ-×Ï ìçõ, ìÅÎÉÎÇÒÁÄ, 1950.[22℄ èÁÞÁÔÕÒÏ× á. á., ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÅÒÙ ÄÌÑ ÏÂÌÁÓÔÉ n-ÍÅÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔ-ÒÁÎÓÔ×Á �Ï ÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ ÄÌÑ ×ÓÅÈ �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×. õÓ�ÅÈÉ ÍÁÔÅÍ. ÎÁÕË, 9(1954) �3 (61), 205{212.[23℄ ûÁ�ÉÒÏ 3. ñ., ïÂ ÏÄÎÏÍ ËÌÁÓÓÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. õÓ�ÅÈÉ ÍÁÔÅÍ. ÎÁÕË, 13(1958), �3 (81), 205{212.[24℄ âÏÒÏ×ÉËÏ× ÷. á., æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ × ÞÁÓÔÎÙÈ�ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ Ó �ÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ. äáî óóóò, 119, �3; äÉÓÓÅÒ-ÔÁ�ÉÑ, íçõ, 1958.



áìæá÷é�îùê õëáúá�åìøáÂÅÌÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ 135áÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÙ 180| |, �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ 210áÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÍÅÔÏÄ 57,170áÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÏÄÎÏÒÏÄ-ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ 95áÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÄÌÑ I()359| | | Æ(xy � ) 360| | | Æ(x2 + y2 + z2 � t2 � ) 360âÅÓÓÅÌÅ×Ù ÆÕÎË�ÉÉ 139, 208âÅÔÁ-ÆÕÎË�ÉÑ 82÷ÎÅÛÎÅÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØ-ÎÙÈ ÆÏÒÍ 237÷ÎÅÛÎÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�É-ÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÙ 238÷ÏÌÎÏ×ÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ × ÎÅÞÅÔÎÏÍÅÒÎÏÍ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å 224çÁÍÍÁ-ÆÕÎË�ÉÑ 65|, ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÏÎÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ 65çÁÕÓÓÁ{ïÓÔÒÏÇÒÁÄÓËÏÇÏ ÆÏÒÍÕÌÁ 240çÅÒÇÌÏÔ�Á{ðÅÔÒÏ×ÓËÏÇÏ ÆÏÒÍÕÌÙ 154çÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ 154çÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ 154| |, ÒÅÛÅÎÉÅ ÄÌÑ ÎÅÇÏ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ 154çÉ�ÅÒÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ 136çÒÉÎÁ ÆÏÒÍÕÌÁ 38, 249äÁÌÁÍÂÅÒÁ ÆÏÒÍÕÌÁ 132ä×ÏÊÎÏÊ ÓÌÏÊ 261äÅÌØÔÁ-ÏÂÒÁÚÎÙÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ 45äÅÌØÔÁ-ÆÕÎË�ÉÑ 10, 13|, �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ 188, 212|, �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ 37|, ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ �ÌÏÓËÉÅ ×ÏÌÎÙ 92, 97| ÓÄ×ÉÎÕÔÁÑ 13äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ 236| | ! 242| | !�1:::�k 267| | !k(') 250| |, ×ÎÅÛÎÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌ 238| |, ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ 239| |, ÆÉÎÉÔÎÁÑ 237äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ó ÏÂÏÂ-ÝÅÎÎÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ 50

äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÙ, ×ÎÅÛÎÅÅ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ 237| |, ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÉÈ 236äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ ËÁË ÌÏËÁÌØÎÁÑ Ï�Å-ÒÁ�ÉÑ 165| ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ 96| �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ 187, 212| �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ 132| Ó×ÅÒÔËÉ 122| ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ �Ï �ÁÒÁÍÅÔÒÕ 58, 169äÒÏÂÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌ 132| | �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ 133åÄÉÎÉ�Ù ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ 162åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÆÏÒÍÙ ! 243éÎÔÅÇÒÁÌ óÏÎÉÎÁ 140éÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ áÂÅÌÑ 135éÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÊÆÏÒÍÙ 239| ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ �Ï �ÁÒÁÍÅÔÒÕ168| �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ 132éÔÅÒÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ìÁ�ÌÁÓÁ 223ëÁÎÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÑ 74| | × ËÏÎÅÞÎÏÍ �ÒÏÍÅÖÕÔËÅ 79| | ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ 82| |, ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔØ 76ëÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ 24k-ËÒÁÔÎÙÊ ÓÌÏÊ 261, 271ìÁ�ÌÁÓÁ ÉÔÅÒÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ 223| Ï�ÅÒÁÔÏÒ 38| | ÏÔ 1r 38| �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ 222ìÉÎÉÉ, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÏÓÉ180ìÏËÁÌØÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ 12ìÏËÁÌØÎÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á Ä×ÕÈÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ 15, 164| | | ÎÕÌÀ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ 14,163ìÏËÁÌØÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË-�ÉÊ 14, 15, 163, 164ìÏÒÁÎÏ×ÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊÆÕÎË�ÉÉ, ÚÁ×ÉÓÑÝÅÊ ÏÔ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ171íÅÔÏÄ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ 57,170



áìæá÷é�îùê õëáúá�åìø 409íÎÏÇÏÞÌÅÎ ñËÏÂÉ 138íÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÏÒ 179îÅ�ÁÒÎÙÅ ËÕÓËÉ 157îÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ ÆÕÎË�ÉÉ �Ï �ÁÒÁÍÅÔÒÕ167îÅÞÅÔÎÁÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ 62îÏÓÉÔÅÌØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ 15| �ÒÑÍÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈÆÕÎË�ÉÊ 118îÕÌÅ×ÁÑ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ 185îÕÌÅ×ÏÊ ËÏÎÔÕÒ 181îØÀÔÏÎÏ×ÓËÉÊ �ÏÔÅÎ�ÉÁÌ 123ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ×ÅËÔÏÒ-ÆÕÎË�ÉÑ (P + i0)�301| | |, ÏÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ 302| | |, �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ 311| | (P � i0)� 301| | |, ÏÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ 302| | |, �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ 311| | (P � i0)�f(P;�) 313| | Æ(k)(P+) 305| | Æ(k)(P�) 305| | Æ(s)(2+P ), �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ322| | Æ(P ) 233, 244| | Æ(P1; : : : ;Pn) 235, 262| | |, �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ 262| | Æ(r � a) 219, 246| | |, �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ 219| | Æ(r2 � a2) 246| | Æ(k)(P ) 233, 250| | Æ(k)(r2 � a2) 254| | | ËÁË ÒÅÛÅÎÉÅ ×ÏÌÎÏ×ÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅ-ÎÉÑ 257| | Æ(k)1 (P ) 274| | Æ(k)2 (P ) 274| | (2 + P )�+�(� + 1) , �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ318| | |, �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ �ÒÉ �Å-ÌÏÍ � 323| | P� 296| | |, ÏÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ 300| | �(P ) 234| | G�(x1; : : : ;xn) 343| | P�� 295| | |, ÅÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ìÏÒÁÎÁ 303| | |, �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ 311

| | P�f(P;�) 312| | P�+ 278| | |, ÏÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ 281| | |, �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ 311| | |, ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ìÏÒÁÎÁ 282| | (2 + P � i0)� 316| | |, �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ 316| ÆÕÎË�ÉÑ 13| | (ax2 + bx + )�+ 204| | |, �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ 204| | (x + i0)�n ln(x + i0) 114| | (x + i0)� ln(x + i0) 113| | (x + i0)� 72, 109| | |, ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ 111| | | ËÁË �ÅÌÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ 73| | |, �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ 195| | |, ÔÅÊÌÏÒÏ×ÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ 112| | (x � i0)�n ln(x � i0) 115| | (x � i0)� 72, 109| | |, ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ 111| | | ËÁË �ÅÌÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ 73| | |, �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ 195| | |, ÔÅÊÌÏÒÏ×ÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ 113| | (x � i0)� ln(x � i0) 113| | Æ(f(x)) 206| | Æ(x) 10, 13| | |, �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ 188, 212| | |, �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ 37| | |, ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ �ÌÏÓËÉÅ ×ÏÌÎÙ92, 97| | | ÓÄ×ÉÎÕÔÁÑ 13| | Æ(k)(f(x)) 206| | jxj� sgnx��� + 22 � 69| | jxj���� + 12 � 69| | |, ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ72| | x�+�(� + 1) 69| | |, ÔÅÊÌÏÒÏ×ÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ 109| | |, ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ71| | x���(� + 1) 69| | |, ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ71| | lnx+ 34| | |, �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ 197



410 áìæá÷é�îùê õëáúá�åìø| | |, �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ 35| | lnx�, �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ 197| | ln(x + i0) 36| | |, �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ 37| | ln jxj 35| | |, �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ 197| | |, �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ 36| | ln(x � i0) 112| | |, �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ 112| | �(x) 31| | jxj�2m�1 107| | |, �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ 202| | jxj�2m�1 ln jxj 108| | |, �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ 202| | jxj�2m ln jxjsgnx 108| | |, �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ 203| | jxj�2m sgnx 107| | |, �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ 203| | jxj� 62| | |, ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÑ 74| | |, q-ËÒÁÔÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ 67| | |, ÌÏÒÁÎÏ×ÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ 107| | |, ÎÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ 66| | |, ÎÏÒÍÉÒÏ×ËÁ 69| | |, �ÏÌÀÓÙ É ×ÙÞÅÔÙ × ÎÉÈ 63| | |, �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ 194| | |, ÔÅÊÌÏÒÏ×ÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ 106| | jxj� ln jxj 106| | |, �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ 197| | jxj� ln jxjsgnx 106| | |, �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ 197| | jxj� sgnx 62| | |, ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÑ 74| | |, ÌÏÒÁÎÏ×ÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ 107| | |, ÎÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ 66| | |, ÎÏÒÍÉÒÏ×ËÁ 69| | |, �ÏÌÀÓÙ É ×ÙÞÅÔÙ × ÎÉÈ 63| | |, �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ 194| | |, ÔÅÊÌÏÒÏ×ÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ 106| | r�2k�n lnm r 116| | r� 85| | |, ÌÏÒÁÎÏ×ÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ 116| | |, ÎÏÒÍÉÒÏ×ËÁ 89| | |, �ÏÌÀÓÙ É ×ÙÞÅÔÙ 88| | |, �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ 216| | |, ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ �ÌÏÓËÉÅ ×ÏÌÎÙ89| | |, ÔÅÊÌÏÒÏ×ÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ 116| | x�2m�1 ln jxj 375| | |, �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ 201| | x�2m ln jxj 374| | |, �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ 201

| | x�m 65| | |, �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ 195| | x�n+ 102| | |, �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ 199| | |, ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ103| | x�n+ lnx+ 103| | |, �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ 199| | x�n� 105| | |, �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ 200| | x�n� lnx� 105| | |, �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ 200| | x�+ 59| | |, ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÑ 74| | |, ÌÏÒÁÎÏ×ÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ 103| | |, ÎÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ 66| | |, ÎÏÒÍÉÒÏ×ËÁ 68| | |, �ÏÌÀÓÙ É ×ÙÞÅÔÙ × ÎÉÈ 61| | |, �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ 192| | |, �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ 33| | |, ÔÅÊÌÏÒÏ×ÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ 100| | x�+ lnx+ 100| | |, �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ 195| | x�� 61| | |, ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÑ 74| | |, ÌÏÒÁÎÏ×ÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ 105| | |, ÎÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ 66| | |, ÎÏÒÍÉÒÏ×ËÁ 68| | |, �ÏÌÀÓÙ É ×ÙÞÅÔÙ × ÎÉÈ 62| | |, �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ 193| | |, ÔÅÊÌÏÒÏ×ÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ 104| | x�� lnx� 104| | |, �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ 197| |, ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ �Ï �ÁÒÁÍÅÔÒÕ 58,169| | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏÓÔØ29| |, ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁÑ �Ï �ÁÒÁÍÅÔÒÕ168| | ÅÄÉÎÉ�Á 14| | |, �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ 189, 212| |, ÚÁ×ÉÓÑÝÁÑ ÏÔ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ 58| |, ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ï�Å-ÒÁ�ÉÉ 19| | ËÏÍ�ÌÅËÓÎÁÑ 24| |, ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ �Ï �ÁÒÁÍÅÔÒÕ 167| | ÎÅÞÅÔÎÁÑ 62| |, ÎÏÓÉÔÅÌØ 15| | ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÓÔÅ�ÅÎÉ � 19, 94| |, �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÁÑ 54| | �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ 19| | |, ÒÑÄ æÕÒØÅ 41



áìæá÷é�îùê õëáúá�åìø 411| | �ÏÓÔÏÑÎÎÁÑ 14| |, �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ 187, 212| |, �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆ-ÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ 16| | | ÎÁ ÞÉÓÌÏ 16| |, �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ 28, 30| | | ËÁË �ÒÅÄÅÌ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ 30| | | �Ï �ÁÒÁÍÅÔÒÕ 58, 168| |, ÒÁ×ÎÁÑ ÎÕÌÀ 14| | ÒÅÇÕÌÑÒÎÁÑ 13| | | × ÏÂÌÁÓÔÉ 15| |, ÓÄ×ÉÇÉ, �Ï×ÏÒÏÔÙ É ÄÒÕÇÉÅ ÌÉÎÅÊ-ÎÙÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ 17| | ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÁÑ 13| |, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÁÑ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å 15| |, ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ 15| | ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ 19| | �ÅÎÔÒÁÌØÎÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ 19| | ÞÅÔÎÁÑ 62ïÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ, ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ-×ÁÎÉÅ ÓÈÏÄÑÝÅÊÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-ÓÔÉ ÉÈ 40| |, �ÒÑÍÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ 117| |, Ó×ÅÒÔËÁ 120| |, ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÉÅ × ÏÂÌÁÓÔÉ 15, 164| |, ÓÕÍÍÁ 16| |, ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ 22ïÂÒÁÔÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ 188ï×ÁÌÙ 157ïÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔØ ÆÏÒÍÙ ! 230ïÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ 94, 324| | �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ 325| | |, ×ÙÞÅÔÙ 328ï�ÅÒÁÔÏÒ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÊ 154| ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÉÊ 140ï�ÅÒÁ�ÉÏÎÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ 227ïÒÉÅÎÔÁ�ÉÑ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ 239ïÓÎÏ×ÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ 11| |, �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ 172| |, ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÅ ÓÒÅÄÎÅÅ 86ïÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÑÄÁ43ïÓÔÒÏÇÒÁÄÓËÏÇÏ{çÁÕÓÓÁ ÆÏÒÍÕÌÁ 240ðÁÒÓÅ×ÁÌÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï 187ðÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÁÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ 54ðÉ�ÅÔÔÉ ÆÏÒÍÕÌÁ 89ðÌÏÔÎÏÓÔØ ÓÌÏÑ 261ðÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØ ÎÕÌÅ×ÁÑ 185|, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ 184ðÏÌÎÏÔÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈÆÕÎË�ÉÊ 24, 167, 402ðÏÔÅÎ�ÉÁÌ îØÀÔÏÎÁ 123ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ �ÏÄÏÂÉÑ 19

| æÕÒØÅ 172| | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ 189, 212| | ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ 187, 212| | ÏÂÒÁÔÎÏÅ 188| | ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ 172| | �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ 191| | �ÏËÁÚÁÔÅÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ 189ðÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÏÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ 358ðÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ 98ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÕÀÆÕÎË�ÉÀ 16| ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ ÞÉÓÌÏ 16ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÄÒÏÂÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ 132| ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ 28| | | �Ï �ÁÒÁÍÅÔÒÕ 58, 168ðÒÏÓÔÏÊ ÓÌÏÊ 261, 271ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï K 11| |, �ÒÅÄÅÌØÎÙÊ �ÅÒÅÈÏÄ × ÎÅÍ 12| | �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ 175| K0 14| S 25| |, �ÒÅÄÅÌØÎÙÊ �ÅÒÅÈÏÄ × ÎÅÍ 26| |, �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ 185| S0 26| Z 175| |, �ÒÅÄÅÌØÎÙÊ �ÅÒÅÈÏÄ × ÎÅÍ 176, 177| Z0 178ðÒÑÍÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË-�ÉÊ 117| | | |, ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔØ É ÁÓÓÏ�ÉÁ-ÔÉ×ÎÏÓÔØ, 119| | | |, ÎÏÓÉÔÅÌØ, 118| | | |, �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ, 213ðÕÁÓÓÏÎÁ ÆÏÒÍÕÌÁ 126| | ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ 42òÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ 236| ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÌÏËÁÌØÎÏÅ 15,164| ðÁÒÓÅ×ÁÌÑ 187òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉ�Ù 162| ÎÁ �ÌÏÓËÉÅ ×ÏÌÎÙ ÄÅÌØÔÁ-ÆÕÎË�ÉÉ 92,97| ÎÁ �ÌÏÓËÉÅ ×ÏÌÎÙ r� 89òÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÁÑ 74| | × ËÏÎÅÞÎÏÍ �ÒÏÍÅÖÕÔËÅ 79| | ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ 82| ÒÁÓÈÏÄÑÝÅÇÏÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ 20, 57| ÆÕÎË�ÉÉ 20òÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØ-ÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÌÑ ÎÉÈ 146| ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÙ 13| | ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Z 178òÑÄ æÕÒØÅ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ 41



412 áìæá÷é�îùê õëáúá�åìøó×ÅÒÔËÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ 120| | |, ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ 122| | |, ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ122óÄ×ÉÇ ÆÕÎË�ÉÉ 17| | × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ K É Z0 175óÉÎÇÕÌÑÒÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ 10óÌÏÊ Ä×ÏÊÎÏÊ 261| k-ËÒÁÔÎÙÊ 261, 271| �ÒÏÓÔÏÊ 261, 271óÏÎÉÎÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌ 140óÔÏËÓÁ ÆÏÒÍÕÌÁ 241óÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ 15óÆÅÒÉÞÅÓËÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ 19óÆÅÒÉÞÅÓËÏÅ ÓÒÅÄÎÅÅ 86óÈÏÄÉÍÏÓÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÂÏÂ-ÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ 22| | ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ 12, 26| ÒÑÄÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ 22�ÅÊÌÏÒÁ ÒÑÄ ÄÌÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ,ÚÁ×ÉÓÑÝÅÊ ÏÔ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ 170�ÏÞËÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ �ÒÉ×ÏÄÉÍÁÑ k-ÇÏ �Ï-ÒÑÄËÁ ÓÔÅ�ÅÎÉ m 343õÌØÔÒÁÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ 306æÉÎÉÔÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ 11| ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÙ 26æÏÒÍÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÁÑ 236æÏÒÍÁÌØÎÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ 324æÏÒÍÕÌÁ çÁÕÓÓÁ{ïÓÔÒÏÇÒÁÄÓËÏÇÏ 240| çÅÒÇÌÏÔ�Á{ðÅÔÒÏ×ÓËÏÇÏ 154| çÒÉÎÁ 38, 249| äÁÌÁÍÂÅÒÁ 132

| ðÉ�ÅÔÔÉ 89| ðÕÁÓÓÏÎÁ 126| óÔÏËÓÁ 241æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�É-ÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ 124| | | | ×ÔÏÒÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ, 307| | | | ÄÌÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÓÔÒÕÎÙ, 129| | | | ÉÔÅÒÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ, 307| | | | ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÏÇÏ, 124| | | | ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ, 143| | | | ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ, 146| | | | ÕÌØÔÒÁÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÇÏ,306| | | | ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÏÇÏ, 140| | ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ 126| | | | ÄÌÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅ-ÓËÏÇÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ, 154æÕÎË�ÉÏÎÁÌ ÌÉÎÅÊÎÙÊ É ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÊ12| ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å K 12| | | S 26| | | Z 178æÕÎË�ÉÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ 13| ÏÓÎÏ×ÎÁÑ 11|, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ 343þÅÔÎÁÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ 62üÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÉÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ 140| | ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ 143| | |, ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ 143| |, ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ 140ñËÏÂÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ 138


