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ðÒÅÄÉÓÌÏ×ÉÅ

üÔÏÔ ÓÅÍÅÓÔÒÏ×ÙÊ ËÕÒÓ ÞÉÔÁÌÓÑ × îíõ ×ÅÓÎÏÊ 2003 ÇÏÄÁ É �ÒÅÄ-

ÎÁÚÎÁÞÁÌÓÑ ×ÔÏÒÏËÕÒÓÎÉËÁÍ. õÒÏ×ÅÎØ �ÏÄÇÏÔÏ×ËÉ ÓÌÕÛÁÔÅÌÅÊ ÂÙÌ ÒÁÚ-

ÎÙÍ. òÁÚ × ÎÅÄÅÌÀ ÂÙÌÁ Ä×ÕÈÞÁÓÏ×ÁÑ ÌÅË�ÉÑ, ÚÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÌÅÄÏ×ÁÌ Ä×ÕÈ-

ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÅÍÉÎÁÒ (ÉÍÅÀÔÓÑ × ×ÉÄÕ ÁËÁÄÅÍÉÞÅÓËÉÅ ÞÁÓÙ). îÁ ÌÅË�ÉÑÈ, Ó

ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÏÂÓÕÖÄÁÌÁÓØ ÏÂÝÁÑ ËÁÒÔÉÎÁ É Ó×ÑÚÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ ÁÎÁ-

ÌÉÚÁ Ó ÄÒÕÇÉÍÉ ÏÂÌÁÓÔÑÍÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÏÓÎÏ×ÎÙÅ

ÔÅÏÒÅÍÙ ÒÁÚÂÉ×ÁÌÉÓØ ÎÁ ËÏÒÏÔËÉÅ, �ÏÎÑÔÎÙÅ ÓÁÍÉ �Ï ÓÅÂÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅ-

ÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÂßÑÓÎÑÌÉÓØ ÛÁÇ ÚÁ ÛÁÇÏÍ. ðÏÓÌÅ ÌÅË�ÉÉ ÜÔÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ

×ËÌÀÞÁÌÉÓØ × Ó�ÉÓËÉ ÚÁÄÁÞ, ËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÚÄÁ×ÁÌÉÓØ ÓÌÕÛÁÔÅÌÑÍ É ÏÂÓÕ-

ÖÄÁÌÉÓØ ÎÁ ÓÅÍÉÎÁÒÁÈ. óÅÍÉÎÁÒÙ ×ÅÌÉ ÷.á.ëÉÓÕÎØËÏ, é.á.ðÕÛËÁÒØ

É ó.ð.þÕÌËÏ×. ïÎÉ ÏÔÄÅÌØÎÏ ÏÂÓÕÖÄÁÌÉ Ó ËÁÖÄÙÍ ÓÔÕÄÅÎÔÏÍ ËÁÖÄÕÀ

ÒÅÛÅÎÎÕÀ ÉÍ ÚÁÄÁÞÕ.

üËÚÁÍÅÎ ÓÏÓÔÏÑÌ ÉÚ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÚÁÞÅÔÁ É �ÉÓØÍÅÎÎÏÊ ÄÏÍÁÛÎÅÊ

ËÏÎÔÒÏÌØÎÏÊ. úÁÞÅÔ ÛÅÌ × ÔÅÞÅÎÉÅ ×ÓÅÇÏ ÓÅÍÅÓÔÒÁ: ÓÔÕÄÅÎÔÙ ÓÄÁ×ÁÌÉ

ÒÅÛÅÎÎÙÅ ÉÍÉ ÚÁÄÁÞÉ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÓÅÍÉÎÁÒÅ É × ÔÅÞÅÎÉÅ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÄÏ-

�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÚÁÎÑÔÉÊ × ËÏÎ�Å ËÕÒÓÁ. úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ �ÉÓØÍÅÎÎÏÇÏ ÜËÚÁÍÅ-

ÎÁ|ÒÁÓÓÞÉÔÁÎÎÏÊ ÎÁ ÏÄÎÕ ÎÅÄÅÌÀ ÄÏÍÁÛÎÅÊ �ÉÓØÍÅÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÙ|ÍÙ,

× ÏÓÎÏ×ÎÏÍ, ÚÁÉÍÓÔ×Ï×ÁÌÉ ÉÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ �ÉÓØÍÅÎÎÙÈ ÜËÚÁÍÅÎÏ× �Ï

ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÍÕ ÁÎÁÌÉÚÕ × îíõ.

úÄÅÓØ �ÒÉ×ÏÄÑÔÓÑ × ÓÌÅÇËÁ ÏÔÒÅÄÁËÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ×ÉÄÅ ÚÁÄÁÞÉ, ËÏÔÏÒÙÅ

ÍÙ ÏÂÓÕÖÄÁÌÉ × ÔÅÞÅÎÉÅ ÓÅÍÅÓÔÒÁ É ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÌÉ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÕÀ

ÞÁÓÔØ ËÕÒÓÁ. ðÕÎËÔÙ 15, 16 É 18 ÎÁ�ÉÓÁÎÙ ÞÕÔØ �ÏÚÖÅ É × ÓÅÍÅÓÔÒÅ ÎÅ

ÒÁÚÂÉÒÁÌÉÓØ.

ï ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÉ ËÕÒÓÁ. ðÅÒ×ÙÅ ÞÅÔÙÒÅ �ÕÎËÔÁ �ÏÓ×ÑÝÅÎÙ ÔÅÏÒÅÍÅ

ëÏÛÉ É ÔÅÏÒÅÍÅ óÔÏËÓÁ. �ÅÏÒÅÍÁ ëÏÛÉ Ï�ÉÒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÔÅÏÒÅÍÕ óÔÏËÓÁ,

ÉÍÅÀÝÕÀ É ÄÒÕÇÉÅ ÍÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ × ÔÅÏÒÉÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅ-

ÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ. �ÒÁÄÉ�ÉÏÎÎÏ ÔÅÏÒÅÍÁ ëÏÛÉ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ × ÄÏ×ÏÌØÎÏ

ÓÌÁÂÙÈ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑÈ, × ËÏÔÏÒÙÈ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ óÔÏËÓÁ ÎÅ-

�ÒÉÍÅÎÉÍÁ. ÷ �ÕÎËÔÁÈ 1{3 ÍÙ ÎÁ�ÏÍÉÎÁÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ óÔÏËÓÁ É ÄÏËÁ-

ÚÙ×ÁÅÍ ÅÅ × ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÓÌÁÂÙÈ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑÈ. �ÅÏÒÅÍÁ ëÏÛÉ| �ÒÑ-

ÍÏÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÜÔÏÊ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ óÔÏËÓÁ É �ÒÏÓÔÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ

ÁÌÇÅÂÒÙ, Ï�ÉÓÙ×ÁÀÝÅÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÙ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ

(ÓÍ. �. 4).

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ëÏÛÉ, ËÒÏÍÅ ÔÅÏÒÅÍÙ

ëÏÛÉ, ÎÕÖÎÏ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÆÏÒÍÕ

dz

z

É ÅÅ ÎÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ.

üÔÏÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÉÎÔÅÒÅÓÅÎ ÓÁÍ �Ï ÓÅÂÅ: ÏÎ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÍÎÏÇÏ-

ÚÎÁÞÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ln z, Á ÅÇÏ ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÊ ÆÕÎË�É-

ÅÊ exp z (ÓÍ. �. 5).
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÷ �ÕÎËÔÅ 6 ÏÂÓÕÖÄÁÀÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ

ÆÕÎË�ÉÊ.

ëÏÎÆÏÒÍÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓÆÅÒÙ òÉÍÁÎÁ × ÓÅÂÑ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÒÅÏÂÒÁ-

ÚÏ×ÁÎÉÅÍ í£ÂÉÕÓÁ. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ í£ÂÉÕÓÁ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÎÁ

�ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÎÏ É × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R

n

. ÷ÓÑËÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ í£ÂÉÕ-

ÓÁ|�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÉÎ×ÅÒÓÉÊ. üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÉÎ×ÅÒÓÉÊ �ÏÓ×Ñ-

ÝÅÎ �ÕÎËÔ 7. ÷ �ÕÎËÔÅ 8 ÜÔÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ �ÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ÄÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ

ÓÆÅÒÙ òÉÍÁÎÁ. �ÁÍ ÖÅ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎË-

�ÉÑ ÎÁ ÓÆÅÒÅ òÉÍÁÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ.

÷ �ÕÎËÔÅ 9 ÏÂÓÕÖÄÁÀÔÓÑ ×ÙÞÅÔÙ, �ÒÉÎ�É� ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ É ÏÓÎÏ×ÎÁÑ

ÔÅÏÒÅÍÁ ÁÌÇÅÂÒÙ.

÷ �ÕÎËÔÅ 10 ÄÁÅÔÓÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ Ï ÍÏÄÅÌÉ ðÕÁÎËÁÒÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á

ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ É Ï�ÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÅ × ÜÔÏÊ ÍÏÄÅÌÉ. üÔÏ Ï�ÉÓÁ-

ÎÉÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÕÀ ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ ÉÎ×ÅÒÓÉÊ ÉÚ �ÕÎËÔÁ 7. ïÂÓÕ-

ÖÄÁÅÔÓÑ Ó×ÑÚØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ É �æëð, ËÏÔÏÒÁÑ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,

�ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á û×ÁÒ�Á (ÓÍ. ÚÁ-

ÄÁÞÕ 10.6). üÔÁ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á û×ÁÒ�Á ÄÅÌÁÅÔ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ

ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ËÏÎÆÏÒÍÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÆÉÇÕÒÉÒÕÀÝÅÇÏ ×

ÔÅÏÒÅÍÅ òÉÍÁÎÁ (ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 10.8). ÷ �ÕÎËÔÅ 11 ÏÂÓÕÖÄÁÅÔÓÑ ËÒÉÔÅÒÉÊ

ËÏÍ�ÁËÔÎÏÓÔÉ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÕÖÅÎ ÄÌÑ

ÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ òÉÍÁÎÁ (ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 10.17).

÷ �ÕÎËÔÅ 12 ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÍÏÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ òÉÍÁÎÁ

ÄÏ ÇÒÁÎÉ�Ù ÏÂÌÁÓÔÉ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ �ÒÉÎ�É�Å ÄÌÉÎ É �ÌÏ-

ÝÁÄÅÊ É ÂÅÚ ÔÒÕÄÁ �ÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ Ë×ÁÚÉËÏÎÆÏÒÍÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁ-

ÖÅÎÉÊ.

÷ �ÕÎËÔÅ 13 Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÒÉÍÁÎÏ×Ù �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ

ÆÕÎË�ÉÊ. ðÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÒÉÍÁÎÏ×Á �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ ÆÕÎË�ÉÉ ËÏÍ-

�ÁËÔÎÁ, ÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ.

÷ �ÕÎËÔÅ 14 ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÉÎ�É� ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ òÉÍÁÎÁ{û×ÁÒ�Á É

ÔÅÏÒÅÍÁ ðÉËÁÒÁ.

äÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ 1 �ÏÓ×ÑÝÅÎÏ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÍ ÆÕÎË�ÉÑÍ É ÉÈ Ó×ÑÚÑÍ Ó

ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÍ ÁÎÁÌÉÚÏÍ. �ÅÏÒÉÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÍÎÏÇÉÈ �ÅÒÅ-

ÍÅÎÎÙÈ ÎÁ�ÏÍÉÎÁÅÔ ÔÅÏÒÉÀ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ (ÓÍ. �. 15). éÓ-

�ÏÌØÚÕÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ óÔÏËÓÁ, ÍÏÖÎÏ ÞÕÔØ ÏÓÌÁÂÉÔØ ÔÒÅÂÏ×Á-

ÎÉÑ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ × ÔÏÍ ÖÅ ÄÕÈÅ,

ËÁË çÕÒÓÁ ÏÓÌÁÂÉÌ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ

ÆÕÎË�ÉÉ. çÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÉÇÒÁÀÔ ÂÏÌØÛÕÀ ÒÏÌØ × ÍÁÔÅÍÁÔÉ-

ÞÅÓËÏÊ ÆÉÚÉËÅ.

áÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ ×ÁÖÎÙ ÄÌÑ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÊ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �Ï-

ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÉÈ ÔÅÏÒÉÑ ÓÉÌØÎÏ Ó×ÑÚÁÎÁ Ó ÔÅÏÒÉÅÊ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ

Ä×ÕÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ÷ �ÕÎËÔÅ 16 ÏÂÓÕÖÄÁÅÔÓÑ Ó×ÑÚØ ÜÔÉÈ ÔÅÏÒÉÊ É �ÒÉÍÅ-
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ÎÅÎÉÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ Ë ÔÅÏÒÉÉ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ Ä×ÕÈ

�ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

÷ �ÕÎËÔÅ 17 ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÅ É ÓÕÂÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ Ä×ÕÈ �Å-

ÒÅÍÅÎÎÙÈ �ÒÉÍÅÎÑÀÔÓÑ Ë ÔÅÏÒÉÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ. úÄÅÓØ ÄÏ-

ËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ. åÓÌÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ

ÆÕÎË�ÉÑ × ÏÂÌÁÓÔÉ G �ÒÉ ÓÔÒÅÍÌÅÎÉÉ Ë ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÄÕ-

ÇÉ, ÌÅÖÁÝÅÊ ÎÁ ÇÒÁÎÉ�Å ÏÂÌÁÓÔÉ, ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ËÏÎ-

ÓÔÁÎÔÅ, ÔÏ ÜÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ �ÏÓÔÏÑÎÎÁ (ÓÍ. ÚÁÄÁÞÉ 16.10 É 16.11). üÔÁ

ÔÅÏÒÅÍÁ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ|�ÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ �ÕÎËÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÉÚ ÕÞÅÂ-

ÎÉËÁ å×ÇÒÁÆÏ×Á �ÒÏÄÏÌÖÁÅÍÏÓÔÉ ËÏÎÆÏÒÍÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ òÉÍÁÎÁ

ÄÏ ÇÒÁÎÉ�Ù ÏÂÌÁÓÔÉ. ÷ �ÒÏ�ÅÓÓÅ �ÏÄÇÏÔÏ×ËÉ ÌÅË�ÉÉ ×ÙÑÓÎÉÌÏÓØ, ÞÔÏ

ÜÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÏÛÉÂÏÞÎÏ (ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 12.13), É �ÒÏÄÏÌÖÁÅÍÏÓÔØ ÄÏ

ÇÒÁÎÉ�Ù �ÒÉÛÌÏÓØ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ �Ï-ÄÒÕÇÏÍÕ (ÓÍ. �. 12). �ÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ,

ÔÅÏÒÅÍÁ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÉÎÔÅÒÅÓÎÁ É ÓÁÍÁ �Ï ÓÅÂÅ. ë ÔÏÍÕ ÖÅ ÅÅ ÄÏ-

ËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ êÅÎÓÅÎÁ É Ó×ÏÊÓÔ×Á

ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ É ÓÕÂÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÔÁËÖÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÈ

ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÙÊ ÉÎÔÅÒÅÓ.

÷ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÉ 2 �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÍÁÔÅÒÉÁÌ Ï Ó×ÅÄÅÎÉÉ ÇÌÏ-

ÂÁÌØÎÏÇÏ ×ÁÒÉÁÎÔÁ ÔÅÏÒÅÍÙ óÔÏËÓÁ Ë ÅÅ ÌÏËÁÌØÎÏÍÕ ×ÁÒÉÁÎÔÕ, ÉÓ�ÏÌØ-

ÚÕÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉ�Ù (ÇÌÏÂÁÌØÎÙÊ ×ÁÒÉÁÎÔ ÔÅÏÒÅÍÙ óÔÏËÓÁ ÉÓ�ÏÌØ-

ÚÏ×ÁÌÓÑ × ËÕÒÓÅ ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á).

îÉÖÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÂÏÌÅÅ �ÏÄÒÏÂÎÏÅ ××ÅÄÅÎÉÅ Ë �ÕÎËÔÁÍ 1{4, 15 É 18, ÂÌÁ-

ÇÏÄÁÒÎÏÓÔÉ É �ÏÓ×ÑÝÅÎÉÅ.

ïÂ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ óÔÏËÓÁ É ÔÅÏÒÅÍÅ ëÏÛÉ. ä×ÕÍÅÒÎÁÑ (�ÌÏÓ-

ËÁÑ) ÆÏÒÍÕÌÁ óÔÏËÓÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ U ÎÁ

�ÌÏÓËÏÓÔÉ É ÆÏÒÍÙ ! = P (x; y) dx+ Q(x; y) dy Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

Z

�U

! =

Z

U

d!;

ÇÄÅ �U |�ÒÏÈÏÄÉÍÁÑ �× ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ �ÒÏÔÉ× ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ� ÇÒÁÎÉ-

�Á ÏÂÌÁÓÔÉ U É d! =

�

�

�P

�y

+

�Q

�x

�

dx dy. äÌÑ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ

óÔÏËÓÁ ÎÕÖÎÏ ÔÒÅÂÏ×ÁÔØ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÇÌÁÄËÏÓÔØ ÆÏÒÍÙ ! É ÇÒÁÎÉ�Ù

�U . íÏÖÎÏ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÔÒÅÂÏ×ÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ÆÕÎË�ÉÉ P É Q �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁ-

ÌÉ ËÌÁÓÓÕ C

1

× ÚÁÍÙËÁÎÉÉ ÏÂÌÁÓÔÉ U É ÞÔÏÂÙ ÇÒÁÎÉ�Á �U ÂÙÌÁ ÂÙ

C

1

-ÇÌÁÄËÏÊ (ÉÌÉ ËÕÓÏÞÎÏ ÇÌÁÄËÏÊ). éÍÅÎÎÏ ÔÁËÉÅ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑ ÇÌÁÄËÏ-

ÓÔÉ ÎÁËÌÁÄÙ×ÁÀÔÓÑ × ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÍ ×ÁÒÉÁÎÔÅ ÆÏÒÍÕÌÙ óÔÏËÓÁ.

çÕÒÓÁ �ÒÉÄÁÌ ÚÁËÏÎÞÅÎÎÕÀ ÆÏÒÍÕ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ

ÆÕÎË�ÉÉ: ÏÎ �ÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÏÓÔÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÚÎÁÞÎÙÈ ÆÕÎË-

�ÉÊ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÔÒÅÂÏ×ÁÔØ ÌÉÛØ ÓÕÝÅÓÔ×Ï-

×ÁÎÉÑ �ÅÒ×ÏÊ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÏÂÌÁÓÔÉ. ïÎ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌ

5



ÎÁÊÄÅÎÎÕÀ ÉÍ ÆÏÒÍÕ ÔÅÏÒÅÍÙ ëÏÛÉ Ó ÎÅÍÎÏÇÏ ÍÅÎØÛÉÍÉ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉ-

ÑÍÉ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ ÆÏÒÍÙ, ÞÅÍ ÏÂÙÞÎÏ. ó ÔÅÈ �ÏÒ ÔÅÏÒÅÍÁ ëÏÛÉ ÔÒÁÄÉ�É-

ÏÎÎÏ ×ÈÏÄÉÔ ×Ï ×ÓÅ ËÕÒÓÙ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ ÉÍÅÎÎÏ × ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÅ.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ ëÏÛÉ × ÆÏÒÍÅ çÕÒÓÁ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÇÏ ×Á-

ÒÉÁÎÔÁ ÔÅÏÒÅÍÙ óÔÏËÓÁ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ. íÙ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÍ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ

óÔÏËÓÁ ×ÅÒÎÁ, ÅÓÌÉ

1) ÆÕÎË�ÉÉ P É Q × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÉÍÅÀÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÙ;

2) ÆÕÎË�ÉÑ �

�P

�y

+

�Q

�x

ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ.

îÁÛÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï, ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ, ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅÍ çÕÒÓÁ

(ÉÚ ÎÅÇÏ ÌÉÛØ ÉÚÇÏÎÑÅÔÓÑ Ó�Å�ÉÆÉËÁ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ).

æÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÏÄÏÂÎÏÇÏ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ

óÔÏËÓÁ Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ �ÅÒÅÎÏÓÑÔÓÑ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ k-ÆÏÒÍ ÎÁ n-ÍÅÒÎÙÈ ÍÎÏ-

ÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ. îÁÍ �ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ (�ÒÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÉ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË-

�ÉÊ ÍÎÏÇÉÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ) ÌÉÛØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÙÊ ×ÁÒÉÁÎÔ ÜÔÏÇÏ

ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.

ïÂÏÂÝÅÎÎÙÊ ×ÁÒÉÁÎÔ ÆÏÒÍÕÌÙ óÔÏËÓÁ. ðÕÓÔØ U | ËÏÍ�ÁËÔ-

ÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ Ó ÇÌÁÄËÏÊ ÇÒÁÎÉ�ÅÊ �U × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R

n

, �ÕÓÔØ

!=P

1

dx

2

^ : : :^ dx

n

�P

2

dx

1

^ dx

3

^ : : :^ dx

n

+ : : :+(�1)

n+1

P

n

dx

1

^ : : :

: : : ^ dx

n�1

| (n� 1)-ÆÏÒÍÁ, ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ P

i

ËÏÔÏÒÏÊ ÉÍÅÀÔ ÄÉÆ-

ÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÙ × ÚÁÍÙËÁÎÉÉ ÏÂÌÁÓÔÉ U É ÆÕÎË�ÉÑ F =

�P

1

�x

1

+ : : : +

�P

n

�x

n

ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ × ÚÁÍÙËÁÎÉÉ ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ. �ÏÇÄÁ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÆÏÒÍÕÌÁ

óÔÏËÓÁ

Z

�U

! =

Z

U

d!; (1)

ÇÄÅ d! = F dx

1

^ : : :^ dx

n

.

÷ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÍ ×ÁÒÉÁÎÔÅ ÆÏÒÍÕÌÙ óÔÏËÓÁ ÄÌÑ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ×R

n

ÄÏ�ÏÌ-

ÎÉÔÅÌØÎÏ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÉ P

1

; : : : ; P

n

�ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ËÌÁÓ-

ÓÕ C

1

× ÚÁÍÙËÁÎÉÉ ÏÂÌÁÓÔÉ U .

ïÂÙÞÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÇÏ ×ÁÒÉÁÎÔÁ ÆÏÒÍÕÌÙ óÔÏËÓÁ

ÎÅ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÇÏ ×ÁÒÉÁÎÔÁ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ.

ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÊ �ÒÉÍÅÒ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ.

ðÒÉÍÅÒ (ÔÅÏÒÅÍÁ ìÁÇÒÁÎÖÁ). äÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ f ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b℄ ÓÕÝÅ-

ÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞËÁ � ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ f(b) = f(a) + f

0

(�)(b � a).

äÌÑ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔÉ ÔÅÏÒÅÍÙ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÎÕÖÎÏ ÔÒÅÂÏ×ÁÔØ ÎÅËÏÔÏ-

ÒÕÀ ÇÌÁÄËÏÓÔØ ÆÕÎË�ÉÉ f . ëÏÎÅÞÎÏ, ÍÏÖÎÏ ÔÒÅÂÏ×ÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ÆÕÎË-

�ÉÑ f �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÌÁ ËÌÁÓÓÕ C

1

ÎÁ [a; b℄. îÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÔÒÅÂÏ×ÁÔØ, ÞÔÏ-

ÂÙ ÆÕÎË�ÉÑ f ÂÙÌÁ ÂÙ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b℄ É ÉÍÅÌÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎ-

�ÉÁÌ × ËÁÖÄÏÊ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÔÏÞËÅ ÜÔÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ. åÓÌÉ f

0

ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ, ÔÏ,

ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÆÏÒÍÕÌÅ îØÀÔÏÎÁ{ìÅÊÂÎÉ�Á, f(b) = f(a) +

Z

b

a

f

0

(t) dt. ðÏ ÔÅÏ-
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ÒÅÍÅ Ï ÓÒÅÄÎÅÍ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞËÁ � ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ

Z

b

a

f

0

(t) dt= f

0

(�)(b � a),

ÏÔËÕÄÁ É ×ÙÔÅËÁÅÔ ÔÅÏÒÅÍÁ ìÁÇÒÁÎÖÁ. åÓÌÉ ÖÅ ÆÕÎË�ÉÑ f

0

ÎÅ ÎÅ-

�ÒÅÒÙ×ÎÁ, ÔÏ ÏÎÁ ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ É ÎÅÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÊ, É ÜÔÏ ÒÁÓÓÕ-

ÖÄÅÎÉÅ ÎÅ �ÒÏÈÏÄÉÔ. úÄÅÓØ ×ÙÒÕÞÁÅÔ ÔÁËÏÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. ìÅÇËÏ ×É-

ÄÅÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ Ë ÇÒÁÆÉËÕ ÆÕÎË�ÉÉ y = f(x), �Á-

ÒÁÌÌÅÌØÎÁÑ ÈÏÒÄÅ, �ÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ (a; f(a)) É (b; f(b)). �ÏÇÄÁ

f(b) = f(a) + f

0

(�)(b� a), ÇÄÅ �|ÁÂÓ�ÉÓÓÁ ÔÏÞËÉ ËÁÓÁÎÉÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÇÏ ×ÁÒÉÁÎÔÁ ÆÏÒÍÕÌÙ óÔÏËÓÁ ÓÏÏÔÎÏÓÉÔ-

ÓÑ Ó ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÇÏ ×ÁÒÉÁÎÔÁ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÔÁË ÖÅ,

ËÁË ×ÔÏÒÏÅ ÉÚ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÈ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ× ÔÅÏÒÅÍÙ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÓÏÏÔÎÏ-

ÓÉÔÓÑ Ó �ÅÒ×ÙÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ.

÷ ËÕÒÓÅ ÍÙ ÏÂÓÕÖÄÁÌÉ ÌÉÛØ ÌÏËÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ óÔÏËÓÁ, Ô. Å. ÆÏÒ-

ÍÕÌÕ óÔÏËÓÁ ÄÌÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ É ÄÌÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔ-

ÎÏÇÏ ËÕÂÁ × ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å. æÏÒÍÕÌÁ óÔÏËÓÁ ÄÌÑ ËÏÍ�ÁËÔ-

ÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ Ó ÇÌÁÄËÏÊ ÇÒÁÎÉ�ÅÊ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÅÅ ÌÏËÁÌØÎÏÍÕ ×ÁÒÉÁÎÔÕ

�ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉ�Ù (ÓÍ. ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ 2).

âÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔÉ.íÏÑ ÖÅÎÁ �.÷.âÅÌÏËÒÉÎÉ�ËÁÑ ÎÁÂÉÒÁÌÁ É ÒÅÄÁËÔÉ-

ÒÏ×ÁÌÁ ×ÓÅ Ó�ÉÓËÉ ÚÁÄÁÞ É ×ÓÅ ×ÁÒÉÁÎÔÙ ÜÔÏÊ ÂÒÏÛÀÒÙ. ÷.á.ëÉÓÕÎØËÏ,

é.á.ðÕÛËÁÒØ É ó.ð.þÕÌËÏ× ×ÅÓØ ÓÅÍÅÓÔÒ ×ÅÌÉ ÓÅÍÉÎÁÒÓËÉÅ ÚÁÎÑÔÉÑ.

ïÎÉ ×ÌÏÖÉÌÉ × ÜÔÏÔ ËÕÒÓ ÍÎÏÇÏ ÔÒÕÄÁ. óÌÕÛÁÔÅÌÉ ÁËÔÉ×ÎÏ ÒÅÛÁÌÉ ÚÁ-

ÄÁÞÉ É ÏÂÎÁÒÕÖÉÌÉ ÍÎÏÇÏ ÎÅÔÏÞÎÏÓÔÅÊ É Ï�ÅÞÁÔÏË. ÷ÓÅÍ ÉÍ Ñ �ÒÉÎÏÛÕ

Ó×ÏÀ ÂÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔØ.

ðÏÓ×ÑÝÅÎÉÅ. ÷ÔÏÒÏÇÏ ÎÏÑÂÒÑ 2003 ÇÏÄÁ ÉÓ�ÏÌÎÉÌÏÓØ 60 ÌÅÔ àÌÉÀ

óÅÒÇÅÅ×ÉÞÕ éÌØÑÛÅÎËÏ, Ó ËÏÔÏÒÙÍ ÍÙ ÄÒÕÖÉÍ ÂÅÚ ÍÁÌÏÇÏ �ÏÌ×ÅËÁ. üÔÁ

ÂÒÏÛÀÒÁ �ÏÓ×ÑÝÁÅÔÓÑ àÌÉÀ óÅÒÇÅÅ×ÉÞÕ.

1. �ÅÏÒÅÍÁ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×

ðÕÓÔØ A|ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ËÌÁÓÓ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R

n

. íÙ ×ÓÅ-

ÇÄÁ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÉÚ ËÌÁÓÓÁ A Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ �Ï-

ÎÑÔÉÅ ÏÂßÅÍÁ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ V (X) ÏÂßÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X.

äÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ ×ÁÖÅÎ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ �ÒÉÍÅÒ: A ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ËÕÂÏ×

�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R

n

, ÇÒÁÎÉ ËÏÔÏÒÙÈ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍ ÇÉ�ÅÒ-

�ÌÏÓËÏÓÔÑÍ É ËÏÔÏÒÙÅ ÌÅÖÁÔ ×ÎÕÔÒÉ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ËÕÂÁ

0 6 x

1

6 1; : : : ; 0 6 x

n

6 1 (ÏÓÏÂÅÎÎÏ ×ÁÖÅÎ ÓÌÕÞÁÊ n = 2). íÏÖÎÏ ÓÞÉ-

ÔÁÔØ, ÞÔÏ A|ËÌÁÓÓ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÉÚ ÜÔÏÇÏ �ÒÉÍÅÒÁ.

òÁÚÂÉÅÎÉÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �2A ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ V (�) 6= 0, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÅÇÏ

�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ × ×ÉÄÅ �=

m

S

i=1

�

i

, ÇÄÅ

1) �

i

2A, i= 1; : : : ;m;
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2) V (�

i

) 6= 0, i= 1; : : : ;m;

3) V (�

i

\�

j

) = 0, 16 i < j 6m.

óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ ÍÎÏÖÅÓÔ× A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÌÁÓÓÏÍ Ó ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍÉ,

ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á � 2 A ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ V (�) 6= 0, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ

ÅÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ � =

S

�

i

, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÄÉÁÍÅÔÒ ËÁÖÄÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �

i

ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÞÅÍ �ÏÌÏ×ÉÎÁ ÄÉÁÍÅÔÒÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �.

ëÌÁÓÓ ËÕÂÏ× × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R

n

(ÓÍ. ×ÙÛÅ) ÏÞÅ×ÉÄÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÌÁÓ-

ÓÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ× Ó ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍÉ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ F : A!R

p

, ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÕÀ ËÁ-

ÖÄÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ X ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ Ó ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ A ×ÅËÔÏÒ F (X)

�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R

p

.

óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ F Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÔÉ�Á ÍÅÒÙ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁ-

ÖÄÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á � É ËÁÖÄÏÇÏ ÅÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ �=

S

�

i

, ÇÄÅ �;�

i

2A,

Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï F (�) =

P

F (�

i

).

úÁÄÁÞÁ 1.1. ðÕÓÔØ �=

m

S

i=1

�

i

|ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �, É V (�) 6= 0.

ðÕÓÔØ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï F (�) =

P

F (�

i

). �ÏÇÄÁ

1) ÔÏÞËÁ

1

V (�)

F (�) �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R

p

ÌÅÖÉÔ ×ÎÕÔÒÉ ×Ù�ÕËÌÏÊ ÏÂÏ-

ÌÏÞËÉ ÔÏÞÅË

1

V (�

i

)

F (�

i

) ÜÔÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á;

2) ÅÓÌÉ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R

p

ÅÓÔØ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ (ÉÌÉ ÎÏÒ-

ÍÁ), ÔÏ ÓÒÅÄÉ ×ÅËÔÏÒÏ×

1

V (�

i

)

F (�

i

) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ×ÅËÔÏÒ,

ÉÍÅÀÝÉÊ ÎÅ ÍÅÎØÛÕÀ ÄÌÉÎÕ, ÞÅÍ ×ÅËÔÏÒ

1

V (�)

F (�).

úÁÄÁÞÁ 1.2. ðÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÑ F : A ! R

p

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÔÉ�Á

ÍÅÒÙ. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ � 2 A ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ V (�) 6= 0, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ

�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ×ÌÏÖÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× � ��

1

� : : :� �

m

� : : : ÔÁ-

ËÉÈ, ÞÔÏ 1) �

i

2 A; 2) V (�

i

) > 0; 3) ÄÉÁÍÅÔÒ �

m

6

1

2

m

(ÄÉÁÍÅÔÒ �);

4) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ (ËÏÎÅÞÎÙÊ ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ) �ÒÅÄÅÌ lim

i!1

F (�

i

)

V (�

i

)

;

5) lim

i!1







F (�

i

)

V (�

i

)







>







F (�)

V (�)







. úÄÅÓØ kak ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÄÌÉÎÕ ×ÅËÔÏÒÁ a ×

�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R

p

.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ× �

1

; : : :

: : : ;�

m

; : : : ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÔÏÞËÅ a (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: lim

i!1

�

i

= a), ÅÓÌÉ ÄÌÑ

ÌÀÂÏÇÏ " > 0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÏÍÅÒ N ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �

i

�ÒÉ

i > N ÌÅÖÁÔ × "-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. ðÕÓÔØ F : A! R

p

|ÆÕÎË�ÉÑ ÔÉ�Á ÍÅÒÙ. óËÁÖÅÍ,

ÞÔÏ F ÉÍÅÅÔ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ F

0

A

(a) 2 R

p

�Ï A × ÔÏÞËÅ a, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀ-

ÂÏÊ ÔÁËÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ× �

1

� : : :��

m

� : : : ÉÚ A, ÞÔÏ
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V (�

i

) 6= 0 É lim

i!1

�

i

= a, Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

lim

i!1

F (�

i

)

V (�

i

)

= F

0

A

(a):

úÁÄÁÞÁ 1.3. ðÕÓÔØ A | ËÌÁÓÓ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÏÂÌÁÓÔÉ U �ÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔ×Á R

n

, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ �ÏÎÑÔÉÅ ÏÂßÅÍÁ. ðÕÓÔØ f | ÎÅ-

�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ A ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R

p

. òÁÓ-

ÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ F ÎÁ A, ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÕÀ ËÁÖÄÏÍÕ � 2 A ×ÅËÔÏÒ

F (�) =

Z

�

f(x) dx

1

: : :dx

n

. �ÏÇÄÁ

1) F Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÔÉ�Á ÍÅÒÙ;

2) × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ a 2 U ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ F

0

A

(a), �ÒÉÞÅÍ F

0

A

(a) = f(a).

úÁÄÁÞÁ 1.4. 1) (��ÅÏÒÅÍÁ ìÁÇÒÁÎÖÁ�.) ðÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÑ F : A ! R

p

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÔÉ�Á ÍÅÒÙ É ÉÍÅÅÔ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ �Ï A × ËÁÖÄÏÊ

ÔÏÞËÅ a, �ÒÉÞÅÍ F

0

A

(a) = 0. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ � 2 A Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ-

×ÅÎÓÔ×Ï F (�) = 0.

2) ðÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÉ ÔÉ�Á ÍÅÒÙ F : A!R

p

É G : A!R

p

ÉÍÅÀÔ �ÒÏ-

ÉÚ×ÏÄÎÙÅ �Ï A × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ a, �ÒÉÞÅÍ F

0

A

(a) � G

0

A

(a). �ÏÇÄÁ ÆÕÎË-

�ÉÉ F É G ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ, Ô. Å. ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á � 2A Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï

ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï F (�) = G(�).

3) (�æÏÒÍÕÌÁ îØÀÔÏÎÁ{ìÅÊÂÎÉ�Á�.) åÓÌÉ F

0

A

|ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎË-

�ÉÑ, ÔÏ

F (�) =

Z

�

F

0

A

dx

1

^ : : :^ dx

n

:

úÁÄÁÞÁ 1.5. ðÕÓÔØ A| ËÌÁÓÓ ÏÔÒÅÚËÏ× ÎÁ �ÒÑÍÏÊ, ÌÅÖÁÝÉÈ ×ÎÕ-

ÔÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ [a; b℄, É �ÕÓÔØ f : [a; b℄!R

p

|�ÒÏÉÚ×ÏÌØ-

ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ F : A ! R ÆÏÒÍÕÌÏÊ F ([; d℄) =

= f(d) � f(). ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

1) ÆÕÎË�ÉÑ F Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÔÉ�Á ÍÅÒÙ;

2) ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ F

0

A

(a) ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕ-

ÅÍÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ f × ÔÏÞËÅ a, �ÒÉÞÅÍ F

0

A

(a) = f

0

(a);

3) ÅÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ f ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÏÔÒÅÚËÁ [a; b℄,

�ÒÉÞÅÍ f

0

� 0, ÔÏ f(a) = f(b) (ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 1.4, �. 1);

4) ÅÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ f ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÏÔÒÅÚËÁ É f

0

ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ, ÔÏ f(b) � f(a) =

Z

b

a

f

0

(�) d� (ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 1.4, �. 3).

2. æÏÒÍÕÌÁ óÔÏËÓÁ ÄÌÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ × ÅÄÉÎÉÞÎÏÍ ËÕÂÅ

îÁÞÎÅÍ Ó Ä×ÕÍÅÒÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ � ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ Ë×Á-

ÄÒÁÔ 06 x6 1, 06 y 6 1 ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ.
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úÁÄÁÞÁ 2.1. ðÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÑ Q : �!R

p

ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊ-

ÓÔ×ÁÍÉ. ÷Ï-�ÅÒ×ÙÈ, ÆÕÎË�ÉÉ Q

0

É Q

1

ÏÔ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ y, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ

�ÒÉ 0 6 y 6 1 ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ Q

0

(y) = Q(0; y), Q

1

(y) = Q(1; y), Ñ×ÌÑÀÔ-

ÓÑ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ. ÷Ï-×ÔÏÒÙÈ, ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï

Q

1

� Q

0

� C, ÇÄÅ C| �ÏÓÔÏÑÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ. �ÏÇÄÁ

Z

��

Q dy = C. áÎÁ-

ÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÉ P

0

É P

1

, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ �ÒÉ 06 x6 1 ÓÏÏÔÎÏÛÅ-

ÎÉÑÍÉ P

0

(x) = P (x; 0) É P

1

(x) = P (x; 1), ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙ É P

1

� P

0

= C,

ÔÏ

Z

��

P dx=�C.

úÁÄÁÞÁ 2.2. äÌÑ ÌÀÂÙÈ �ÏÓÔÏÑÎÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× A

1

, A

2

, A

3

, B

1

, B

2

, B

3

�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R

p

Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

Z

��

(A

1

+ A

2

x+ A

3

y) dx + (B

1

+ B

2

x+B

3

y) dy = (B

2

�A

3

):

úÁÄÁÞÁ 2.3. ðÕÓÔØ P É Q|ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ × ÏÂÌÁÓÔÉ � ÎÁ

�ÌÏÓËÏÓÔÉ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ × R

p

, �ÒÉÞÅÍ kPk<M É kQk<M . �ÏÇÄÁ ÄÌÑ

×ÓÑËÏÇÏ ËÏÎÔÕÒÁ  ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÄÌÉÎÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁ×ÎÁ L, Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á

Ï�ÅÎËÁ









Z



P (x; y) dx+Q(x; y) dy









6 2ML:

ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ � ÓÔÁÎÄÁÒÔ-

ÎÙÊ ËÕÂ 06 x

1

6 1; : : : ; 06 x

n

6 1 × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R

n

.

úÁÄÁÞÁ 2.4. ðÕÓÔØ !=P

1

dx

2

^ : : :^ dx

n

�P

2

dx

1

^ dx

3

^ : : :^ dx

n

+ : : :

: : :+ (�1)

n+1

P

n

dx

2

^ : : :^ dx

n

, ÇÄÅ P

i

|ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÆÕÎË-

�ÉÉ, Ô. Å. P

i

= A

i

+ A

i;1

x

1

+ : : : + A

i;n

x

n

, ÇÄÅ A

i

É A

i;j

| �ÏÓÔÏÑÎÎÙÅ

×ÅËÔÏÒÙ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R

p

. �ÏÇÄÁ

Z

��

! =

Z

�

d!, Ô. Å.

Z

��

! = A

1;1

+ : : :

: : :+ A

n;n

.

óÌÅÄÕÀÝÉÅ Ä×Å ÚÁÄÁÞÉ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÎÅ �ÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ.

úÁÄÁÞÁ 2.5. ðÕÓÔØ P

1

|ÆÕÎË�ÉÑ ËÌÁÓÓÁ C

1

ÎÁ �. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ËÕÂÁ �

É ÆÏÒÍÙ ! = P

1

dx

2

^ : : :^ dx

n

Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÆÏÒÍÕÌÁ óÔÏËÓÁ, Ô. Å.

Z

��

P

1

dx

2

^ : : :^ dx

n

=

Z

�

�P

1

�x

1

dx

1

^ : : :^ dx

n

:

õËÁÚÁÎÉÅ. ðÒÏÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÔØ ÆÕÎË�ÉÀ

�P

1

�x

1

�Ï �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x

1

É ×ÏÓ-

�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ îØÀÔÏÎÁ{ìÅÊÂÎÉ�Á.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ óÔÏËÓÁ ÍÙ ÎÅ

ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÆÏÒÍÕÌÙ îØÀÔÏÎÁ{ìÅÊÂÎÉ�Á, ÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍ ÅÅ ÍÎÏÇÏÍÅÒ-

ÎÏÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ (ÓÒ. ÚÁÄÁÞÕ 1.4, �. 3).

úÁÄÁÞÁ 2.6. äÏËÁÚÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ óÔÏËÓÁ × ËÕÂÅ � ÄÌÑ ÆÏÒÍÙ ! Ó ËÏ-

ÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ËÌÁÓÓÁ C

1

. ðÏÞÅÍÕ ÜÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÎÅ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÄÌÑ

ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ óÔÏËÓÁ × ËÕÂÅ �?
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3. ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ óÔÏËÓÁ × ÅÄÉÎÉÞÎÏÍ ËÕÂÅ

úÁÄÁÞÁ 3.1. ðÕÓÔØ A | ËÌÁÓÓ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÌÅÖÁÝÉÈ

×ÎÕÔÒÉ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ �, ÓÔÏÒÏÎÙ ËÏÔÏÒÙÈ �Á-

ÒÁÌÌÅÌØÎÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍ ÏÓÑÍ. ðÕÓÔØ P É Q| ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÆÕÎË-

�ÉÉ ÎÁ Ë×ÁÄÒÁÔÅ � ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ × R

p

. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ ÎÁ A,

ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÕÀ ËÁÖÄÏÍÕ Ë×ÁÄÒÁÔÕ �

0

2 A ×ÅËÔÏÒ F (�

0

), ÒÁ×ÎÙÊ

Z

��

0

P dx+Q dy. �ÏÇÄÁ

1) ÆÕÎË�ÉÑ F : A!R

p

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÔÉ�Á ÍÅÒÙ;

2) ÅÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÉ P É Q ÉÍÅÀÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌ × ÔÏÞËÅ a, ÔÏ ÆÕÎË-

�ÉÑ F ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ �Ï A × ÔÏÞËÅ a, �ÒÉÞÅÍ F

0

A

(a)=�

�P

�y

(a)+

�Q

�x

(a).

õËÁÚÁÎÉÅ. óÍ. ÚÁÄÁÞÉ 2.2 É 2.3.

úÁÄÁÞÁ 3.2 (ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ óÔÏËÓÁ ÄÌÑ Ë×ÁÄÒÁÔÁ). ðÕÓÔØ

1) ÆÕÎË�ÉÉ P É Q, �ÒÉÎÉÍÁÀÝÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ × R

p

, ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙ × Ë×Á-

ÄÒÁÔÅ �, 2) × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ Ë×ÁÄÒÁÔÁ � ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÜÔÉÈ ÆÕÎË-

�ÉÊ ÉÍÅÅÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌ, 3) ÆÕÎË�ÉÑ �

�P

�y

+

�Q

�x

ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ × �.

�ÏÇÄÁ

Z

��

P dx + Q dy =

Z

�

�

�

�P

�y

+

�Q

�x

�

dx ^ dy. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ

�

�P

�y

+

�Q

�x

� 0, ÔÏ

Z

��

P dx+Q dy = 0.

õËÁÚÁÎÉÅ. óÍ. ÚÁÄÁÞÕ 3.1 É �. 3 × ÚÁÄÁÞÅ 1.4.

úÁÄÁÞÁ 3.3 (ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ óÔÏËÓÁ ÄÌÑ ËÕÂÁ). ðÕÓÔØ ! =

= P

1

dx

2

^ : : :^ dx

n

� P

2

dx

1

^ dx

3

^ : : :^ dx

n

+ : : :+ (�1)

n+1

P

n

dx

1

^ : : :

: : :^ dx

n�1

, ÇÄÅ P

i

|ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ × ËÕÂÅ � �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R

n

.

ðÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÉ P

1

; : : : ; P

n

ÉÍÅÀÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÙ × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ËÕ-

ÂÁ �, �ÒÉÞÅÍ ÆÕÎË�ÉÑ F =

�P

1

�x

1

+ : : : +

�P

n

�x

n

ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ × �. �ÏÇÄÁ

Z

��

! =

Z

�

F dx

1

^ : : :^ dx

n

.

îÉÖÅ ÍÙ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ óÔÏËÓÁ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ËÕ-

ÂÏ×, ÎÏ É ÄÌÑ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R

n

, ÉÍÅÀÝÉÈ ÇÌÁÄ-

ËÕÀ ÇÒÁÎÉ�Õ (× ÏÓÎÏ×ÎÏÍ, ÎÁÍ ×ÁÖÅÎ ÓÌÕÞÁÊ n = 2). ðÅÒÅÈÏÄ ÏÔ ËÕÂÁ

Ë ÏÂÌÁÓÔÉ Ó ÇÌÁÄËÏÊ ÇÒÁÎÉ�ÅÊ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÅÎ É ÄÅÌÁÅÔÓÑ �ÒÉ

�ÏÍÏÝÉ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉ�Ù. äÌÑ �ÏÌÎÏÔÙ ËÁÒÔÉÎÙ ÍÙ �ÒÉ×ÏÄÉÍ ÜÔÏ

ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ × �ÕÎËÔÅ 18 (ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ 2).

îÁ�ÏÍÎÉÍ ÆÏÒÍÕÌÕ óÔÏËÓÁ ÄÌÑ 1-ÆÏÒÍ ÎÁ ÇÌÁÄËÉÈ ËÒÉ×ÙÈ.

úÁÄÁÞÁ 3.4. ðÕÓÔØ ! = P

1

dx

1

+ : : :+ P

n

dx

n

, ÇÄÅ P

1

; : : : ; P

n

|ÎÅ�ÒÅ-

ÒÙ×ÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ × ÏÂÌÁÓÔÉ U �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R

n

ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ × �ÒÏ-

ÓÔÒÁÎÓÔ×Å R

p

. äÏ�ÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ �ÕÔÉ  × ÏÂÌÁ-

ÓÔÉ U Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

Z



! = 0. æÉËÓÉÒÕÅÍ ÔÏÞËÕ x

0

2 U . ï�ÒÅ-

ÄÅÌÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ F × ÏÂÌÁÓÔÉ U ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ: F (a) =

Z



!, ÇÄÅ
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|ÌÀÂÁÑ ËÒÉ×ÁÑ × ÏÂÌÁÓÔÉ U , ÎÁÞÉÎÁÀÝÁÑÓÑ × ÔÏÞËÅ x

0

É ÚÁËÁÎÞÉ×Á-

ÀÝÁÑÓÑ × ÔÏÞËÅ a. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

1) ÆÕÎË�ÉÑ F Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ËÏÒÒÅËÔÎÏ, Ô. Å. ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ;

2) ÆÕÎË�ÉÑ F × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÉÍÅÅÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌ dF É ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ

ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

dF = P

1

dx

1

+ : : :+ P

n

dx

n

:

úÁÄÁÞÁ 3.5. ðÕÓÔØ F |ÆÕÎË�ÉÑ × ÏÂÌÁÓÔÉ U ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ × �ÒÏ-

ÓÔÒÁÎÓÔ×Å R

p

, ÉÍÅÀÝÁÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÞÁÓÔÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ P

1

; : : : ; P

n

,

É dF =P

1

dx

1

+ : : :+P

n

dx

n

. �ÏÇÄÁ

Z



P

1

dx

1

+ : : :+P

n

dx

n

=F (b)�F (a),

ÇÄÅ b É a|ËÏÎÅ� É ÎÁÞÁÌÏ ËÒÉ×ÏÊ  2 U .

4. ìÉÎÅÊÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ É ÔÅÏÒÅÍÁ ëÏÛÉ

÷ ÜÔÏÍ �ÕÎËÔÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÔØ �ÌÏÓËÏÓÔØ R

2

Ó ËÏÍ�ÌÅËÓ-

ÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔØÀ (ÓÉÎÏÎÉÍ: �ËÏÍ�ÌÅËÓÎÁÑ �ÒÑÍÁÑ�), ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÑ ÔÏÞËÅ

(x; y) ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ z = x+ iy. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ

ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A : R

2

!R

2

ÉÚ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ × ÓÅÂÑ.

úÁÄÁÞÁ 4.1. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A(x; y) = P

1

x + P

2

y, ÇÄÅ P

1

; P

2

2 C , ÅÄÉÎ-

ÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ A(x; y) = Q

1

z + Q

2

z. ðÒÉ ÜÔÏÍ

Q

1

=

1

2

(P

1

� iP

2

), Q

2

=

1

2

(P

1

+ iP

2

). ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉ�Ù ÏÔÏÂÒÁÖÅ-

ÎÉÑ A �ÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ, ÅÓÌÉ jQ

1

j > jQ

2

j, ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌÅÎ, ÅÓÌÉ jQ

1

j < jQ

2

j, É

ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ, ÅÓÌÉ jQ

1

j = jQ

2

j. åÓÌÉ jQ

1

j = jQ

2

j 6= 0, ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A

�ÅÒÅ×ÏÄÉÔ × ÎÕÌØ �ÒÑÍÕÀ z = �z

0

, ÇÄÅ � 2R, Á z

0

=

r

�

Q

1

Q

2

.

ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ U|ÏÂÌÁÓÔØ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ É f : U !R

2

|ÄÉÆ-

ÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (Ô. Å. Õ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÓÕ-

ÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌ), É df =

�f

�x

dx +

�f

�y

dy|ÅÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌ.

éÍÅÅÍ: df =

1

2

�

�f

�x

� i

�f

�y

�

dz +

1

2

�

�f

�x

+ i

�f

�y

�

dz. þÉÓÌÏ

1

2

�

�f

�x

� i

�f

�y

�

ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ

�f

�z

, Á ÞÉÓÌÏ

1

2

�

�f

�x

+ i

�f

�y

�

ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ

�f

�z

. ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅ-

ÎÉÀ df =

�f

�z

dz +

�f

�z

dz.

ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ f

0

(a) ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÚÎÁÞÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f × ÔÏÞËÅ a 2 C ÎÁ-

ÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ lim

z!0

f(a + z)� f(a)

z

.

úÁÄÁÞÁ 4.2. 1) åÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : U ! R

2

ÉÍÅÅÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌ

× ÔÏÞËÅ a É

�f

�z

(a) = 0, ÔÏ, ×Ï-�ÅÒ×ÙÈ, ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �Ï×ÏÒÏ-

ÔÏÍ (ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÕÇÏÌ �) Ó ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÅÍ (× � ÒÁÚ, ÇÄÅ �|ÎÅËÏÔÏÒÏÅ
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ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ), ×Ï-×ÔÏÒÙÈ, Õ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÚÎÁÞÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f

ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ f

0

(a). ðÒÉ ÜÔÏÍ f

0

(a) =

�f

�z

(a), arg f

0

(a) = �,

jf

0

(a)j= �.

2) ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f

ÉÍÅÅÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌ × ÔÏÞËÅ a. ðÒÉ ÜÔÏÍ, ×Ï-�ÅÒ×ÙÈ,

�f

�z

(a) = 0 É

�f

�z

(a) = f

0

(a) É, ×Ï-×ÔÏÒÙÈ, ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌ ÜÔÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ|�Ï×Ï-

ÒÏÔ (ÎÁ ÕÇÏÌ arg f

0

(a)) Ó ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÅÍ (× jf

0

(a)j ÒÁÚ).

úÁÄÁÞÁ 4.2 ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ Ä×ÕÈ Ï�ÒÅÄÅ-

ÌÅÎÉÊ.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1 (ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ �Ï çÕÒÓÁ). æÕÎË�ÉÑ f ÎÁ-

ÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ × ÏÂÌÁÓÔÉ U , ÅÓÌÉ × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÏÂÌÁÓÔÉ U

Õ ÆÕÎË�ÉÉ f ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÁÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. æÕÎË�ÉÑ f ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ × ÏÂÌÁÓÔÉ U ,

ÅÓÌÉ × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÏÂÌÁÓÔÉ U ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : U ! C ÄÉÆÆÅÒÅÎ�É-

ÒÕÅÍÏ, �ÒÉÞÅÍ

�f

�z

� 0 (Ô. Å. ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ| �Ï×ÏÒÏÔ Ó

ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÅÍ).

úÁÄÁÞÁ 4.3. æÕÎË�ÉÑ f ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ × ÏÂÌÁÓÔÉ U , ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ

Õ ÆÏÒÍÙ ! = f(z) dz = f(z) dx + if(z) dy ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÉÍÅÀÔ �ÅÒ×ÙÅ

ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÙ É d! � 0.

úÁÄÁÞÁ 4.4. æÕÎË�ÉÑ f=u+iv ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ × ÏÂÌÁÓÔÉ U , ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ

ÅÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÉ u, v ÉÍÅÀÔ �ÅÒ×ÙÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÙ × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÏÂÌÁ-

ÓÔÉ É ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ëÏÛÉ{òÉÍÁÎÁ

�u

�x

�

�v

�y

,

�u

�y

� �

�v

�x

.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. æÕÎË�ÉÑ f ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ×�ÌÏÔØ ÄÏ

ÇÒÁÎÉ�Ù ÏÂÌÁÓÔÉ U , ÅÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ f Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ É ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ × ÎÅËÏ-

ÔÏÒÏÊ ÂÏÌØÛÅÊ ÏÂÌÁÓÔÉ V , ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÏÂÌÁÓÔÉ U .

úÁÄÁÞÁ 4.5 (�ÅÏÒÅÍÁ ëÏÛÉ). äÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f , ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ

×�ÌÏÔØ ÄÏ ÇÒÁÎÉ�Ù ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ U Ó ÇÌÁÄËÏÊ ÇÒÁÎÉ�ÅÊ �U ,

Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï

Z

�U

f dz = 0:

õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÚÁÄÁÞÅÊ 4.3 É ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

óÔÏËÓÁ ÄÌÑ ÏÂÌÁÓÔÅÊ Ó ÇÌÁÄËÏÊ ÇÒÁÎÉ�ÅÊ.

úÁÄÁÞÁ 4.6. ðÕÓÔØ f(z) | ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ × ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÏÊ

ÏÂÌÁÓÔÉ U . ðÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ F (z) =

Z

z

z

0

f(z) dz Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ËÏÒ-

ÒÅËÔÎÏ É ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ. úÄÅÓØ

Z

z

z

0

f(z) dz|ÜÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÆÕÎË�ÉÉ f �Ï

ÌÀÂÏÊ ÌÅÖÁÝÅÊ × ÏÂÌÁÓÔÉ U ÇÌÁÄËÏÊ ËÒÉ×ÏÊ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÅÊÓÑ × ÔÏÞËÅ z

0

É ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÀÝÅÊÓÑ × ÔÏÞËÅ z. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ F

0

(z) = f(z).

õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ëÏÛÉ É ÚÁÄÁÞÅÊ 3.4.
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5. æÏÒÍÁ

dz

z

É ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ëÏÛÉ

úÁÄÁÞÁ 5.1. 1) ðÕÓÔØ f : U ! C , g : U ! C|ÌÀÂÙÅ ÇÌÁÄËÉÅ ËÏÍ�ÌÅËÓ-

ÎÏÚÎÁÞÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ ÏÂÌÁÓÔÉ U �R

n

. �ÏÇÄÁ

d(fg)

fg

=

df

f

+

dg

g

.

2) ðÒÉÍÅÎÉÔØ 1) Ë ÆÕÎË�ÉÑÍ f = jzj É g = os' + i sin' É ÄÏËÁÚÁÔØ

ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ

dz

z

=

djzj

jzj

+ i d', ÇÄÅ '= arg z.

úÁÄÁÞÁ 5.2. 1) ðÕÓÔØ ÏÂÌÁÓÔØ U ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÅ ÏÈ×ÁÔÙ×ÁÅÔ ÔÏÞËÕ 0

É ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÞËÕ 1, É �ÕÓÔØ arg : U !R|ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÁÑ ×ÅÔ×Ø ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ

ÎÁ ÏÂÌÁÓÔÉ U (ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ arg 1 = 0). �ÏÇÄÁ

Z

z

1

dz

z

= ln jzj+ i arg z (�ÒÉ z 2 U ):

2) éÎÔÅÇÒÁÌ

Z



dz

z

�Ï ËÏÎÔÕÒÕ , ÏÄÉÎ ÒÁÚ ÏÂÈÏÄÑÝÅÍÕ ÔÏÞËÕ ÎÕÌØ

(ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, �Ï ÇÒÁÎÉ�Å  = �U ×Ù�ÕËÌÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ U , ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÔÏÞËÕ

ÎÕÌØ), ÒÁ×ÅÎ 2�i.

íÙ ×ÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ

Z

z

1

dz

z

× ÚÁÄÁÞÁÈ 5.12{5.14. á ÓÅÊÞÁÓ �Å-

ÒÅÊÄÅÍ Ë ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ëÏÛÉ.

úÁÄÁÞÁ 5.3 (ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ëÏÛÉ). ðÕÓÔØ f|ÆÕÎË�ÉÑ, ÁÎÁ-

ÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ×�ÌÏÔØ ÄÏ ÇÒÁÎÉ�Ù ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ U , ÉÍÅÀÝÅÊ ÇÌÁÄ-

ËÕÀ ÇÒÁÎÉ�Õ �U . �ÏÇÄÁ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ

ëÏÛÉ:

1

2�i

Z

�U

f(z)

z � z

0

dz = f(z

0

):

õËÁÚÁÎÉÅ. ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÏÂÌÁÓÔØ U × ×ÉÄÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ ÍÁÌÏÇÏ ÚÁ-

ÍËÎÕÔÏÇÏ ËÒÕÇÁ B Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ z

0

É ÏÂÌÁÓÔÉ V = U nB. �ÏÇÄÁ

Z

�U

f(z) dz

z � z

0

=

Z

�V

f(z) dz

(z � z

0

)

+

Z

�B

f(z)dz

z � z

0

:

ðÅÒ×ÙÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÔÅÏÒÅÍÙ ëÏÛÉ.

÷ÔÏÒÏÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÍÁÌÏ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ

Z

�B

f(z

0

) dz

z � z

0

, ËÏÔÏÒÙÊ

×ÙÞÉÓÌÅÎ × ÚÁÄÁÞÅ 5.2.

úÁÄÁÞÁ 5.4. ðÕÓÔØ �|ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, �ÒÉÞÅÍ j�j< jz � z

0

j. �ÏÇ-

ÄÁ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

1

z � z

0

��

=

�

1 +

�

z � z

0

+ : : :+

�

n

(z � z

0

)

n

+ : : :

�

1

z � z

0

=

1

X

n=0

�

n

(z � z

0

)

n+1

;

�ÒÉÞÅÍ ÒÑÄ, ÓÔÏÑÝÉÊ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ

× ËÁÖÄÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ jz � z

0

j> j�j+ " �ÒÉ " > 0.
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úÁÄÁÞÁ 5.5. ÷ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÚÁÄÁÞÉ 5.3 ÄÏËÁÚÁÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

f

(n)

(z

0

) =

n!

2�i

Z

�U

f(z)dz

(z � z

0

)

n+1

:

õËÁÚÁÎÉÅ. óÍ. ÚÁÄÁÞÕ 5.3.

úÁÄÁÞÁ 5.6. ðÕÓÔØ, × ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÚÁÄÁÞÉ 5.3,R|ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ z

0

ÄÏ ÇÒÁÎÉ�Ù ÏÂÌÁÓÔÉ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ j�j< R Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

f(z

0

+�) = f(z

0

) + f

0

(z

0

)� + : : :+

1

n!

f

(n)

(z

0

)�

n

+ : : : :

ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ × ÏÂÌÁÓÔÉ j�j < R � ", ÇÄÅ

"|ÌÀÂÏÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.

õËÁÚÁÎÉÅ. óÍ. ÚÁÄÁÞÉ 5.3 É 5.4.

úÁÄÁÞÁ 5.7. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ.

õËÁÚÁÎÉÅ. óÍ. ÚÁÄÁÞÕ 5.5.

úÁÄÁÞÁ 5.8 (ÔÅÏÒÅÍÁ íÏÒÅÒÁ). ðÕÓÔØ f(z) |ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ËÏÍ�ÌÅËÓ-

ÎÏÚÎÁÞÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ × ÏÂÌÁÓÔÉ U , �ÒÉÞÅÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÆÏÒÍÙ f(z) dz �Ï

ÌÀÂÏÍÕ ÚÁÍËÎÕÔÏÍÕ ËÏÎÔÕÒÕ, ÌÅÖÁÝÅÍÕ × ÏÂÌÁÓÔÉ U , ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ. �Ï-

ÇÄÁ ÆÕÎË�ÉÑ f ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ × ÏÂÌÁÓÔÉ U .

õËÁÚÁÎÉÅ. óÍ. ÚÁÄÁÞÉ 3.4 É 5.7.

úÁÄÁÞÁ 5.9. ðÕÓÔØ f|ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÊ �ÒÅÄÅÌ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ

× ÏÂÌÁÓÔÉ U . �ÏÇÄÁ f|ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ × ÏÂÌÁÓÔÉ U .

õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ íÏÒÅÒÁ.

úÁÄÁÞÁ 5.10 (Ï�ÅÎËÉ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ Ó �ÏÔÅÒÅÊ ÏÂÌÁÓÔÉ). ðÕÓÔØ ÆÕÎË-

�ÉÑ f ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ × ÏÂÌÁÓÔÉ U , L | ÄÌÉÎÁ ÇÒÁÎÉ�Ù ÏÂÌÁÓÔÉ U ,

É M |ÍÁËÓÉÍÕÍ ÍÏÄÕÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ f × U . �ÏÇÄÁ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á Ï�ÅÎËÁ

kf

(k)

(z)k 6

k!ML

2�r(z)

k+1

, ÇÄÅ r(z) | ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ z ÄÏ ÇÒÁÎÉ�Ù

ÏÂÌÁÓÔÉ.

õËÁÚÁÎÉÅ. óÍ. ÚÁÄÁÞÕ 5.5.

úÁÄÁÞÁ 5.11 (ÔÅÏÒÅÍÁ ìÉÕ×ÉÌÌÑ). æÕÎË�ÉÑ, ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÎÁ

×Ó£Í C , ÍÏÄÕÌØ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ.

õËÁÚÁÎÉÅ. óÍ. ÚÁÄÁÞÕ 5.10 ÄÌÑ k = 1.

úÁÄÁÞÁ 5.12. íÎÏÇÏÚÎÁÞÎÁÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ln z =

Z

z

1

dz

z

=

= ln jzj+ i arg z (ÆÕÎË�ÉÑ arg z Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ

2k�) ÉÍÅÅÔ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÕÀ ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ: ÅÓÌÉ ln z = u = u

1

+ iu

2

,

ÔÏ z = e

u

1

(os u

2

+ i sinu

2

). üÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÜËÓ�ÏÎÅÎÔÏÊ.

úÁÄÁÞÁ 5.13. éÚ ÚÁÄÁÞÉ 6.1 ÂÕÄÅÔ ÓÌÅÄÏ×ÁÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ y = exp z

ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ (×Ï ×ÓÅÊ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ). ðÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ y

0

= y É

ÞÔÏ y

(n)

= y ÄÌÑ ×ÓÅÈ n. òÑÄ �ÅÊÌÏÒÁ exp z ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë exp z ×Ï ×ÓÅÊ
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ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ (ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 5.6). ðÏÜÔÏÍÕ

exp z = 1 + z +

z

2

2

+ : : :+

z

n

n!

+ : : : :

úÁÄÁÞÁ 5.14. ðÕÓÔØ  : [0; 1℄ ! (C n 0) | ËÒÉ×ÁÑ ÎÁ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ

�ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÎÅ �ÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÎÕÌØ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÏ×ÕÀ ËÒÉ×ÕÀ



1

: [0; 1℄! C , ÇÄÅ 

1

= a, a 2 C , a 6= 0. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

Z



dz

z

=

Z



1

dz

z

.

úÁÄÁÞÁ 5.15. ðÕÓÔØ 

1

: [0; 1℄! (C n 0) É 

2

: [0; 1℄! (C n 0)|�ÕÔÉ ÎÁ

�ÒÏËÏÌÏÔÏÊ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÅÓÑ × ÔÏÞËÅ 1 É ËÏÎÞÁÀÝÉ-

ÅÓÑ × ÔÏÞËÁÈ a É b ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, �

1

= a� 1, �

2

= b� 1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ

ËÒÉ×ÕÀ , Ñ×ÌÑÀÝÕÀÓÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ËÒÉ×ÙÈ 

1

É a

2

. ëÒÉ×ÁÑ  Ó×ÑÚ-

ÎÁ. ïÎÁ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ × ÔÏÞËÅ 1 É ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ × ÔÏÞËÅ ab. ðÒÏ×ÅÒÉÔØ,

ÞÔÏ

Z



dz

z

=

Z



1

dz

z

+

Z



2

dz

z

, Ô. Å. ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ×ÅÔ×ÅÊ ÆÕÎË�ÉÉ ln z

Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ln(ab) = lna + ln b. ÷Ù×ÅÓÔÉ ÏÔÓÀÄÁ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

exp(a+ b) = exp a exp b.

6. ìÏËÁÌØÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ

úÁÄÁÞÁ 6.1 (ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ). ðÕÓÔØ f |ÁÎÁÌÉÔÉÞÅ-

ÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a, �ÒÉÞÅÍ f

0

(a) 6= 0. �ÏÇÄÁ f ×ÚÁÉÍ-

ÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ a ÎÁ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ

f(a), �ÒÉÞÅÍ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ.

õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÄÌÑ ÏÔÏ-

ÂÒÁÖÅÎÉÑ f , ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ ËÁË ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ×

�ÌÏÓËÏÓÔØ.

úÁÄÁÞÁ 6.2. íÎÏÇÏÚÎÁÞÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f(z) = z

1=n

(Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÒÁ×ÅÎ-

ÓÔ×ÏÍ (f(z))

n

= z) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ:

1) z

1=n

= jzj

1=n

�

os

'

n

+ i sin

'

n

�

, ÇÄÅ ' = arg z + 2k�;

2) z

1=n

= exp

�

1

n

ln z

�

úÁÄÁÞÁ 6.3. 1) ðÕÓÔØ f

0

(z

0

) = : : := f

(k�1)

(z

0

) = 0, ÎÏ f

(k)

(z

0

) 6= 0. åÓÌÉ

� ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏ, ÔÏ f(z

0

+ �) = f(z

0

) + �

k

'(z

0

+ �), ÇÄÅ '|ÁÎÁ-

ÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, �ÒÉÞÅÍ '(z

0

) 6= 0.

2) óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ g ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ f(z

0

)+ (g(z))

k

=

= f(z), �ÒÉÞÅÍ g

0

(z

0

) 6= 0 (ÏÂÌÁÓÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ g ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ

ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ ÏÂÌÁÓÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ f).

3) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ × ÕÓÌÏ×ÉÑÈ �. 1) ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f

ÎÅ�ÏÓÔÏÑÎÎÁ, ÔÏ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ z

0

ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÇÏÌÏÍÏÒÆ-

ÎÁÑ ÚÁÍÅÎÁ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ u = u(z), z = z(u), ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

f(z(u)) = u

k

+ f(z

0

). (÷Ï�ÒÏÓ �. 3|�ÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ ×Ï�ÒÏÓÁ �. 2.)
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úÁÄÁÞÁ 6.4. ðÕÓÔØ U |Ó×ÑÚÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, É f : U ! C |

ÎÅ�ÏÓÔÏÑÎÎÁÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ. �ÏÇÄÁ

1) f ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÏÂÌÁÓÔÉ (Ô. Å. ÏÂÒÁÚ f(U

1

) ËÁÖÄÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏ-

ÖÅÓÔ×Á U

1

� U Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ);

2) �ÒÏÏÂÒÁÚ f

�1

(a) ËÁÖÄÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ a ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ

ÔÏÞÅË.

úÁÄÁÞÁ 6.5. åÓÌÉ ÎÅ�ÏÓÔÏÑÎÎÁÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ × Ó×ÑÚÎÏÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ-

ÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ U ÆÕÎË�ÉÑ f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ×�ÌÏÔØ ÄÏ ÇÒÁÎÉ�Ù �U , ÔÏ ÆÕÎË-

�ÉÑ jf j ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ÎÁ ÇÒÁÎÉ�Å �U ÏÂÌÁÓÔÉ U . åÓÌÉ f ÎÅ ÏÂÒÁ-

ÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ ÎÉ × ËÁËÏÊ ÔÏÞËÅ z

0

2 U , ÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ jf j ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÍÉ-

ÎÉÍÕÍÁ ÎÁ ÇÒÁÎÉ�Å ÏÂÌÁÓÔÉ.

õËÁÚÁÎÉÅ. óÍ. ÚÁÄÁÞÕ 6.4.

úÁÄÁÞÁ 6.6. éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÚÁÄÁÞÕ 6.5, ÄÏËÁÚÁÔØ ÏÓÎÏ×ÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ ÁÌÇÅ-

ÂÒÙ: ×ÓÑËÉÊ �ÏÌÉÎÏÍ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÉÍÅÅÔ ËÏÒÅÎØ.

7. éÎ×ÅÒÓÉÑ

éÎ×ÅÒÓÉÅÊ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R

n

ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÆÅÒÙ ÒÁÄÉÕÓÁ R Ó �ÅÎ-

ÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ ÔÏÞËÕ x ×

ÔÏÞËÕ y ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ

1) ÌÕÞ ÉÚ ÔÏÞËÉ A, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ x, ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÞËÕ y;

2) �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ �(A;x) � �(A;y), ÇÄÅ �(�; �)|ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ Ä×Õ-

ÍÑ ÔÏÞËÁÍÉ, ÒÁ×ÎÏ R

2

.

ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÉÎ×ÅÒÓÉÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ × ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ x 2R

n

, ÏÔÌÉÞ-

ÎÏÊ ÏÔ A.

úÁÄÁÞÁ 7.1. 1) äÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÉÎ×ÅÒÓÉÉ � Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

� Æ � = id, ÇÄÅ id|ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ.

2) ðÕÓÔØ �

1

É �

2

|ÉÎ×ÅÒÓÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÆÅÒ ÒÁÄÉÕÓÏ× R

1

É R

2

Ó

�ÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ ÎÕÌØ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �

2

= � Æ �

1

, ÇÄÅ �| ÇÏÍÏÔÅÔÉÑ Ó

ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ (R

2

=R

1

)

2

.

3) éÎ×ÅÒÓÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÆÅÒÙ ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÜÔÕ ÓÆÅÒÕ ÎÁ ÍÅÓÔÅ.

÷ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ a ÓÆÅÒÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌ ÉÎ×ÅÒÓÉÉ | ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ ÏÔÎÏ-

ÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ, ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë ÓÆÅÒÅ × ÔÏÞËÅ a.

4) äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌ ÉÎ×ÅÒÓÉÉ × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÅ | ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ

ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ (ËÁËÏÊ?) É ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÑ (×Ï

ÓËÏÌØËÏ ÒÁÚ?). ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÉÎ×ÅÒÓÉÑ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÕÇÌÙ ÍÅÖÄÕ ÌÀÂÙÍÉ

ËÒÉ×ÙÍÉ.

úÁÄÁÞÁ 7.2 (�Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÊ ÔÒÅÈÞÌÅÎ� × Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R

n

).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Å×ËÌÉÄÏ×Ï �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï R

n

É ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

ahx;xi + hb;xi+ = 0; (1)
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ÇÄÅ a; |ÄÁÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, b|ÄÁÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ × R

n

, x|ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÊ ×ÅË-

ÔÏÒ × R

n

É h ; i|ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ.

1) åÓÌÉ a= 0, ÎÏ b 6= 0, ÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (1) Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ.

2) åÓÌÉ = 0, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÕÌÅ×ÏÊ ×ÅËÔÏÒ.

3) ðÕÓÔØ a 6= 0. åÓÌÉ �ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ� D = hb; bi � 4a ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌÅÎ,

ÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (1) ÎÅÓÏ×ÍÅÓÔÎÏ. åÓÌÉ D > 0, ÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅÍ x ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1)

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÀÂÁÑ ÔÏÞËÁ x 2R

n

, ÎÁÈÏÄÑÝÁÑÓÑ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ

p

D

2a

ÏÔ ÔÏÞËÉ

x

0

=

�b

2a

. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1)|ÜÔÏ ÓÆÅÒÁ.

úÁÄÁÞÁ 7.3. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÎ×ÅÒÓÉÀ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÆÅÒÙ ÒÁÄÉÕÓÁ 1 Ó

�ÅÎÔÒÏÍ × ÎÕÌÅ.

1) üÔÁ ÉÎ×ÅÒÓÉÑ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ u(x) = x=hx;xi. ïÂÒÁÔÎÏÅ �ÒÅ-

ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ x(u) = u=hu;ui. îÁ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ �ÌÏÓ-

ËÏÓÔÉ × ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÜÔÉ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ Ï�ÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ

ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ u= 1=x, x= 1=u.

2) üÔÁ ÉÎ×ÅÒÓÉÑ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ahx;xi + hb;xi +

+ = 0 × ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ hu;ui+ hb;ui+ a= 0.

3) ðÒÉ ÜÔÏÊ ÉÎ×ÅÒÓÉÉ: ÓÆÅÒÙ, ÎÅ �ÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÎÕÌØ, �ÅÒÅÈÏÄÑÔ

× ÓÆÅÒÙ, ÎÅ �ÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÎÕÌØ; ÓÆÅÒÙ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÎÕÌØ,

�ÅÒÅÈÏÄÑÔ × ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÎÅ �ÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÎÕÌØ, É ÎÁÏÂÏÒÏÔ.

4) ðÒÑÍÙÅ É ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ × R

3

�ÅÒÅÈÏÄÑÔ × �ÒÑÍÙÅ É ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.

(ëÏÇÄÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ �ÅÒÅÈÏÄÉÔ × �ÒÑÍÕÀ?)

úÁÄÁÞÁ 7.4 (ÚÁÄÁÞÁ ëÏËÓÔÅÒÁ). ðÕÓÔØ ÓÆÅÒÙ S

1

, S

2

, S

3

É S

4

× ÔÒÅÈ-

ÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÌÅÖÁÔ ×ÎÅ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ É ËÁÓÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ.

ðÏÓÔÒÏÉÍ ÓÆÅÒÕ S

5

, ËÁÓÁÀÝÕÀÓÑ ÓÆÅÒ S

1

, S

2

, S

3

É S

4

. úÁÔÅÍ �ÏÓÔÒÏÉÍ

ÓÆÅÒÕ S

6

, ËÁÓÁÀÝÕÀÓÑ ÓÆÅÒ S

1

, S

2

, S

3

É S

5

ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ S

6

6= S

4

. úÁ-

ÔÅÍ �ÏÓÔÒÏÉÍ ÓÆÅÒÕ S

7

, ËÁÓÁÀÝÕÀÓÑ ÓÆÅÒ S

1

, S

2

, S

3

É S

6

ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ

S

7

6= S

5

, É Ô. Ä. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅÇÄÁ S

10

= S

4

.

úÁÄÁÞÁ 7.5. óÔÅÒÅÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÁÑ �ÒÏÅË�ÉÑ ÓÆÅÒÙ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔØ |

ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ ÓÆÅÒÕ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÉÎ×ÅÒÓÉÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R

3

(ËÁËÏÊ?).

ðÏÜÔÏÍÕ ÓÔÅÒÅÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÁÑ �ÒÏÅË�ÉÑ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÎÁ ÓÆÅÒÅ

× ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ É �ÒÑÍÙÅ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ É ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÕÇÌÙ ÍÅÖÄÕ ËÒÉ×ÙÍÉ.

úÁÄÁÞÁ 7.6. æÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÁ ÓÆÅÒÅ S × R

3

ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ, �ÒÏÔÉ×Ï�Ï-

ÌÏÖÎÕÀ ÏÂÙÞÎÏÊ, Ô. Å. ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÎÏÒÍÁÌÉ É �ÁÒÁ

�ÒÁ×ÉÌØÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÎÁ ÓÆÅÒÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× × ÔÏÞËÅ

a 2 S ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÔÒÏÊËÕ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× × R

3

.

1) óÔÅÒÅÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÁÑ �ÒÏÅË�ÉÑ ÉÚ �ÓÅ×ÅÒÎÏÇÏ �ÏÌÀÓÁ� ÎÁ ÓÆÅÒÅ ÎÁ

ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÕÀ �ÌÏÓËÏÓÔØ (�ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÓÆÅÒÁ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÇÏÒÉ-

ÚÏÎÔÁÌØÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ É ÞÔÏ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÁÑ �ÌÏÓËÏÓÔØ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÁ

ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ) ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ.

2) óÔÅÒÅÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÁÑ �ÒÏÅË�ÉÑ ÉÚ �ÀÖÎÏÇÏ �ÏÌÀÓÁ� ÎÁ ÓÆÅÒÅ ÎÁ
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ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÕÀ �ÌÏÓËÏÓÔØ (�ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÁÑ �ÌÏÓ-

ËÏÓÔØ ÓÆÅÒÙ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÓÆÅÒÅ É ÞÔÏ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÁÑ �ÌÏÓËÏÓÔØ ÏÒÉÅÎÔÉ-

ÒÏ×ÁÎÁ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ) ÍÅÎÑÅÔ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ.

3) ïÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÍ ×ÅÒÈÎÀÀ É ÎÉÖÎÀÀ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ �ÌÏÓËÏÓÔÉ Ë ÓÆÅ-

ÒÅ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÇÏ �ÅÒÅÎÏÓÁ ÎÁ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ (�Ï

ÄÌÉÎÅ ÒÁ×ÎÙÊ ÄÉÁÍÅÔÒÕ ÓÆÅÒÙ). äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÏÔÏÖÄÅ-

ÓÔ×ÌÅÎÉÑ ÓÔÅÒÅÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÁÑ �ÒÏÅË�ÉÑ x(a) ÔÏÞËÉ a, Ï�ÉÓÁÎÎÁÑ × �. 1),

É ÓÔÅÒÅÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÁÑ �ÒÏÅË�ÉÑ y(a) ÔÏÊ ÖÅ ÔÏÞËÉ a, Ï�ÉÓÁÎÎÁÑ × �. 2),

Ó×ÑÚÁÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÉÎ×ÅÒÓÉÉ. ïÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÁËÏÊ

ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ?

4) ÷ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÔÏÞËÉ x(a) É y(a) ÉÚ �. 3) Ó×ÑÚÁÎÙ

ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ y(a) = 1=x(a). (ðÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ ÄÉÁÍÅÔÒ ÓÆÅÒÙ ÒÁ×ÅÎ

ÅÄÉÎÉ�Å.)

ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ í£ÂÉÕÓÁ |ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, �Ï�ÏÌÎÅÎ-

ÎÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ, × ÓÅÂÑ, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ �ÒÑÍÙÅ É ÏËÒÕÖ-

ÎÏÓÔÉ × �ÒÑÍÙÅ É ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ É ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÅ ÕÇÌÙ ÍÅÖÄÕ ËÒÉ×ÙÍÉ (ÎÏ

ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÅ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ).

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅí£ÂÉÕÓÁ ÓÆÅÒÙ×R

3

× ÓÅÂÑ.

úÁÄÁÞÁ 7.7. 1) îÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ R

2

×ÓÑËÉÊ �Ï×ÏÒÏÔ É ×ÓÑËÉÊ �ÁÒÁÌÌÅÌØ-

ÎÙÊ �ÅÒÅÎÏÓ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ

ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÒÑÍÙÈ. ëÁËÉÈ?

2) ÷ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R

n

ÇÏÍÏÔÅÔÉÀ Ó �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ

ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ÉÎ×ÅÒÓÉÊ. ëÁËÉÈ?

úÁÄÁÞÁ 7.8. âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ Ä×Å ÔÏÞËÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ ÏÔÎÏÓÉ-

ÔÅÌØÎÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ �ÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ �ÒÉ ÉÎ×ÅÒÓÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ-

ÎÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ x É y ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ

ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ×ÓÑËÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ L, �ÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅ-

ÒÅÚ x É y, �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ S �ÏÄ �ÒÑÍÙÍ ÕÇÌÏÍ. ÷Ù×ÅÓÔÉ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ ÓÉÍÍÅ-

ÔÒÉÑ ÔÏÞÅË ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ �ÒÉ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉ-

ÑÈ í£ÂÉÕÓÁ (Ô. Å. ÅÓÌÉ F|�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ í£ÂÉÕÓÁ É x; y ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ

ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ S, ÔÏ F (x), F (y) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ F (S)).

úÁÄÁÞÁ 7.9. ðÁÒÕ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ S

1

É S

2

ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅ×ÅÓÔÉ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ-

×ÁÎÉÅÍ í£ÂÉÕÓÁ

1) × �ÁÒÕ �ÒÑÍÙÈ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ ÎÕÌØ, ÅÓÌÉ S

1

É S

2

�ÅÒÅ-

ÓÅËÁÀÔÓÑ;

2) × �ÁÒÕ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ �ÒÑÍÙÈ, ÅÓÌÉ S

1

É S

2

ËÁÓÁÀÔÓÑ;

3) × �ÁÒÕ ËÏÎ�ÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ, ÅÓÌÉ S

1

É S

2

ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁ-

ÀÔÓÑ.

õËÁÚÁÎÉÅ Ë �. 3. ðÏÓÔÒÏÉÔØ �ÒÑÍÕÀ É ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏ

�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅ S

1

É S

2

. üÔÕ �ÒÑÍÕÀ É ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ �ÅÒÅ×ÅÓÔÉ × �ÁÒÕ

�ÒÑÍÙÈ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ ÎÕÌØ.
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8. óÆÅÒÁ òÉÍÁÎÁ

úÁÄÁÞÁ 8.1 (ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÕÓÔÒÁÎÉÍÏÊ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ). 1) ðÕÓÔØ f ÁÎÁÌÉ-

ÔÉÞÎÁ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ × �ÒÏËÏÌÏÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a. �ÏÇÄÁ f ÁÎÁÌÉ-

ÔÉÞÅÓËÉ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ × ÔÏÞËÕ a.

2) åÓÌÉ × ÕÓÌÏ×ÉÑÈ �. 1) ×ÍÅÓÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ f ÉÍÅÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

jf(z)j< Cjz � aj

�N

ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C É ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ �ÅÌÏÇÏ N ,

ÔÏ f(z)(z � a)

N

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ. �ÁËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f(z)

× ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ × ×ÉÄÅ ÒÑÄÁ

f(z) =

1

X

m>�N



m

(z � a)

m

:

åÓÌÉ �ÒÉ ÜÔÏÍ 

�N

6= 0 É �N < 0, ÔÏ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ f ÉÍÅÅÔ

�ÏÌÀÓ �ÏÒÑÄËÁ N × ÔÏÞËÅ a.

úÁÄÁÞÁ 8.2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÁËÏÅ ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÏÂÌÁÓÔÉ U �

�R

2

× R

2

, ÞÔÏ:

1) ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌ f ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ ÌÉÛØ ÎÁ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÍ ÍÎÏÖÅ-

ÓÔ×Å ÔÏÞÅË;

2) ×Ï ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ

É ÕÇÌÙ ÍÅÖÄÕ ÌÀÂÙÍÉ Ä×ÕÍÑ ËÒÉ×ÙÍÉ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÍÉ ÞÅÒÅÚ ÜÔÕ ÔÏÞËÕ.

�ÏÇÄÁ f|ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ (ÍÙ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÅÍ R

2

Ó C ).

õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ëÏÛÉ É ÔÅÏÒÅÍÏÊ ÏÂ ÕÓÔÒÁÎÉ-

ÍÏÊ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. æÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÁ ÓÆÅÒÅ S × R

3

ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ.

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÏÂÌÁÓÔÉ U � S ÎÁ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÓÆÅÒÅ × ËÏÍ�ÌÅËÓ-

ÎÕÀ �ÌÏÓËÏÓÔØ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ df ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ

ÌÉÛØ × ÄÉÓËÒÅÔÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÔÏÞÅË É × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ df ÓÏÈÒÁ-

ÎÑÅÔ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ É ÕÇÌÙ ÍÅÖÄÕ ÌÀÂÙÍÉ Ä×ÕÍÑ ËÒÉ×ÙÍÉ.

úÁÄÁÞÁ 8.3. æÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÁ ÓÆÅÒÅ ÄÉÁÍÅÔÒÁ 1, ÌÅÖÁÝÅÊ ÎÁ ÇÏÒÉÚÏÎ-

ÔÁÌØÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ, �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÕÀ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ.

1) óÔÅÒÅÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÁÑ �ÒÏÅË�ÉÑ �

1

ÉÚ �ÓÅ×ÅÒÎÏÇÏ �ÏÌÀÓÁ� ÓÆÅÒÙ ÎÁ

ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÕÀ �ÌÏÓËÏÓÔØ, ËÁÓÁÀÝÕÀÓÑ ÓÆÅÒÙ × �ÀÖÎÏÍ �ÏÌÀÓÅ� ÓÆÅ-

ÒÙ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ. åÓÌÉ ÏÂÌÁÓÔØ U � S

2

ÎÅ

ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÅÒÈÎÅÊ ÔÏÞËÉ ÓÆÅÒÙ, ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : U ! C Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ �ÅÒÅÍÅÎÎÏ-

ÇÏ f(�

�1

1

(z)) × ÏÂÌÁÓÔÉ �

1

(U ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ.

2) óÔÅÒÅÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÁÑ �ÒÏÅË�ÉÑ �

2

ÉÚ �ÀÖÎÏÇÏ �ÏÌÀÓÁ� ÓÆÅÒÙ ÎÁ

ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÕÀ �ÌÏÓËÏÓÔØ, ËÁÓÁÀÝÕÀÓÑ ÓÆÅÒÙ × �ÓÅ×ÅÒÎÏÍ �ÏÌÀÓÅ�

ÓÆÅÒÙ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÎÔÉÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ, Ô. Å. ÏÔÏÂÒÁÖÅ-

ÎÉÅ �

2

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÍ (ÍÙ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÅÍ ×ÅÒÈÎÀÀ É ÎÉÖ-

ÎÀÀ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ �ÌÏÓËÏÓÔÉ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÇÏ �ÅÒÅÎÏÓÁ ÎÁ
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ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ É ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÅÍ ÏÂÅ �ÌÏÓËÏÓÔÉ Ó ËÏÍ-

�ÌÅËÓÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ). åÓÌÉ ÏÂÌÁÓÔØ U ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÉÖÎÅÊ ÔÏÞËÉ ÓÆÅÒÙ,

ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : U ! C Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ

ÆÕÎË�ÉÑ f(�

�1

2

(u)) ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ u × ÏÂÌÁÓÔÉ �

2

(U ) Ñ×ÌÑ-

ÅÔÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ.

3) �ëÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ� z(a) = �

1

(a) É u(a) = �

2

(a) ÔÏÞËÉ a ÎÁ

ÓÆÅÒÅ Ó×ÑÚÁÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ u= 1=z, z = 1=u.

�ÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÕÀ ÓÆÅÒÕ òÉÍÁÎÁ ÍÏÖÎÏ ×ÏÓ�ÒÉÎÉÍÁÔØ ËÁË ËÏÍ�ÌÅËÓ-

ÎÕÀ �ÌÏÓËÏÓÔØ, ÄÏ�ÏÌÎÅÎÎÕÀ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÏÊ 1. ïËÏÌÏ

ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ ÅÓÔØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ u= 1=z, �ÒÉÞÅÍ u(1) = 0.

çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ f �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ z ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ

ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ  �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ u, Ï�ÒÅÄÅ-

ÌÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ  (u) = f(1=z), ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÕÌÑ. åÓÌÉ

ÆÕÎË�ÉÑ  ÉÍÅÅÔ �ÏÌÀÓ �ÏÒÑÄËÁ N × ÎÕÌÅ, ÔÏ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ f

ÉÍÅÅÔ �ÏÌÀÓ �ÏÒÑÄËÁ N × ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. æÕÎË�ÉÑ f ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÁ × ÏÂÌÁÓÔÉ U ÎÁ ÓÆÅÒÅ òÉÍÁÎÁ,

ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÅÅ ÏÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ × ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÏÌÀÓÁÍÉ.

úÁÄÁÞÁ 8.4. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

1) ÆÕÎË�ÉÑ f , ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÁÑ ÎÁ ÓÆÅÒÅ òÉÍÁÎÁ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ × ×ÉÄÅ

f(z) = P (z) +

X

16i6k

X

16j6m(i)



i

j

(z � a

i

)

j

;

ðÏÜÔÏÍÕ ×ÓÑËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÁÑ ÎÁ ÓÆÅÒÅ òÉÍÁÎÁ, ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÁ.

2) ×ÓÑËÁÑ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ �ÒÏÓÔÅÊÛÉÅ

ÄÒÏÂÉ;

úÁÄÁÞÁ 8.5. 1) ÷ÓÑËÏÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁ-

ÚÏ×ÁÎÉÅ ÓÆÅÒÙ òÉÍÁÎÁ × ÓÅÂÑ| ÜÔÏ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ

z!

az + b

z + d

, ÇÄÅ ad� b 6= 0.

2) ÷ÓÑËÏÅ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ  6= 0,

�ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ × ×ÉÄÅ z =

A

z � z

0

+ B.

3) ÷ÓÑËÏÅ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ × ×ÉÄÅ �ÒÏ-

ÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÞÅÔÙÒÅÈ ÉÎ×ÅÒÓÉÊ.

4) äÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÌÉÂÏ Ä×Å ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÙÈ

ÔÏÞËÉ, ÌÉÂÏ ÏÄÎÕ (ËÒÁÔÎÕÀ) ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÕÀ ÔÏÞËÕ, ÌÉÂÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ.

5) äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÔÒÅÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË a; b;  É ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÔÒÅÈ ÒÁÚÌÉÞ-

ÎÙÈ ÔÏÞÅË A;B;C ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁ-

ÚÏ×ÁÎÉÅ z! F (z) ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ F (a) =A, F (b) = B É F () = C.

6) ÷ÓÑËÁÑ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ ÞÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÉÎ×ÅÒÓÉÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉ-

ÎÅÊÎÙÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ.
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úÁÄÁÞÁ 8.6. 1) óÏÈÒÁÎÑÀÝÅÅ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ í£ÂÉÕ-

ÓÁ|ÜÔÏ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ.

2) íÅÎÑÀÝÅÅ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ í£ÂÉÕÓÁ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

F (z) =

az + b

z + d

, ÇÄÅ ad� b 6= 0.

3) ìÀÂÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ í£ÂÉÕÓÁ|�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÉÎ×ÅÒÓÉÊ.

úÁÄÁÞÁ 8.7. ÷ÓÑËÏÅ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÓÆÅÒÙ ×R

3

× ÓÅÂÑ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÅ ÕÇÌÙ ÍÅÖÄÕ ÌÀÂÙÍÉ Ä×ÕÍÑ ËÒÉ×ÙÍÉ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ í£ÂÉÕÓÁ. ïÎÏ ×ÓÅÇÄÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ × ×ÉÄÅ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ

ÉÎ×ÅÒÓÉÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÆÅÒ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÄÁÎÎÏÊ ÓÆÅÒÅ.

9. ÷ÙÞÅÔÙ

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÏÒÍÕ f(z) dz, ÇÄÅ f(z) | ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ×

�ÒÏËÏÌÏÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U ÔÏÞËÉ a.

úÁÄÁÞÁ 9.1. éÎÔÅÇÒÁÌ

Z



f(z) dz �Ï ÌÀÂÏÍÕ ËÏÎÔÕÒÕ , ÌÅÖÁÝÅÍÕ ×

ÏÂÌÁÓÔÉ U É �ÏÂÅÇÁÀÝÅÍÕ ÏÄÉÎ ÒÁÚ ×ÏËÒÕÇ ÔÏÞËÉ a × ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ �ÒÏ-

ÔÉ× ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ�, ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ËÏÎÔÕÒÁ .

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. 1) þÉÓÌÏ

1

2�i

Z



f(z) dz, ÇÄÅ |ËÏÎÔÕÒ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 9.1,

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÙÞÅÔÏÍ ÆÏÒÍÙ ! = f(z) dz × ÔÏÞËÅ a É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Res

a

!;

2) ÅÓÌÉ a =1, ÔÏ ×ÙÞÅÔ ÆÏÒÍÙ f(z) dz �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÒÁ×ÅÎ ×ÙÞÅÔÕ

ÆÏÒÍÙ f(1=z) d(1=z) × ÔÏÞËÅ 0.

úÁÄÁÞÁ 9.2. 1) ðÕÓÔØ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a 6=1 ÆÕÎË�ÉÑ f(z) �ÒÅÄ-

ÓÔ×ÉÍÁ ÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ ÒÑÄÏÍ f(z) =

P

�1<k<1

C

k

(z � a)

k

. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ Res

a

!,

ÇÄÅ ! = f(z) dz.

2) ðÕÓÔØ �ÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ z ÒÑÄ

P

�1<k<1

C

k

z

k

ÓÈÏÄÉÔÓÑ.

îÁÊÔÉ Res

1

!, ÇÄÅ ! = f(z) dz.

úÁÄÁÞÁ 9.3 (ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÓÕÍÍÅ ×ÙÞÅÔÏ×). ðÕÓÔØ U|ÏÂÌÁÓÔØ ÎÁ ÓÆÅÒÅ

òÉÍÁÎÁ Ó ËÕÓÏÞÎÏ ÇÌÁÄËÏÊ ÇÒÁÎÉ�ÅÊ  = �U . ðÕÓÔØ f(z) | ÆÕÎË�ÉÑ,

ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ×�ÌÏÔØ ÄÏ ÇÒÁÎÉ�Ù ÏÂÌÁÓÔÉ U ×ÓÀÄÕ, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ

ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÔÏÞÅË. �ÏÇÄÁ

Z



f(z) dz = 2�i

X

a2U

Res

a

f(z) dz:

÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ U|ÓÆÅÒÁ òÉÍÁÎÁ, ÔÏ

X

Res

a

f(z) dz = 0:

úÁÄÁÞÁ 9.4. ðÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÑ f(z) ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÁ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a,

Ô. Å. �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ × ×ÉÄÅ f(z) =

P

m6k<1

C

k

(z � a)

k

, É ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ C

m

ÎÅ
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ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ. �ÏÇÄÁ ×ÙÞÅÔ ÆÏÒÍÙ ! =

df

f

× ÔÏÞËÅ a ÒÁ×ÅÎ m, Ô. Å. ÜÔÏÔ

×ÙÞÅÔ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌÅÎ × �ÏÌÀÓÅ, �ÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ × ÎÕÌÅ É �Ï ÍÏÄÕÌÀ ÒÁ×ÅÎ

ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ �ÏÌÀÓÁ ÉÌÉ ÎÕÌÑ.

úÁÄÁÞÁ 9.5 (�ÒÉÎ�É� ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ). 1) ðÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÑ f ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÁ

× ÏÂÌÁÓÔÉ U , P |ÞÉÓÌÏ �ÏÌÀÓÏ× ÆÕÎË�ÉÉ f × ÏÂÌÁÓÔÉ U , �ÏÓÞÉÔÁÎÎÙÈ

Ó ÕÞÅÔÏÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ, N |ÞÉÓÌÏ ÎÕÌÅÊ ÆÕÎË�ÉÉ f × ÏÂÌÁÓÔÉ U , �ÏÓÞÉ-

ÔÁÎÎÙÈ Ó ÕÞÅÔÏÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ. �ÏÇÄÁ

1

2�i

Z

�U

df

f

= P �N:

2) þÉÓÌÏ

1

2�i

Z

�U

df

f

ÒÁ×ÎÏ �ÒÉÒÏÓÔÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ÆÕÎË�ÉÉ f �ÒÉ �ÏÌ-

ÎÏÍ ÏÂÈÏÄÅ ÇÒÁÎÉ�Ù ÏÂÌÁÓÔÉ U .

úÁÄÁÞÁ 9.6. äÌÑ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ ÓÆÅÒÅ ÞÉÓÌÏ ÎÕÌÅÊ (�Ï-

ÓÞÉÔÁÎÎÙÈ Ó ÕÞÅÔÏÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ) ÒÁ×ÎÏ ÞÉÓÌÕ ÅÅ �ÏÌÀÓÏ× (�ÏÓÞÉÔÁÎÎÙÈ

Ó ÕÞÅÔÏÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ). ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÞÉÓÌÏ ÎÕÌÅÊ �ÏÌÉÎÏÍÁ ÓÔÅ�ÅÎÉ n

ÒÁ×ÎÏ n.

õËÁÚÁÎÉÅ. óÍ. ÚÁÄÁÞÉ 9.4 É 9.5.

10. çÅÏÍÅÔÒÉÑ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ É �æëð

úÁÄÁÞÁ 10.1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ × R

n

×ÅÒÈÎÅÅ �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï R

n

+

, Ï�ÒÅ-

ÄÅÌÅÎÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ x

n

> 0, ÇÄÅ x

n

|�ÏÓÌÅÄÎÑÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ ÔÏÞËÉ

x= (x

1

; : : : ; x

n

). úÁÄÁÄÉÍ ÒÉÍÁÎÏ×Õ ÍÅÔÒÉËÕ ðÕÁÎËÁÒÅ × R

n

+

(ds)

2

=

(dx

1

)

2

+ : : :+ (dx

n

)

2

x

2

n

:

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÍÅÔÒÉËÁ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÉÎ×ÅÒÓÉÊ, �ÅÎ-

ÔÒÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÅÖÁÔ × ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ x

n

= 0, Á ÒÁÄÉÕÓÙ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙ.

õËÁÚÁÎÉÅ. óÍ. �. 4 ÚÁÄÁÞÉ 7.1.

úÁÄÁÞÁ 10.2. ðÕÓÔØ Õ ÔÏÞÅË x

1

É x

2

× R

n

+

×ÓÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ, ËÒÏÍÅ �Ï-

ÓÌÅÄÎÅÊ, ÒÁ×ÎÙ. �ÏÇÄÁ ÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈ ËÒÉ×ÙÈ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ x

1

É x

2

, ÓÁÍÁÑ

ËÏÒÏÔËÁÑ ËÒÉ×ÁÑ × ÓÍÙÓÌÅ ÍÅÔÒÉËÉ ðÕÁÎËÁÒÅ|×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË.

õËÁÚÁÎÉÅ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÆÁËÔ ×ÅÒÅÎ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ

(ds)

2

= f(x

n

)((dx

1

)

2

+ : : :+ (dx

n

)

2

);

ÇÄÅ f|ÌÀÂÁÑ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÚÁ×ÉÓÑÝÁÑ ÌÉÛØ ÏÔ ÏÄÎÏÊ �Å-

ÒÅÍÅÎÎÏÊ x

n

.

úÁÄÁÞÁ 10.3. ðÕÓÔØ x

1

É x

2

|Ä×Å ÔÏÞËÉ × R

n

+

. �ÏÇÄÁ ÓÁÍÁÑ ËÏÒÏÔ-

ËÁÑ × ÓÍÙÓÌÅ ÍÅÔÒÉËÉ ðÕÁÎËÁÒÅ ËÒÉ×ÁÑ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ x

1

É x

2

,| ÄÕÇÁ

ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ x

n

= 0.

õËÁÚÁÎÉÅ. óÍ. ÚÁÄÁÞÉ 10.2 É 10.1.
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ðÏÌÕ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï R

n

+

Ó ÍÅÔÒÉËÏÊ ðÕÁÎËÁÒÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÏÄÅÌØÀ

ðÕÁÎËÁÒÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ L

n

.

úÁÄÁÞÁ 10.4 (ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï û×ÁÒ�Á). ðÕÓÔØ B

1

|ÏÔËÒÙÔÙÊ ÅÄÉÎÉÞ-

ÎÙÊ ËÒÕÇ ÎÁ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ (Ô. Å. B

1

Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ

jzj< 1), É �ÕÓÔØ f : B

1

! B

1

|ÔÁËÏÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÞÔÏ

f(0) = 0. �ÏÇÄÁ

1) Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

jf(z)j6 jzj;

2) ÅÓÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ z

0

2B

1

, z

0

6= 0, ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

jf(z

0

)j= jz

0

j, ÔÏ f(z) �  � z, ÇÄÅ |ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, jj= 1.

õËÁÚÁÎÉÅ. äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ËÒÕÇÁ jzj 6 (1 � ") ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ-

×ÁÔØÓÑ �ÒÉÎ�É�ÏÍ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ '(z) =

f(z)

z

.

úÁÄÁÞÁ 10.5. ðÅÒÅ×ÅÄÅÍ ÏÔËÒÙÔÙÊ ËÒÕÇB

1

× ×ÅÒÈÎÀÀ �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔØ

R

2

+

ÌÀÂÙÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ í£ÂÉÕÓÁ (Ô. Å. �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÉÎ×ÅÒÓÉÊ) É

ÉÎÄÕ�ÉÒÕÅÍ × B

1

ÒÉÍÁÎÏ×Õ ÍÅÔÒÉËÕ ÉÚ ÍÅÔÒÉËÉ ðÕÁÎËÁÒÅ × R

2

+

. �Ï-

ÇÄÁ ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÍÅÔÒÉËÁ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ

í£ÂÉÕÓÁ (�ÏÞÅÍÕ?) É ÔÏÖÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÅÔÒÉËÏÊ ðÕÁÎËÁÒÅ. ïÔËÒÙÔÙÊ

ËÒÕÇ B

1

×ÍÅÓÔÅ Ó ÍÅÔÒÉËÏÊ ðÕÁÎËÁÒÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÏÄÅÌØÀ ðÕÁÎËÁÒÅ

�ÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ × ÅÄÉÎÉÞÎÏÍ ËÒÕÇÅ. þÅÍÕ ÒÁ×ÎÁ ÜÔÁ ÒÉÍÁÎÏ-

×Á ÍÅÔÒÉËÁ? ëÁË ×ÙÇÌÑÄÉÔ ËÒÁÔÞÁÊÛÁÑ × ÓÍÙÓÌÅ ÜÔÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ ÌÉÎÉÑ,

ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ Ä×Å ÔÏÞËÉ × B

1

?

úÁÄÁÞÁ 10.6. ðÕÓÔØ ÔÏÞËÁ a ÌÅÖÉÔ × ÏÔËÒÙÔÏÍ ÅÄÉÎÉÞÎÏÍ ËÒÕÇÅ B

1

.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ h, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÏÊ h(z) =

z � a

az � 1

. ðÏËÁ-

ÚÁÔØ, ÞÔÏ

1) h ÚÁÄÁÅÔ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ B

1

× ÓÅÂÑ, ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ

ÍÅÔÒÉËÕ ðÕÁÎËÁÒÅ × ËÒÕÇÅ É �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÔÏÞËÕ a × ÔÏÞËÕ ÎÕÌØ;

2) ×ÓÑËÁÑ ÄÒÕÇÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ g, ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ ÜÔÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ, ÉÍÅ-

ÅÔ ×ÉÄ g = h, ÇÄÅ |ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, �Ï ÍÏÄÕÌÀ ÒÁ×ÎÏÅ ÅÄÉÎÉ�Å

(ÆÕÎË�ÉÑ h ×ÙÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÒÅÄÉ ÆÕÎË�ÉÊ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ ÜÔÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×Á-

ÍÉ, ÔÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ �ÒÑÍÕÀ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÕÀ ÔÏÞËÉ ÎÕÌØ É a, ×

ÓÅÂÑ).

úÁÄÁÞÁ 10.7. ðÕÓÔØ f : B

1

! B

1

|ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÏÔ-

ËÒÙÔÏÇÏ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ËÒÕÇÁ × ÓÅÂÑ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅ ÔÏÞËÕ

ÎÕÌØ ÎÁ ÍÅÓÔÅ). �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÔÏÞÅË z

1

; z

2

2 B

1

Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï

ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

�(f(z

1

); f(z

2

)) 6 �(z

1

; z

2

);

ÇÄÅ �| ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ × ÍÅÔÒÉËÅ ðÕÁÎËÁÒÅ. åÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ �ÁÒÙ

ÔÏÞÅË z

0

1

; z

0

2

2 B, ÇÄÅ z

0

1

6= z

0

2

, ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �(f(z

0

1

); f(z

0

2

)) =

= �(z

0

1

; z

0

2

), ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÁÒÙ ÔÏÞÅË z

1

; z

2

2B �(f(z

1

); f(z

2

)) = �(z

1

; z

2

).
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õËÁÚÁÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F = h

2

Æ f Æ h

1

, ÇÄÅ h

1

É h

2

|

ÆÕÎË�ÉÉ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 10.6, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÅ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÔÏÞËÕ ÎÕÌØ ×

ÔÏÞËÕ z

1

É ÔÏÞËÕ f(z

1

) × ÔÏÞËÕ ÎÕÌØ. äÌÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ F ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ-

×ÁÔØÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ û×ÁÒ�Á.

úÁÄÁÞÁ 10.8. 1) ðÕÓÔØ f : B

1

! B

1

| ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÁÎÁÌÉ-

ÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. �ÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÍÅÔÒÉËÕ ðÕ-

ÁÎËÁÒÅ É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ í£ÂÉÕÓÁ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÍ ÏÒÉÅÎ-

ÔÁ�ÉÀ.

2) ÷ÓÑËÏÅ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏ-

ÇÏ × ÓÅÂÑ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÅ ÕÇÌÙ ÍÅÖÄÕ ÌÀÂÙÍÉ Ä×ÕÍÑ ËÒÉ×ÙÍÉ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

Ä×ÉÖÅÎÉÅÍ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ.

õËÁÚÁÎÉÅ. óÍ. ÚÁÄÁÞÕ 10.7.

úÁÄÁÞÁ 10.9. äÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÁÒÙ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË z

1

É z

2

× ÅÄÉÎÉÞÎÏÍ

ËÒÕÇÅ B

1

= fz 2 C : jzj < 1g É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ×ÙÂÏÒÁ ËÏÒÎÅÊ b

1

=

p

z

1

É

b

2

=

p

z

2

Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �(z

1

; z

2

) < �(b

1

; b

2

), ÇÄÅ �|ÒÁÓÓÔÏÑ-

ÎÉÅ × ÍÅÔÒÉËÅ ðÕÁÎËÁÒÅ.

õËÁÚÁÎÉÅ. óÍ. ÚÁÄÁÞÕ 10.7.

úÁÄÁÞÁ 10.10. ðÕÓÔØ f : D!B

1

|ÏÄÎÏÌÉÓÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (Ô. Å. ÅÓ-

ÌÉ f(z

1

) = f(z

2

), ÔÏ z

1

= z

2

) ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ D × ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ

ËÒÕÇ B

1

. ðÕÓÔØ ÔÏÞËÁ a 2 B

1

ÎÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÏÂÒÁÚÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f .

ðÕÓÔØ ' : B

1

! B

1

×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

ËÒÕÇÁ B

1

× ÓÅÂÑ, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ ÔÏÞËÕ a × ÔÏÞËÕ 0. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ g

ÏÄÎÕ ÉÚ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÈ ×ÅÔ×ÅÊ ÆÕÎË�ÉÉ g =

p

'(f) ÎÁ ÏÂÌÁÓÔÉ D (�ÏÞÅ-

ÍÕ ÔÁËÁÑ ×ÅÔ×Ø ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ?). �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË

a; b2D Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

�(g(a); g(b)) > �(f(a); f(b))

(ÚÄÅÓØ �|ÍÅÔÒÉËÁ ðÕÁÎËÁÒÅ), �ÒÉÞÅÍ ÆÕÎË�ÉÑ g : D! B

1

ÏÄÎÏÌÉÓÔ-

ÎÁ × D.

õËÁÚÁÎÉÅ. óÍ. ÚÁÄÁÞÕ 10.9.

úÁÄÁÞÁ 10.11. æÉËÓÉÒÕÅÍ Ä×Å ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÔÏÞËÉ a; b × ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÏÊ

ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ D. ðÕÓÔØ f : D! B

1

|ÏÄÎÏÌÉÓÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅ-

ÎÉÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ �(f(a); f(b)) �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÓÁÍÏÅ ÂÏÌØÛÏÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ

ÚÎÁÞÅÎÉÅ. �ÏÇÄÁ f |×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ.

õËÁÚÁÎÉÅ. óÍ. ÚÁÄÁÞÕ 10.10.

�ÅÏÒÅÍÁ òÉÍÁÎÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÏÄÎÏ-

Ó×ÑÚÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ D ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ

ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ × ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ËÒÕÇ.

äÌÑ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ òÉÍÁÎÁ ÎÁÍ ÎÕÖÅÎ ËÒÉÔÅ-

ÒÉÊ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÓÔÉ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ.
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11. ëÏÍ�ÁËÔÎÏÓÔØ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×

É ÔÅÏÒÅÍÁ òÉÍÁÎÁ

íÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á É ËÏÍ�ÁËÔÎÏÓÔØ. ÷ ÚÁÄÁÞÁÈ 11.1{11.3 ÍÙ

ÎÁ�ÏÍÎÉÍ ÔÅÏÒÅÍÕ áÒ�ÅÌ�Á. íÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÌ-

ÎÙÍ, ÅÓÌÉ × ÎÅÍ ËÁÖÄÁÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÈÏÄÉÔ-

ÓÑ. �Ï�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÍ�ÁËÔÏÍ, ÅÓÌÉ ÉÚ ÌÀ-

ÂÏÇÏ ÅÇÏ �ÏËÒÙÔÉÑ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ

�ÏÄ�ÏËÒÙÔÉÅ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï X × ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ

×�ÏÌÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0 × ÎÅÍ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÅÞ-

ÎÁÑ "-ÓÅÔØ, Ô. Å. ÔÁËÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ

x 2X ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞËÁ a 2A, ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÄÏ ÔÏÞËÉ X ÍÅÎØÛÅ

ÉÌÉ ÒÁ×ÎÏ ".

úÁÄÁÞÁ 11.1. íÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍ�ÁËÔÏÍ, ÅÓÌÉ

É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÏÎÏ �ÏÌÎÏ É ×�ÏÌÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ.

úÁÄÁÞÁ 11.2. îÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ËÏÍ�ÁËÔÁ ×

ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ.

úÁÄÁÞÁ 11.3 (ÔÅÏÒÅÍÁ áÒ�ÅÌ�Á). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï C(X;R

n

)

ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ËÏÍ�ÁËÔÁX × Å×ËÌÉÄÏ×Ï �ÒÏ-

ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï R

n

. üÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄÅÌÅÎÏ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ. ðÏÄ-

ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A �C(X;R

n

) ÉÍÅÅÔ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ × C(X;R

n

), ÅÓÌÉ

É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ

1) ÆÕÎË�ÉÉ ÉÚ A ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ, Ô. Å. ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÓÔÁÎ-

ÔÁ C ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f 2A, ÔÏ kfk< C (kfk|ÜÔÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÄÌÉÎÁ

×ÅËÔÏÒÁ f(x), x 2X);

2) ÆÕÎË�ÉÉ ÉÚ A ÒÁ×ÎÏÓÔÅ�ÅÎÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙ, Ô. Å. ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ

" > 0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Æ > 0, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ �(x

1

; x

2

) < Æ É f 2 A, ÔÏ

�(f(x

1

); f(x

2

)) < ".

ëÏÍ�ÁËÔÎÙÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ. ðÕÓÔØ D|ÌÀÂÁÑ

ÏÂÌÁÓÔØ É K|ËÏÍ�ÁËÔ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊÓÑ × D.

úÁÄÁÞÁ 11.4. åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ × ÏÂÌÁÓÔÉD

ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ, ÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ K � D ÒÁ×-

ÎÏÓÔÅ�ÅÎÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙ.

õËÁÚÁÎÉÅ. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÉ Ï�ÅÎÉ×ÁÅÔÓÑ × ÍÅÎØÛÅÊ ÏÂÌÁÓÔÉ

�ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ëÏÛÉ (ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 5.10).

úÁÄÁÞÁ 11.5 (ËÏÍ�ÁËÔÎÏÓÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÁÎÁÌÉÔÉÞÅ-

ÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ). åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ × ÏÂÌÁ-

ÓÔÉ D ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ, ÔÏ ÉÚ ×ÓÑËÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÆÕÎË-

�ÉÊ ÉÚ A ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ËÏÔÏ-

ÒÏÊ ÎÁ ËÁÖÄÙÊ ËÏÍ�ÁËÔ K � D ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÎÁ ÜÔÏÍ ËÏÍ-

�ÁËÔÅ.
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õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÚÁÄÁÞÅÊ 11.4 ÄÌÑ ÔÁËÏÊ ÓÞÅÔÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ-

×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ËÏÍ�ÁËÔÏ× K

1

�K

2

� : : : ; ÞÔÏ

S

K

i

=D, É �ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÍ

�ÒÏ�ÅÓÓÏÍ ëÁÎÔÏÒÁ�.

úÁÄÁÞÁ 11.6. ðÕÓÔØ ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÊ f

1

; : : : ; f

n

; : : : ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ ×

ÏÂÌÁÓÔÉ D É ÏÄÎÏÌÉÓÔÎÁ × ÎÅÊ. ðÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÑ f ÅÓÔØ �ÒÅÄÅÌ ÆÕÎË-

�ÉÊ f

1

; : : : ; f

n

; : : : ; �ÒÉÞÅÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ËÏÍ�ÁËÔÁK �D ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ f

i

ÎÁ K ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÔÓÑ Ë ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÀ f ÎÁ K. �ÏÇÄÁ f ÌÉÂÏ �ÏÓÔÏ-

ÑÎÎÁ, ÌÉÂÏ ÏÄÎÏÌÉÓÔÎÁ × D.

úÁÄÁÞÁ 11.7 (ÔÅÏÒÅÍÁ òÉÍÁÎÁ). ðÕÓÔØ D|ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÁÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ-

ÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ. �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ

ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : D!B

1

ÏÂÌÁÓÔÉ D × ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ËÒÕÇ.

õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÚÁÄÁÞÁÍÉ 10.11, 11.5 É 11.6.

12. ðÒÏÄÏÌÖÁÅÍÏÓÔØ ÄÏ ÇÒÁÎÉ�Ù

úÁÄÁÞÁ 12.1. ðÕÓÔØ X � R

n

|ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, É f : X !

!R

m

|ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ �ÒÏ-

ÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ X ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁ-

ÖÅÎÉÅ f ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ.

úÁÄÁÞÁ 12.2. ðÕÓÔØ X �R

n

É Y �R

m

|ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, É

f : X! Y |ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ f �ÒÏÄÏÌÖÁ-

ÅÔÓÑ ÄÏ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÚÁÍÙËÁÎÉÊ X É Y , ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁ-

ÖÅÎÉÑ f : X ! Y É f

�1

: Y !X ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙ.

úÁÄÁÞÁ 12.3. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÚÎÁÞÎÁÑ ÆÕÎË-

�ÉÑ ÎÁ Ó×ÑÚÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÓÅ �ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ.

úÁÄÁÞÁ 12.4. óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X �R

n

ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÑÚÎÏ × Ó×Ï-

ÅÍ ÚÁÍÙËÁÎÉÉ X , ÅÓÌÉ Õ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ a 2X ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ

ÍÁÌÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U � R

n

ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ U \X ÎÅ�ÕÓÔÏ É Ó×ÑÚÎÏ. ðÏËÁ-

ÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ X ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÑÚÎÏ × X , ÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÓÆÅÒÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ

ÍÁÌÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ a �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X.

úÁÄÁÞÁ 12.5. ðÕÓÔØ f : X! Y |ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ, a

i

2X, lima

i

= a2X

É limf(a

i

) = b 2 Y . åÓÌÉ Y ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÑÚÎÏ × Y , ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0

ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ Æ > 0, ÞÔÏ ÎÁ ×ÓÑËÏÊ ÓÆÅÒÅ ÒÁÄÉÕÓÁ Æ

0

, 0 < Æ

0

< Æ, Ó

�ÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ a ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞËÁ  2X, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ

f() ÄÏ b ÍÅÎØÛÅ ".

úÁÄÁÞÁ 12.6. ðÕÓÔØ X É Y |ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÏÂÌÁÓÔÉ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, É

f : X! Y |ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ. äÏ�ÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ

1) X É Y ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÑÚÎÙ × Ó×ÏÉÈ ÚÁÍÙËÁÎÉÑÈ;

2) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ a 2X �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ R

0

(a)> 0,

ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ R < R

0

(a) �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S

R

ÒÁÄÉÕÓÁ R Ó

�ÅÎÔÒÏÍ a É ÏÂÌÁÓÔÉ X Ó×ÑÚÎÏ;
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3) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ b 2 Y �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ R

0

(b)> 0,

ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ R < R

0

(b) �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉÕÓÁ R Ó �ÅÎ-

ÔÒÏÍ b É ÏÂÌÁÓÔÉ Y Ó×ÑÚÎÏ.

�ÏÇÄÁ ÅÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : X ! Y ÎÅ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ, ÔÏ

ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞËÁ a 2X É ÞÉÓÌÏ � > 0 ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ËÒÉ×ÁÑ f(

R

),

ÇÄÅ 

R

= S

R

\X, 0<R< R

0

, ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ ÂÏÌØÛÅ �.

ðÒÉÎ�É� ÄÌÉÎÙ É �ÌÏÝÁÄÉ. ðÕÓÔØ G� C

1

|ÏÂÌÁÓÔØ ÎÁ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ

�ÌÏÓËÏÓÔÉ, É f : G! C

1

|ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÏÄÎÏÌÉÓÔÎÁÑ × ÏÂÌÁ-

ÓÔÉ G. æÉËÓÉÒÕÅÍ ÓÉÓÔÅÍÕ �ÏÌÑÒÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ �; �. ÷×ÅÄÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ

ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ:

(�) |ËÒÉ×ÁÑ jzj= �, z 2G,

l(�)|ÄÌÉÎÁ ËÒÉ×ÏÊ (�),

L(�)|ÄÌÉÎÁ ÏÂÒÁÚÁ f((�)) ËÒÉ×ÏÊ (�) �ÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ f ,

S(f(G)) |�ÌÏÝÁÄØ ÏÂÌÁÓÔÉ f(G).

úÁÄÁÞÁ 12.7. ïÂßÑÓÎÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ:

1) L(�) =

Z

jzj=�; z2G

jf

0

(z)j ds, ÇÄÅ ds = � d�.

2) S(f(G)) =

Z

1

0

Z

jzj=�; z2G

jf

0

(z)j

2

� d� d�.

úÁÄÁÞÁ 12.8. äÏËÁÚÁÔØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

Z

jzj=�; z2G

jf

0

(z)j

2

� d� >

L(�)

2

l(�)

:

éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÚÁÄÁÞÕ 12.7, �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

S(f(G)) >

Z

1

0

L(�)

2

l(�)

d�

(�ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÉÎ�É�ÏÍ ÄÌÉÎÙ É �ÌÏÝÁÄÉ).

úÁÄÁÞÁ 12.9. éÓ�ÏÌØÚÕÑ �ÒÉÎ�É� ÄÌÉÎÙ É �ÌÏÝÁÄÉ, �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

ËÏÎÆÏÒÍÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : X ! Y ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÎÁ �ÌÏÓËÏ-

ÓÔÉ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÚÁÄÁÞÉ 12.6, ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ.

õËÁÚÁÎÉÅ.

Z

R

0

0

�

2

d�

2��

=1:

úÁÄÁÞÁ 12.10. éÓ�ÏÌØÚÕÑ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÅ ÚÁÄÁÞÉ, ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÎ-

ÆÏÒÍÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : X ! Y ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ,

ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÚÁÄÁÞÉ 12.6, �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÉÈ ÇÒÁÎÉ�.

ë×ÁÚÉËÏÎÆÏÒÍÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. äÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ f ÏÂÌÁÓÔÉ ÎÁ

�ÌÏÓËÏÓÔÉ × ÄÒÕÇÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ë×ÁÚÉËÏÎÆÏÒÍÎÙÍ Ó ËÏÜÆÆÉ-

�ÉÅÎÔÏÍ Ë×ÁÚÉËÏÎÆÏÒÍÎÏÓÔÉ k, ÅÓÌÉ ÑËÏÂÉÁÎ df ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f ÕÄÏ-

×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ:

max

kxk=1

kdf(x)k 6 k min

kxk=1

kdf(x)k:
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âÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ, ××ÅÄÅÎÎÙÅ �ÅÒÅÄ ÚÁÄÁÞÅÊ 12.7, ÄÌÑ

Ë×ÁÚÉËÏÎÆÏÒÍÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f .

úÁÄÁÞÁ 12.11. ðÕÓÔØ f |Ë×ÁÚÉËÏÎÆÏÒÍÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Ó ËÏÜÆÆÉ-

�ÉÅÎÔÏÍ Ë×ÁÚÉËÏÎÆÏÒÍÎÏÓÔÉ k. ÷×ÅÄÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ:

(z) = min

kxk=1

kdf(x)k; C(z) = max

kxk=1

kdf(x)k;

C(z)6 k(z). ïÂßÑÓÎÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ:

1) L(�) >

Z

kzk=�;z2G

(z) ds, ÇÄÅ ds = � d�;

2) S(f(G)) =

Z

1

0

Z

kzk=�;z2G

(z)C(z)� d� d�;

3) S(f(G)) > k

Z

1

0

L

2

(�)

l(�)

d�.

úÁÄÁÞÁ 12.12. äÏËÁÚÁÔØ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÍÏÓÔØ Ë×ÁÚÉËÏÎÆÏÒÍÎÏÇÏ ÄÉÆ-

ÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÄÏ ÇÒÁÎÉ�Ù ÏÂÌÁÓÔÉ.

õËÁÚÁÎÉÅ. óÍ. ÚÁÄÁÞÉ 12.9 É 12.11.

ïÛÉÂËÁ × ÕÞÅÂÎÉËÅ å×ÇÒÁÆÏ×Á.

1

óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

f : U ! V ÏÂÌÁÄÁÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÓÌÅÄÕ-

ÀÝÅÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ: ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Ó×ÑÚÎÏÊ ÄÕÇÉ � ÎÁ ÇÒÁÎÉ�Å �U ÏÂÌÁÓÔÉ U

ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ lim

z!x

f(z) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÉ ×ÓÅÈ x 2 �, �ÒÉÞÅÍ ×ÓÅ ÜÔÉ �ÒÅÄÅ-

ÌÙ ÒÁ×ÎÙ.

÷ ÕÞÅÂÎÉËÅ í.á.å×ÇÒÁÆÏ×Á �áÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ� (í.: îÁÕËÁ,

1968) ÄÏËÁÚÁÎÁ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÍÏÓÔØ ËÏÎÆÏÒÍÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ

ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ f É f

�1

ÏÂÌÁÄÁÀÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÅÄÉÎ-

ÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ.

úÁÄÁÞÁ 12.13. 1) ðÒÉ×ÅÓÔÉ �ÒÉÍÅÒ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁ f : U ! V ÔÁËÏ-

ÇÏ, ÞÔÏ f É f

�1

ÏÂÌÁÄÁÀÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ, ÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f

ÎÅ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÇÒÁÎÉ�Ù ÏÂÌÁÓÔÉ.

2) õËÁÚÁÔØ ËÏÎËÒÅÔÎÕÀ ÏÛÉÂËÕ ÎÁ Ó. 378 ÜÔÏÇÏ ÕÞÅÂÎÉËÁ.

13. òÉÍÁÎÏ×Ù �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ

òÏÓÔÏË f

a

ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ × ÔÏÞËÅ a ÓÆÅÒÙ òÉÍÁÎÁ

~

C |ÜÔÏ

ÒÑÄ �ÅÊÌÏÒÁ f

a

=

1

P

k=1



k

(z � a

k

)

k

Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ a, ÓÈÏÄÑÝÉÊÓÑ

× ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÏÔËÒÙÔÏÍ ËÒÕÇÅ Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ a (ÅÓÌÉ a = 1, ÔÏ

f

a

=

1

P

k=0



k

u

k

, ÇÄÅ u=

1

z

, É ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ �ÒÉ juj< R).

1

ëÎÉÇÁ å×ÇÒÁÆÏ×Á, �Ï-ÍÏÅÍÕ,| ÏÄÉÎ ÉÚ ÓÁÍÙÈ ÌÕÞÛÉÈ ÕÞÅÂÎÉËÏ× �Ï ËÏÍ�ÌÅËÓ-

ÎÏÍÕ ÁÎÁÌÉÚÕ. ïÛÉÂËÁ, Ï ËÏÔÏÒÏÊ �ÏÊÄÅÔ ÒÅÞØ × ÚÁÄÁÞÅ 12.13,| ÄÅÌÏ ÖÉÔÅÊÓËÏÅ;

ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ, Ñ ÎÁÔËÎÕÌÓÑ ÎÁ ÎÅÅ �ÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌ ËÎÉÇÕ å×ÇÒÁÆÏ×Á

�ÒÉ �ÏÄÇÏÔÏ×ËÅ ËÕÒÓÁ ÌÅË�ÉÊ.
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ðÕÓÔØ I = [0; 1℄,  : I !

~

C |ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ËÒÉ×ÁÑ ÎÁ ÓÆÅÒÅ òÉÍÁÎÁ Ó

ÎÁÞÁÌÏÍ × ÔÏÞËÅ a, Ô. Å. (0) = a. áÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÍ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ ÒÏÓÔ-

ËÁ f

a

×ÄÏÌØ ËÒÉ×ÏÊ  ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅ ËÁÖÄÏÊ

ÔÏÞËÅ t

0

2 [0; 1℄ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÊ ÒÏÓÔÏË f

b

× ÔÏÞËÅ b = (t

0

) ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁ-

ÚÏÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ t 2 [0; 1℄ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U �

~

C

ÔÏÞËÉ (t), ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ V � [0; 1℄ ÔÏÞËÉ t É ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ

f : U ! C × ÏÂÌÁÓÔÉ U , ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ b 2 V ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÊ ÒÏÓ-

ÔÏË f

(b)

|ÜÔÏ ÒÏÓÔÏË × ÔÏÞËÅ (b) 2 U ÆÕÎË�ÉÉ f .

úÁÄÁÞÁ 13.1. äÌÑ ËÒÉ×ÏÊ  : I!

~

C , (0) = a, É ÒÏÓÔËÁ f

a

ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ

ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ.

úÁÄÁÞÁ 13.2. ðÕÓÔØ ÒÏÓÔÏË f

a

ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ×ÄÏÌØ

ËÒÉ×ÏÊ  : I !

~

C , (0) = a, (1) = b, É f

b

| ÒÏÓÔÏË, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÊ

�ÒÉ ÜÔÏÍ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÉ. �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÁÑ �Å�ÏÞËÁ ÔÏÞÅË

0 = t

0

< t

1

< : : : < t

n

= 1, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÑÄ f

(t

i

)

ÓÈÏÄÉÔÓÑ × ÔÏÞËÅ (t

i+1

),

�ÒÉÞÅÍ ÒÑÄ f

(t

i

)

|ÜÔÏ ÒÑÄ �ÅÊÌÏÒÁ × ÔÏÞËÅ (t

i

) �ÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÁÎÁÌÉÔÉ-

ÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ.

úÁÄÁÞÁ 13.3 (ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÍÏÎÏÄÒÏÍÉÉ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏ-

ÂÒÁÖÅÎÉÅ F ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ I

2

Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ u; v, 0 6 u 6 1,

06 v 6 1, ×

~

C ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ËÒÉ×ÁÑ F

v

: I !

~

C , ÇÄÅ F

v

(u) = F (u; v),

ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ × ÔÏÞËÅ a É ËÏÎÞÁÅÔÓÑ × ÔÏÞËÅ b, Ô. Å. F (v; 0)� a É F (v; 1)� b.

ðÕÓÔØ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ËÒÉ×ÏÊ F

v

ÒÏÓÔÏË f

a

ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ

×ÄÏÌØ ÜÔÏÊ ËÒÉ×ÏÊ. �ÏÇÄÁ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÄÏ

ÔÏÞËÉ u= 1 ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ËÒÉ×ÏÊ F

v

, ÇÄÅ 06 v 6 1.

õËÁÚÁÎÉÅ. åÓÌÉ ÎÅÍÎÏÇÏ ÉÚÍÅÎÉÔØ ËÒÉ×ÕÀ × ÍÁÌÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÌÀ-

ÂÏÊ ÉÚ ÅÅ ÔÏÞÅË, ÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÎÅ ÉÚÍÅ-

ÎÉÔÓÑ.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ä×Á ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÒÏÓÔËÁ f

a

É g

b

, ÚÁÄÁÎÎÙÅ × ÔÏÞ-

ËÁÈ a É b ÓÆÅÒÙ òÉÍÁÎÁ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×Õ-

ÅÔ ÔÁËÁÑ ËÒÉ×ÁÑ  : I !

~

C , (0) = a, (1) = b, ÞÔÏ ÒÏÓÔÏË g

b

|ÒÅÚÕÌØÔÁÔ

�ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÒÏÓÔËÁ f

a

×ÄÏÌØ ËÒÉ×ÏÊ .

úÁÄÁÞÁ 13.4. ï�ÉÓÁÎÎÙÅ ×ÙÛÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ

ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, Ô. Å.

1) f

a

� f

a

;

2) ÅÓÌÉ f

a

� g

b

, ÔÏ g

b

� f

a

;

3) ÅÓÌÉ f

a

� g

b

É g

b

� '



, ÔÏ f

a

� '



.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ëÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË ÒÉÍÁÎÏ×Á �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ ÒÏÓÔ-

ËÁ f

a

|ÜÔÏ ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ ×ÓÅÈ ÒÏÓÔËÏ× g

b

, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ ÒÏÓÔËÕ f

a

.

îÁ ÒÉÍÁÎÏ×ÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ R ÒÑÄÁ f Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ Ä×Á ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ

ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ:

1) �ÒÏÅË�ÉÑ � : R!

~

C , ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÁÑ ËÁÖÄÏÍÕ ÒÏÓÔËÕ ÔÏÞËÕ, ×

ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÜÔÏÔ ÒÏÓÔÏË Ï�ÒÅÄÅÌÅÎ;
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2) ÆÕÎË�ÉÑ f : R! C , ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÁÑ ËÁÖÄÏÍÕ ÒÏÓÔËÕ ÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ

× ÔÏÞËÅ, × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÎ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎ.

�Ï�ÏÌÏÇÉÑ ÎÁ R Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÎÁÉÍÅÎÅÅ ÔÏÎËÁÑ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÑ, × ËÏ-

ÔÏÒÏÊ �ÒÏÅË�ÉÑ � : R!

~

C ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ.

úÁÄÁÞÁ 13.5. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � : R!

~

C Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÙÍ ÇÏÍÅÏÍÏÒ-

ÆÉÚÍÏÍ, Ô. Å. Õ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ p 2 R ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ,

ÞÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ � ÎÁ U|ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÎÁ Ó×ÏÊ ÏÂÒÁÚ.

úÁÄÁÞÁ 13.6. ëÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ a 2

~

C ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÓÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ

�ÒÏÏÂÒÁÚÏ× �ÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ � : R!

~

C .

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. æÕÎË�ÉÑ g : R! C ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ, ÅÓÌÉ

ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ U � R, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ �ÒÏÅË�ÉÑ � : U !

~

C Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÆÕÎË�ÉÑ ' × ÏÂÌÁÓÔÉ V = �(U ), Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÒÁ×ÅÎ-

ÓÔ×ÏÍ ' = g Æ �

�1

, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ R.

áÌÇÅÂÒÏÉÄÎÙÅ ÒÏÓÔËÉ. óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÒÏÓÔÏË f

p

ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË-

�ÉÉ × Ó×ÑÚÎÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U ÔÏÞËÉ a, p 2U n a, ÁÌÇÅÂÒÏÉÄÅÎ, ÅÓÌÉ

1) ÒÏÓÔÏË f

p

ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ×ÄÏÌØ ÌÀÂÏÊ ËÒÉ×ÏÊ

 : I! U n a, (0) = p;

2) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ k ÒÏÓÔËÏ× g

p

× ÔÏÞËÅ p, �ÏÌÕ-

ÞÁÀÝÉÈÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÍ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ ÒÏÓÔËÁ f

p

×ÄÏÌØ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ

ËÒÉ×ÏÊ  : I ! U n a, (0) = p, (1) = p;

3) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ N É ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ËÏÎÓÔÁÎ-

ÔÁ C, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÒÏÓÔËÁ g

q

, �ÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ÉÚ f

p

�ÒÉ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÉ

×ÄÏÌØ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÒÉ×ÏÊ  : I ! U n a, (0) = p, (1) = q, Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï

ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×

jg

q

(q)j6 Cjq� aj

�N

; ÅÓÌÉ a 6=1,

jg

q

(q)j6 Cjqj

N

; ÅÓÌÉ a =1.

úÁÄÁÞÁ 13.7. òÏÓÔÏË f

p

ÆÕÎË�ÉÉ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ z ÁÌÇÅÂÒÏÉÄÅÎ × U n a

ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ f

p

= g

p

(u), ÇÄÅ g|ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ �ÅÒÅÍÅÎ-

ÎÏÊ u × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ 0 É z � a = u

k

�ÒÉ a 6=1 ÉÌÉ 1=z = u

k

�ÒÉ a =1

(�ÅÒÅÍÅÎÎÁÑ u Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÜÔÉÍÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍÉ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ

ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÉÚ ËÏÒÎÅÊ k-Ê ÓÔÅ�ÅÎÉ ÉÚ 1). �ÁË ËÁË ÍÅÒÏ-

ÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ g ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ÒÑÄ ìÏÒÁÎÁ g(u) =

P

m>�M



m

u

m

,

ÁÌÇÅÂÒÏÉÄÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ÒÑÄ ðÀÉÚ£:

f(z) =

X

m>�M



m

(z � a)

m=k

; ÅÓÌÉ a 6=1, ÉÌÉ

f(z) =

X

m6M



m

z

m=k

; ÅÓÌÉ a =1.
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äÏËÁÖÉÔÅ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ. åÓÌÉ × ÒÑÄÁÈ ðÀÉÚ£, ÎÁ�É-

ÓÁÎÎÙÈ ×ÙÛÅ, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× 

m

ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ

~

m

= 

m

�

m

, ÇÄÅ �|ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ËÏÒÅÎØ k-Ê ÓÔÅ�ÅÎÉ ÉÚ ÅÄÉÎÉ�Ù,

ÔÏ �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÎÏ×ÙÅ ÒÑÄÙ ðÀÉÚ£, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ-

ÍÉ ÉÓÈÏÄÎÙÍ. ëÁË Ó×ÑÚÁÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÙÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ

ÆÕÎË�ÉÉ × U n a, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ ÒÑÄÁÍÉ ðÀÉÚ£?

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÏÌÎÁÑ ÒÉÍÁÎÏ×Á �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ ÒÏÓÔËÁ f

a

(ËÁË ÍÎÏ-

ÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË)|ÜÔÏ ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ ×ÓÅÈ ÒÑÄÏ× �ÅÊÌÏÒÁ É ÒÑÄÏ× ðÀÉÚ£,

ËÏÔÏÒÙÅ �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÍ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ ÉÚ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÒÏÓÔ-

ËÁ f

a

(�ÒÉ ÜÔÏÍ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÅ ÒÑÄÙ ðÀÉÚ£ ÚÁÄÁÀÔ ÏÄ-

ÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÔÏÞËÕ �ÏÌÎÏÊ ÒÉÍÁÎÏ×ÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÒÏÓÔËÁ f

a

). îÁ �ÏÌÎÏÊ

ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ R Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ Ä×Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ: � : R!

~

C

É f : R! C (ÏÎÉ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÔÁË ÖÅ, ËÁË ÜÔÏ ÄÅÌÁÌÏÓØ ÄÌÑ ÒÉÍÁÎÏ-

×ÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÒÏÓÔËÁ f

a

. �Ï�ÏÌÏÇÉÑ × R Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÎÁÉÍÅÎÅÅ

ÔÏÎËÁÑ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÑ (Ô. Å. ÔÏ�ÏÌÏÇÉÑ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ËÌÁÓÓ ÏÔ-

ËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×), × ËÏÔÏÒÏÊ �ÒÏÅË�ÉÑ � ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ. áÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ

ÆÕÎË�ÉÑ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÒÑÄÕ ðÀÉÚ£, | ÜÔÏ

ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÏÔ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ u (ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 13.7).

óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÊ ÒÏÓÔÏË f

a

× ÔÏÞËÅ a ÓÆÅÒÙ òÉÍÁÎÁ

~

C

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÏÓÔËÏÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ (ÉÌÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÒÏÓÔ-

ËÏÍ), ÅÓÌÉ

1) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A �

~

C , a =2 A ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÒÏ-

ÓÔÏË f

a

ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ×ÄÏÌØ ÌÀÂÏÊ ËÒÉ×ÏÊ  : I !

~

C nA,

(0) = a, ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÅÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A;

2) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÏÓÔËÏ× f

a

1

; : : : ; f

a

k

, ËÏÔÏ-

ÒÙÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ �ÏÌÕÞÅÎÙ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÍ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ ×ÄÏÌØ ÚÁÍËÎÕ-

ÔÙÈ ËÒÉ×ÙÈ  : I !

~

C nA, (0) = (1) = a;

3) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ b 2A ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U

b

, ÎÁÔÕ-

ÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ N É ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ C, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÒÏÓÔÏË g

q

,

q 2 U

b

, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÊ ÒÏÓÔËÕ f

a

, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×

jg

q

(q)j6 Cjq� bj

�N

; ÅÓÌÉ b 6=1, ÉÌÉ

jg

q

(q)j6 Cjqj

N

; ÅÓÌÉ b=1.

úÁÄÁÞÁ 13.8. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÑËÉÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÊ ÒÏÓÔÏË f

a

ÕÄÏ-

×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ

f

k

a

+ R

1

(z)f

k�1

a

+ : : :+R

k

(z) = 0;

× ËÏÔÏÒÏÍ R

i

(z)|ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ.

õËÁÚÁÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ �

1

; : : : ; �

k

ÏÔ ÒÏÓÔ-

ËÏ× f

a

1

; : : : ; f

a

k

, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ ÒÏÓÔËÕ f

a

× ÔÏÞËÅ a (�

1

=

P

f

a

i

,
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�

2

=

P

i>j

f

a

i

f

a

j

É Ô.Ä.). ðÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÉ �

1

; : : : ; �

k

ÒÁ�ÉÏÎÁÌØ-

ÎÙ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÚÁÄÁÞÕ 8.4.

úÁÄÁÞÁ 13.9. ðÏÌÎÁÑ ÒÉÍÁÎÏ×Á �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÏÓÔ-

ËÁ f

a

ËÏÍ�ÁËÔÎÁ.

õËÁÚÁÎÉÅ. þÔÏÂÙ ÉÚ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÔÏÞÅË b

1

; : : : ; b

n

; : : : ÎÁ R

×ÙÂÒÁÔØ ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÎÕÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÓÈÏÄÑÝÕ-

ÀÓÑ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÚ ÔÏÞÅË �(b

i

) 2

~

C É ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÔÅÍ,

ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ a 2

~

C ÉÍÅÅÔ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ �ÒÏÏÂÒÁÚÏ×

�ÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ � : R!

~

C (ÅÓÌÉ ÕÞÉÔÙ×ÁÔØ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ).

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. 1-ÆÏÒÍÁ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ × ÏÂÌÁÓÔÉ ÎÁ ÒÉÍÁÎÏ×ÏÊ �Ï-

×ÅÒÈÎÏÓÔÉ R, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ, ÅÓÌÉ ÏËÏÌÏ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ

ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÎÁ ÌÏËÁÌØÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ × ×ÉÄÅ f(z) dz, ÇÄÅ z|ÌÏËÁÌØÎÙÊ

�ÁÒÁÍÅÔÒ ÎÁ R É f(z) |ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ.

úÁÄÁÞÁ 13.10. ðÕÓÔØ U|ËÏÍ�ÁËÔÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ ÎÁ R Ó ÇÌÁÄËÏÊ ÇÒÁÎÉ-

�ÅÊ �U É !|ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÁ × ÏÂÌÁÓÔÉ U . �ÏÇÄÁ

Z

�U

! = 0.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ÆÏÒÍÁ ! ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ × ÍÁÌÏÊ �ÒÏËÏÌÏÔÏÊ

ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a ÎÁ ÒÉÍÁÎÏ×ÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ R É �U | ÇÒÁÎÉ�Á

ÍÁÌÏÊ ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ U , ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÔÏÞËÕ a. þÉÓÌÏ

1

2�i

Z

�U

!

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÙÞÅÔÏÍ ÆÏÒÍÙ ! × ÔÏÞËÅ a.

úÁÄÁÞÁ 13.11. ÷ÙÞÅÔ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎ ËÏÒÒÅËÔÎÏ, Ô. Å. ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ

ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a.

úÁÄÁÞÁ 13.12. ðÕÓÔØ !|ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÏÒÍÁ (Ô. Å. ÌÏËÁÌØÎÏ �ÒÅÄ-

ÓÔÁ×ÉÍÁÑ × ×ÉÄÅ f(z) dz, ÇÄÅ f|ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ). �ÏÇÄÁ ÓÕÍÍÁ

×ÙÞÅÔÏ× ÆÏÒÍÙ ! �Ï ×ÓÅÍ ÅÅ ÏÓÏÂÙÍ ÔÏÞËÁÍ ÒÁ×ÎÁ 0.

úÁÄÁÞÁ 13.13. 1) äÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f : R! C ÎÁ

ËÏÍ�ÁËÔÎÏÊ ÒÉÍÁÎÏ×ÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÅÅ ÞÉÓÌÏ �ÏÌÀÓÏ× P , �ÏÓÞÉÔÁÎÎÙÈ

Ó ÕÞÅÔÏÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ, ÒÁ×ÎÏ ÞÉÓÌÕ N ÅÅ ÎÕÌÅÊ, �ÏÓÞÉÔÁÎÎÙÈ Ó ÕÞÅÔÏÍ

ËÒÁÔÎÏÓÔÉ, Ô. Å. P =N .

2) ðÕÓÔØ N (a)|�ÏÓÞÉÔÁÎÎÏÅ Ó ÕÞÅÔÏÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË,

× ËÏÔÏÒÙÈ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÒÁ×ÎÁ a. �ÏÇÄÁ N (a) = P É ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ

ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÔÏÞËÉ a.

õËÁÚÁÎÉÅ. óÍ. ÚÁÄÁÞÕ 9.5.

úÁÄÁÞÁ 13.14. ðÕÓÔØ � : R !

~

C | ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÏÍ-

�ÁËÔÎÏÊ ÒÉÍÁÎÏ×ÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ × ÓÆÅÒÕ òÉÍÁÎÁ. �ÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï

ÔÏÞÅË a 2

~

C , ÓÒÅÄÉ �ÒÏÏÂÒÁÚÏ× ËÏÔÏÒÙÈ ÅÓÔØ ËÒÁÔÎÙÅ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

ËÏÎÅÞÎÙÍ.

úÁÄÁÞÁ 13.15. ðÕÓÔØ �ÏÌÎÁÑ ÒÉÍÁÎÏ×Á �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ � : R! � ÆÕÎË-

�ÉÉ f ËÏÍ�ÁËÔÎÁ. �ÏÇÄÁ ÆÕÎË�ÉÑ f ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÁ.

õËÁÚÁÎÉÅ. óÍ. ÚÁÄÁÞÉ 3.8 É 3.14.
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14. ðÒÉÎ�É� ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ òÉÍÁÎÁ{û×ÁÒ�Á. �ÅÏÒÅÍÁ ðÉËÁÒÁ

úÁÄÁÞÁ 14.1 (ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÕÓÔÒÁÎÉÍÏÓÔÉ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ ×ÄÏÌØ ÌÉÎÉÉ).

ðÕÓÔØ U|ÏÂÌÁÓÔØ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, É l � U|ÇÌÁÄËÁÑ ËÒÉ×ÁÑ × ÜÔÏÊ ÏÂÌÁ-

ÓÔÉ, ËÏÔÏÒÁÑ ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔ ÅÅ ÎÁ Ä×Å ÏÂÌÁÓÔÉ U

1

É U

2

, ÇÒÁÎÉÞÁÝÉÅ ÄÒÕÇ Ó

ÄÒÕÇÏÍ �Ï ËÒÉ×ÏÊ l. ðÕÓÔØ f : U ! C |ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ × ÏÂÌÁ-

ÓÔÉ U , ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁ �ÏÄÏÂÌÁÓÔÉ U

1

É U

2

ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÙ × ÜÔÉÈ

ÏÂÌÁÓÔÑÈ. �ÏÇÄÁ f ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ × U .

õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ëÏÛÉ ÄÌÑ ÏÂÌÁ-

ÓÔÅÊ U

1

É U

2

. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ Ä×ÕÈ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× ÚÁÄÁÅÔ

ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ f × ÏÂÌÁÓÔÉ U n l. õÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ

ÜÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ×ÓÀ ÏÂÌÁÓÔØ U É ÓÏ-

×�ÁÄÁÅÔ Ó ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ëÏÛÉ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ f × ÏÂÌÁÓÔÉ U .

úÁÄÁÞÁ 14.2 (�ÒÉÎ�É� ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ òÉÍÁÎÁ{û×ÁÒ�Á). ðÕÓÔØ U É G|

ÏÂÌÁÓÔÉ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ. ðÕÓÔØ ÇÒÁÎÉ�Á ÏÂÌÁÓÔÉ U ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÄÕÇÕ l

1

ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S

1

, Á ÇÒÁÎÉ�Á ÏÂÌÁÓÔÉ G ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÄÕÇÕ l

2

ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S

2

.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �

1

É �

2

ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÎ×ÅÒÓÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏËÒÕÖÎÏ-

ÓÔÅÊ S

1

É S

2

. ðÕÓÔØ ÏÂÒÁÚ �

1

(U ) ÏÂÌÁÓÔÉ U �ÒÉ ÉÎ×ÅÒÓÉÉ �

1

ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁ-

ÅÔÓÑ Ó ÏÂÌÁÓÔØÀ U . äÏ�ÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁ-

ÖÅÎÉÅ f : U !G, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ÄÕÇÕ l

1

, �ÒÉÞÅÍ

f(l

1

) � l

2

. �ÏÇÄÁ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : U ! G ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ

�ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ F :

~

U !

~

G, ÇÄÅ

~

U = U [ �

1

(U ) [ l

1

É

~

G=

=G [ �

2

(G) [ l

2

, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÎÁ ÏÂÌÁÓÔÉ �

1

(U ) ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ:

F (z) = �

2

Æ f Æ �

1

(z):

õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ É ËÏÎÆÏÒÍÎÏÓÔØÀ

ÉÎ×ÅÒÓÉÉ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. åÓÌÉ ÏÂÌÁÓÔÉ U É �

1

(U ) �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, ÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ f

ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ × �

1

(U ), ÎÏ ÆÕÎË�ÉÑ F ÎÁ ÏÂÌÁÓÔÉ

~

U ÂÕÄÅÔ,

×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÏÊ.

úÁÄÁÞÁ 14.3. ðÕÓÔØ G|ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÓÔÏÒÏÎÙ ËÏÔÏ-

ÒÏÇÏ|ÄÕÇÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ. �ÏÇÄÁ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ òÉÍÁÎÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÚÁ-

ÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : �!G, ÇÄÅ �|×ÅÒÈ-

ÎÑÑ �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔØ Im z > 0. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï �ÒÏÄÏÌÖÁÅÍÏÓÔÉ ÄÏ ÇÒÁÎÉ�Ù

ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ÏÓØ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ,

�Ï�ÏÌÎÅÎÎÕÀ ÔÏÞËÏÊ1, �ÒÉÞÅÍ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ

�ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ ÎÁ ÇÒÁÎÉ�Õ �G ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁG Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÅÏ-

ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ A

0

1

; : : : ; A

0

n

�ÒÏÏÂÒÁÚÙ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ

×ÅÒÛÉÎ A

1

; : : : ; A

n

ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ G.

1) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ × ÎÉÖ-

ÎÀÀ �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔØ ×ÄÏÌØ ÌÀÂÏÇÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ A

0

i

; A

0

i+1

×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÏÓÉ
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(ÏÄÉÎ ÉÚ ÜÔÉÈ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× ÓÏÄÅÒÖÉÔ 1). üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ

ÆÕÎË�ÉÑ F :

~

U ! C , ÇÄÅ

~

U|ÜÔÏ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ×ÅÒÈÎÅÊ �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔÉ �,

ÎÉÖÎÅÊ �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔÉ � (z 2�, ÅÓÌÉ Imz < 0) É ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ A

0

i

; A

0

i+1

.

2) þÔÏ ÓÏÂÏÊ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÏÂÒÁÚ ÎÉÖÎÅÊ �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔÉ � �ÒÉ ÏÔÏ-

ÂÒÁÖÅÎÉÉ F?

3) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÏÓÔÏË f

a

ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f × ÔÏÞËÅ a 2 � ÁÎÁÌÉÔÉ-

ÞÅÓËÉ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ×ÄÏÌØ ÌÀÂÏÊ ËÒÉ×ÏÊ  : I ! C , (0) = a, ÎÅ �ÒÏÈÏ-

ÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ A

0

1

; : : : ; A

0

n

.

úÁÄÁÞÁ 14.4. ðÕÓÔØ × ÕÓÌÏ×ÉÑÈ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ G|ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË

Ó ÎÕÌÅ×ÙÍÉ ÕÇÌÁÍÉ, ×�ÉÓÁÎÎÙÊ × ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ É ÉÍÅÀÝÉÊ

×ÅÒÛÉÎÙ A

1

; A

2

; A

3

. óÄÅÌÁ×, ÅÓÌÉ ÎÕÖÎÏ, ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊ-

ÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ u =

az + b

z + d

, ÇÄÅ a; b; ; d;2R, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ

A

0

1

= 0, A

0

2

= 1, A

0

3

= 1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÕÀ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÕÀ

ÆÕÎË�ÉÀ � : C n f0; 1g ! C , �ÏÌÕÞÅÎÎÕÀ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÍ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉ-

ÅÍ ÆÕÎË�ÉÉ f : �!G. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ �

�1

Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ É ÇÏÌÏ-

ÍÏÒÆÎÁ × ÏÔËÒÙÔÏÍ ÅÄÉÎÉÞÎÏÍ ËÒÕÇÅ (É, ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ

ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ � �Ï ÍÏÄÕÌÀ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÔ ÅÄÉÎÉ�Ù).

õËÁÚÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ G

0

| ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÉÎ×ÅÒÓÉÅÊ ÔÒÅ-

ÕÇÏÌØÎÉËÁ G ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎ. �ÏÇÄÁ G

0

ÔÏÖÅ ×�É-

ÓÁÎ × ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ. �ÒÅÕÇÏÌØÎÉË G

0

ÓÎÏ×Á ÍÏÖÎÏ ÉÎ×ÅÒÓÉÏÎ-

ÎÏ ÏÔÒÁÚÉÔØ × ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎ. ðÏÌÕÞÉÔÓÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË G

00

, ÔÏÖÅ

×�ÉÓÁÎÎÙÊ × ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ. ðÏ×ÔÏÒÑÑ ÜÔÕ �ÒÏ�ÅÄÕÒÕ, ÍÏÖ-

ÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ��ÁÒËÅÔ�, ÚÁÍÏÝÁÀÝÉÊ ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔØ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ËÒÕÇÁ É

ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÉÚ G �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÉÎ-

×ÅÒÓÉÑÍÉ.

úÁÄÁÞÁ 14.5. áÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÎÁ ×ÓÅÊ ËÏÍ-

�ÌÅËÓÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÅÌÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÑ-

ËÁÑ �ÅÌÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ g : C ! C , ÎÅ �ÒÉÎÉÍÁÀÝÁÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅ a, ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

g = e

f

+ a, ÇÄÅ f|�ÅÌÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ.

õËÁÚÁÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÕÀ ×ÅÔ×Ø ÆÕÎË�ÉÉ ln(g(z) � a) ÎÁ

ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ. (ðÏÞÅÍÕ ÔÁËÁÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÁÑ ×ÅÔ×Ø ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ?)

úÁÄÁÞÁ 14.6 (ÔÅÏÒÅÍÁ ðÉËÁÒÁ). ÷ÓÑËÁÑ �ÅÌÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ g : C ! C , ÎÅ

�ÒÉÎÉÍÁÀÝÁÑ Ä×ÕÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ a É b, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ.

õËÁÚÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ �|ÆÕÎË�ÉÑ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 14.4. �ÏÇÄÁ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÁÑ

ÆÕÎË�ÉÑ �

�

z � a

b� a

�

�ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ×ÄÏÌØ ÌÀÂÏÊ ËÒÉ×ÏÊ, ÎÅ �ÒÏÈÏÄÑÝÅÊ

ÞÅÒÅÚ a É b, É ×ÓÅ ÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÔ �Ï ÍÏÄÕÌÀ ÅÄÉÎÉ�Ù.

òÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÕÀ ×ÅÔ×Ø ÎÁ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ

�

�

g(z)� a

b� a

�

. (ðÏÞÅÍÕ ÔÁËÁÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÁÑ ×ÅÔ×Ø ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ?) ÷ÏÓ�ÏÌØ-

ÚÏ×ÁÔØÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ìÉÕ×ÉÌÌÑ.
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äïðïìîåîéå 1

15. çÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÍÎÏÇÉÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ

ï�ÅÒÁÔÏÒ ìÁ�ÌÁÓÁ � × R

n

|ÜÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ

�=

�

2

�x

2

1

+ : : :+

�

2

�x

2

n

:

úÁÄÁÞÁ 15.1. äÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f ËÌÁÓÓÁ C

2

× ÏÂÌÁÓÔÉ U �R

n

Ó�ÒÁ-

×ÅÄÌÉ×Ï ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï

�f = div gradF:

ï�ÒÅÄÅÌÉÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÕÓÒÅÄÎÅÎÉÑ Mid(R; a). ðÕÓÔØ S

R;a

É B

R;a

|ÓÆÅ-

ÒÁ É ÛÁÒ ÒÁÄÉÕÓÁ R Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ a 2R

n

. äÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÎÅ�ÒÅÒÙ×-

ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f × ÏÂÌÁÓÔÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÓÆÅÒÕ S

R;a

, Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÞÉÓÌÏ

Mid(R; a)f ËÁË ÓÒÅÄÎÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ f �Ï ÓÆÅÒÅ S

R;a

, Ô. Å.

Mid(R; a)f =

1

V (S

R;a

)

Z

S

R;a

f
;

ÇÄÅ 
 | ÆÏÒÍÁ (n � 1)-ÍÅÒÎÏÇÏ ÏÂßÅÍÁ ÎÁ ÓÆÅÒÅ S

R;a

, V (S

R;a

) |

(n� 1)-ÍÅÒÎÙÊ ÏÂßÅÍ ÓÆÅÒÙ S

R;a

.

úÁÄÁÞÁ 15.2. äÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f ËÌÁÓÓÁ C

2

× ÏÂÌÁÓÔÉ U , ÓÏÄÅÒÖÁ-

ÝÅÊ ÛÁÒ B

R

0

;a

ÒÁÄÉÕÓÁ R

0

Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ a, �ÒÉ R<R

0

Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï

ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï

d

dR

Mid(R; a)f �

1

V (S

R;a

)

Z

B

R;a

�f dx

1

^ : : :^ dx

n

:

õËÁÚÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ a = 0. òÁÓÔÑÖÅÎÉÅÍ × R

�1

ÒÁÚ ÉÎÔÅÇÒÁÌ �Ï ÓÆÅÒÅ

S

R;0

Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ �Ï ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÓÆÅÒÅ S

1;0

:

Mid(R; 0)f =

1

V (S

1;0

)

Z

S

1;0

f(Rx)
:

ðÏÜÔÏÍÕ

d

dR

Mid(R;0)f =

1

V (S

1;0

)

Z

S

1;0

h~n;gradf(R;x)i
, ÇÄÅ ~n|ÅÄÉÎÉÞ-

ÎÁÑ ÎÏÒÍÁÌØ Ë ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÅ × ÔÏÞËÅ x. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔØ �ÏÓÌÅÄÎÉÊ

ÉÎÔÅÇÒÁÌ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÆÏÒÍÕÌÕ óÔÏËÓÁ.

úÁÄÁÞÁ 15.3. ðÕÓÔØ f|ÆÕÎË�ÉÑ ËÌÁÓÓÁ C

2

× ÏÂÌÁÓÔÉ U . �ÏÇÄÁ:

1) ÅÓÌÉ × ÏÂÌÁÓÔÉ U ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �f > 0, ÔÏ Mid(R; a)f >

> f(a);

2) ÅÓÌÉ × ÏÂÌÁÓÔÉ U ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �f < 0, ÔÏ Mid(R; a)f 6

6 f(a);
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3) ÅÓÌÉ × ÏÂÌÁÓÔÉ U ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï �f � 0, ÔÏ Mid(R; a)f =

= f(a).

(÷ ÚÁÄÁÞÅ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÏÂÌÁÓÔØ U ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÛÁÒ B

R;a

ÒÁÄÉ-

ÕÓÁ R Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ a.)

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1 (ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ).

æÕÎË�ÉÑ f ËÌÁÓÓÁ C

2

× ÏÂÌÁÓÔÉ U ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ × ÜÔÏÊ

ÏÂÌÁÓÔÉ, ÅÓÌÉ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï

�f � 0:

úÁÄÁÞÁ 15.4. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ r(x) ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ x 2 R

3

ÄÏ

ÔÏÞËÉ 0. ðÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ f(x) =

1

r(x)

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ

ÆÕÎË�ÉÅÊ × R

3

n 0 É ÞÔÏ ÇÒÁÄÉÅÎÔ ÜÔÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ �Ï ÄÌÉÎÅ ÒÁ×ÅÎ

1

r

2

(x)

É ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎ ÏÔ ÔÏÞËÉ 0.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÚÁËÏÎÕ ×ÓÅÍÉÒÎÏÇÏ ÔÑÇÏÔÅÎÉÑ ÓÉÌÁ ÇÒÁ×ÉÔÁ�É-

ÏÎÎÏÇÏ �ÒÉÔÑÖÅÎÉÑ Ë ÍÁÓÓÅ, ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÏÊ × ÔÏÞËÅ 0, �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØ-

ÎÁ ÇÒÁÄÉÅÎÔÕ ÆÕÎË�ÉÉ

1

r(x)

(ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÚÁ×É-

ÓÉÔ ÏÔ ÍÁÓÓÙ). ðÏ ÚÁÄÁÞÅ 15.4 �ÏÔÅÎ�ÉÁÌ ÓÉÌÙ �ÒÉÔÑÖÅÎÉÑ Ë ÍÁÓÓÉ×-

ÎÏÊ ÔÏÞËÅ, Á ÚÎÁÞÉÔ, É Ë ÌÀÂÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÔÏÞÅË, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ

ÆÕÎË�ÉÅÊ ×ÎÅ ÏÂÌÁÓÔÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÜÔÉ ÔÏÞËÉ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ×ÅÒÎÏ É

ÄÌÑ ÓÉÌ ÜÌÅËÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÉÔÑÖÅÎÉÑ. üÔÏ ÏÄÎÁ ÉÚ �ÒÉÞÉÎ, �Ï ËÏÔÏÒÙÍ

ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÉÇÒÁÀÔ ÓÔÏÌØ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÕÀ ÒÏÌØ × ÍÁÔÅ-

ÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÚÉËÅ.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2 (ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ).

îÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f × ÏÂÌÁÓÔÉ U ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ × ÏÂÌÁ-

ÓÔÉ U , ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ a É ÛÁÒÁ B

R;a

ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ B

R;a

� U , ×Ù-

�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

Mid(R; a)f = f(a):

ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÅÝÅ ÏÄÎÏ ÂÌÉÚËÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ.

îÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f × ÏÂÌÁÓÔÉ U ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÕÂÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ

× ÏÂÌÁÓÔÉ U , ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ a É ÛÁÒÁ B

R;a

ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ B

R;a

� U ,

×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

Mid(R; a)f > f(a):

úÁÄÁÞÁ 15.5. 1) åÓÌÉ Ë Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ 2 ÄÏÂÁ×ÉÔØ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÅ ÇÌÁÄËÏ-

ÓÔÉ f , f 2 C

2

, ÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 1 É 2 ÓÔÁÎÕÔ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ.

2) æÕÎË�ÉÑ f ËÌÁÓÓÁ C

2

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÕÂÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ

ÅÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �f > 0.

õËÁÚÁÎÉÅ. óÍ. ÚÁÄÁÞÕ 15.3.
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äÌÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÎÁÍ �ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ óÔÏË-

ÓÁ × ×ÅËÔÏÒÎÏÊ ÆÏÒÍÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R

n

ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ

ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÊ ×ÁÒÉÁÎÔ (ÔÁË ÖÅ

ËÁË É ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊ ×ÁÒÉÁÎÔ) ÆÏÒÍÕÌÙ óÔÏËÓÁ ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ×ÅËÔÏÒÎÕÀ

ÔÒÁËÔÏ×ËÕ. ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÅÅ.

ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ óÔÏËÓÁ × ×ÅËÔÏÒÎÏÍ ×ÉÄÅ. ðÕÓÔØ U | ËÏÍ-

�ÁËÔÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ Ó ÇÌÁÄËÏÊ ÇÒÁÎÉ�ÅÊ �U × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R

n

, �ÕÓÔØ

V = (P

1

; : : : ; P

n

)| ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÏÌÅ, ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ P

i

ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÍÅ-

ÀÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÙ × ÚÁÍÙËÁÎÉÉ ÏÂÌÁÓÔÉ U É ÄÉ×ÅÒÇÅÎ�ÉÑ ËÏÔÏÒÏ-

ÇÏ divV =

�P

1

�x

1

+ : : : +

�P

n

�x

n

ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ × ÚÁÍÙËÁÎÉÉ ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ.

�ÏÇÄÁ �ÏÔÏË

Z

�U

h

~

V ;

�!

dSi ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÏÌÑ ÞÅÒÅÚ ÇÒÁÎÉ�Õ ÏÂÌÁÓÔÉ (ÚÄÅÓØ

�!

dS | ×ÅËÔÏÒ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÇÒÁÎÉ�Å �U ÏÂÌÁÓÔÉ U , ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÎÙÊ

ÎÁÒÕÖÕ É ÒÁ×ÎÙÊ �Ï ÄÌÉÎÅ (n � 1)-ÍÅÒÎÏÍÕ ÏÂßÅÍÕ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏ-

ÇÏ ÍÁÌÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ dS ÇÒÁÎÉ�Ù ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ) ÒÁ×ÅÎ ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ ÅÅ

ÄÉ×ÅÒÇÅÎ�ÉÉ

Z

U

divV dx

1

^ : : :^ dx

n

.

ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ óÔÏËÓÁ × ×ÅËÔÏÒÎÏÍ ×ÉÄÅ ÎÅ ÎÕÖÄÁÅÔÓÑ × ÏÔ-

ÄÅÌØÎÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å, �ÏÓËÏÌØËÕ ÏÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÏÊ

ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ óÔÏËÓÁ (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ �ïÂ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ

óÔÏËÓÁ. . . � �ÒÅÄÉÓÌÏ×ÉÑ).

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3 (Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ × ÄÕÈÅ çÕÒÓÁ).

æÕÎË�ÉÑ f ËÌÁÓÓÁ C

1

× ÏÂÌÁÓÔÉ U � R

n

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ ×

ÏÂÌÁÓÔÉ U , ÅÓÌÉ

1) ÆÕÎË�ÉÑ f × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÉÍÅÅÔ ×ÔÏÒÏÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌ (ÄÒÕÇÉÍÉ

ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ grad f : U ! R

n

× ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÉÍÅÅÔ �ÅÒ×ÙÊ

ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌ);

2) Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï �f � 0.

úÁÄÁÞÁ 15.6. ÷ÓÑËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, Ñ×ÌÑÀÝÁÑÓÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ × ÓÍÙÓÌÅ

Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 3, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ × ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ.

õËÁÚÁÎÉÅ. íÏÖÎÏ ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ, ËÁË × ÚÁÄÁÞÅ 15.5, ÎÏ ×ÍÅÓÔÏ ËÌÁÓÓÉ-

ÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ óÔÏËÓÁ ÎÕÖÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÅÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÊ ×ÁÒÉÁÎÔ.

çÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ × ÓÍÙÓÌÅ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÒÁ-

ÚÕÍÅÅÔÓÑ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ × ÓÍÙÓÌÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 3. ÷ ÚÁÄÁ-

ÞÁÈ 15.7, 15.8 ÍÙ �ÒÏ×ÅÒÉÍ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØ-

ÎÏÍÕ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ, Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

ÇÌÁÄËÏÊ. ðÏÜÔÏÍÕ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 1, 2 É 3 ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ.

úÁÄÁÞÁ 15.7. ðÕÓÔØ ' : R

n

!R|ÔÁËÁÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÞÔÏ

1) ' ÚÁ×ÉÓÉÔ ÌÉÛØ ÏÔ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÔÏÞËÉ ÄÏ ÎÕÌÑ, Ô. Å. '(x) = g(kxk);

2) ' ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ ×Ï ×ÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÙÈ ÏÔ ÎÕÌÑ ÔÏÞ-

ËÁÈ;
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3)

Z

R

n

'(x) dx

1

^ : : :^ dx

n

� 1.

ðÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ f ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï

Mid(R; a)f � f(a), ÔÏ

Z

R

n

f(x)'(x � a) dx � f(a). (úÄÅÓØ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁ-

ÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÏÂÌÁÓÔØ U ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÛÁÒÙ B

R;a

, Ï ËÏÔÏÒÙÈ ÉÄÅÔ ÒÅÞØ ×

�ÅÒ×ÏÍ ÔÏÖÄÅÓÔ×Å, É ÎÏÓÉÔÅÌÉ ÆÕÎË�ÉÊ '(x� a), Ï ËÏÔÏÒÙÈ ÉÄÅÔ ÒÅÞØ

×Ï ×ÔÏÒÏÍ ÔÏÖÄÅÓÔ×Å.)

úÁÄÁÞÁ 15.8. åÓÌÉ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ f Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï Mid(R; a)�

� f(a), ÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ f ÇÌÁÄËÁÑ.

õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏÍ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 15.7 ÄÌÑ ÇÌÁÄËÏÊ

ÆÕÎË�ÉÉ '(x� a).

úÁÄÁÞÁ 15.9. 1) äÌÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ× �ÒÉÎ�É�

ÍÁËÓÉÍÕÍÁ: ÅÓÌÉ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ×Ï ×ÎÕ-

ÔÒÅÎÎÅÊ ÔÏÞËÅ Ó×ÑÚÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ U , ÔÏ ÜÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ �ÏÓÔÏÑÎÎÁ.

õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅ-

ÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ.

2) äÌÑ ÓÕÂÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÔÁËÖÅ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ× �ÒÉÎ�É� ÍÁË-

ÓÉÍÕÍÁ: ÅÓÌÉ ÓÕÂÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ×Ï ×ÎÕ-

ÔÒÅÎÎÅÊ ÔÏÞËÅ Ó×ÑÚÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ U , ÔÏ ÜÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ �ÏÓÔÏÑÎÎÁ.

úÁÄÁÞÁ 15.10. ðÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÉ f

1

; : : : ; f

n

; : : : × ÏÂÌÁÓÔÉ U ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ

ÓÈÏÄÑÔÓÑ Ë ÆÕÎË�ÉÉ f . �ÏÇÄÁ

1) ÅÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÉ f

i

ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÅ, ÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ f ÔÏÖÅ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅ-

ÓËÁÑ × U ;

2) ÅÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÉ f

i

ÓÕÂÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÅ, ÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ f ÔÏÖÅ ÓÕÂÇÁÒ-

ÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ × U .

õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅ-

ÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ.

ðÕÓÔØ ÎÁ ÇÒÁÎÉ�Å �U ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ U ÚÁÄÁÎÁ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ

ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ h : �U !R. úÁÄÁÞÁ äÉÒÉÈÌÅ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÎÁÈÏÖÄÅ-

ÎÉÉ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ × ÚÁÍÙËÁÎÉÉ U É ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ × U ÆÕÎË�ÉÉ f ÔÁËÏÊ,

ÞÔÏ f ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó h ÎÁ �U .

úÁÄÁÞÁ 15.11. úÁÄÁÞÁ äÉÒÉÈÌÅ ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÁ äÉÒÉÈÌÅ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ ÄÌÑ ÛÉÒÏËÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÏÂÌÁ-

ÓÔÅÊ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÙÈ).

16. çÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ É

ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ

÷ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ É ÍÎÉÍÁÑ ÞÁÓÔÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ

ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ. (üÔÏ ÎÅÓÌÏÖÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ËÁË

ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÅ, ÔÁË É ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË-
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�ÉÊ.) üÔÏÔ ÆÁËÔ ÏÂßÑÓÎÑÅÔ ÒÏÌØ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ × ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅ-

ÓËÏÊ ÆÉÚÉËÅ|×Ï ÍÎÏÇÉÈ ÆÉÚÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÄÁÞÁÈ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ

ÚÁ×ÉÓÑÔ ÌÉÛØ ÏÔ Ä×ÕÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, É ÔÅÏÒÉÑ ÔÁËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ Ó×ÏÄÉÔÓÑ

Ë �æëð.

úÁÄÁÞÁ 16.1. ÷ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ É ÍÎÉÍÁÑ ÞÁÓÔÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ

× ÏÂÌÁÓÔÉ U Ñ×ÌÑÀÔÓÑ C

2

-ÇÌÁÄËÉÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÒÁ×-

ÎÅÎÉÀ ìÁ�ÌÁÓÁ �f � 0.

õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÇÌÁÄËÏÓÔØÀ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ É

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ ëÏÛÉ{òÉÍÁÎÁ.

úÁÄÁÞÁ 16.2. ÷ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ É ÍÎÉÍÁÑ ÞÁÓÔÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ × ÏÂÌÁ-

ÓÔÉ U ÆÕÎË�ÉÉ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÔÏÖÄÅÓÔ×Õ

Mid(R; a)f � f(a):

õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ëÏÛÉ.

úÁÄÁÞÁ 16.3. åÓÌÉ u|ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ × ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ U ÆÕÎË-

�ÉÑ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ v (Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �ÒÏ-

ÉÚ×ÏÌØÎÏÊ �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ), ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ f = u+ iv Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ

× ÏÂÌÁÓÔÉ U .

õËÁÚÁÎÉÅ. éÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ëÏÛÉ{òÉÍÁÎÁ ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÞÁÓÔÎÙÅ

�ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ

�v

�x

É

�v

�y

ÆÕÎË�ÉÉ v, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÞÁÓÔÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ

ÆÕÎË�ÉÉ u. óÉÓÔÅÍÁ

�v

�x

= p,

�v

�y

= q ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ × ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÏÊ ÏÂÌÁ-

ÓÔÉ U , ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ

�p

�y

=

�q

�x

. ðÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ × ÎÁÛÅÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ

ÕÓÌÏ×ÉÅ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×Õ �u� 0.

úÁÄÁÞÁ 16.4. ðÕÓÔØ g|ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ × ÏÂÌÁÓÔÉ V � C , É

�ÕÓÔØ f : U ! V |ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ. �ÏÇÄÁ ÆÕÎË�ÉÑ g(f) Ñ×ÌÑ-

ÅÔÓÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ × ÏÂÌÁÓÔÉ U .

õËÁÚÁÎÉÅ. óÍ. ÚÁÄÁÞÉ 16.1{16.3

úÁÄÁÞÁ 16.5. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏ-

ÇÏÞÌÅÎÁ h(�)= 

0

+

n

P

k=0

(a

k

sink�+ b

k

osk�) ÚÁÄÁÞÁ äÉÒÉÈÌÅ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ.

õËÁÚÁÎÉÅ. åÓÌÉ jzj= 1, �= arg z, ÔÏ Re z

k

= os k�, Im z

k

= sin k�.

úÁÄÁÞÁ 16.6. éÓ�ÏÌØÚÕÑ �ÌÏÔÎÏÓÔØ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅ-

ÎÏ× × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÄÏËÁÚÁÔØ ÒÁÚ-

ÒÅÛÉÍÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ äÉÒÉÈÌÅ ÄÌÑ ËÒÕÇÁ.

õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ �ÒÅÄÅÌ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÈÓÑ

ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ (ÓÍ. ÚÁÄÁ-

ÞÕ 15.10) É �ÒÉÎ�É�ÏÍ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ.

úÎÁÑ Á�ÒÉÏÒÉ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÁ äÉÒÉÈÌÅ ÄÌÑ ËÒÕÇÁ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ, ÎÅÓÌÏÖÎÏ

ÎÁ�ÉÓÁÔØ ÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ × Ñ×ÎÏÍ ×ÉÄÅ. ðÕÓÔØ ÍÙ ÉÝÅÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ × ÔÏÞ-
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ËÅ a, jaj< 1, ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ äÉÒÉÈÌÅ �u� 0, uj

jzj=1

= h × ËÒÕÇÅ jzj6 1.

ðÅÒÅ×ÅÄÅÍ ÔÏÞËÕ a × ÔÏÞËÕ 0 �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ '

a

(z) =

z � a

az � 1

. æÕÎË-

�ÉÑ v(z) = u('

�1

a

(z)) ÇÁÒÍÏÎÉÞÎÁ × ËÒÕÇÅ jzj < 1, É ÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ × ÎÕÌÅ

ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÉÓËÏÍÙÍ ÞÉÓÌÏÍ u(a). éÍÅÅÍ

u(a) = v(0) =

1

2�

Z

jzj=1

h('

�1

a

(z)) jdzj=

1

2�

Z

j�j=1

h(�)

�

�

�

d

d�

'

a

(�)

�

�

�

jd�j:

úÁÄÁÞÁ 16.7 (ÆÏÒÍÕÌÁ ðÕÁÓÓÏÎÁ). 1) ñ×ÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÑÄÒÏ ðÕÁÓÓÏÎÁ

�

�

�

d

d�

'

a

(�)

�

�

�

jd�j;

ÚÁ×ÉÓÑÝÅÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ � ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ j�j= 1 É ÔÏÞËÉ a ×ÎÕÔÒÉ

ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ËÒÕÇÁ.

2) ðÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÑÄÒÏ ðÕÁÓÓÏÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ-ÁÎÁÌÉÔÉÞÅ-

ÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ (Ô. Å. ÒÑÄ �ÅÊÌÏÒÁ ÜÔÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ)

ÏÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ x(a); y(a) × ÔÏÞËÅ a.

3) éÚ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÏÓÔÉ ÑÄÒÁ ðÕÁÓÓÏÎÁ ËÁË ÆÕÎË�ÉÉ ÏÔ a

×ÙÔÅËÁÅÔ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÏÓÔØ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ Ä×ÕÈ

�ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ × ËÒÕÇÅ, Á × ÌÀÂÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ �ÌÏÓËÏÓÔÉ).

ðÏÞÅÍÕ?

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÁ äÉÒÉÈÌÅ × ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÍ ÛÁÒÅ ÔÁË ÖÅ Ñ×ÎÏ ÒÅ-

ÛÁÅÔÓÑ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ Ñ×ÎÏ ×Ù�ÉÓÙ×ÁÅÍÏÇÏ ÑÄÒÁ äÉÒÉÈÌÅ, Ñ×ÌÑÀÝÅÇÏÓÑ

×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ-ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ. ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÇÁÒÍÏÎÉ-

ÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÍÎÏÇÉÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ-ÁÎÁÌÉÔÉÞÅ-

ÓËÉÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ.

úÁÄÁÞÁ 16.8. äÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ U � C

2

, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ

×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÍÏÓÔÉ ÄÏ ÇÒÁÎÉ�Ù ÏÔÏÂÒÁ-

ÖÅÎÉÑ òÉÍÁÎÁ (ÓÍ. �. 12), ÚÁÄÁÞÁ äÉÒÉÈÌÅ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ

Ñ×ÎÏ ÎÁ�ÉÓÁÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ òÉÍÁÎÁ ÏÂÌÁÓÔÉ U × ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ËÒÕÇ, ÔÏ

ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÚÁÄÁÞÉ äÉÒÉÈÌÅ × ÏÂÌÁÓÔÉ U ÍÏÖÎÏ ÎÁ�ÉÓÁÔØ Ñ×ÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ.

ðÏÞÅÍÕ?

úÁÄÁÞÁ 16.9. îÁ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ìÁ�ÌÁÓÁ �=

�

2

�x

2

+

+

�

2

�y

2

�ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ × ×ÉÄÅ � = 4

�

�z

�

�z

, ÇÄÅ z = x+ iy, Á Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ

�

�z

,

�

�z

Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ × �. 4.

17. óÕÂÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ É ÔÅÏÒÅÍÁ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ

úÁÄÁÞÁ 17.1 (ÆÏÒÍÕÌÁ êÅÎÓÅÎÁ). ðÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÑ f ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ × ÚÁ-

ÍÙËÁÎÉÉ ËÒÕÇÁ ÒÁÄÉÕÓÁ R Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ 0. äÏËÁÚÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ
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ÆÏÒÍÕÌÕ:

1

2�R

Z

jzj=R

ln jf j ds= ln jf(0)j+

X

f(z

i

)=0; jz

i

j<R

ln

R

jz

i

j

;

ÇÄÅ ÎÕÌÉ ÆÕÎË�ÉÉ f ×ÈÏÄÑÔ × �ÏÓÌÅÄÎÀÀ ÓÕÍÍÕ Ó ÕÞÅÔÏÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ.

õËÁÚÁÎÉÅ. ðÒÏ×ÅÓÔÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï × ÔÒÉ ÜÔÁ�Á:

1) ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÆÏÒÍÕÌÁ êÅÎÓÅÎÁ ×ÅÒÎÁ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÊ f É g, ÔÏ

ÏÎÁ ×ÅÒÎÁ É ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ fg;

2) ÄÏËÁÚÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ êÅÎÓÅÎÁ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÊ, ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÈ ÎÕÌÅÊ ×

ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÍ ËÒÕÇÅ;

3) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ a ËÒÕÇÁ �ÏÓÔÒÏÉÔØ Ñ×ÎÏ ÔÁËÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ f

(ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÕÀ × ÚÁÍÙËÁÎÉÉ ÄÁÎÎÏÇÏ ËÒÕÇÁ), ÞÔÏ f ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ

ÔÏÌØËÏ × ÔÏÞËÅ a, Á ÍÏÄÕÌØ f ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ×ÅÎ 1 ÎÁ ÇÒÁÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖ-

ÎÏÓÔÉ. ðÒÏ×ÅÒÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÔÁËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ.

ïÂßÅÄÉÎÑÑ ×ÓÅ ÔÒÉ �ÕÎËÔÁ, ÄÏËÁÚÁÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ.

îÁÍ �ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÎÅÍÎÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÉÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÕÂÇÁÒÍÏÎÉÞÅ-

ÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÒÁÚÒÅÛÉ× ÆÕÎË�ÉÉ �ÒÉÎÉÍÁÔØ ÚÎÁÞÅ-

ÎÉÅ �1. îÉÖÅ �ÏÄ ÓÌÏ×ÁÍÉ �ÓÕÂÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ� ÍÙ ÉÍÅÅÍ ×

×ÉÄÕ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÞÕÔØ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÅ �ÏÎÑÔÉÅ.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ U | ÏÂÌÁÓÔØ × ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, É

A � U |ÄÉÓËÒÅÔÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÚÎÁÞÎÕÀ

ÆÕÎË�ÉÀ f ÎÁ U nA, ËÏÔÏÒÁÑ × ÔÏÞËÁÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A �ÒÁ×ÎÁ �1�. �ÁËÁÑ

ÆÕÎË�ÉÑ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ e

f

: U ! R, ÄÏÏ�ÒÅÄÅ-

ÌÅÎÎÁÑ × ÔÏÞËÁÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ÞÉÓÌÏÍ 0, ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ. æÕÎË�ÉÑ ÔÁËÏÇÏ

×ÉÄÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÕÂÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ËÒÕÇÁ jz � aj6R,

�ÅÌÉËÏÍ ÌÅÖÁÝÅÇÏ × ÏÂÌÁÓÔÉ U , ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

1

2�R

Z

jz�aj=R

f(z) ds > f(a):

åÓÌÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ jz � aj= R ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÞËÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A, ÔÏ �ÒÅÄ�Ï-

ÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ, ÓÔÏÑÝÉÊ × ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ

ËÁË ÎÅÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ.

úÁÄÁÞÁ 17.2. ïÂÏÂÝÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ êÅÎÓÅÎÁ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÏËÒÕÖ-

ÎÏÓÔØ jzj = R ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÕÌÉ ÆÕÎË�ÉÉ f(z). äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎË-

�ÉÑ ln jf(z)j ÓÕÂÇÁÒÍÏÎÉÞÎÁ × ÏÂÌÁÓÔÉ U , × ËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎË�ÉÑ f ÁÎÁ-

ÌÉÔÉÞÎÁ.

úÁÄÁÞÁ 17.3. ïÂÏÂÝÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ êÅÎÓÅÎÁ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÙÈ

ÆÕÎË�ÉÊ.

úÁÄÁÞÁ 17.4 (�ÒÉÎ�É� ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ÄÌÑ ÓÕÂÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ f , ÓÕÂÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÕÀ × Ó×ÑÚÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ G. ðÒÅÄ-
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�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÔÏÞËÁ a 2G, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ z 2G

×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï f(a) > f(z). äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ f|ËÏÎÓÔÁÎÔÁ.

úÁÄÁÞÉ 17.5{17.7 �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ×ÁÒÉÁÎÔÙ �ÒÉÎ�É�Á ÍÁËÓÉ-

ÍÕÍÁ.

úÁÄÁÞÁ 17.5. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ Ó×ÅÒÈÕ ÓÕÂÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÕÀ

ÆÕÎË�ÉÀ u × ÏÂÌÁÓÔÉ G. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ � ÇÒÁÎÉ�Õ ÏÂÌÁÓÔÉ G. äÌÑ

ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ a ÇÒÁÎÉ�Ù �ÏÌÏÖÉÍ

�u(a) = lim

z!a; z2G

u(z):

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ x ÏÂÌÁÓÔÉ G ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ-

×ÅÎÓÔ×Ï u(x)6 sup

a2�

�u(a).

úÁÄÁÞÁ 17.6. ÷ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ

ÏÂÌÁÓÔØ G ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ É ÅÅ ÄÉÁÍÅÔÒ ÒÁ×ÅÎ D. îÁ ÇÒÁÎÉ�Å � ÏÂÌÁÓÔÉ G

ÏÔÍÅÔÉÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ a

1

; : : : ; a

k

. ðÕÓÔØ

~

� = � n fa

1

; : : : ; a

k

g. äÏ-

ËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ x ÏÂÌÁÓÔÉ G ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

u(x)6 sup

a2

~

�

�u(a).

õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ �ÒÉÎ�É�ÏÍ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ

u

"

= u+ "

X

ln

jx� a

i

j

D

:

÷ ËÁÞÅÓÔ×Å " ÚÄÅÓØ ÎÕÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ

ÞÉÓÌÏ.

úÁÄÁÞÁ 17.7. ðÅÒÅÎÅÓÔÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÎÁ ÎÅÏÇÒÁ-

ÎÉÞÅÎÎÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ G, ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÄÏ ÓÆÅÒÙ òÉÍÁÎÁ ÉÍÅÅÔ ÈÏÔÑ

ÂÙ ÏÄÎÕ ×ÎÕÔÒÅÎÎÀÀ ÔÏÞËÕ.

úÁÄÁÞÁ 17.8. åÓÌÉ ÏÔÂÒÏÓÉÔØ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ Ó×ÅÒÈÕ ÓÕÂ-

ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ, ÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ 17.6 ÓÔÁÎÅÔ ÎÅ×ÅÒÎÙÍ.

ðÒÉ×ÅÓÔÉ �ÒÉÍÅÒ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ × ×ÅÒÈÎÅÊ �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔÉ

ÆÕÎË�ÉÉ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÏÓØ É

ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ ÎÁ ÜÔÏÊ ÏÓÉ.

úÁÄÁÞÁ 17.9. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ËÒÕÇB ÎÁ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ.

1) ïÔÍÅÔÉÍ ÎÁ ÇÒÁÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÔÏÞËÉ A

1

É A

2

.

ðÒÅÄßÑ×ÉÔØ ÔÁËÕÀ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÕÀ ×Ï ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔÉ

ËÒÕÇÁ B ÆÕÎË�ÉÀ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ×�ÌÏÔØ ÄÏ ÇÒÁÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖ-

ÎÏÓÔÉ ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÔÏÞÅË A É B, ÒÁ×ÎÁ 1 ÎÁ ÄÕÇÅ AB É ÒÁ×ÎÁ 0 ÎÁ

ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÄÕÇÅ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ ÕÓÌÏ-

×ÉÑÍ ÚÁÄÁÞÉ, ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁ. îÁÒÉÓÏ×ÁÔØ ËÁÒÔÉÎÕ ÅÅ ÌÉÎÉÊ ÕÒÏ×ÎÑ.

õËÁÚÁÎÉÅ. æÕÎË�ÉÑ

1

2�

arg z ÇÁÒÍÏÎÉÞÎÁ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ × ×ÅÒÈÎÅÊ �Ï-

ÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔÉ. îÁ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ ÏÎÁ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ ÄÌÑ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØ-

ÎÙÈ z É ÅÄÉÎÉ�Å ÄÌÑ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ z.
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2) ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ ÇÒÁÎÉÞÎÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÒÁÚÂÉÔÁ ÎÁ

n ÄÕÇ l

1

; : : : ; l

n

. óÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ É ÒÅÛÉÔØ ÚÁÄÁÞÕ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ �. 1).

úÁÄÁÞÁ 17.10. ðÕÓÔØ B|ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ËÒÕÇ ÎÁ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ.

ïÔÍÅÔÉÍ ÎÁ ÇÒÁÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÄÕÇÕ ÍÅÖÄÕ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÔÏÞËÁ-

ÍÉ A

1

É A

2

. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ A ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÁËÕÀ

ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÕÀ ×Ï ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔÉ ËÒÕÇÁ B ÆÕÎË�ÉÀ f

A

,

ÞÔÏ f

A

ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÁ A ÎÁ ÄÕÇÅ A

1

A

2

É ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÁ ÎÅ-

ËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÅ C (ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ) ÎÁ ÄÏ�ÏÌÎÉ-

ÔÅÌØÎÏÊ ÄÕÇÅ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÔÏÞËÉ ËÒÕÇÁ B ×Ù-

�ÏÌÎÅÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

lim

A!�1

f

A

(x) =�1:

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. �ÏÞËÕ a, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÕÀ ÇÒÁÎÉ�Å ÏÂÌÁÓÔÉ G, ÎÁÚÏ×ÅÍ

�ÒÏÓÔÏÊ ÇÒÁÎÉÞÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÁÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁ-

ÌÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ a ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÄÕÇÕ, �ÅÌÉËÏÍ ÌÅÖÁÝÕÀ

× ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÉ Ë G.

úÁÄÁÞÁ 17.11 (ÇÒÁÎÉÞÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ). ðÕÓÔØ f : G!

! C | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ × ÏÂÌÁÓÔÉ G, É

�ÕÓÔØ a| �ÒÏÓÔÁÑ ÇÒÁÎÉÞÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ. åÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏ-

ÒÏÇÏ " > 0 ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï lim

z!b

f(z) = 0 ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ b 2 �G

ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ja� bj< ", ÔÏ f(z) � 0.

õËÁÚÁÎÉÅ. îÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÍ ËÒÕÇÅ B Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ a ÒÁÓ-

ÓÍÏÔÒÅÔØ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ u

A

, ÒÁ×ÎÕÀ �A ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÄÕ-

ÇÅ �

1

ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ �B, ÌÅÖÁÝÅÊ ×ÎÅ ÏÂÌÁÓÔÉ G, É ÒÁ×ÎÕÀ ln jj ÎÁ ÄÏ-

�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÄÕÇÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ �B. úÄÅÓØ A|ÂÏÌØÛÏÅ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÅ

ÞÉÓÌÏ É  = sup

z2G

jf(z)j. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ z 2 B \ G Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÎÅÒÁ-

×ÅÎÓÔ×Ï u

A

(z) > ln jf(z)j. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÏ×Á×ÛÉÓØ ÚÁÄÁÞÅÊ 17.9, �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

f(z) � 0.

úÁÄÁÞÁ 17.12. ïÂÏÂÝÉÔØ ÇÒÁÎÉÞÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÎÁ ÌÀ-

ÂÕÀ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ �ÒÏÓÔÕÀ) ÇÒÁÎÉÞÎÕÀ ÔÏÞËÕ a, �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÑ, ÞÔÏ

ÏÂÌÁÓÔØ G ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÁ.

õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ (ÌÏËÁÌØÎÏ) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ

p

z � a. ðÒÏ-

×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ ÔÏÞËÉ a ÂÕÄÅÔ �ÒÏÓÔÏÊ ÇÒÁÎÉÞÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÄÌÑ ÏÂÒÁÚÁ

ÏÂÌÁÓÔÉ G.

äïðïìîåîéå 2

18. æÏÒÍÕÌÁ óÔÏËÓÁ ÄÌÑ ÏÂÌÁÓÔÅÊ Ó ÇÌÁÄËÏÊ ÇÒÁÎÉ�ÅÊ

ðÏÓÌÅ ÔÏÇÏ ËÁË ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÁÑ ÉÌÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ óÔÏËÓÁ ÄÏ-

ËÁÚÁÎÁ ÄÌÑ ËÕÂÏ×, ÅÅ ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÄÌÑ ÏÂÌÁÓÔÅÊ × R

n

(É ÄÌÑ ÏÒÉ-
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ÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÇÌÁÄËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ) Ó ÇÌÁÄËÏÊ ÇÒÁÎÉ�ÅÊ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ

ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ ÅÄÉÎÉ�Ù. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ËÁË ÜÔÏ

ÄÅÌÁÅÔÓÑ.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ X � R

n

| ËÏÍ�ÁËÔ, É U

�

| ÌÀÂÏÅ �ÏËÒÙÔÉÅ

ÜÔÏÇÏ ËÏÍ�ÁËÔÁ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ. òÁÚÂÉÅÎÉÅÍ ÅÄÉÎÉ�Ù, ÓÏ-

ÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÙÍ Ó �ÏËÒÙÔÉÅÍ U

�

, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÇÌÁÄ-

ËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ '

i

, i = 1; : : : ; N , Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ

ËÏÍ�ÁËÔÁ X, ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ

1) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ '

1

+ : : : + '

N

ÎÁ X ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÏ

ÅÄÉÎÉ�Å;

2) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ '

i

ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U

�

i

ÉÚ

�ÏËÒÙÔÉÑ ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ '

i

ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ ÎÁ ÄÏ�ÏÌ-

ÎÅÎÉÉ Ë ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ U

�

i

úÁÄÁÞÁ 18.1. äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ËÏÍ�ÁËÔÁ X � R

n

É ×ÓÑËÏÇÏ ÅÇÏ �ÏËÒÙ-

ÔÉÑ U

�

ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏÅ Ó ÜÔÉÍ �ÏËÒÙÔÉÅÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉ-

�Ù '

1

; : : : ; '

N

, × ËÏÔÏÒÏÍ '

i

|ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÇÌÁÄËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ.

õËÁÚÁÎÉÅ. 1) óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÇÌÁÄËÁÑ

ÆÕÎË�ÉÑ × R

n

, ÒÁ×ÎÁÑ ÅÄÉÎÉ�Å × ËÒÕÇÅ ÒÁÄÉÕÓÁ R

0

É ÒÁ×ÎÁÑ ÎÕÌÀ

×ÎÅ ËÒÕÇÁ ÒÁÄÉÕÓÁ R

1

Ó ÔÅÍ ÖÅ �ÅÎÔÒÏÍ, ÇÄÅ R

1

>R

0

;

2) ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÆÕÎË�ÉÀ ÉÚ 1) É ËÏÍ�ÁËÔÎÏÓÔØX, �ÏÓÔÒÏÉÔØ ËÏÎÅÞÎÙÊ

ÎÁÂÏÒ ÆÕÎË�ÉÊ g

1

; : : : ; g

N

, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ ×ÎÅ ÎÅËÏÔÏ-

ÒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U

�

i

, ÎÏ ÓÕÍÍÁ F=g

1

+: : :+g

N

ÓÔÒÏÇÏ ÂÏÌØÛÅ ÎÕÌÑ ÎÁX;

3) ÆÕÎË�ÉÉ '

i

= g

i

=F ÄÁÀÔ ÉÓËÏÍÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉ�Ù.

ìÏËÁÌØÎÏÊ ËÁÒÔÏÊ ÏËÏÌÏ ÔÏÞËÉ a 2R

n

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U

a

ÔÏÞËÉ a ×ÍÅÓÔÅ Ó ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ x : U

a

! V ÎÁ ÏÂÌÁÓÔØ V × R

n

ÔÁËÉÍ, ÞÔÏ x(a) = 0. ëÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ x

1

; : : : ; x

n

×ÅËÔÏÒ-ÆÕÎË�ÉÉ x ÎÁÚÙ×Á-

ÀÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ × ËÁÒÔÅ U

a

.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. çÒÁÎÉ�Á �U ÏÂÌÁÓÔÉ U × R

n

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÏÊ ×

ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a 2 �U , ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÏËÁÌØÎÁÑ ËÁÒÔÁ × ÏËÒÅÓÔ-

ÎÏÓÔÉ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ × ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ x

1

; : : : ; x

n

ÚÁÍÙ-

ËÁÎÉÅ ÏÂÌÁÓÔÉ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ x

n

> 0.

úÁÄÁÞÁ 18.2. ðÕÓÔØ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÏÂÌÁÓÔÉ U × R

n

ÚÁÄÁÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ

f > 0, ÇÄÅ f |ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌ df ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅ ÏÂÒÁ-

ÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ ÎÉ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ f = 0. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

ÏÂÌÁÓÔØ U ÉÍÅÅÔ ÇÌÁÄËÕÀ ÇÒÁÎÉ�Õ.

ðÕÓÔØ U|ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ × R

n

Ó ÇÌÁÄËÏÊ ÇÒÁÎÉ�ÅÊ. æÉËÓÉ-

ÒÕÅÍ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ U

a

ÏËÏÌÏ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ a ÚÁÍÙËÁÎÉÑ ÏÂÌÁ-

ÓÔÉ U . äÌÑ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË a 2 �U ÍÙ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÌÏËÁÌØÎÁÑ

ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÏËÏÌÏ ÔÏÞËÉ a ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ �ÒÅÄÙÄÕÝÅ-

ÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ËÕÂÙ �

"

É

~

�

"

× �ÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔ×Å R

n

, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍÉ �" 6 x

1

6 "; : : : ;�" 6 x

n

6 " É
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�" 6 x

1

6 "; : : : ;�" 6 x

n�1

6 "; 0 6 x

n

6 2". ðÏÄÈÏÄÑÝÉÍ ËÕÂÏÍ �

"

a

ÄÌÑ

ÔÏÞËÉ a × ÌÏËÁÌØÎÏÊ ËÁÒÔÅ U

a

Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ x : U

a

!R

n

ÂÕÄÅÍ ÎÁ-

ÚÙ×ÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á x

�1

(�

"

a

), ÅÓÌÉ a|×ÎÕÔÒÅÎÎÑÑ ÔÏÞËÁ ÏÂÌÁÓÔÉ U

a

, É

x

�1

(

~

�

"

a

), ÅÓÌÉ a|ÇÒÁÎÉÞÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÏÂÌÁÓÔÉ U

a

. ðÒÉ ÜÔÏÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁ-

ÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ x(U

a

) ËÁÒÔÙ U

a

�ÅÌÉËÏÍ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ

ËÕÂ �

"

a

ÉÌÉ

~

�

"

a

.

úÁÄÁÞÁ 18.3. ðÕÓÔØ U |ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ × R

n

, a 2 U | ÔÏÞ-

ËÁ × ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ É �

"

a

| �ÏÄÈÏÄÑÝÉÊ ËÕÂ ÏËÏÌÏ ÔÏÞËÉ a. ðÕÓÔØ

! | (n � 1)-ÆÏÒÍÁ × R

n

, ÒÁ×ÎÁÑ ÎÕÌÀ ×ÎÅ ËÕÂÁ �

"

a

É ÕÄÏ×ÌÅÔ×Ï-

ÒÑÀÝÁÑ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ óÔÏËÓÁ (Ô. Å. ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ

ÆÏÒÍÙ ! ÉÍÅÀÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÙ, Á ÆÏÒÍÁ d! ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ). �ÏÇÄÁ

Z

U

d! =

Z

�U

! = 0.

úÁÄÁÞÁ 18.4. ðÕÓÔØ U|ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ × R

n

, a 2 �U|ÔÏÞËÁ

ÇÒÁÎÉ�Ù ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ É

~

�

"

a

|�ÏÄÈÏÄÑÝÉÊ ËÕÂ ÏËÏÌÏ ÔÏÞËÉ a. ðÕÓÔØ

!|(n � 1)-ÆÏÒÍÁ × R

n

, ÒÁ×ÎÁÑ ÎÕÌÀ ×ÎÅ ËÕÂÁ

~

�

"

a

É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ

ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ óÔÏËÓÁ. �ÏÇÄÁ

Z

�U

! =

Z

U

d!.

úÁÄÁÞÁ 18.5. ðÕÓÔØ !|ÆÏÒÍÁ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÏÂÏÂÝÅÎ-

ÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ óÔÏËÓÁ × ÚÁÍÙËÁÎÉÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ U Ó ÇÌÁÄËÏÊ

ÇÒÁÎÉ�ÅÊ �U , É �ÕÓÔØ '

1

; : : : ; '

N

|ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉ�Ù ÎÁ

ÂÏÌØÛÏÍ ÛÁÒÅ B, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÍ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÏÂÌÁÓÔÉ U × Ó×ÏÅÊ ×ÎÕÔÒÅÎ-

ÎÏÓÔÉ, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÆÏÒÍÙ !

i

= '

i

! Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÆÏÒÍÕÌÁ

óÔÏËÓÁ

Z

�U

!

i

=

Z

U

d!

i

. �ÏÇÄÁ

Z

�U

! =

Z

U

d!.

úÁÄÁÞÁ 18.6. äÏËÁÚÁÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ óÔÏËÓÁ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØ-

ÎÏÊ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ Ó ÇÌÁÄËÏÊ ÇÒÁÎÉ�ÅÊ.

õËÁÚÁÎÉÅ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏÄÏÂÒÁÔØ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉ�Ù ÎÁ ÂÏÌØÛÏÍ

ÛÁÒÅ B, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÚÁÄÁÞÉ 18.5. äÌÑ ÜÔÏÇÏ

ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÚÑÔØ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉ�Ù, ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏÅ Ó �ÏËÒÙÔÉÅÍ ÛÁ-

ÒÁ B ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ V

p

. äÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ p 2B

Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ V

p

ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

1) ÅÓÌÉ p ÎÅ ÌÅÖÉÔ × ÚÁÍÙËÁÎÉÉ ÏÂÌÁÓÔÉ U , ÔÏ × ËÁÞÅÓÔ×Å V

p

ÍÏÖÎÏ

×ÚÑÔØ ÌÀÂÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ p 2 V

p

, V

p

\ U = ?;

2) ÅÓÌÉ p �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÚÁÍÙËÁÎÉÀ ÏÂÌÁÓÔÉ U , ÓÎÁÞÁÌÁ ÆÉËÓÉÒÕÅÍ

ÌÏËÁÌØÎÕÀ ËÁÒÔÕ x

1

; : : : ; x

n

ÏËÏÌÏ ÔÏÞËÉ p É �ÏÄÈÏÄÑÝÉÊ ËÕÂ �

"

p

ÄÌÑ ÔÏÞ-

ËÉ p É ÜÔÏÊ ËÁÒÔÙ. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ × ËÁÞÅÓÔ×Å V

p

ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÚÑÔØ ÌÀÂÏÅ

ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ: 1) p 2 V

p

, 2) V

p

�B, 3) V

p

\ U ��

"

p

.

ðÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÉÍÏÓÔØ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÚÁÄÁÞÉ 18.5 ÄÌÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ

ÅÄÉÎÉ�Ù, ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏÇÏ Ó �ÏËÒÙÔÉÅÍ V

p

, ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÚÁÄÁÞ 18.3 É 18.4.
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