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1. çÏÍÏÌÏÇÉÉ, ÇÏÍÏÔÏ�ÉÉ, ËÏÎÕÓÙ

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.1. ëÏÍ�ÌÅËÓÏÍ ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕ�� (ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ

ÄÁÎÎÙÍ ËÏÌØ�ÏÍ, ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, É Ô. �.) ÎÁÚÙ×Á-

ÅÔÓÑ ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÙÊ �ÅÌÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ ÎÁÂÏÒ ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕ��

(×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, ÍÏÄÕÌÅÊ. . . ) K

i

É ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×

d

i

: K

i → K

i+1

, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÀ d

i+1

d

i

= 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ i.

ëÏÍ�ÌÅËÓ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ K

·
(ÉÎÏÇÄÁ ÔÏÞËÕ, ÓÔÏÑÝÕÀ ×ÍÅÓÔÏ

��ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÉÎÄÅËÓÁ�, ÂÕÄÅÍ Ï�ÕÓËÁÔØ). ëÏÍ�ÌÅËÓ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ

ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍ ÓÎÉÚÕ, ÅÓÌÉ K

i

= 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ i≪ 0, É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍ

Ó×ÅÒÈÕ, ÅÓÌÉ K

i

= 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ i≫ 0. ëÏÍ�ÌÅËÓ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÌÉÛØ

ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÞÌÅÎÏ×, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍ.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.2. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ (ÉÌÉ �Ï�ÒÏÓÔÕ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ)

ËÏÍ�ÌÅËÓÏ× f : K

· → L

·
ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÇÏ-

ÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× f

i

: K

i → L

i

, ÞÔÏ d

i

f

i

= f

i+1

d

i

ÄÌÑ ×ÓÅÈ i (ÏÂÙÞÎÏ

�ÉÛÕÔ ËÏÒÏÞÅ: df = fd).

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.3. i-ÔÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ K

·
ÎÁ-

ÚÙ×ÁÀÔ ÆÁËÔÏÒÇÒÕ��Õ (ÆÁËÔÏÒÍÏÄÕÌØ. . . ) Kerd

i

= Im d

i−1

. ïÂÏ-

ÚÎÁÞÁÀÔ i-ÔÕÀ ÇÒÕ��Õ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÔÁË: H

i

(K

·
).

úÁÄÁÞÁ 1.4. ðÕÓÔØ

0→ K

· → L

· →M

· → 0

| ÔÏÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÍ�ÌÅËÓÏ×. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÉÎ-

ÄÕ�ÉÒÕÅÔ ÔÏÞÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ

· · · → H

i

(K

·
)→ H

i

(L

·
)→ H

i

(M

·
)→ H

i+1

(K

·
)→ H

i+1

(L

·
)→ : : : :

(1.1)

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1.5. éÎÏÇÄÁ �ÉÛÕÔ ÉÎÄÅËÓÙ ÓÎÉÚÕ, ÔÒÅÂÕÀÔ, ÞÔÏÂÙ

d ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÌ ÉÚ K

i

× K

i−1

, É ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÔÁËÉÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÙ �Å�-

ÎÙÍÉ (Á ËÏÍ�ÌÅËÓÙ, Ï ËÏÔÏÒÙÈ Õ ÎÁÓ ÛÌÁ ÒÅÞØ × ÎÁÞÁÌÅ, ÔÏÇÄÁ

ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ËÏ�Å�ÎÙÍÉ). õÄÏÂÎÏ ÎÅ ÓÞÉÔÁÔØ �Å�ÎÏÊ ËÏÍ�ÌÅËÓ ÏÔ-

ÄÅÌØÎÙÍ �ÏÎÑÔÉÅÍ, Á �ÒÏÓÔÏ ÉÍÅÔØ × ×ÉÄÕ, ÞÔÏ ×ÓÑËÉÊ ËÏÍ�ÌÅËÓ

ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ É Ó ÎÉÖÎÉÍÉ ÉÎÄÅËÓÁÍÉ, �ÏÌÁÇÁÑ K

i

= K

−i
É

H

i

(K·) = H

−i
(K

·
).
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ðÕÓÔØ K

·
É L

·
| Ä×Á ËÏÍ�ÌÅËÓÁ. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÊ

Ó�ÏÓÏÂ ÓËÏÎÓÔÒÕÉÒÏ×ÁÔØ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ K

·
× L

·
. éÍÅÎÎÏ, �ÕÓÔØ

s

i

: K

i → L

i−1

| �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÇÏÍÏÍÏÒ-

ÆÉÚÍÏ×. ðÏÌÏÖÉÍ '

i

= d

i−1

s

i

+ s

i+1

d

i

(× ÂÏÌÅÅ ×ÏÌØÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ:

' = ds+ sd). ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {'i} Ñ×ÌÑÅÔ-
ÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ËÏÍ�ÌÅËÓÏ× ÉÚ K

·
× L

·
.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.6. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ËÏÍ�ÌÅËÓÏ×, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ×Ù-

ÛÅÏ�ÉÓÁÎÎÏÊ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÅÊ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÇÏÍÏÔÏ�ÉÞÅÓËÉ ÔÒÉ×É-

ÁÌØÎÙÍÉ. åÓÌÉ f É g | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÉÚ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ K

·
× ËÏÍ-

�ÌÅËÓ L

·
É ÒÁÚÎÏÓÔØ f − g ÇÏÍÏÔÏ�ÉÞÅÓËÉ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÁ, ÔÏ ÇÏÍÏ-

ÍÏÒÆÉÚÍÙ f É g ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÇÏÍÏÔÏ�ÎÙÍÉ.

ðÒÉÍÅÒ 1.7. ðÕÓÔØ X É Y | ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á,

f; g : X → Y | ÇÏÍÏÔÏ�ÎÙÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. �ÏÇÄÁ

ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÈ �Å�ÎÙÈ (ÉÌÉ ËÏ�Å�-

ÎÙÈ) ËÏÍ�ÌÅËÓÏ× ÂÕÄÕÔ ÇÏÍÏÔÏ�ÎÙ (ÓÍ. [11, Ó. 97{98℄).

úÁÄÁÞÁ 1.8. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÏÍÏÔÏ�ÎÙÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÉÚ K

·
×

L

·
ÉÎÄÕ�ÉÒÕÀÔ ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÉÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÉÚ H

i

(K

·
) × H

i

(L

·
).

úÁÄÁÞÁ 1.9. ðÕÓÔØ ' : K

· → L

·
| ÇÏÍÏÔÏ�ÉÞÅÓËÉ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÊ

ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ. ðÏËÁÖÉÔÅ ÞÔÏ ' ◦ f É g ◦ ' ÇÏÍÏÔÏ�ÉÞÅÓËÉ ÔÒÉ×É-

ÁÌØÎÙ, ÇÄÅ f É g | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ × K

·
(ÓÏÏÔ×ÅÔ-

ÓÔ×ÅÎÎÏ, ÉÚ L

·
).

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.10. çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÙ K

·
É L

·
ÇÏÍÏÔÏ-

�ÉÞÅÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ

f : K

· → L

·
É g : L

· → K

·
, ÞÔÏ fg É gf ÇÏÍÏÔÏ�ÎÙ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎ-

ÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍ. ëÏÍ�ÌÅËÓ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ

ÇÏÍÏÔÏ�ÉÞÅÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÅÎ ËÏÍ�ÌÅËÓÕ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÍÕ ÉÚ ÏÄÎÉÈ ÎÕ-

ÌÅÊ.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.11. �ÏÞÎÙÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ

0→ E

1

→ F

1

→ G

1

→ 0

É

0→ E

2

→ F

2

→ G

2

→ 0
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ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÉÈ ÍÏÖÎÏ ×ËÌÀÞÉÔØ × ËÏÍÍÕÔÁ-

ÔÉ×ÎÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

0 −−−−→ E

1

−−−−→ F

1

−−−−→ G

1

−−−−→ 0

y
y

y

0 −−−−→ E

1

−−−−→ F

1

−−−−→ G

1

−−−−→ 0;

(1.2)

× ËÏÔÏÒÏÊ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÅ ÓÔÒÅÌËÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ.

úÁÄÁÞÁ 1.12. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ 1.11 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �Ï-

ÔÒÅÂÏ×ÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÂÙÌÉ ËÒÁÊÎÉÅ ÌÅ×ÁÑ É �ÒÁ×ÁÑ

×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÅ ÓÔÒÅÌËÉ.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.13. ëÏÒÏÔËÁÑ ÔÏÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0→ E → F → G→ 0 (1.3)

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÓÝÅ�ÌÑÀÝÅÊÓÑ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÔÏÞÎÏÊ �ÏÓÌÅ-

ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ×ÉÄÁ

0→ E

u−→ E ⊕G v−→ G→ 0;

ÇÄÅ u : e 7→ e⊕ 0 É v : e⊕ g 7→ g.

úÁÄÁÞÁ 1.14. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÒÏÔËÕÀ ÔÏÞÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-

ÎÏÓÔØ (1.3) ËÁË ËÏÍ�ÌÅËÓ (× ÜÔÏÍ É �ÏÄÏÂÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ �ÏÄÒÁÚÕ-

ÍÅ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÓÌÅ×Á É Ó�ÒÁ×Á ÄÏ�ÉÓÁÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-

ÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÕÌÅÊ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ËÏÍ�ÌÅËÓ ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍ ÔÏÇÄÁ

É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÔÏÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (1.3) ÒÁÓÝÅ�-

ÌÑÅÔÓÑ.

úÁÄÁÞÁ 1.15. ðÅÒÅÞÉÓÌÉÔÅ ×ÓÅ ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙÅ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÔÏÞÎÙÅ

�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕ�� ×ÉÄÁ

0→ Z→ X → Z=3Z→ 0:

á ÞÔÏ ÂÕÄÅÔ, ÅÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ Z=3Z ÎÁ Z=4Z?

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.16. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍ�ÌÅËÓÏ× f : K

· → L

·
ÎÁ-

ÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÉÎÄÕ�ÉÒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ

H

i

(K

·
)

∼→ H

i

(L

·
) ÄÌÑ ×ÓÅÈ i. ëÏÍ�ÌÅËÓ K

·
ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Á�ÉËÌÉÞ-

ÎÙÍ, ÅÓÌÉ H

i

(K

·
) = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ i.
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éÚ ÚÁÄÁÞÉ 1.8 ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ÇÏÍÏÔÏ�ÉÞÅÓËÁÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔ-

ÎÏÓÔØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ É ×ÓÑËÉÊ ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍÙÊ ËÏÍ-

�ÌÅËÓ Á�ÉËÌÉÞÅÎ.

úÁÄÁÞÁ 1.17. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÑËÉÊ Á�ÉËÌÉÞÎÙÊ ËÏÍ�ÌÅËÓ ×ÅË-

ÔÏÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍ.

úÁÄÁÞÁ 1.18. ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ �ÒÉÍÅÒ Á�ÉËÌÉÞÎÏÇÏ, ÎÏ ÎÅ ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍÏ-

ÇÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕ��; �ÒÉ×ÅÄÉÔÅ ÔÁËÖÅ �ÒÉÍÅÒ Ë×ÁÚÉÉÚÏ-

ÍÏÒÆÉÚÍÁ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÅÇÏÓÑ ÇÏÍÏÔÏ�ÉÞÅÓËÏÊ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØÀ.

ëÏÎÕÓÙ

ðÒÏÓÔÅÊÛÁÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ Ó ËÏÍ�ÌÅËÓÁÍÉ | ÓÄ×ÉÇ.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.19. ðÕÓÔØ K | ËÏÍ�ÌÅËÓ É t | �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ.

ëÏÍ�ÌÅËÓ K[t℄ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÁË:

K[t℄

i

= K

t+i

; d

i

K[t℄

= (−1)tdt+i
K

:

åÓÌÉ f : K

· → L

·
| ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍ�ÌÅËÓÏ×, ÔÏ ÔÏÔ ÖÅ ÓÁ-

ÍÙÊ ÎÁÂÏÒ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× f

i

: K

i → L

i

ÂÕÄÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÉÚ

K[t℄ × L[t℄; ÉÎÏÇÄÁ ÜÔÏÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÂÕÄÅÔ ÄÌÑ ÑÓÎÏÓÔÉ ÏÂÏÚÎÁ-

ÞÁÔØÓÑ f [t℄ : K[t℄ → L[t℄ (Õ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÏÄÎÏ-

ÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÎÁÞÁÌÏ É ËÏÎÅ�!).

íÅÎÅÅ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ ×ÁÖÎÁÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ ÎÁÄ

ËÏÍ�ÌÅËÓÁÍÉ, ËÁË ËÏÎÕÓ ÍÏÒÆÉÚÍÁ.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.20. ðÕÓÔØ f : K → L | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍ�ÌÅË-

ÓÏ×. åÇÏ ËÏÎÕÓÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÍ�ÌÅËÓ C(f), Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÔÁË:

C(f)

i

= K

i+1 ⊕ Li;
d

i

C(f)

(k; l) = (−dk; fk + dl):

òÁÂÏÔÁÑ Ó ËÏÎÕÓÁÍÉ, ÕÄÏÂÎÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÉÚ A ⊕ B ×

C ⊕ D ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÔØ × ×ÉÄÅ ÍÁÔÒÉ� (

u v

w z

), ÇÄÅ u ∈ Hom(A;C),

v ∈ Hom(B;C), w ∈ Hom(A;D), z ∈ Hom(B;D). ðÒÉ ÔÁËÏÊ ÚÁ-

�ÉÓÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉ� ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚ-

ÍÏ×. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌ × ËÏÎÕÓÅ ÍÏÒÆÉÚÍÁ f : K

· → L

·

ÚÁ�ÉÛÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ ÍÁÔÒÉ�Ù

(
−d

K

0

f d

L

)
.
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úÁÄÁÞÁ 1.21. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ËÏÎÕÓ ÍÏÒÆÉÚÍÁ | ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ

ËÏÍ�ÌÅËÓ.

ðÒÉÍÅÒ 1.22. äÌÑ ËÌÅÔÏÞÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á (CW-ËÏÍ�ÌÅËÓÁ) X

ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ C·(X) �Å�ÎÏÊ ËÏÍ�ÌÅËÓ, �ÒÅÄÎÁÚÎÁÞÅÎÎÙÊ ÄÌÑ

�ËÌÅÔÏÞÎÏÇÏ� ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÈ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ X ([11, Ó. 109{

110℄). äÁÌÅÅ, ÅÓÌÉ (X;x

0

) | ËÌÅÔÏÞÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó ÏÔÍÅÞÅÎ-

ÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ (�ÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ x

0

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÕÌØÍÅÒÎÏÊ ËÌÅÔ-

ËÏÊ), ÔÏ �ÏÌÏÖÉÍ

~

C·(X;x0) = C·(X)=C·(x0) (ÜÔÏ | �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÊ

ËÌÅÔÏÞÎÙÊ ËÏÍ�ÌÅËÓ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á (X;x

0

)).

ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ f : (X;x

0

) → (Y; y

0

) | ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁ-

ÖÅÎÉÅ ËÌÅÔÏÞÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× Ó ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ, É �ÕÓÔØ

C(f) | �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÊ ËÏÎÕÓ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f , �ÏÌÕÞÁÀÝÉÊÓÑ ÉÚ

ÏÂÙÞÎÏÇÏ ËÏÎÕÓÁ ([11, Ó. 22℄) ÓÔÑÇÉ×ÁÎÉÅÍ �ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ�, ÓÏÄÅÒ-

ÖÁÝÅÊ ÏÔÍÅÞÅÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ. �ÏÇÄÁ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÊ ËÌÅÔÏÞÎÙÊ ËÏÍ-

�ÌÅËÓ

~

C·(C(f)) ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ËÏÎÕÓÕ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ

f∗ :
~

C·(X;x0)→ ~

C·(Y; y0).

úÁÄÁÞÁ 1.23. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ g : l 7→ (0; l) É

h : (k; l) 7→ −k Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÉÚ L × C(f) É ÉÚ C(f)

× K[1℄ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.

úÁÄÁÞÁ 1.24. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ f , g É h ÉÎÄÕ�ÉÒÕ-

ÀÔ ÔÏÞÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

· · · → H

i

(K

·
)

f∗−→ H

i

(L

·
)

g∗−→ H

i

(C(f)

·
)

h∗−→

−→ H

i+1

(K

·
)

f∗−→ H

i+1

(L

·
)→ : : : : (1.4)

úÁÄÁÞÁ 1.25. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÎÕÓ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒ-

ÆÉÚÍÁ ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍ (ÔÏ ÅÓÔØ ÇÏÍÏÔÏ�ÉÞÅÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÅÎ ÎÕÌÅ×ÏÍÕ

ËÏÍ�ÌÅËÓÕ).

úÁÄÁÞÁ 1.26. ðÕÓÔØ

0→ K

· i−→ L

· →M

· → 0

| ÔÏÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÍ�ÌÅËÓÏ×. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÍ-

�ÌÅËÓ M

·
Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ËÏÎÕÓÕ C(i); �ÏËÁÖÉÔÅ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ �ÒÉ
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ÜÔÏÍ Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ ÔÏÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (1.1) �ÅÒÅÈÏ-

ÄÉÔ × ÔÏÞÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (1.4). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÏÎÕÓ

ÍÏÒÆÉÚÍÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ �ÏÎÑÔÉÑ �ÆÁËÔÏÒËÏÍ�ÌÅËÓ�.

2. ðÒÅÄ�ÕÞËÉ É �ÕÞËÉ

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÕÞËÁ ÕÄÏÂÎÏ ÄÁ×ÁÔØ × Ä×Á ÜÔÁ�Á.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.1. çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ F | �ÒÅÄ�ÕÞÏË ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕ��

(×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, ËÏÌÅ�. . . ) ÎÁ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔ×Å X, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÏÍÕ ÏÔËÒÙÔÏÍÕ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Õ U ⊂ X ÓÏ�Ï-

ÓÔÁ×ÌÅÎÁ ÁÂÅÌÅ×Á ÇÒÕ��Á (×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. . . ) F(U), Á
ËÁÖÄÏÊ �ÁÒÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈÓÑ ÄÒÕÇ × ÄÒÕÇÅ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×

V ⊂ U | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ �

U

V

: F(U)→ F(V ) (ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÏÇÒÁÎÉ-
ÞÅÎÉÑ), É �ÒÉ ÜÔÏÍ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ:

åÓÌÉ W ⊂ V ⊂ U , ÔÏ �V
W

◦ �U
V

= �

U

W

.

åÓÌÉ s ∈ F(U) É V ⊂ U , ÔÏ ×ÍÅÓÔÏ �

U

V

(s) ÏÂÙÞÎÏ �ÉÛÕÔ s|
V

(�ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ s ÎÁ V �). üÌÅÍÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á F(U) ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ
ÓÅÞÅÎÉÑÍÉ �ÒÅÄ�ÕÞËÁ F ÎÁÄ U .

ðÒÉ×ÅÄÅÍ �ÒÉÍÅÒÙ �ÒÅÄ�ÕÞËÏ× (ÎÅÚÎÁËÏÍÙÅ Ó ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ

ÇÅÏÍÅÔÒÉÅÊ ÍÏÇÕÔ �ÏËÁ �ÒÏ�ÕÓÔÉÔØ �ÒÉÍÅÒÙ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÕÞÁÓÔ-

×ÕÀÔ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ; × �ÒÉÍÅÒÅ 3 ÍÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ

ÚÁÍÅÎÉÔØ ÓÌÏ×Á �ÎÅÏÓÏÂÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ� ÎÁ �ÒÉ-

ÍÁÎÏ×Á �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ� É �ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ� ÎÁ �ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÁÑ

ÆÕÎË�ÉÑ�).

1Á. X �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ, F(U) | ËÏÌØ�Ï ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ

U ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ × R (ÉÌÉ C).

1Â. X | ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, F(U) | ËÏÌØ�Ï ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎË-

�ÉÊ ÎÁ U ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ × R (ÉÌÉ C).

1×. X | ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏ-ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, F(U) |

ËÏÌØ�Ï ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ U .

1Ç. X | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÅ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÅÊ

úÁÒÉÓÓËÏÇÏ, F(U) | ËÏÌØ�Ï ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ X,

Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ×ÓÀÄÕ ÎÁ U .
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2a. X �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ, E | ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ X, F(U) |
�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÓÅÞÅÎÉÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E ÎÁÄ U .

2Â. X | ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, E | ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ

X, F(U) | �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÇÌÁÄËÉÈ ÓÅÞÅÎÉÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E ÎÁÄ

U .

2Â

′
. X | ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, F(U) | �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÄÉÆÆÅ-

ÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ ÓÔÅ�ÅÎÉ t ÎÁ U .

2Â

′′
. X | ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, F(U) | �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÚÁÍËÎÕ-

ÔÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ ÓÔÅ�ÅÎÉ t ÎÁ U .

2Â

′′′
. X | ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, F(U) | �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÔÏÞÎÙÈ

ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ ÓÔÅ�ÅÎÉ t ÎÁ U .

2×. X |ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏ-ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, E| ×ÅËÔÏÒ-

ÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ X, F(U) | �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ

ÓÅÞÅÎÉÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E ÎÁÄ U .

3. X | ÎÅÏÓÏÂÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ (Ó ÔÏ�ÏÌÏÇÉ-

ÅÊ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ), D | ÄÉ×ÉÚÏÒ ÎÁ X, F(U) | �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï

ÔÁËÉÈ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ f ÎÁ X, ÞÔÏ (f)+D > 0 ÎÁ U .

4. X | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÅ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÅÊ

úÁÒÉÓÓËÏÇÏ, Y ⊂ X | ÚÁÍËÎÕÔÏÅ �Ï úÁÒÉÓÓËÏÍÕ �ÏÄÍÎÏÖÅ-

ÓÔ×Ï, F(U) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ U , ÔÏÖÄÅ-

ÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÈÓÑ × ÎÕÌØ ÎÁ U ∩ Y .

5. X = Rn

, F(U) | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ U .

6. X �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ; ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÎÅ�ÕÓÔÙÈ U ÉÍÅÅÍ F(U) = G, ÇÄÅ

G | ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÁÂÅÌÅ×Á ÇÒÕ��Á, F(∅) = 0, ÏÔÏÂÒÁÖÅ-

ÎÉÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅ�ÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙ.

ðÕÞËÁÍÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ �ÒÅÄ�ÕÞËÉ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÅ Ó×ÏÊ-

ÓÔ×Á ÓÅÞÅÎÉÊ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÙÍÉ. �ÏÞÎÅÅ ÇÏ×ÏÒÑ:

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.2. ðÒÅÄ�ÕÞÏË F ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ

�ÕÞËÏÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ. ÷Ï-�ÅÒ×ÙÈ,

F(∅) = 0, Á ×Ï-×ÔÏÒÙÈ (É × ÇÌÁ×ÎÙÈ), �ÕÓÔØ U ⊂ X | ÏÔËÒÙÔÏÅ
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�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, U =

⋃
U

i

| ÅÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏËÒÙÔÉÅ. äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ

ÎÁÂÏÒÁ s

i

∈ F(U
i

) ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ s

i

|
U

i

∩U
j

= s

j

|
U

i

∩U
j

ÄÌÑ ×ÓÅÈ i É

j, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ ÔÁËÏÅ s ∈ F(U), ÞÔÏ s|
U

i

= s

i

ÄÌÑ

×ÓÅÈ i.

úÁÄÁÞÁ 2.3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×Ï ×ÓÅÈ ×ÙÛÅ�ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÈ �ÒÉÍÅÒÁÈ,

ËÒÏÍÅ 2Â

′′′
É 6, �ÒÅÄ�ÕÞËÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÕÞËÁÍÉ.

ðÕÞËÉ ÉÚ �ÒÉÍÅÒÏ× 1 Á{Ç ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÍÉ �ÕÞËÁ-

ÍÉ.

îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅ-

�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÏÄÎÏ ÉÚ Ä×ÕÈ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ ÕÓÌÏ-

×ÉÊ:

• ×ÓÑËÏÅ ÎÅ�ÕÓÔÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × X ×ÓÀÄÕ �ÌÏÔÎÏ

× X

• X ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ Ä×ÕÈ Ó×ÏÉÈ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÚÁ-

ÍËÎÕÔÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×.

èÁÕÓÄÏÒÆÏ×Ï �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,

ËÏÇÄÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ; ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÙÅ �ÒÉÍÅÒÙ ÎÅ�ÒÉ-

×ÏÄÉÍÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÄÁÅÔ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÑ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ (ÓÍ. ÎÉÖÅ).

úÁÄÁÞÁ 2.4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÅÄ�ÕÞÏË ÉÚ �ÒÉÍÅÒÁ 6 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

�ÕÞËÏÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï X ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉ-

ÍÏ.

úÁÄÁÞÁ 2.5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÅÄ�ÕÞÏË ÉÚ �ÒÉÍÅÒÁ 2Â

′′′
ÎÅ Ñ×ÌÑ-

ÅÔÓÑ �ÕÞËÏÍ, ÅÓÌÉ H

t

(X;R) 6= 0.

òÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ! | ÚÁÍËÎÕÔÁÑ, ÎÏ ÎÅ ÔÏÞÎÁÑ t-ÆÏÒÍÁ ÎÁ X. ðÏ

ÌÅÍÍÅ ðÕÁÎËÁÒÅ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏËÒÙÔÉÅ X =

⋃
U

i

,

ÞÔÏ ×ÓÅ ÆÏÒÍÙ !

i

= !|
U

i

ÔÏÞÎÙ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ !

i

|
U

i

∩U
j

= !

j

|
U

i

∩U
j

,

ÏÄÎÁËÏ ÔÏÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁ ËÁÖÄÏÅ U

i

ÓÏ×�Á-

ÄÁÅÔ Ó !

i

, ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ: ÔÁËÏ×ÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÔÏÌØËÏ !,

Á ÏÎÁ ÔÏÞÎÏÊ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ.

çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ �ÒÅÄ�ÕÞËÏ× É �ÕÞËÏ× Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎ-

ÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:
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ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.6. åÓÌÉ F É G | �ÒÅÄ�ÕÞËÉ (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �ÕÞ-

ËÉ) ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å X, ÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ f : F → G ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÎÁÂÏÒ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× f

U

: F(U)→ G(U) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ
U ⊂ X, ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ Ó ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ (�ÏÄÒÏÂ-
ÎÅÅ: f

U

(s)|
V

= f

V

(s|
V

), ËÁË ÔÏÌØËÏ V ⊂ U).
ñÄÒÏ, ËÏÑÄÒÏ É ÏÂÒÁÚ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ �ÒÅÄ�ÕÞËÏ× Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔ-

ÓÑ ÂÅÓÈÉÔÒÏÓÔÎÏ:

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.7. ðÕÓÔØ f : F → G | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ �ÒÅÄ�ÕÞ-

ËÏ×. �ÏÇÄÁ ÑÄÒÏÍ (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ËÏÑÄÒÏÍ, ÏÂÒÁÚÏÍ) ÇÏÍÏÍÏÒ-

ÆÉÚÍÁ f ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÅÄ�ÕÞÏË U 7→ Ker(F(U) → G(U)) (ÓÏÏÔ-
×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ: U 7→ Coker(F(U)→ G(U)), U 7→ Im(F(U)→ G(U)) ).
úÁÄÁÞÁ 2.8. äÏÒÁÂÏÔÁÊÔÅ ÜÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ: Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅ ÏÔÏÂÒÁ-

ÖÅÎÉÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ É ÕÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÁËÓÉÏÍÙ �ÒÅÄ�ÕÞËÁ ×Ù�ÏÌ-

ÎÅÎÙ.

ðÏÓËÏÌØËÕ ×ÓÑËÉÊ �ÕÞÏË Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÅÄ�ÕÞËÏÍ, ÍÏÖÎÏ �Ï�Ù-

ÔÁÔØÓÑ �ÒÉÍÅÎÉÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.7 É Ë �ÕÞËÁÍ. ó ÑÄÒÏÍ ×ÓÅ �ÒÏ-

ÈÏÄÉÔ ÇÌÁÄËÏ:

úÁÄÁÞÁ 2.9. ðÕÓÔØ f : F → G | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ �ÕÞËÏ×. äÏËÁÖÉ-

ÔÅ, ÞÔÏ �ÒÅÄ�ÕÞÏË Ker f Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÕÞËÏÍ.

ó ËÏÑÄÒÏÍ É ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÄÎÁËÏ ÖÅ, ÜÔÏÔ ÎÏÍÅÒ ÎÅ �ÒÏÈÏ-

ÄÉÔ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÕÓÔØ, ËÁË × �ÒÉÍÅÒÅ 2Â

′′
, 


m

X

| �ÕÞÏË

ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ m-ÆÏÒÍ ÎÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ-

ÚÉÉ X (


m

X

(U) | �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï m-ÆÏÒÍ ÎÁ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å

U ⊂ X); �ÕÓÔØ d : 
m−1

X

→ 


m

X

|ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÙÊ ×ÎÅÛ-

ÎÉÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ. ëÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ × ÚÁÄÁÞÅ 2.5, �ÒÅÄ�Õ-

ÞÏË Imd ÂÙÔØ �ÕÞËÏÍ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎ. ÷ÏÔ ÄÒÕÇÏÊ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ �ÒÉ-

ÍÅÒ.

úÁÄÁÞÁ 2.10. ðÕÓÔØ C | ËÏÍ�ÌÅËÓÎÁÑ �ÌÏÓËÏÓÔØ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ

C �ÕÞÏË O∗
, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: O∗

(U) | ÍÎÏÖÅ-

ÓÔ×Ï ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ U , ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÈÓÑ × ÎÕÌØ

(ÇÒÕ��Ï×ÁÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ | ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ). ðÕÓÔØ ' : O∗ → O∗
| ÇÏ-

ÍÏÍÏÒÆÉÚÍ, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÊ ÓÅÞÅÎÉÅ (ÔÏ ÂÉÛØ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÕÀ ÆÕÎË-

�ÉÀ) f × f

n

, ÇÄÅ n > 1 | ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ. ðÏËÁÖÉÔÅ,

ÞÔÏ �ÒÅÄ�ÕÞÏË Im' ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÕÞËÏÍ.
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õËÁÚÁÎÉÅ. éÚ ×ÓÑËÏÊ ÌÉ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÍÏÖÎÏ ÉÚ×ÌÅÞØ

ËÏÒÅÎØ n-ÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ?

éÔÁË, ÎÁÉ×ÎÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ËÏÑÄÒÁ É ÏÂÒÁÚÁ ÄÏËÁÚÁÌÉ Ó×ÏÀ ÎÅ-

�ÒÉÇÏÄÎÏÓÔØ: �Ï ÜÔÉÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑÍ ÉÚ �ÕÞËÏ× ÍÏÇÕÔ �ÏÌÕÞÉÔØÓÑ

�ÒÅÄ�ÕÞËÉ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ �ÕÞËÁÍÉ, ÍÅÖÄÕ ÔÅÍ ËÁË ÄÌÑ �ÒÉÌÏ-

ÖÅÎÉÊ ×ÁÖÎÙ ÉÍÅÎÎÏ �ÕÞËÉ. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, �ÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ×ÓÔÁÔØ ÎÁ

ÂÏÌÅÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ ÚÒÅÎÉÑ.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.11. ñÄÒÏÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ �ÕÞËÏ× f : F → G ÎÁ-
ÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÁÒÁ (K; i), ÇÄÅ K| �ÕÞÏË É i : K → F | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ,

ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ:

1) f ◦ i = 0;

2) ÅÓÌÉ i

′
: K′ → F | ÔÁËÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÞÔÏ f ◦ i′ = 0, ÔÏ

ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ' : K′ → K, ÕÄÏ×ÌÅ-
Ô×ÏÒÑÀÝÉÊ ÕÓÌÏ×ÉÀ i

′
= i ◦ ' (ÓÍ. ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ):

K′

i

′

  @
@@

@@
@@

@

'

���
�
�

K i // F
f // G:

éÎÏÇÄÁ ÑÄÒÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÓÁÍ �ÕÞÏË K ÉÌÉ ÓÁÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ i.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.12. ëÏÑÄÒÏÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ �ÕÞËÏ× f : F → G
ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÁÒÁ (C; j), ÇÄÅ C | �ÕÞÏË É j : G → C | ÇÏÍÏÍÏÒ-

ÆÉÚÍ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ:

1) j ◦ f = 0;

2) ÅÓÌÉ j

′
: G → C′ {ÔÁËÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÞÔÏ j

′ ◦ f = 0, ÔÏ

ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ  : C → C′, ÕÄÏ×ÌÅ-
Ô×ÏÒÑÀÝÉÊ ÕÓÌÏ×ÉÀ j

′
=  ◦ j (ÓÍ. ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ):

F
f // G j //

j

′

  @
@@

@@
@@

@ C
 

���
�
�

C′:
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éÎÏÇÄÁ ËÏÑÄÒÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÓÁÍ �ÕÞÏË C ÉÌÉ ÓÁÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ j.

éÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÑÄÒÏ É ËÏÑÄÒÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ

�ÕÞËÏ× Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ (ÅÓÌÉ

ÏÎÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ).

ïÂÒÁÚ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ��Ï-ÎÁÕÞÎÏÍÕ� Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÁË:

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.13. ïÂÒÁÚÏÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ �ÕÞËÏ× f : F → G
ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÑÄÒÏ ÅÇÏ ËÏÑÄÒÁ.

úÁÄÁÞÁ 2.14. úÁÍÅÎÉÍ ×ÓÀÄÕ × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑÈ 2.11, 2.12 É 2.13

ÓÌÏ×Ï ��ÕÞÏË� ÎÁ ÓÌÏ×Ï �ÍÏÄÕÌØ�; �ÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ

Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ ÏÂÙÞÎÙÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑÍ ÑÄÒÁ, ËÏÑÄÒÁ

É ÏÂÒÁÚÁ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÍÏÄÕÌÅÊ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ, ÅÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ

× ÔÅÈ ÖÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑÈ ÓÌÏ×Ï ��ÕÞÏË� ÎÁ ��ÒÅÄ�ÕÞÏË�, ÔÏ �ÏÌÕÞÁ-

ÀÝÉÅÓÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÂÕÄÕÔ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ 2.7.

úÁÄÁÞÁ 2.15. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÑÄÒÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ �ÕÞËÏ×, Ï�ÒÅ-

ÄÅÌÅÎÎÏÅ ËÁË × ÚÁÄÁÞÅ 2.9, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅ-

ÎÉÑ 2.11.

éÔÁË, ÑÄÒÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ �ÕÞËÏ× ×ÓÅÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ (É ÔÅÍ

ÓÁÍÙÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ). ëÏÑÄÒÏ Õ ÌÀÂÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ

�ÕÞËÏ× ÔÁËÖÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÎÏ ÄÌÑ ÅÇÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÎÁÍ �ÏÔÒÅÂÕÅÔ-

ÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ �ÏÄÇÏÔÏ×ËÁ. îÁÞÎÅÍ ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ×ÁÖÎÏÇÏ Ï�ÒÅ-

ÄÅÌÅÎÉÑ:

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.16. ðÕÓÔØ F | (�ÒÅÄ)�ÕÞÏË ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅX,

É �ÕÓÔØ x ∈ X. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å �ÁÒ (s; U), ÇÄÅ U ⊂ X |

ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ x, É s ∈ F(U), ÔÁËÏÅ ÏÔÎÏ-
ÛÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ: (s

1

; U

1

) ∼ (s

2

; U

2

), ÅÓÌÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ s

1

É

s

2

ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï V ⊂ U

1

∩ U
2

, ÓÏÄÅÒÖÁ-

ÝÅÅ x, ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÌÁÓÓÏ× ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ �Ï ÜÔÏÍÕ

ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÏÅÍ (�ÒÅÄ)�ÕÞËÁ F × ÔÏÞËÅ x.

óÌÏÊ (�ÒÅÄ)�ÕÞËÁ F × ÔÏÞËÅ x ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ F
x

. üÌÅÍÅÎÔÙ F
x

ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÒÏÓÔËÁÍÉ F × ÔÏÞËÅ x.

úÁÄÁÞÁ 2.17. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÏÊ (× ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ) ÓÔÒÕËÔÕÒÎÏÇÏ

�ÕÞËÁ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÎÅÏÓÏÂÏÇÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÉÚÏÍÏÒ-

ÆÅÎ ËÏÌØ�Õ ÓÈÏÄÑÝÉÈÓÑ ÓÔÅ�ÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏ× ÏÔ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.
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óÌÅÄÕÀÝÉÊ ÛÁÇ × �ÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ËÏÑÄÅÒ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ

Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ �ÒÅÄ�ÕÞËÁ �ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÂÌÉÚËÉÊ Ë ÎÅÍÕ�

�ÕÞÏË.

éÍÅÎÎÏ, �Ï �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍÕ �ÒÅÄ�ÕÞËÕ F ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å X

Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ �ÕÞÏË F
+

ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. óÅÞÅÎÉÅ F
+

ÎÁÄ ÏÔ-

ËÒÙÔÙÍ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ U ⊂ X �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï

ÒÏÓÔËÏ× �

x

∈ F
x

, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÔÁËÏÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ �ÎÅ�ÒÅÒÙ×-

ÎÏÓÔÉ�: ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ U ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏÄ-

ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï V ⊂ U , ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ x, É ÔÁËÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ s ∈ F(V ), ÞÔÏ
�

y

ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÒÏÓÔËÏÍ ÓÅÞÅÎÉÑ s × ÔÏÞËÅ y ÄÌÑ ×ÓÅÈ y ∈ V . ïÔÏ-
ÂÒÁÖÅÎÉÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÓÔÒÏÑÔÓÑ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

úÁÄÁÞÁ 2.18. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ �ÒÅÄ�ÕÞÏËF
+

×ÓÅÇÄÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÕÞ-

ËÏÍ.

ðÕÞÏË F
+

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÕÞËÏÍ, ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ Ó �ÒÅÄ�ÕÞ-

ËÏÍ F . ðÏ-ÁÎÇÌÉÊÓËÉ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ �ÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ F Ë F
+

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ

shea�ation.

úÁÄÁÞÁ 2.19. ðÕÓÔØ F | �ÏÓÔÏÑÎÎÙÊ �ÒÅÄ�ÕÞÏË ÓÏ ÓÌÏÅÍ G, ÇÄÅ

G | ÁÂÅÌÅ×Á ÇÒÕ��Á. ï�ÉÛÉÔÅ, ËÁË ÕÓÔÒÏÅÎÙ ÇÒÕ��Ù ÓÅÞÅÎÉÊ

F
+

(U).

ðÕÞÏË, ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ Ó �ÏÓÔÏÑÎÎÙÍ �ÒÅÄ�ÕÞËÏÍ ÓÏ ÓÌÏÅÍ

G, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÓÔÏÑÎÎÙÍ �ÕÞËÏÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ G ÉÌÉ, ÅÓÌÉ

ÎÅÔ Ï�ÁÓÎÏÓÔÉ �ÕÔÁÎÉ�Ù, �ÒÏÓÔÏ G.

ðÕÓÔØ F | �ÒÅÄ�ÕÞÏË É F
+

| ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ Ó ÎÉÍ �ÕÞÏË.

ðÏÓÔÒÏÉÍ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ a : F → F
+

ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ

ÏÂÒÁÚÏÍ: ÅÓÌÉ s ∈ F(U), ÔÏ a(s) | ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï {s
x

∈ F
x

}
x∈U , ×

ËÏÔÏÒÏÍ ËÁÖÄÏÅ s

x

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÏÓÔËÏÍ ÓÅÞÅÎÉÑ s × ÔÏÞËÅ x.

úÁÄÁÞÁ 2.20. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ a Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒ-

ÆÉÚÍÏÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ �ÒÅÄ�ÕÞÏË F Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÕÞ-

ËÏÍ.

úÁÄÁÞÁ 2.21. ðÕÓÔØ F | �ÒÅÄ�ÕÞÏË, G| �ÕÞÏË ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å

X. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f 7→ f ◦ a, ÇÄÅ a | ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ

ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ F × F
+

, ÚÁÄÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ Hom(F
+

;G)
É Hom(F ;G).
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úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.22. îÁ ËÁÔÅÇÏÒÎÏÍ ÑÚÙËÅ (ÓÍ. [3℄) ÒÅÚÕÌØÔÁÔ �ÒÅ-

ÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ Ú×ÕÞÉÔ ÔÁË: ÆÕÎËÔÏÒ F 7→ F
+

ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ

�ÒÅÄ�ÕÞËÏ× × ËÁÔÅÇÏÒÉÀ �ÕÞËÏ× ÓÏ�ÒÑÖÅÎ ÓÌÅ×Á �ÚÁÂÙ×ÁÀÝÅÍÕ

ÆÕÎËÔÏÒÕ� ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ �ÕÞËÏ× × ËÁÔÅÇÏÒÉÀ �ÒÅÄ�ÕÞËÏ× (�Ï

Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÚÁÂÙ×ÁÀÝÉÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÓÔÁ×ÉÔ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÄÁÎ-

ÎÏÍÕ �ÕÞËÕ G ÅÇÏ ÖÅ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ ËÁË �ÒÅÄ�ÕÞÏË).

�Å�ÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ËÏÑÄÒÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ �ÕÞËÏ×.

ðÕÓÔØ f : F → G | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ �ÕÞËÏ×, É �ÕÓÔØ j

0

: G → M |

ËÏÑÄÒÏ f ËÁË ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ �ÒÅÄ�ÕÞËÏ× (ÔÁËÏ×ÏÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×

ÓÉÌÕ ÚÁÄÁÞÉ 2.14). ðÕÓÔØ, ÄÁÌÅÅ, C|�ÒÅÄ�ÕÞÏË, ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ

ÓM, É j = a ◦ j
0

, ÇÄÅ a :M→ C | ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ.

úÁÄÁÞÁ 2.23. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÁÒÁ (C; j) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÑÄÒÏÍ ÇÏÍÏ-

ÍÏÒÆÉÚÍÁ f .

òÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ j

′
: G → C′ | ÔÁËÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ �ÕÞËÏ×, ÞÔÏ

j

′ ◦ f = 0. ðÏÓËÏÌØËÕ ×ÓÑËÉÊ �ÕÞÏË Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÅÄ�ÕÞËÏÍ É �ÁÒÁ

(M; j

0

) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÑÄÒÏÍ f ËÁË ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ �ÒÅÄ�ÕÞËÏ×, ÓÕ-

ÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ  

0

:M→ C′, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ
j

′
=  

0

◦ j
0

;

F f // G j

0 //

j

′

��

j

  A
AA

AA
AA

A M
a

��
 

0

~~}
}

}
}

C′ C
 

oo_ _ _

× ÚÁÄÁÞÅ 2.21 ÍÙ �ÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÇÏÍÏ-

ÍÏÒÆÉÚÍ  : C → C′, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ  ◦ a = j. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÇÏÍÏ-

ÍÏÒÆÉÚÍ  | ÉÍÅÎÎÏ ÔÏÔ, ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ �Ï

Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ËÏÑÄÒÁ.

åÓÌÉ F | �ÒÅÄ�ÕÞÏË ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å X, ÔÏ, �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ,

G Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÇÏ �ÏÄ�ÒÅÄ�ÕÞËÏÍ, ÅÓÌÉ G(U) ⊂ F(U) �ÒÉ ×ÓÅÈ U É

ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÉÚ F(U) × F(V ) ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÔ G(U) ×
G(V ). åÓÌÉ F É G | �ÕÞËÉ, ÔÏ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ G | �ÏÄ�ÕÞÏË �ÕÞËÁ

F .
ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.24. ðÕÓÔØ G | �ÏÄ�ÕÞÏË �ÕÞËÁ F ; ÆÁËÔÏÒ-
�ÕÞËÏÍ F=G ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÑÄÒÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ

G → F .
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úÁÄÁÞÁ 2.25. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÁËÔÏÒ�ÕÞÏË F=G ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ �ÕÞ-
ËÕ, ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÏÍÕ Ó �ÒÅÄ�ÕÞËÏÍ U 7→ F(U)=G(U).

ëÏÌØ ÓËÏÒÏ ÑÄÒÁ É ËÏÑÄÒÁ ×ÓÅÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ, Õ ×ÓÑËÏÇÏ ÇÏ-

ÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ �ÕÞËÏ× ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÏÂÒÁÚ (ÓÍ. Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.13).

úÁÄÁÞÁ 2.26. ðÕÓÔØ f : F → G | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ �ÕÞËÏ×. ðÏËÁÖÉ-

ÔÅ, ÞÔÏ Im f ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ �ÕÞËÕ, ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÏÍÕ Ó �ÒÅÄ�ÕÞËÏÍ

U 7→ (Im(F(U)→ G(U)).

úÁÄÁÞÁ 2.27. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ f �ÕÞËÏ× ÉÚÏ-

ÍÏÒÆÅÎ ËÏÑÄÒÕ ÑÄÒÁ f (�ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÅ!�).

þÔÏÂÙ Õ ×ÁÓ ÎÅ ÓÏÚÄÁÌÏÓØ ×�ÅÞÁÔÌÅÎÉÑ, ÞÔÏ ÍÙ ×ÓÅÇÏ ÌÉÛØ

ÎÕÄÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÅ ×ÅÝÉ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ �ÒÉ-

ÍÅÒ. ðÏ×ÔÏÒÉÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 2.11, 2.12 É 2.13, ÚÁÍÅÎÉ× × ÎÉÈ ×ÓÀ-

ÄÕ ÓÌÏ×Ï ��ÕÞÏË� ÎÁ �ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁÑ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏ×Á ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ

ÇÒÕ��Á� (�ÏÄ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÂÕÄÅÍ �ÏÎÉÍÁÔØ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÇÏ-

ÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ).

úÁÄÁÞÁ 2.28. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÑËÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×-

ÎÙÈ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏ×ÙÈ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÇÒÕ�� ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÑÄÒÏÍ É ËÏ-

ÑÄÒÏÍ (ïÔ×ÅÔ: ÑÄÒÏ | ÔÁËÏÅ ÖÅ, ËÁË �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ �ÒÉ ÎÁÉ×ÎÏÍ

Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ, ËÏÑÄÒÏ | ÆÁËÔÏÒ �Ï ÚÁÍÙËÁÎÉÀ ÏÂÒÁÚÁ).

úÁÄÁÞÁ 2.29. ðÕÓÔØ A = R, B = (R⊕R)=(Z⊕ Z), É f : A→ B |

ÏÂÍÏÔËÁ ÔÏÒÁ:

x 7→ (x; x

√
2) mod (Z⊕ Z):

ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Coker(Ker f) ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÏ Im f .

ëÁË ×ÉÄÉÔÅ, ÄÌÑ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏ×ÙÈ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÈ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅ-

ÓËÉÈ ÇÒÕ�� ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÅ ÎÅ×ÅÒÎÁ. ðÏ-ÕÞÅÎÏÍÕ ÇÏ×Ï-

ÒÑ, ËÁÔÅÇÏÒÉÑ �ÕÞËÏ× (ÔÁË ÖÅ, ËÁË É ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÍÏÄÕÌÅÊ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÅÊ, Á ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏ×ÙÈ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÈ

ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÇÒÕ�� | ÎÅÔ. óÍ. �Ï ÜÔÏÍÕ �Ï×ÏÄÕ ËÎÉÇÕ [3℄.

îÁËÏÎÅ�, ÄÁÄÉÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÔÏÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ �ÕÞ-

ËÏ×. ïÎÏ ÄÏÓÌÏ×ÎÏ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÔÅÍ, Ë ÞÅÍÕ ÍÙ �ÒÉ×ÙËÌÉ ÄÌÑ

ÍÏÄÕÌÅÊ:

20



ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.30. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÕÞËÏ× É ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚ-

ÍÏ×

: : :→ F
1

f−→ F
2

g−→ F
3

→ : : :

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏÊ × ÞÌÅÎÅ F
2

, ÅÓÌÉ Im f = Ker g ËÁË �ÏÄ�ÕÞËÉ

�ÕÞËÁ F
2

.

úÁÄÁÞÁ 2.31. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÕÞËÏ× (ÎÁ

�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å X) É ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×

: : :→ F
1

f−→ F
2

g−→ F
3

→ : : :

ÔÏÞÎÁ × ÞÌÅÎÅ F
2

ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ∈ X

ÔÏÞÎÁ × ÞÌÅÎÅ (F
2

)

x

�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÌÏÅ×

: : :→ (F
1

)

x

f−→ (F
2

)

x

g−→ (F
3

)

x

→ : : : :

úÁÄÁÞÁ 2.32. ðÕÓÔØ X | ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ (ÒÉÍÁÎÏ-

×Á �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ), O
X

| �ÕÞÏË ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ

(�ÒÉÍÅÒ 1×), O∗
X

| �ÕÞÏË ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÀ-

ÝÉÈÓÑ × ÎÕÌØ (ÚÁÄÁÞÁ 2.10), Z | �ÏÓÔÏÑÎÎÙÊ �ÕÞÏË ÓÏ ÓÌÏÅÍ Z.

ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0→ Z→ O
X

'−→ O∗
X

→ 0;

× ËÏÔÏÒÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ' �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÆÕÎË�ÉÀ f × e

2�if

.

÷ÏÔ ×ÅÎÅ� ÎÁÛÉÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ Ó ÑÄÒÁÍÉ, ËÏÑÄÒÁÍÉ É ÔÏÞÎÙÍÉ

�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍÉ:

úÁÄÁÞÁ 2.33. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ �ÅÒ×ÏÇÏ ÒÁÚÄÅ-

ÌÁ ÏÓÔÁÀÔÓÑ × ÓÉÌÅ, ÅÓÌÉ × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ, ÇÏÍÏÔÏ�ÉÉ

É Ô. �. ÓÌÏ×Ï �ÁÂÅÌÅ×Á ÇÒÕ��Á� ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ��ÕÞÏË ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕ���

(Õ�ÒÁÖÎÑÊÔÅÓØ, �ÏËÁ ÏÂÝÉÊ �ÒÉÎ�É� ÎÅ ÓÔÁÎÅÔ ×ÁÍ ÑÓÅÎ).

åÓÌÉ F | �ÕÞÏË ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å X, ÔÏ ÇÒÕ��Á F(X) (ÇÒÕ��Á
ÇÌÏÂÁÌØÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÅÝÅ �(F) (ÉÌÉ �(X;F), ÅÓÌÉ
ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ �ÏÄÞÅÒËÎÕÔØ, ÎÁ ËÁËÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Ï�ÒÅÄÅÌÅÎ �Õ-

ÞÏË F). äÒÕÇÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ÄÌÑ ÔÏÊ ÖÅ ÓÁÍÏÊ ÇÒÕ��Ù: H0

(X;F)
ÉÌÉ H

0

(F) (�ÎÕÌÅ×ÁÑ ÇÒÕ��Á ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ�).
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úÁÄÁÞÁ 2.34. ðÕÓÔØ

0→ F
1

→ F
2

→ F
3

→ 0

| ÔÏÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÕÞËÏ× ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å X. ðÏËÁ-

ÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÇÒÕ�� ÓÅÞÅÎÉÊ

0→ �(X;F
1

)→ �(X;F
2

)→ �(X;F
3

) (2.1)

ÔÁËÖÅ ÔÏÞÎÁ.

úÁÄÁÞÁ 2.35. ðÏËÁÖÉÔÅ ÎÁ �ÒÉÍÅÒÅ, ÞÔÏ ÔÏÞÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-

ÎÏÓÔØ (2.1) ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÄÏ�ÏÌÎÉÔØ ÎÕÌÅÍ Ó�ÒÁ×Á, ÎÅ ÎÁÒÕÛÁÑ

ÔÏÞÎÏÓÔÉ (ÉÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, Ü�ÉÍÏÒÆÉÚÍ �ÕÞËÏ× ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ

ÉÎÄÕ�ÉÒÕÅÔ Ü�ÉÍÏÒÆÉÚÍ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ).

õËÁÚÁÎÉÅ. ðÏÉÝÉÔÅ �ÒÉÍÅÒÙ ÓÒÅÄÉ ÒÁÚÏÂÒÁÎÎÙÈ × ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ.

�ÅÏÒÉÑ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ �ÕÞËÏ× ÚÁÎÉÍÁÅÔÓÑ, ÇÒÕÂÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÔÅÍ,

ÞÔÏ ÉÚÍÅÒÑÅÔ ÎÅÔÏÞÎÏÓÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ 2.1.

3. ðÒÉÍÅÒÙ ÉÚ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ

îÁ�ÏÍÉÎÁÎÉÑ

îÁ�ÏÍÎÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉ-

ÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ (�Ï �Ï×ÏÄÕ �ÏÄÒÏÂÎÏÓÔÅÊ É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×

ÓÍ. [9, 12℄).

úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ �ÏÌÅ k; n-ÍÅÒÎÙÍ ÁÆ-

ÆÉÎÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ k ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ

Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏ× (x

1

; : : : ; x

n

), ÇÄÅ ×ÓÅ x

j

�ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ k.

ïÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ n-ÍÅÒÎÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÔÁË: An

. íÎÏ-

ÖÅÓÔ×Á ×ÉÄÁ {x ∈ An | f
�

(x) = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ � }, ÇÄÅ {f
�

} | ÎÁÂÏÒ

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍÉ �ÏÄÍÎÏ-

ÖÅÓÔ×ÁÍÉ An

. �ÁËÏÅ �ÏÎÉÍÁÎÉÅ ÓÌÏ×Á �ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï� ××Ï-

ÄÉÔ ÎÁ An

ÔÏ�ÏÌÏÇÉÀ (ÎÅÈÁÕÓÄÏÒÆÏ×Õ, ÅÓÌÉ n > 0); ÏÎÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔ-

ÓÑ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÅÊ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ.
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ðÕÓÔØ X | ÚÁÍËÎÕÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔ×Á An

, É �ÕÓÔØ R = k[T

1

; : : : ; T

n

℄ | ËÏÌØ�Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×. ðÏÌÏ-

ÖÉÍ

I

X

= { f ∈ R | f(x) = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ∈ X }:
I

X

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ × ËÏÌØ�Å R. íÎÏÖÅÓÔ×Ï X ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏ ÔÏ-

ÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÉÄÅÁÌ I

X

�ÒÏÓÔ, ÉÌÉ, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ,

ËÏÌØ�Ï R=I

X

ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ. üÔÏ ËÏÌØ�Ï ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ-

ÓÑ ÅÝÅ k[X℄; ÅÓÌÉ ÎÁÚ×ÁÔØ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÎÁ X ÆÕÎË�ÉÀ

ÉÚ X × k, Ñ×ÌÑÀÝÕÀÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ Ó An

ÆÕÎË�ÉÉ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÊ

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ, ÔÏ k[X℄ | ËÏÌØ�Ï ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ X.

ðÕÓÔØ X ⊂ An

| ÚÁÍËÎÕÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, A = k[X℄. äÌÑ

×ÓÑËÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ I ⊂ A �ÏÌÏÖÉÍ

V (I) = {x ∈ X | f(x) = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ f ∈ I }:

óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ I 7→ V (I) ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:

• V (I) = ∅ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ I = R;

• f ∈ A ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ x ∈ V (I) ÔÏÇÄÁ É

ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ f

m ∈ I ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ m.
õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ �ÔÏÇÄÁ� × ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙ, ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ

�ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ� ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ

çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÎÕÌÑÈ [1, 9℄.

�Ï�ÏÌÏÇÉÑ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ ÎÁ An

ÉÎÄÕ�ÉÒÕÅÔ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÀ úÁÒÉÓ-

ÓËÏÇÏ ÎÁ ×ÓÑËÏÍ ÚÁÍËÎÕÔÏÍ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Å X ⊂ An

. äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ

f ∈ k[X℄ �ÏÌÏÖÉÍ D(f) = {x ∈ X | f(x) 6= 0 }. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á
D(f) ⊂ X ÏÔËÒÙÔÙ É ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÕ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ ÎÁ X.

÷ÓÑËÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ (× ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ | ÎÅ ÂÕÄÅÍ ×ÓÑ-

ËÉÊ ÒÁÚ ÜÔÏ ÏÇÏ×ÁÒÉ×ÁÔØ) �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X ⊂ An

ÍÏÖÎÏ ÅÄÉÎ-

ÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ

X = X

1

∪ · · · ∪ X
m

, ÇÄÅ ×ÓÅ X

i

ÚÁÍËÎÕÔÙ, ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙ É ÎÅ ÓÏ-

ÄÅÒÖÁÔÓÑ ÏÄÎÏ × ÄÒÕÇÏÍ.

ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ X | ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï

× ÁÆÆÉÎÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÎÁ X �ÕÞÏË ËÏÌÅ�

2

. äÌÑ

2

úÁ ÓÞÅÔ ÎÅÂÏÌØÛÏÇÏ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÓÌÏÖÎÅÎÉÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ �ÕÞÏË ÍÏÖ-

ÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ, ÎÅ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÑ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔÉ X. îÁÍ Ó ÜÔÏÊ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÅÊ

ÉÍÅÔØ ÄÅÌÏ ÔÏÖÅ �ÒÉÄÅÔÓÑ, ÎÏ ÞÕÔØ �ÏÇÏÄÑ.
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ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ ËÏÌØ�Á X; ÜÔÏ �ÏÌÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ-

ÓÑ k(X) É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÅÍ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ X. åÓÌÉ

' ∈ k(X) | ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ É x ∈ X, ÔÏ ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ,

ÞÔÏ ' Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ × ÔÏÞËÅ x, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ

f; g ∈ k[X℄, ÞÔÏ ' = f=g É g(x) 6= 0. åÓÌÉ ÔÅ�ÅÒØ U ⊂ X | ÏÔËÒÙ-

ÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ O
X

(U) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÁ�É-

ÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ (ÔÏ ÅÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÏÌÑ k(X)), Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ

×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ x ∈ U . óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ U 7→ O
X

(U) Ó ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎ-

ÎÙÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, �ÕÞËÏÍ.

üÔÏÔ �ÕÞÏË ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ O
X

É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÍ �ÕÞ-

ËÏÍ X.

úÁÄÁÞÁ 3.1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �(X;O
X

) = k[X℄.

òÅÛÅÎÉÅ. éÚ ÓÁÍÏÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ k[X℄ ⊂ �(X;O
X

).

ðÕÓÔØ, ÎÁ�ÒÏÔÉ×, ' ∈ �(X;O
X

). ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ, ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ

' ∈ k(X) É ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ x ∈ X ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ f

x

; g

x

∈ k[X℄,
ÞÔÏ ' = f

x

=g

x

É g

x

(x) 6= 0. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ

{g
x

= 0}
x∈X ÎÅÓÏ×ÍÅÓÔÎÁ; �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÎÕÌÑÈ ÏÔÓÀÄÁ

ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÉ g

x

�ÏÒÏÖÄÁÀÔ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÉÄÅÁÌ × ËÏÌØ�Å

k[X℄, ÔÏ ÅÓÔØ ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÏÞËÉ x

1

; : : : ; x

m

∈ X É ÆÕÎË�ÉÉ

h

1

; : : : ; h

m

∈ k[X℄ ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ

1 = h

1

g

x

1

+ · · · + h

m

g

x

m

:

õÍÎÏÖÉÍ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÎÁ '. ðÏÓËÏÌØËÕ ' ·g
x

i

= f

x

i

,

�ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ

' = h

1

f

x

1

+ · · · + h

m

f

x

m

:

ðÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÌÅÖÉÔ × k[X℄, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.

�òÁÚÂÉÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉ�Ù�, �ÒÉÍÅÎÅÎÎÏÅ × ÜÔÏÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÉ, ÉÚÏ-

ÂÒÅÔÅÎÏ óÅÒÒÏÍ.

úÁÄÁÞÁ 3.2. ÷ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ �ÕÓÔØ f ∈ k[X℄.

ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ O
X

(D(f)) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÏÌÑ k(X),

�ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÈ × ×ÉÄÅ a=f

m

, ÇÄÅ a ∈ k[X℄ É m > 0.
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õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ×ÔÏÒÏÊ ÞÁÓÔØÀ ÔÅÏÒÅÍÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï

ÎÕÌÑÈ.

áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÏÂßÅËÔÙ, �Ï-

ÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÓËÌÅÊËÉ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ. �ÏÞ-

ÎÅÅ ÇÏ×ÏÒÑ:

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.3. áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ

�ÁÒÁ (X;O
X

), ÇÄÅ X | ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï É O
X

|

�ÕÞÏË ËÏÌÅ� ÎÁ X, Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ �ÏÄ�ÕÞËÏÍ �ÕÞËÁ (×ÓÅÈ) ÆÕÎË�ÉÊ

ÎÁ X ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ × k, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ:

ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏËÒÙÔÉÅ X =

⋃
r

i=1

U

i

, ÞÔÏ

ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ U

i

ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ X

i

É ÇÏÍÅÏ-

ÍÏÒÆÉÚÍ '

i

: U

i

→ X

i

, ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÀÝÉÊ ÓÅÞÅÎÉÑ �ÕÞËÁ O
X

ÎÁÄ

ÏÔËÒÙÔÙÍÉ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ V ⊂ U
i

Ó ÓÅÞÅÎÉÑÍÉ �ÕÞËÁ O

X

i

ÎÁÄ

�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ '

i

(V ) ⊂ X
i

.

éÍÅÎÎÏ ÔÁË Ï�ÒÅÄÅÌÑÌ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ óÅÒÒ

× ÚÎÁÍÅÎÉÔÏÊ ÓÔÁÔØÅ [10℄. �ÁËÏÍÕ �ÏÎÑÔÉÀ, ÏÄÎÁËÏ, ÎÅÄÏÓÔÁ-

ÅÔ ÇÉÂËÏÓÔÉ, É ÄÌÑ ÒÁÂÏÔÙ ÏÎÏ ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ ÕÄÏÂÎÏ. âÏÌÅÅ ��ÒÁ-

×ÉÌØÎÏÅ� �ÏÎÑÔÉÅ | ÉÚÏÂÒÅÔÅÎÎÙÅ çÒÏÔÅÎÄÉËÏÍ ÓÈÅÍÙ. ïÄÉÎ ÉÚ

×ÏÚÍÏÖÎÙÈ Ó�ÏÓÏÂÏ× ÏÚÎÁËÏÍÉÔØÓÑ Ó ÔÅÏÒÉÅÊ ÓÈÅÍ | �Ï ËÎÉÇÅ

ä.íÁÍÆÏÒÄÁ [7℄.

åÓÌÉ X | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÔÏ ÓÌÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒ-

ÎÏÇÏ �ÕÞËÁ O

X

× ÔÏÞËÅ x ∈ X ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ O
X;x

É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ

ÌÏËÁÌØÎÙÍ ËÏÌØ�ÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X × ÔÏÞËÅ x. éÎÏÇÄÁ ×ÍÅÓÔÏ

O
X;x

�ÉÛÕÔ �ÒÏÓÔÏ O
x

.

îÁÍ �ÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÅÝÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅ-

ÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ. íÏÒÆÉÚÍ ÉÚ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ

(X;O
X

) × ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ (Y;O
Y

) | ÜÔÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×-

ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ' : X → Y , ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÕÓÌÏ-

×ÉÀ: ÅÓÌÉ U ⊂ Y | ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï É f ∈ O
Y

(U), ÔÏ

f ◦ ' ∈ O
X

('

−1

(U)) (ÉÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÍÏÒÆÉÚÍ | ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ

ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ × ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ).

åÓÌÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Y ÁÆÆÉÎÎÏ, ÔÏ ×ÓÑËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ X × Y

ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ËÏ-

ÌÅ� k[Y ℄ → O
X

(X), É ÏÂÒÁÔÎÏ, ×ÓÑËÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÜÔÉÈ ËÏÌÅ�,
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ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÊ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ �ÏÌÅ k ÎÁ ÍÅÓÔÅ, ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ

ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÉÚ X × Y .

÷ÁÖÎÅÊÛÉÅ �ÒÉÍÅÒÙ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, ÎÅ Ñ×ÌÑ-

ÀÝÉÈÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍÉ, ÄÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ.

éÍÅÎÎÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Pn ËÁË ÆÁË-

ÔÏÒ (An+1 \ 0)=k∗. �ÏÞËÉ Pn ÂÕÄÅÍ ÚÁÄÁ×ÁÔØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ËÏ-

ÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (x

0

: x

1

: · · · : x
n

). úÁÍËÎÕÔÙÍÉ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ

Pn ÎÁÚÏ×ÅÍ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÁÍÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ×ÉÄÁ

{F
�

(x

0

; x

1

; : : : ; x

n

) = 0 }, ÇÄÅ (x
0

: x

1

: · · · : x
n

) ∈ Pn É F
�

| ÏÄÎÏ-

ÒÏÄÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ T

0

; : : : ; T

n

. �Ï�ÏÌÏÇÉÑ ÎÁ Pn, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÁÑ

ÔÁËÉÍ ÎÁÂÏÒÏÍ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ÔÁËÖÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏ�ÏÌÏ-

ÇÉÅÊ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ. ðÕÓÔØ X ⊂ Pn | ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ �ÏÄ-

ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï; ÓÎÁÂÄÉÍ ÅÇÏ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÅÊ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ (ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ

Ó Pn).

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ

^

X ÚÁÍËÎÕÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × An+1

, ÚÁÄÁÎ-

ÎÏÅ ÔÅÍÉ ÖÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ, ÞÔÏ X. ïÞÅ×ÉÄÎÏ,

^

X ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏ.

áÆÆÉÎÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ

^

X Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÕÓÏÍ Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ × ÎÁ-

ÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍ ËÏÎÕÓÏÍ ÎÁÄ X; ÉÍÅÅÍ

X = (

^

X \ {0})=k∗ (�Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Á). ðÏÌÏÖÉÍ

R

X

= k[

^

X ℄; ÅÓÌÉ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÞÅÒÅÚ R

i

⊂ R

X

ÁÄÄÉÔÉ×ÎÕÀ �ÏÄ-

ÇÒÕ��Õ, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ÓÔÅ�ÅÎÉ i, ÔÏ

R

X

=

⊕
i>0

R

i

É R

i

R

j

⊆ R

i+j

; ÉÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, R

X

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÒÁ-

ÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ËÏÌØ�ÏÍ. ðÕÓÔØ K | �ÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ ËÏÌØ�Á R

X

(ÔÏ

ÅÓÔØ �ÏÌÅ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ

^

X). äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ

�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á U ⊂ X ÎÁÚÏ×ÅÍ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÎÁ U ÜÌÅÍÅÎÔ

' ∈ K, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ:

äÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ U ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ i > 0, ÞÔÏ

' = F=G, ÇÄÅ F;G ∈ R
i

É G(x) 6= 0.

éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÒÅÇÕÌÑÒÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ U ÌÏËÁÌØÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑ-

ÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊ

ÓÔÅ�ÅÎÉ (É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÉÚ U ×

k). ëÏÌØ�Ï ÆÕÎË�ÉÊ, ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÎÁ U , ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ O
X

(U).

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ �ÁÒÁ (X;O
X

), ÇÄÅ �ÕÞÏË ËÏÌÅ� O
X

ÎÁ X Ï�ÒÅ-

ÄÅÌÅÎ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ U 7→ O
X

(U), Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏ-

ÏÂÒÁÚÉÅÍ. äÅÌÁÅÔÓÑ ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ i ∈ [0;n℄
ÞÅÒÅÚ An

i

⊂ Pn ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ
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ÔÏÞÅË, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ x

i

ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ ÎÕÌÑ;

ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (y

1

; : : : ; y

n

) 7→ (y

1

: · · · : y
i−1

: 1 : y

i

: · · · : y
n

) ÚÁÄÁÅÔ

ÂÉÅË�ÉÀ ÍÅÖÄÕ An

i

É An

. ðÏÌÏÖÉÍ U

i

= X ∩ An

i

.

úÁÄÁÞÁ 3.4. äÏËÁÖÉÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ:

(Á) ×ÙÛÅÏ�ÉÓÁÎÎÁÑ ÂÉÅË�ÉÑ ÍÅÖÄÕ An

É An

i

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒ-

ÆÉÚÍÏÍ (× ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ);

(Â) ÉÍÅÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ �ÕÞËÏ× O
X

|
U

i

∼
=

O
U

i

, ÇÄÅ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁ-

ÓÔÉ ÓÔÏÉÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÊ �ÕÞÏË ÎÁ U

i

, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÍ ËÁË

ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï An

i

∼
=

An

.

õËÁÚÁÎÉÅ. ðÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ �ÏÓÍÏÔÒÅÔØ Õ òÉÄÁ ÉÌÉ ûÁÆÁÒÅ-

×ÉÞÁ.

úÁÄÁÞÁ 3.5. ðÕÓÔØ X | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, f ∈ k[X℄. ðÏ-
ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÁÒÁ (D(f);O

X

|
D(f)

) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉ-

ÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ.

õËÁÚÁÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï

Y = { (x; t) ∈ X ×A1 | t · f(x) = 1 }:

ðÒÉÍÅÒÙ �ÕÞËÏ× ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ

ðÕÓÔØ O | �ÕÞÏË ËÏÌÅ� ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å X. ÷ ÎÁÛÉÈ �ÒÉÌÏÖÅ-

ÎÉÑÈ X ÂÕÄÅÔ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ Ó ÔÏ�ÏÌÏÇÉÅÊ úÁ-

ÒÉÓÓËÏÇÏ, Á O = O
X

| ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÍ �ÕÞËÏÍ, ÎÏ ÎÁÞÎÅÍ ÍÙ Ó

ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ. ðÕÓÔØ F | �ÕÞÏË ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕ�� ÎÁ X.

âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ F Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÕÞËÏÍ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ �ÕÞËÏÍ ËÏ-

ÌÅ� O, ÉÌÉ �Ï�ÒÏÓÔÕ O-ÍÏÄÕÌÅÍ, ÅÓÌÉ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÇÒÕ�� ÓÅÞÅ-

ÎÉÊ F(U) ÚÁÄÁÎÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ O(U)-ÍÏÄÕÌÑ, �ÒÉÞÅÍ ÜÔÉ ÓÔÒÕËÔÕ-

ÒÙ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÙ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÓÍÙÓÌÅ: ÅÓÌÉ V ⊂ U ,
É ÅÓÌÉ f ∈ O(U), s ∈ F(U), ÔÏ (fs)|

V

= f |
V

· s|
V

. åÓÌÉ F
1

É

F
2

| Ä×Á O-ÍÏÄÕÌÑ, ÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ �ÕÞËÏ× ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕ��

f : F
1

→ F
2

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ O-ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚ-
ÍÙ F

1

(U) → F
2

(U) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ O(U)-ÍÏÄÕÌÅÊ.
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÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ, ÇÏ×ÏÒÑ Ï ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁÈ, ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁÈ. . . O-
ÍÏÄÕÌÅÊ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÔØ O-ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ (ÅÓÌÉ Ñ×ÎÏ

ÎÅ ÏÇÏ×ÏÒÅÎÏ ÉÎÏÅ).

�É�ÉÞÎÙÊ �ÒÉÍÅÒ O-ÍÏÄÕÌÑ: X | ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔ×Ï (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ ÍÎÏÇÏ-

ÏÂÒÁÚÉÅ), O
X

| ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÊ �ÕÞÏË, ÔÏ ÅÓÔØ �ÕÞÏË ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ

(ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÇÌÁÄËÉÈ, ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ) ÆÕÎË�ÉÊ, E | ×ÅËÔÏÒ-

ÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÇÌÁÄËÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ,

ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ) ÎÁ X, O
X

(E) | �ÕÞÏË ÎÅ-

�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÇÌÁÄËÉÈ, ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ) ÓÅÞÅÎÉÊ ÒÁÓ-

ÓÌÏÅÎÉÑ E. �ÏÇÄÁ �ÕÞÏË O
X

(E) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ O
X

-ÍÏÄÕÌÅÍ. åÝÅ ÏÄÉÎ

(ÓËÕÞÎÙÊ) �ÒÉÍÅÒ �ÕÞËÁ ÍÏÄÕÌÅÊ: �ÏÓÔÏÑÎÎÙÊ �ÕÞÏË Z ÎÁ �ÒÏ-

ÓÔÒÁÎÓÔ×Å X ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË �ÕÞÏË ËÏÌÅ�; ÔÏÇÄÁ ÌÀÂÏÊ

�ÕÞÏË ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕ�� Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÕÞËÏÍ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ �ÕÞËÏÍ ËÏ-

ÌÅ� Z.

ðÕÓÔØ O | �ÕÞÏË ËÏÌÅ� ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å X. �ÏÇÄÁ O-ÍÏÄÕÌØ
(ÔÏ ÅÓÔØ �ÕÞÏË O-ÍÏÄÕÌÅÊ) F ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ ÒÁÎÇÁ r, ÅÓÌÉ

ÏÎ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ Or | �ÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ r ÜËÚÅÍ�ÌÑÒÏ× �ÕÞËÁ O. âÏ-
ÌÅÅ ×ÁÖÎÏ ÄÌÑ ÎÁÓ �ÏÎÑÔÉÅ ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ �ÕÞËÁ. O-ÍÏÄÕÌØ
F ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ, ÅÓÌÉ Õ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á X ÓÕ-

ÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏËÒÙÔÉÅ X =

⋃
U

i

, ÞÔÏ F|
U

i

Ó×ÏÂÏ-

ÄÅÎ ÎÁÄ O|
U

i

ÄÌÑ ×ÓÅÈ i. ðÕÞÏË ÓÅÞÅÎÉÊ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ

×ÓÅÇÄÁ ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÅÎ. üÔÏÔ ÆÁËÔ ×ÅÒÅÎ ÄÌÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÎÁ

ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÈ ÉÌÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ ÉÌÉ ÎÁ �ÒÏ-

ÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ, ÎÏ ÎÁÍ ÏÎ ÎÕÖÅÎ ÄÌÑ

ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ:

úÁÄÁÞÁ 3.6. ðÕÓÔØ E | ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅ-

ÓËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X (Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÏÌÎÏÓÔØÀ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÎÁ-

�ÒÉÍÅÒ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÇÌÁÄËÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÎÁ ÄÉÆÆÅ-

ÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ, ÅÓÌÉ ×ÓÀÄÕ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÓÌÏ×Á �ÄÉÆÆÅ-

ÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ� ÎÁ �ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ� É

�ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ� ÎÁ �ÍÏÒÆÉÚÍ�), O
X

| ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÊ �Õ-

ÞÏË. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÕÞÏË O
X

(E) ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÅÎ.

ïÂÒÁÔÎÏ, ×ÓÑËÉÊ ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ �ÕÞÏË (ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÒÁÎ-

ÇÁ) �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÉÚ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ:
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úÁÄÁÞÁ 3.7. ðÕÓÔØ, × ÓÉÔÕÁ�ÉÉ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ, F | ÌÏ-

ËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ O
X

-ÍÏÄÕÌØ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

F ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ O
X

(E) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E.

õËÁÚÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ F ÎÁ ÏÔËÒÙÔÙÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á U

i

É U

j

Ó×ÏÂÏÄÎÙ. óÒÁ×ÎÉ× ÂÁÚÉÓÙ ÄÌÑ F|
U

i

∩U
j

, �ÒÏÉÓÈÏÄÑÝÉÅ ÉÚ

ÂÁÚÉÓÏ× F|
U

i

É F|
U

j

, �ÏÌÕÞÉÍ ÍÁÔÒÉ�Ù �ÅÒÅÈÏÄÁ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÒÁÓ-

ÓÌÏÅÎÉÑ.

ïÓÏÂÅÎÎÏ ×ÁÖÅÎ ÓÌÕÞÁÊ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÒÁÎÇÁ 1 (ÌÉ-

ÎÅÊÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ) É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÉÍ ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ

�ÕÞËÏ× ÒÁÎÇÁ 1 (ÏÎÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍÉ �ÕÞËÁÍÉ).

ðÒÉ×ÅÄÅÍ �ÒÉÍÅÒ ÏÂÒÁÔÉÍÏÇÏ �ÕÞËÁ. ðÕÓÔØ X ⊂ Pn | �ÒÏÅË-

ÔÉ×ÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, r | �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ �ÕÞÏË O
X

(r)

ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØ R

X

=

⊕
i>0

R

i

| ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ËÏÏÒÄÉ-

ÎÁÔÎÏÅ ËÏÌØ�Ï ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X (ÓÍ. Ó. 26), K | �ÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ R

X

.

óÅÞÅÎÉÅÍ O
X

(r) ÎÁÄ ÏÔËÒÙÔÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ U ⊂ X ÎÁÚÏ×ÅÍ ÔÁ-

ËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ' ∈ K, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ U ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ

i > 0, ÞÔÏ ' = F=G, ÇÄÅ F ∈ R

i+r

, G ∈ R

i

É G(x) 6= 0. éÎÙÍÉ

ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÓÅÞÅÎÉÑ O
X

(r) ÎÁÄ U ÓÕÔØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÓÔÅ�Å-

ÎÉ r, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ×ÓÀÄÕ ÎÁ U . åÓÌÉ r = 0, ÔÏ O
X

(r) ÅÓÔØ ÎÅ

ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÊ �ÕÞÏË O
X

; ÅÓÌÉ, ÏÄÎÁËÏ, r 6= 0, ÔÏ

ÓÅÞÅÎÉÑ O
X

(r) ÆÕÎË�ÉÑÍÉ ÎÁ X ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ: �ÒÉ �Ï�ÙÔËÅ �ÒÉ-

�ÉÓÁÔØ ÓÅÞÅÎÉÀ �ÚÎÁÞÅÎÉÅ� × ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ ÏÂÎÁÒÕÖÉ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ

ÜÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

úÁÄÁÞÁ 3.8. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ O
X

(r) | �ÕÞÏË O
X

-ÍÏÄÕÌÅÊ, Ñ×ÌÑ-

ÀÝÉÊÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ �ÕÞËÏÍ.

òÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ U

i

= X ∩An

i

. �ÏÇÄÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ x

−r
i

ÄÁÅÔ ÉÚÏ-

ÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ O
X

(r)|
U

i

ÎÁ O
U

i

.

úÁÄÁÞÁ 3.9. ðÕÓÔØ Pn | �ÒÏÅËÔÉ×ÉÚÁ�ÉÑ (n+1)-ÍÅÒÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒ-

ÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á E (ÔÏ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÒÑÍÙÈ × E). ÷ ÔÒÉ×É-

ÁÌØÎÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ ÓÏ ÓÌÏÅÍ E ÎÁÄ P(E) ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ

�ÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ L, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÌÏÊ ÎÁÄ ÔÏÞËÏÊ p ∈ P(E), ÓÏÏÔ×ÅÔ-

ÓÔ×ÕÀÝÅÊ �ÒÑÍÏÊ ` ⊂ E, ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÜÔÏÊ �ÒÑÍÏÊ `. äÏËÁÖÉÔÅ,
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ÞÔÏ ÜÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÌÏËÁÌØÎÏ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏ-

ÅÎÉÅ É ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÅÍÕ ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ �ÕÞÏË ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ

OP(E)

(−1).

õËÁÚÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ 〈e
0

; e

1

; : : : ; e

n

〉 | ÂÁÚÉÓ E. ÷ÓÑËÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ÜÔÏ-

ÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÎÁÄ ÏÔËÒÙÔÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ U ⊂ Pn ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

f

0

e

0

+ · · · + f

n

e

n

, ÇÄÅ f

j

| ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ U , ÕÄÏ×ÌÅ-

Ô×ÏÒÑÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ f

i

x

j

= f

j

x

i

ÄÌÑ ×ÓÅÈ i É j (x

0

; x

1

; : : : ; x

n

|

ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ). �ÏÇÄÁ f

0

=x

0

= f

1

=x

1

= · · · = f

n

=x

n

|

ÜÌÅÍÅÎÔ �ÏÌÑ K, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÊ ÓÅÞÅÎÉÅ O
X

(−1).

ðÕÓÔØ L | ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ �ÕÞÏË ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X, ÓÏÏÔ×ÅÔ-

ÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÀ L, É �ÕÓÔØ {U
i

} | ÏÔËÒÙÔÏÅ

�ÏËÒÙÔÉÅ, ÎÁÄ ËÏÔÏÒÙÍ �ÕÞÏË L (ÉÌÉ, ÞÔÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ, ÒÁÓÓÌÏ-

ÅÎÉÅ L) ÔÒÉ×ÉÁÌÉÚÕÅÔÓÑ. ðÕÓÔØ '

i

: L|
U

i

→ O
U

i

| ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-

ÝÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ. ïÇÒÁÎÉÞÉÍ ÉÈ ÎÁ U

i

∩U
j

É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Á×ÔÏ-

ÍÏÒÆÉÚÍ ('

i

)|
U

i

∩U
j

◦ ('
j

)

−1|
U

i

∩U
j

: O
U

i

∩U
j

→ O
U

i

∩U
j

. ÷ÓÑËÉÊ Á×ÔÏ-

ÍÏÒÆÉÚÍ �ÕÞËÁ O
U

i

∩U
j

(ËÁË ÍÏÄÕÌÑ ÎÁÄ ÓÏÂÏÊ) ÅÓÔØ ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ,

ËÁË ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÆÕÎË�ÉÀ g

ij

∈ O
X

(U

i

∩ U
j

), ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÀÝÕÀ-

ÓÑ × ÎÕÌØ ÎÉÇÄÅ ÎÁ U

i

∩ U
j

. æÕÎË�ÉÉ g

ij

ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ

�ÅÒÅÈÏÄÁ ÏÂÒÁÔÉÍÏÇÏ �ÕÞËÁ (ÉÌÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ

ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ). ëÏÎÅÞÎÏ, ÏÎÉ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÔÒÉ×ÉÁÌÉÚÕÀÝÅÇÏ

�ÏËÒÙÔÉÑ {U
i

} É ÔÒÉ×ÉÁÌÉÚÁ�ÉÊ {'
i

}. ðÕÓÔØ s ∈ L(U) | ÓÅÞÅÎÉÅ;

�ÏÌÏÖÉÍ s

i

= '

i

(s|
U∩U

i

) ∈ O
X

(U ∩ U
i

). éÚ ÎÁÛÅÇÏ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÑ

ÑÓÎÏ, ÞÔÏ:

óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖ-

ÄÕ ÓÅÞÅÎÉÑÍÉ �ÕÞËÁ L ÎÁÄ ÏÔËÒÙÔÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ U

É ÎÁÂÏÒÁÍÉ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ {s
i

∈ O
X

(U ∩ U
i

)},
ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÍÉ ÕÓÌÏ×ÉÀ

s

i

|
U∩U

i

∩U
j

= g

ij

s

j

|
U∩U

i

∩U
j

:

úÁÄÁÞÁ 3.10. îÁÊÄÉÔÅ ÆÕÎË�ÉÉ �ÅÒÅÈÏÄÁ �ÕÞËÁ O
X

(r), Ó×ÑÚÁÎ-

ÎÙÅ Ó �ÏËÒÙÔÉÅÍ U

i

= X ∩An

i

É ÔÒÉ×ÉÁÌÉÚÁ�ÉÑÍÉ, ÕËÁÚÁÎÎÙÍÉ ×

ÒÅÛÅÎÉÉ ÚÁÄÁÞÉ 3.8.

ïÔ×ÅÔ. g

ij

= (x

j

=x

i

)

r

.
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÷ Ó×ÑÚÉ Ó ÆÕÎË�ÉÑÍÉ �ÅÒÅÈÏÄÁ ÕÍÅÓÔÎÏ ÄÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ï�ÒÅ-

ÄÅÌÅÎÉÑ.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.11. ðÕÓÔØ F | �ÕÞÏË ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕ�� ÎÁ ÔÏ-

�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å X, É �ÕÓÔØ U = {U
i

} | ÏÔËÒÙÔÏÅ

�ÏËÒÙÔÉÅ. þÅÈÏ×ÓËÉÍ 1-ËÏ�ÉËÌÏÍ (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ �ÕÞËÕ F É

�ÏËÒÙÔÉÀ U) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒ ÓÅÞÅÎÉÊ {g
ij

∈ F(U
i

∩ U
j

)} ÄÌÑ
×ÓÅÈ �ÁÒ (i; j), ÇÄÅ i 6= j, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ:

• g
ij

+ g

ji

= 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ i; j; g

ii

= 0.

• g
ij

|
U

i

∩U
j

∩U
k

+ g

jk

|
U

i

∩U
j

∩U
k

+ g

ki

|
U

i

∩U
j

∩U
k

= 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ i; j; k.

þÅÈÏ×ÓËÉÊ 1-ËÏ�ÉËÌ {g
ij

} ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÇÒÁÎÉ�ÅÊ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅ-

ÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÓÅÞÅÎÉÑ h

i

∈ F(U
i

), ÞÔÏ g

ij

= h

i

|
U

i

∩U
j

−h
j

|
U

i

∩U
j

ÄÌÑ

×ÓÅÈ i; j.

æÁËÔÏÒÇÒÕ��Á ÇÒÕ��Ù 1-ËÏ�ÉËÌÏ× �Ï ÇÒÕ��Å 1-ËÏÇÒÁÎÉ� ÎÁ-

ÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÅÒ×ÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ ÞÅÈÏ×ÓËÉÈ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ �ÏËÒÙÔÉÑ U Ó

ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ × �ÕÞËÅ F É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ

�

H

1

(U;F).

úÁÄÁÞÁ 3.12. ðÕÓÔØ X | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, U | ÅÇÏ

ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏËÒÙÔÉÅ. õÓÔÁÎÏ×ÉÔÅ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔ-

ÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ËÌÁÓÓÏ× ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ �ÕÞ-

ËÏ× ÎÁ X, ÔÒÉ×ÉÁÌÉÚÕÀÝÉÈÓÑ ÎÁÄ U, É ÇÒÕ��ÏÊ

�

H

1

(U;O∗
X

), ÇÄÅ

�ÕÞÏË O∗
X

Ï�ÒÅÄÅÌÅÎ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ

O∗
X

(U) = { f ∈ O
X

(U) | f(x) 6= 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ∈ U }

(ÇÒÕ��Ï×ÁÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ | ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ).

õËÁÚÁÎÉÅ. ïÂÒÁÔÉÍÏÍÕ �ÕÞËÕ ÓÔÁ×ÑÔÓÑ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ

�ÅÒÅÈÏÄÁ; ËÁË ÏÎÉ ÉÚÍÅÎÑÔÓÑ �ÒÉ ÄÒÕÇÏÍ ×ÙÂÏÒÅ ÔÒÉ×ÉÁÌÉÚÁ�ÉÊ?

úÁÄÁÞÁ 3.13. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ H

0

(Pn;OPn(r)) = 0 �ÒÉ r < 0 É

ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅ�ÅÎÉ r ÏÔ

X

0

; : : : ;X

n

�ÒÉ r > 0.

òÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ s | ÓÅÞÅÎÉÅ �ÕÞËÁ OPn(r) ÎÁÄ An

i

⊂ Pn. �Ï-

ÇÄÁ s=X

r

i

| ÒÅÇÕÌÑÒÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ An

i

, ÔÏ ÅÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ
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X

0

=X

i

; : : : ;X

i−1

=X

i

;X

i+1

=X

i

; : : : ;X

n

=X

i

. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, s|An
i

�ÒÅÄ-

ÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ F

i

=X

m

i

, ÇÄÅ F

i

| ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ-

�ÅÎÉ m + r (�ÒÉ×ÏÄÑ Ë ÏÂÝÅÍÕ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÀ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ,

ÞÔÏ m | ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÄÌÑ ×ÓÅÈ i). éÔÁË, ÄÌÑ ×ÓÅÈ i; j ÉÍÅÅÍ

F

i

=X

m

i

= F

j

=X

m

j

, ÉÌÉ X

m

j

F

i

= X

m

i

F

j

. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× F

i

ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ X

m

i

. åÓÌÉ s 6= 0, ÔÏ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÓÌÅÄÕ-

ÅÔ, ×Ï-�ÅÒ×ÙÈ, ÞÔÏ degF

j

> m ⇒ r > 0, É ×Ï-×ÔÏÒÙÈ, ÞÔÏ ×ÓÅ

F

j

=X

m

i

ÒÁ×ÎÙ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÍÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ G ÓÔÅ�ÅÎÉ r.

÷ÓÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.

ðÏÌÁÇÁÑ × ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅ r = 0, �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ H

0

(Pn;OPn) = k,

ÔÏ ÅÓÔØ ×ÓÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å

Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁÍÉ. �ÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÁÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÓÅ

ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ ÌÀÂÏÍ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ. éÎ-

ÔÕÉÔÉ×ÎÏ ÜÔÏ ÂÏÌÅÅ ÉÌÉ ÍÅÎÅÅ ÑÓÎÏ (ÅÓÌÉ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ �ÏÌÅ | C,

ÔÏ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÍ ËÏÍ�ÌÅËÓ-

ÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ, Á ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ ÎÅÍ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙ,

ÔÁË ÞÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ �ÒÉÎ�É�Á ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ÍÏÄÕÌÑ),

ÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÜÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÎÅ ÔÁË �ÒÏÓÔÏ. óÁÍÏÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒ-

ÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÔÅÏÒÉÉ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÑ

(ÓÍ. [12℄). ÷ ÎÁÛÅÍ ËÕÒÓÅ ÜÔÏÔ ÆÁËÔ ÏËÁÖÅÔÓÑ �ÏÂÏÞÎÙÍ �ÒÏÄÕË-

ÔÏÍ ÔÅÏÒÉÉ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ �ÕÞËÏ×.

ë ÓÞÁÓÔØÀ ÉÌÉ Ë ÎÅÓÞÁÓÔØÀ, �ÒÉ r > 0 É ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ

X ⊂ Pn �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï H0

(X;O
X

(r)) ÔÁË �ÒÏÓÔÏ ÎÅ ×ÙÞÉÓÌÉÛØ.

ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÔÅ�ÅÒØ �ÒÉÍÅÒÙ O

X

-ÍÏÄÕÌÅÊ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ ÌÏ-

ËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍÉ.

ðÕÓÔØ Y ⊂ X | ÚÁÍËÎÕÔÏÅ (× ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ, ÅÓÔÅ-

ÓÔ×ÅÎÎÏ) �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X. ï�ÒÅ-

ÄÅÌÉÍ �ÏÄ�ÕÞÏË I
Y

⊂ O
X

ÔÁË: I
Y

(U) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ

ÆÕÎË�ÉÊ f ∈ O
X

(U), ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÈÓÑ × ÎÕÌØ ÎÁ Y .

ïÞÅ×ÉÄÎÏ, I
Y

(U) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ × ËÏÌØ�Å O
X

(U), ÔÁË ÞÔÏ I
Y

ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ O
X

-ÍÏÄÕÌÅÍ. ðÕÞÏË I
Y

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÕÞ-

ËÏÍ ÉÄÅÁÌÏ× ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á Y ⊂ X; ÏÞÅÎØ ÞÁÓÔÏ ÜÔÏÔ
�ÕÞÏË ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ. ÷�ÒÏÞÅÍ, �ÏÞÅÎØ ÞÁÓÔÏ� |

ÎÅ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ �×ÓÅÇÄÁ�:

úÁÄÁÞÁ 3.14. ðÕÓÔØ X ⊂ Pn | ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÁÑ ÇÉ�ÅÒ�Ï×ÅÒÈ-
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ÎÏÓÔØ ÓÔÅ�ÅÎÉ d (ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ X | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÕÌÅÊ ÎÅ-

�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÇÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÓÔÅ�ÅÎÉ d). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

I
X

∼
=

OPn(−d).

úÁÄÁÞÁ 3.15. ðÕÓÔØ X ⊂ Pn | ÔÏÞËÁ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÕÞÏË

ÉÄÅÁÌÏ× I
X

⊂ Pn ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ �ÒÉ n > 1.

äÒÕÇÏÊ �ÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ Y ⊂ X | ÚÁÍËÎÕÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁ-

ÚÉÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ×ÌÏÖÅÎÉÅ ÞÅ-

ÒÅÚ i : Y ,→ X. ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ F | ÌÀÂÏÊ �ÕÞÏË O
X

-ÍÏÄÕÌÅÊ.

ï�ÒÅÄÅÌÉÍ �ÕÞÏË i∗F ÎÁ X ÔÁË: (i∗F)(U) = F(Y ∩ U) (ÜÔÏ ÞÁÓÔ-
ÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ ��ÒÑÍÏÇÏ ÏÂÒÁÚÁ� �ÕÞËÁ). ðÕÞÏË i∗F
ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ O

X

-ÍÏÄÕÌÑ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,

ÞÔÏÂÙ ××ÅÓÔÉ ÔÁËÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ, ÎÁÍ ÎÁÄÏ ÏÂßÑÓÎÉÔØ, ËÁË ÕÍÎÏ-

ÖÉÔØ ÒÅÇÕÌÑÒÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ f ∈ O
X

(U), ÇÄÅ U ⊂ X, ÎÁ ÓÅÞÅÎÉÅ

s ∈ F(U∩Y ). üÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: f ·s = (f |
U

∩Y )·s.

úÁÄÁÞÁ 3.16. ðÕÓÔØ Y ⊂ X | ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ �ÏÄÍÎÏ-

ÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, i | ×ÌÏÖÅÎÉÅ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎ-

ÎÁÑ ÔÏÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0→ I
Y

→ O
X

→ i∗OY → 0:

îÁ �ÒÁËÔÉËÅ × Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ �ÒÉÍÅÎÑÀÔ ÂÏÌÅÅ ×ÏÌØÎÕÀ

ÚÁ�ÉÓØ: ×ÍÅÓÔÏ i∗F �ÉÛÕÔ �ÒÏÓÔÏ F .

ìÉÎÅÊÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ

÷ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÒÅÞØ �ÏÊÄÅÔ Ï Ó×ÑÚÉ ÍÅÖÄÕ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍÉ �ÕÞËÁÍÉ

É ÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ × �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.17. ìÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÎÁ (ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍ)

ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÁÒÁ (L; V ), ÇÄÅ L | ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ

�ÕÞÏË ÎÁ X É V ⊆ H0

(X;L) | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏ-

ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.18. ðÏÚÖÅ ÍÙ �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÇÏ X

É ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ �ÕÞËÁ E �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï H0

(X; E) ×ÓÅÇÄÁ ËÏ-
ÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ, ÔÁË ÞÔÏ ÄÌÑ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ X ÕÓÌÏ×ÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ-

ÓÔÉ × ÜÔÏÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÍÏÖÎÏ Ï�ÕÓÔÉÔØ.
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ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.19. ðÕÓÔØ (L; V ) | ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÎÁ ÁÌÇÅ-

ÂÒÁÉÞÅÓËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X; ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ L ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÒÁÓ-

ÓÌÏÅÎÉÅ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÏÂÒÁÔÉÍÏÍÕ �ÕÞËÕ L. �ÏÞËÁ x ∈ X

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÎÁÛÅÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ, ÅÓÌÉ ×Ù-

�ÏÌÎÅÎÏ ÏÄÎÏ ÉÚ Ä×ÕÈ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ:

(Á) ÄÌÑ ×ÓÅÈ s ∈ V ÉÍÅÅÍ s(x) = 0 (s ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ËÁË ÓÅÞÅ-

ÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ L);

(Â) ÒÏÓÔËÉ ÓÅÞÅÎÉÊ s ∈ V × ÔÏÞËÅ X ÎÅ �ÏÒÏÖÄÁÀÔ L
x

ËÁË

O
X;x

-ÍÏÄÕÌØ.

úÁÄÁÞÁ 3.20. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÜË×É×Á-

ÌÅÎÔÎÙ.

ðÕÓÔØ (L; V ) | ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÂÅÚ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÔÏÞÅË ÎÁ ÍÎÏ-

ÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X, É �ÕÓÔØ L | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-

ÝÅÅ L. ðÏÌÏÖÉÍ dimV = n+1. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ P∗
(V ) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï

ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÅÊ (×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1) ×

�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V . ìÉÎÅÊÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚX

× P∗
(V ) �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ x 7→ V

x

, ÇÄÅ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ V

x

⊂ V ÓÏÓÔÏÉÔ

ÉÚ ÓÅÞÅÎÉÊ L, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ V É ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÈÓÑ

× ÎÕÌØ × ÔÏÞËÅ x.

úÁÄÁÞÁ 3.21. ðÕÓÔØ (s

0

; s

1

; : : : ; s

n

) | ÂÁÚÉÓ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V .

ïÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÍ ÓÌÏÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ L × ÔÏÞËÅ x Ó k. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ V

x

⊂ V ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ

s

0

(x)v

0

+ · · ·+ s

n

(x)v

n

= 0;

ÇÄÅ (y

0

; : : : ; y

n

) | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÁ-

ÚÉÓÁ (s

0

; s

1

; : : : ; s

n

), É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ X × Pn = P∗
(E)

ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ x 7→ (s

0

(x) : s

1

(x) : · · · : s
n

(x)).

úÁÄÁÞÁ 3.22. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÏÅ ÌÉÎÅÊ-

ÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ-

ÚÉÊ.

úÁÄÁÞÁ 3.23. ðÕÓÔØ (L; V ) | ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÂÅÚ ÂÁÚÉÓÎÙÈ

ÔÏÞÅË ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏ-

ÂÒÁÖÅÎÉÅ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÏÅ ÜÔÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ, ÂÕÄÅÔ ×ÚÁÉÍÎÏ
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ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ÎÁ Ó×ÏÊ ÏÂÒÁÚ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,

ËÏÇÄÁ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ �ÒÁÚÄÅÌÑÅÔ ÔÏÞËÉ�: ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÔÏÞÅË

x; y ∈ X ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ s ∈ V , ÞÔÏ s(x) = 0, s(y) 6= 0.

ï�ÉÓÁÎÎÕÀ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÀ ÍÏÖÎÏ ÏÂÒÁÔÉÔØ:

úÁÄÁÞÁ 3.24. ðÕÓÔØ ' : X → Pn | ÍÏÒÆÉÚÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ

ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ × �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, �ÒÉÞÅÍ '(X) ÎÅ ÌÅ-

ÖÉÔ ÎÉ × ËÁËÏÊ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ × Pn. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ '

Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÎÁ X.

õËÁÚÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ � | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ Pn, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-

ÀÝÅÅ ÏÂÒÁÔÉÍÏÍÕ �ÕÞËÕ OPn(1), É �ÕÓÔØ L = '

∗
(�) | �ÒÏÏÂÒÁÚ

ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ � ÎÁX (ÎÁ�ÏÍÎÉÍ ÏÂÝÅÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �Ï-

ÎÑÔÉÅ �ÒÏÏÂÒÁÚÁ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ: ÅÓÌÉ ' : X → Y | ÍÏÒÆÉÚÍ,

~

� |

ÔÏÔÁÌØÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ �, É � :

~

�→ Y | �ÒÏÅË�ÉÑ,

ÔÏ

~

L = { (x; �) ∈ X × ~

� | '(x) = �(�) } | ÔÏÔÁÌØÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔ×Ï ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÎÁÄ X, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÇÏ �ÒÏÏÂÒÁÚÏÍ � ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ

ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ '). åÓÌÉ x

0

; : : : ; x

n

| ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ × Pn,

ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÅ ËÁË ÓÅÞÅÎÉÑ � (ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 3.13), ÔÏ ÉÈ ÖÅ ÍÏÖÎÏ

ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ËÁË ÓÅÞÅÎÉÑ L = '

∗
�. ìÉÎÅÊÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ, �ÏÒÏÖÄÁÅ-

ÍÁÑ ÜÔÉÍÉ ÓÅÞÅÎÉÑÍÉ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÓËÏÍÏÊ.

úÁÄÁÞÁ 3.25. ðÕÓÔØ X | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. ðÏ-

ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ ÍÏÒÆÉÚÍÁ �Ï ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÚÁÄÁ-

ÅÔ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÌÉ-

ÎÅÊÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ ÂÅÚ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÔÏÞÅË (L; V ) ÎÁ X, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ

dimV = n+1, É ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ËÌÁÓÓÏ× ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÍÏÒÆÉÚÍÏ×

' : X → Pn, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ '(X) ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓÏ

×ÓÅÍ Pn. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ' É '

′
ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ,

ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÊ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ u : Pn → Pn, ÄÌÑ

ËÏÔÏÒÏÇÏ u ◦ ' = '

′
.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.26. ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÏÒÆÉÚÍ ' : X → Pn, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ

'(X) ÌÅÖÉÔ × ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ

×ÌÏÖÅÎÉÑ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× É ÍÏÒÆÉÚÍÁ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀ-

ÝÅÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÌÉ �ÏÌÎÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÍÏÒ-

ÆÉÚÍÏ× × �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á.
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ëÓÔÁÔÉ, Õ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× É ÎÅÔ ÎÉËÁËÉÈ Á×ÔÏÍÏÒ-

ÆÉÚÍÏ×, ËÒÏÍÅ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÈ.

úÁÄÁÞÁ 3.27. ðÕÓÔØ X | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, L |

ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ �ÕÞÏË ÎÁ X, É �ÕÓÔØ V ⊂ V ′ ⊆ H0

(X;L) | ÌÉÎÅÊÎÙÅ

�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ m É m

′
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ðÒÅÄ�Ï-

ÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ (L; V ) ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÔÏÞÅË.

(Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ É ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ (L; V ′
) ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÂÁÚÉÓ-

ÎÙÈ ÔÏÞÅË.

(Â) ðÕÓÔØ ' : X → Pm−1

É '

′
: X → Pm

′−1

| ÍÏÒÆÉÚÍÙ,

Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÅ ÜÔÉÍÉ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÓÉÓÔÅÍÁÍÉ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

' = � ◦ '′
, ÇÄÅ � : Pm

′−1 99K Pm−1

| �ÒÏÅË�ÉÑ Ó �ÅÎ-

ÔÒÏÍ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å � ÒÁÚÍÅÒÎÏ-

ÓÔÉ m

′ − m − 1, ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÅÍÓÑ Ó '

′
(X) (�ÒÏÅË�ÉÑ �

ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÁ �ÕÎËÔÉÒÎÏÊ ÓÔÒÅÌËÏÊ, ÔÁË ËÁË ÏÎÁ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ

ÎÅ ÎÁ ×ÓÅÍ Pm
′

, Á ÔÏÌØËÏ ÎÁ Pm
′ \ �).

ðÕÓÔØ X ⊂ Pn | �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ; �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ

ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ X ÎÅ ÌÅÖÉÔ ÎÉ × ËÁËÏÊ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ × Pn (ÜÔÏ �ÒÏ-

ÓÔÏ ÎÏÒÍÉÒÏ×ËÁ). ëÁËÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ×ÌÏÖÅÎÉÅ

X ,→ Pn? óÅÊÞÁÓ Õ×ÉÄÉÍ.

úÁÄÁÞÁ 3.28. äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ �ÅÌÏÇÏ r �ÏÓÔÒÏÊÔÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ

�ÕÞËÏ× OPn(r) → O

X

(r) (ÔÏÞÎÅÅ ÇÏ×ÏÒÑ, × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÔÏÉÔ

i∗OX(r), ÇÄÅ i | ×ÌÏÖÅÎÉÅ X × Pn; ÓÍ, Ó. 33); �ÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ

ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ü�ÉÍÏÒÆÉÚÍÏÍ É ÞÔÏ ÅÇÏ ÑÄÒÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ

I
X

(r), ÇÄÅ �ÏÄ�ÕÞÏË I
X

(r) ⊂ OPn(r) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÓÅÞÅÎÉÊ, ÏÂÒÁÝÁ-

ÀÝÉÈÓÑ × ÎÕÌØ ÎÁ X (ÄÁÊÔÅ ÔÏÞÎÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ).

òÅÛÉ× ÜÔÕ ÚÁÄÁÞÕ, ÍÙ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �ÏÓÔÒÏÉÌÉ ÔÏÞÎÕÀ �ÏÓÌÅ-

ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0→ I
X

(r)→ OPn(r)→ OX(r)→ 0: (3.1)

úÁÄÁÞÁ 3.29. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÌÏÖÅÎÉÅ X ,→ Pn ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÌÉ-

ÎÅÊÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ (O
X

(1); V ), ÇÄÅ V | ÏÂÒÁÚ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ

H

0

(OPn(1)) → H

0

(O
X

(1)), ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÍ × �ÒÅ-

ÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ �ÕÞËÏ× OPn(1)→ OX(1).
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þÔÏ ÂÕÄÅÔ, ÅÓÌÉ V 6= H

0

(O
X

(1)), ÉÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÅÓÌÉ Õ �ÕÞËÁ

O
X

(1) ÅÓÔØ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÅ ÓÅÞÅÎÉÑ, ÏÔÌÉÞÎÙÅ ÏÔ ÔÅÈ, ÞÔÏ �ÒÉÈÏÄÑÔ

ÉÚ H

0

(OPn(1)) (ÔÏ ÅÓÔØ ÏÔ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏ-

ÏÒÄÉÎÁÔ)? ìÉÎÅÊÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ (O
X

(1); V

′
), ÇÄÅ V

′
ÓÔÒÏÇÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ

V , ÚÁÄÁÅÔ ×ÌÏÖÅÎÉÅ i

′
: X ,→ Pn

′

, ÇÄÅ n

′
> n (�Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ

ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-ÍÎÏÖÅÓÔ×ÅÎÎÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ V , É ÔÅÍ

ÂÏÌÅÅ V

′
, ÒÁÚÄÅÌÑÅÔ ÔÏÞËÉ; ÍÏÖÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ×ÌÏÖÅÎÉÅ ÂÕ-

ÄÅÔ É ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÎÁ Ó×ÏÊ ÏÂÒÁÚ), �ÒÉÞÅÍ i

′
(X) ÎÅ ÌÅÖÉÔ ÎÉ

× ËÁËÏÊ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ; ÓÁÍÏ ÖÅ X ÂÕÄÅÔ �ÒÏÅË�ÉÅÊ i

′
(X) (ÓÍ.

ÚÁÄÁÞÕ 3.27).

åÓÌÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ X ⊂ Pn ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÊ �ÒÏÅË-

�ÉÅÊ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏ ×ÌÏÖÅÎÎÏÇÏ × Â�ÏÌØÛÅÅ �ÒÏ-

ÅËÔÉ×ÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÔÏ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ X ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÏ;

ËÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ, ÜÔÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚ-

ÍÁ H

0

(OPn(1)) → H

0

(O
X

(1)), ×ÏÚÎÉËÁÀÝÅÇÏ ÉÚ ÔÏÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ-

×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (3.1) �ÒÉ r = 1. åÓÌÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ

ÓÀÒßÅËÔÉ×ÅÎ �ÒÉ ËÁËÏÍ-ÔÏ r > 1, ÔÏ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ-

ÚÉÅ r-ÎÏÒÍÁÌØÎÏ (ÜÔÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÓÔÉ r-ÔÏÇÏ

ÏÂÒÁÚÁ ÷ÅÒÏÎÅÚÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X); ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, r-ÎÏÒÍÁÌØÎÏÅ

�ÒÉ ×ÓÅÈ r > 1, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ.

ó m-ÎÏÒÍÁÌØÎÏÓÔØÀ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ Ó×ÑÚÁÎ ÒÁÚ-

ÄÅÌ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÅÓÔØ É ÑÒËÉÅ ÒÅÚÕÌØ-

ÔÁÔÙ, É ÎÅÒÅÛÅÎÎÙÅ �ÒÏÂÌÅÍÙ. ÷ÏÔ �ÒÉÍÅÒ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÓÄÅÌÁÎÏ:

ðÕÓÔØ X ⊂ Pn | ÎÅÏÓÏÂÏÅ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ,

�ÒÉÞÅÍ dimX > (2n−2)=3. �ÏÇÄÁ X ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÏÒÍÁÌØ-

ÎÏ (ÔÅÏÒÅÍÁ úÁËÁ Ï ÓÅËÕÝÉÈ).

á ×ÏÔ �ÒÉÍÅÒ ÇÉ�ÏÔÅÚÙ, ÏÓÔÁÀÝÅÊÓÑ ÎÅÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÕÖÅ ÂÏÌÅÅ 30

ÌÅÔ:

ðÕÓÔØ X ⊂ Pn | ÎÅÏÓÏÂÏÅ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ,

�ÒÉÞÅÍ dimX > 2n=3. �ÏÇÄÁ X �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÏ

(ÇÉ�ÏÔÅÚÁ èÁÒÔÓÈÏÒÎÁ; ÄÁÖÅ 2-ÎÏÒÍÁÌØÎÏÓÔØ X × ÜÔÉÈ

�ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑÈ ÎÅ ÄÏËÁÚÁÎÁ).
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4. ëÏÇÅÒÅÎÔÎÙÅ �ÕÞËÉ

ëÁË ÄÏÌÖÎÁ ×ÙÇÌÑÄÅÔØ ÔÅÏÒÉÑ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ

úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï X. ÷ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÞÁÓÔÉ,

ÏÔÎÏÓÑÝÅÊÓÑ Ë ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÍ ÏÄÎÏÇÏ-ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ �ÕÞËÁ ÎÁ

ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å X, ÏÓÎÏ×ÎÙÅ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÔÅÏÒÉÉ ËÏ-

ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÍÏÖÎÏ ÒÅÚÀÍÉÒÏ×ÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ (×ÓÀÄÕ ÓÌÏ-

×Ï ��ÕÞÏË� ÏÚÎÁÞÁÅÔ ��ÕÞÏË ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕ��� ÉÌÉ ��ÕÞÏË ×ÅËÔÏÒ-

ÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×�; ÄÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ �ÒÉÍÅÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÒÁÂÏÔÁÅÍ

Ó �ÕÞËÁÍÉ ÇÒÕ��):

ëÁÖÄÏÍÕ �ÕÞËÕ F ÎÁ X ÓÔÁ×ÉÔÓÑ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÎÁÂÏÒ

ÇÒÕ��

3

H

i

(X;F), ÇÄÅ i ∈ Z, i > 0, Á ËÁÖÄÏÍÕ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÕ

�ÕÞËÏ× f : F → G | ÎÁÂÏÒ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×

H

i

(f) : H

i

(X;F)→ H

i

(X;G);

ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:

1) åÓÌÉ f = g ◦ h, ÔÏ Hi

(f) = H

i

(g) ◦Hi

(h) (ÉÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ,

H

i

Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÆÕÎËÔÏÒÁÍÉ).

2) H

0

(X;F) ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ �(X;F) (ÎÁÒÉÓÕÊÔÅ ÓÁ-

ÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ, ×ÙÒÁÖÁÀÝÉÅ

ÜÔÕ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ).

3) åÓÌÉ

0→ F ′ → F → F ′′ → 0

| ÔÏÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÕÞËÏ×, ÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ i > 0

ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ �

i

: H

i

(X;F ′′
) → H

i+1

(X;F ′
)

ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

· · · → H

i

(F ′
)→ H

i

(F)→ H

i

(F ′′
)

�−→ H

i+1

(F ′
)→ H

i+1

(F)→ : : :

(4.1)

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏÊ.

3

åÓÌÉ ÍÙ ÒÁÂÏÔÁÅÍ Ó �ÕÞËÁÍÉ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, ÔÏ ÜÔÉ ÇÒÕ��Ù ÔÁË-

ÖÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÅËÔÏÒÎÙÍÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ, ÎÏ �Ï ÔÒÁÄÉ�ÉÉ É × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ

ÇÏ×ÏÒÑÔ Ï ÇÒÕ��ÁÈ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ.
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4) åÓÌÉ

0 −−−−→ F ′ −−−−→ F −−−−→ F ′′ −−−−→ 0

y
y

y

0 −−−−→ G′ −−−−→ G −−−−→ G′′ −−−−→ 0

| ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ Ó ÔÏÞÎÙÍÉ ÓÔÒÏËÁÍÉ, ÔÏ

ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ

H

i

(F ′′
)

�

i

−−−−→ H

i+1

(F ′
)

y
y

H

i

(G′′) �

′i

−−−−→ H

i+1

(G′) : : :
ÂÕÄÕÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙ.

ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÔÅÏÒÉÉ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ × �ÏÌÎÏÊ ÏÂÝÎÏÓÔÉ | ×ÅÝØ

ÎÅ ÓÌÉÛËÏÍ �ÒÏÓÔÁÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÎÁÞÁÌÁ ÍÙ ÄÁÄÉÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ-

×ÒÅÍÑÎËÕ, �ÒÉÇÏÄÎÏÅ ÄÌÑ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅ-

ÍÙÈ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ �ÕÞËÏ× ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ (×ÓÅ

×ÓÔÒÅÞÁ×ÛÉÅÓÑ ÎÁÍ ×ÙÛÅ �ÕÞËÉ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÍ �ÕÞ-

ËÏÍ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÍÉ)

É ÎÉ ÄÌÑ ÞÅÇÏ ÂÏÌØÛÅ, É Ó ÜÔÉÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ �ÏÒÁÂÏÔÁÅÍ, ÏÂÝÅÅ

ÖÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÔÌÏÖÉÍ ÎÁ �ÏÔÏÍ.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ �ÕÞËÏ×

÷ÓÅ �ÕÞËÉ O
X

-ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X, ÒÁÓ-

ÓÍÁÔÒÉ×Á×ÛÉÅÓÑ × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÒÉÍÅÒÁÍÉ

ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ �ÕÞËÏ×. îÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÅ �ÕÞËÉ

ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X | ÜÔÏ �ÕÞËÉ O
X

-ÍÏÄÕÌÅÊ,

×ÓÔÒÅÞÁÀÝÉÅÓÑ × ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÈ. ÷ ×ÁÖÎÅÊÛÅÍ

ÄÌÑ ÎÁÓ ÓÌÕÞÁÅ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X ÜÔÉ ÓÌÏ×Á ÍÏÖÎÏ

ÕÔÏÞÎÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ �ÕÞËÏ×

ÎÁ X | ÜÔÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï

4 O
X

-ÍÏÄÕÌÅÊ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ

ÔÁËÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:

4

éÌÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ, ÅÓÌÉ ×ÁÓ ÛÏËÉÒÕÅÔ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ �ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÕÞËÏ×�.
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• ÷ÓÅ ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÅ �ÕÞËÉ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ ËÏÇÅÒÅÎÔ-

ÎÙ.

• åÓÌÉ f : F → G | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ O
X

-ÍÏÄÕÌÅÊ,

ÔÏ Ker f É Coker f ÔÁËÖÅ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙ.

îÁ ÔÁËÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÒÉÑÔÎÏ ÓÍÏÔÒÅÔØ, ÎÏ ÞÔÏÂÙ �ÒÏ ËÏÇÅÒÅÎÔ-

ÎÙÅ �ÕÞËÉ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÞÔÏ-ÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ, ÖÅÌÁÔÅÌØÎÏ ÉÍÅÔØ ÉÈ

ÂÏÌÅÅ ËÏÎËÒÅÔÎÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ. éÍÅÎÎÏ ÔÁËÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ É ÂÕÄÅÔ �Ï-

ÌÏÖÅÎÏ ÎÁÍÉ × ÏÓÎÏ×Õ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ; ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÅÇÏ Ó �ÒÉ×Å-

ÄÅÎÎÙÍ ×ÙÛÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅÍ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ �ÕÞËÏ× ÎÁ �ÒÏ-

ÅËÔÉ×ÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ×ÙÑÓÎÉÔÓÑ ÌÉÛØ a posteriori.

îÁÍ �ÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ËÏÌØ�Á É ÍÏÄÕÌÑ ÞÁÓÔÎÙÈ (�Ï-

ÄÒÏÂÎÏÓÔÉ ÓÍ. × [1, Ó. 49{52℄ ÉÌÉ [6, Ó. 85{88 É 173℄).

ëÏÌØ�Á É ÍÏÄÕÌÉ ÞÁÓÔÎÙÈ

ðÕÓÔØ A| ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ ËÏÌØ�Ï. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï S ⊂ A ÎÁÚÙ×Á-

ÅÔÓÑ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅÇÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ Ä×Á ÕÓÌÏ×ÉÑ:

(Á) 1 ∈ S;

(Â) ÅÓÌÉ s ∈ S É t ∈ S, ÔÏ st ∈ S.

ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØM |ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ A. íÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÍÏÄÕÌØ ÞÁÓÔ-

ÎÙÈ S

−1

M ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÄÒÏÂÅÊ� ×ÉÄÁm=s, ÇÄÅ m ∈M É s ∈ S,
ÓËÌÁÄÙ×ÁÅÍÙÈ Ó �ÏÍÏÝØÀ �ÒÉ×ÅÄÅÎÉÑ Ë ÏÂÝÅÍÕ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÀ

(ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ �ÏÌÑ ÞÁÓÔÎÙÈ �ÅÌÏÓÔÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á). ðÒÉ

ÜÔÏÍ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÎÅÂÏÌØÛÁÑ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÁÑ ÔÒÕÄÎÏÓÔØ: ÅÓÌÉ Ï�ÒÅÄÅ-

ÌÉÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÒÏÂÅÊ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ (m=s = m

′
=s

′
)⇔ (s

′
m = sm

′
),

ÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÍÏÄÕÌØ M ÉÍÅÅÔ ËÒÕÞÅÎÉÅ, ÔÁËÏÅ �ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï�

ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÂÙÔØ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÙÍ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÄÕÌØ ÞÁÓÔÎÙÈ Ï�ÒÅÄÅ-

ÌÑÀÔ ÔÁË:

åÓÌÉ S ⊂ A | ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï É

M |ÍÏÄÕÌØ ÎÁ A, ÔÏ ÞÅÒÅÚ S

−1

M (ÍÏÄÕÌØ ÞÁÓÔÎÙÈM

ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ S ÉÌÉ ÌÏËÁÌÉÚÁ�ÉÑ M ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ

S) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÌÁÓÓÏ× ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ
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×ÙÒÁÖÅÎÉÊ m=s, ÇÄÅ m ∈ M É s ∈ S, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ

ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ:

(m=s ∼ m′
=s

′
)⇔ (∃ t ∈ S: t(s′m− sm′

) = 0):

óÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØ�Á A Ï�ÒÅÄÅ-

ÌÑÅÔÓÑ �Ï ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÆÏÒÍÕÌÁÍ:

m=s+m

′
=s

′
= (s

′
m+ sm

′
)=ss

′

a ·m=s = am=s:

úÁÄÁÞÁ 4.1. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ.

úÁÄÁÞÁ 4.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ m=s = 0 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ

ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ t ∈ S, ÞÔÏ tm = 0.

åÓÌÉM = A, ÔÏ S

−1

A| ÎÅ �ÒÏÓÔÏ A-ÍÏÄÕÌØ: ÅÓÌÉ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ

ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ (a=s) · (a′=s′) = (aa

′
=ss

′
), ÔÏ S

−1

A ÓÔÁÎÅÔ

ËÏÌØ�ÏÍ; ÅÓÌÉ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ S

−1

A ÎÁ S

−1

M �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ

(a=s) · (m=s′) = (am=ss

′
), ÔÏ S

−1

M ÓÔÁÎÅÔ S

−1

A-ÍÏÄÕÌÅÍ.

úÁÄÁÞÁ 4.3. äÏËÁÖÉÔÅ ×ÓÅ ÜÔÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.

úÁÄÁÞÁ 4.4. ðÕÓÔØ

M

1

→M

2

→M

3

| ÔÏÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ ËÏÌØ�ÏÍ A, É �ÕÓÔØ

S ⊂ A | ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅ-

ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

S

−1

M

1

→ S

−1

M

2

→ S

−1

M

3

ÔÁËÖÅ ÔÏÞÎÁ.

óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ | �ÓÏ Ú×ÅÚÄÏÞËÏÊ�.

úÁÄÁÞÁ 4.5. ðÕÓÔØ A | ËÏÌØ�Ï, M É N | ÍÏÄÕÌÉ ÎÁÄ A, É

S ⊂ A | ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎ-

ÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ

S

−1

Hom

A

(M;N)→ Hom

S

−1

A

(S

−1

M;S

−1

N)
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É �ÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ËÏÌØ-

�Ï A ÎÅÔÅÒÏ×Ï, Á ÍÏÄÕÌØ M ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎ; �ÏËÁÖÉÔÅ ÎÁ �ÒÉ-

ÍÅÒÅ, ÞÔÏ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÔÏÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÂÙÔØ ÉÚÏ-

ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

ðÒÉ×ÅÄÅÍ Ä×Á ÔÉ�ÉÞÎÙÈ �ÒÉÍÅÒÁ ÌÏËÁÌÉÚÁ�ÉÉ.

ðÕÓÔØ A | ËÏÌØ�Ï, f ∈ A É S = {1; f; f2; : : : }. �ÏÇÄÁ ×ÍÅÓÔÏ

S

−1

M É S

−1

A �ÉÛÕÔ M

f

É A

f

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.

÷ÔÏÒÏÊ ÔÉ�ÉÞÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÌÏËÁÌÉÚÁ�ÉÉ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÔÏÖÅ

ÅÓÔØ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ, ÔÁËÏ×. ðÕÓÔØ p ⊂ A | �ÒÏÓÔÏÊ

ÉÄÅÁÌ. �ÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï S = A \ p ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÏ; ×ÍÅÓÔÏ

S

−1

M É S

−1

A �ÉÛÕÔ Mp É Ap ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ (ÜÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ

ÓÌÁÂÏ ÓÏÇÌÁÓÕÅÔÓÑ Ó �ÒÅÄÙÄÕÝÉÍ, ÎÏ ÔÁË ÕÖ �ÒÉÎÑÔÏ). çÏ×ÏÒÑÔ,

ÞÔÏ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, Ap �ÏÌÕÞÅÎÏ ÉÚ A ÌÏËÁÌÉÚÁ�ÉÅÊ × �ÒÏÓÔÏÍ ÉÄÅÁ-

ÌÅ p.

äÌÑ ÎÁÓ ÏÓÏÂÅÎÎÏ ×ÁÖÅÎ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÌÏËÁÌÉ-

ÚÁ�ÉÉ × �ÒÏÓÔÏÍ ÉÄÅÁÌÅ. ðÕÓÔØ X | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÎÁÄ

�ÏÌÅÍ k; �ÏÌÏÖÉÍ A = k[X℄, É �ÕÓÔØ M | ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ A. åÓÌÉ

x ∈ X, ÔÏ �ÏÌÏÖÉÍ M

x

= Mm
x

, ÇÄÅ m
x

⊂ A | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ

ÉÄÅÁÌ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÔÏÞËÅ x ∈ X (ÔÏ ÅÓÔØ ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÒÅ-

ÇÕÌÑÒÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ X, ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÈÓÑ × ÎÕÌØ × ÔÏÞËÅ x).

ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÉÎÔÕÉÔÉ×ÎÙÊ ÓÍÙÓÌ ËÏÌÅ� É ÍÏÄÕ-

ÌÅÊ ÞÁÓÔÎÙÈ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ. ëÏÌØ�Ï S

−1

A| ÜÔÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ËÏÌØ�Ï,

�ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ� A É ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ S × ÎÅÍ ÏÂÒÁÔÉÍÙ.

åÓÌÉ A | ËÏÌØ�Ï ÂÅÚ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ, ÔÏ ËÁ×ÙÞËÉ ÍÏÖÎÏ ÕÂÒÁÔØ,

�ÏÓËÏÌØËÕ A ÔÏÇÄÁ É ×�ÒÁ×ÄÕ ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × S

−1

A, ÎÏ × ÏÂÝÅÍ

ÓÌÕÞÁÅ ÉÍÅÅÍ ÌÉÛØ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ A × S

−1

A, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÖÅÔ

ÉÍÅÔØ ÑÄÒÏ (ÚÁÄÁÞÁ 4.2). ë ÍÏÄÕÌÀ ÞÁÓÔÎÙÈ �ÒÉ×ÏÄÉÔ (× ÒÁÍËÁÈ

ÁÌÇÅÂÒÙ) ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÈÏÄ ÍÙÓÌÅÊ. åÓÌÉ M | ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ËÏÌØ�ÏÍ

A É ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÎÁÕÞÉÔØÓÑ ÕÍÎÏÖÁÔØ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÅÝÅ É ÎÁ ×ÓÅ

ÜÌÅÍÅÎÔÙ S

−1

A, ÔÏ ÄÌÑ ×Ù�ÏÌÎÉÍÏÓÔÉ ÁËÓÉÏÍ ÍÏÄÕÌÑ �ÒÉÈÏÄÉÔ-

ÓÑ ÄÏÂÁ×ÉÔØ Ë M ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÎÏ×ÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ (Á ÅÓÌÉ Õ ÍÏÄÕÌÑ

ÅÓÔØ ËÒÕÞÅÎÉÅ, ÔÏ, ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ËÏÅ-ÞÔÏ É ÏÔ�ÒÁ×ÉÔØ × ÎÕÌØ | ÓÍ.

ÔÕ ÖÅ ÚÁÄÁÞÕ 4.2). ëÁË ÇÏ×ÏÒÑÔ, S

−1

M �ÏÌÕÞÅÎ ÉÚ M Ó �ÏÍÏÝØÀ

�ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÓËÁÌÑÒÏ×� ÏÔ A ÄÏ S

−1

A (ÓÍ. [1, Ó. 39{40 É 53℄).

÷ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ËÏÌØ�Ï | ÜÔÏ ËÏÌØ�Ï ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, Á

ÔÉ�ÉÞÎÙÅ �ÒÉÍÅÒÙ ËÏÌØ�Á ÞÁÓÔÎÙÈ | ÜÔÏ ËÏÌØ�Ï ÆÕÎË�ÉÊ, Ï�ÒÅ-
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ÄÅÌÅÎÎÙÈ ÎÁ ÏÔËÒÙÔÏÍ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Å (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, A

f

ËÁË ËÏÌØ�Ï

ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ D(f) | ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 3.2) ÉÌÉ ËÏÌØ�Ï ÒÏÓÔËÏ× ÆÕÎË�ÉÊ

× ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ (ËÏÌØ�Ï A

x

, ÇÄÅ A = k[X℄ É x ∈ X). ïÔÓÀÄÁ É

ÔÅÒÍÉÎ �ÌÏËÁÌÉÚÁ�ÉÑ�. íÏÄÕÌØ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ | ÜÔÏ

ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÉÌÉ �ÕÞÏË ÎÁÄ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ (×ÓËÏÒÅ ÍÙ Õ×ÉÄÉÍ, �Ï-

ÞÅÍÕ), Á ÍÏÄÕÌØ ÞÁÓÔÎÙÈ | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÅÞÅÎÉÊ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ

ÉÌÉ �ÕÞËÁ ÎÁÄ ÏÔËÒÙÔÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÉÌÉ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÒÏÓÔËÏ×

ÔÁËÉÈ ÓÅÞÅÎÉÊ × ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ.

ëÏÇÅÒÅÎÔÎÙÅ É Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÅ �ÕÞËÉ: Ï�ÒÅÄÅÌÅ-

ÎÉÅ

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ �ÕÞËÏ× ÏÓÎÏ×Ù×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ

ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ. ðÕÓÔØ �Ï-�ÒÅÖÎÅÍÕ X | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ

É �ÏÌÏÖÉÍ A = k[X℄, É �ÕÓÔØ M | ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ A. ó×ÑÖÅÍ Ó

ÍÏÄÕÌÅÍ M �ÒÅÄ�ÕÞÏË O
X

-ÍÏÄÕÌÅÊ

~

M ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. åÓÌÉ

U ⊂ X | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÔÏ ÓÅÞÅÎÉÅÍ

~

M ÎÁÄ U ÎÁÚÏ×ÅÍ ÓÅ-

ÍÅÊÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÏ× {m
x

∈ M
x

} ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ∈ U , ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ
ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏÓÔÉ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ U

ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ f ∈ A É m ∈ M , ÞÔÏ x ∈ D(f) ⊆ U É m

y

= m=f

ÄÌÑ ×ÓÅÈ y ∈ D(f) (ÓÒ. Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÕÞËÁ, ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ Ó

�ÒÅÄ�ÕÞËÏÍ; ÎÁ�ÏÍÎÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ D(f) ⊂ X ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï

ÔÏÞÅË, × ËÏÔÏÒÙÈ ÆÕÎË�ÉÑ f ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ). ïÞÅ×ÉÄÎÏ,

�ÒÅÄ�ÕÞÏË

~

M Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÕÞËÏÍ.

úÁÄÁÞÁ 4.6. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ D(f) ∩D(g) = D(fg).

ëÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ �ÕÞËÁ

~

M Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ

ÓÔÒÕËÔÕÒÎÏÇÏ �ÕÞËÁ ÎÁ ÁÆÆÉÎÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ:

úÁÄÁÞÁ 4.7. ëÏÌØ�Ï A = k[X℄ ÔÁËÖÅ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË

A-ÍÏÄÕÌØ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

~

A = O
X

.

�Å�ÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÄÁÔØ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.8. ðÕÓÔØ X | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ É

F | �ÕÞÏË O
X

-ÍÏÄÕÌÅÊ. çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ �ÕÞÏË F ËÏÇÅÒÅÎÔÅÎ, ÅÓÌÉ

ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏËÒÙÔÉÅ X =

⋃
U

i

ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ

×ÓÑËÉÊ F|
U

i

ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ

~

M

i

ËÁË �ÕÞÏË O
U

i

-ÍÏÄÕÌÅÊ, ÇÄÅ M

i

|
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ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ k[U

i

℄. åÓÌÉ ÏÔÂÒÏÓÉÔØ × ÜÔÏÍ

Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÊ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ ÍÏÄÕÌÅÊ M

i

,

�ÏÌÕÞÉÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÏÇÏ �ÕÞËÁ.

éÚ ÜÔÏÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÚÁÄÁÞÉ 4.7 ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×Ï-

ÂÏÄÎÙÅ �ÕÞËÉ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙ.

éÚÕÞÉÍ �Ï�ÏÄÒÏÂÎÅÅ �ÕÞËÉ ×ÉÄÁ

~

M . çÌÁ×ÎÏÅ, × ÞÅÍ ÎÁÍ

ÎÁÄÏ ÒÁÚÏÂÒÁÔØÓÑ, | ËÁË ÕÓÔÒÏÅÎÙ ÉÈ ÓÅÞÅÎÉÑ ÎÁÄ ÏÔËÒÙÔÙ-

ÍÉ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ ×ÉÄÁ D(f), ÇÄÅ f ∈ A. åÓÌÉ m ∈ M ,

ÔÏ ÄÒÏÂØ ×ÉÄÁ m=f

r

Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÏÄÕÌÑ M

x

ÄÌÑ ×ÓÅÈ

x ∈ D(f); ÎÁÂÏÒ ÜÔÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ, ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÓÅÞÅÎÉÅ

�ÕÞËÁ

~

M ÎÁÄ D(f). ñÓÎÏ, ÞÔÏ �ÒÉ ÜÔÏÍ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ

M

f

→ ~

M(D(f)).

úÁÄÁÞÁ 4.9. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÏÎÏ-

ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

õËÁÚÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ I = { a ∈ A | am = 0 } (ÜÔÏÔ ÉÄÅÁÌ ÎÁÚÙ×Á-

ÅÔÓÑ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ m). åÓÌÉ m=f

r

= 0 ×Ï ×ÓÅÈ M

x

�ÒÉ

x ∈ D(f), ÔÏ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 4.2 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ V (I) ∩D(f) = ∅ (ÎÁ�Ï-

ÍÎÉÍ, ÞÔÏ V (I) ⊆ X | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÂÝÉÈ ÎÕÌÅÊ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ I),

ÔÏ ÅÓÔØ V (I) ⊆ V (f). ðÒÉÍÅÎÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÎÕÌÑÈ.

úÁÄÁÞÁ 4.10. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÏÊ �ÕÞËÁ

~

M × ÔÏÞËÅ x ÒÁ×ÅÎ M

x

.

éÔÁË, Õ ÎÁÓ ÉÍÅÅÔÓÑ ×ÌÏÖÅÎÉÅ M

f

,→ ~

M(D(f)). óÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ,

ÞÔÏ ÜÔÏ ×ÌÏÖÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. òÁÚÏÂØÅÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-

ÓÔ×Ï ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ ÎÁ ÒÑÄ ÜÔÁ�Ï×.

úÁÄÁÞÁ 4.11. ðÕÓÔØ f ∈ A, m ∈ M , É �ÕÓÔØ m=f

r ∈ M

f

. ïÂÏ-

ÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ s ∈ ~

M(D(f)) ÓÅÞÅÎÉÅ �ÕÞËÁ

~

M ÎÁÄ D(f), ÓÏÏÔ×ÅÔ-

ÓÔ×ÕÀÝÅÅ m=f

r

. ðÕÓÔØ g ∈ A; �ÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ s|
D(fg)

ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÓÅÞÅÎÉÅÍ

~

M ÎÁÄ D(fg), Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ

g

r

m=(fg)

r ∈M
fg

.

äÁÌÅÅ, ÎÁÍ �ÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÔÁËÏÊ �ÒÏÓÔÏÊ, ÎÏ ×ÁÖÎÙÊ ÆÁËÔ:

úÁÄÁÞÁ 4.12. ðÕÓÔØ X | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, É �ÕÓÔØ

f ∈ A = k[X℄. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÚ ×ÓÑËÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ �ÏËÒÙÔÉÑ
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ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á D(f) ÍÏÖÎÏ ×ÙÄÅÌÉÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ

�ÏÄ�ÏËÒÙÔÉÅ (�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ó ÔÁËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ Ë×Á-

ÚÉËÏÍ�ÁËÔÎÙÍÉ).

õËÁÚÁÎÉÅ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÉÄÁ D(g) ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÕ ÔÏ�Ï-

ÌÏÇÉÉ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ �ÏËÒÙÔÉÅ ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÏ ÉÚ

ÍÎÏÖÅÓÔ× ×ÉÄÁ D(g

�

). éÍÅÅÍ, �Ï ÕÓÌÏ×ÉÀ, V (: : : ; g

�

; : : : ) ⊂ V (f).

ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÎÕÌÑÈ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÓÔÅ�ÅÎØ f ÌÅÖÉÔ × ÉÄÅÁ-

ÌÅ, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍ g

�

. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ g

1

; : : : ; g

n

,

h

1

; : : : ; h

n

É s > 0, ÞÔÏ

f

s

= g

1

h

1

+ · · ·+ g

n

h

n

: (4.2)

ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ D(f) = D(g

1

) ∪ · · · ∪D(g
n

).

�Å�ÅÒØ ÍÏÖÎÏ �ÒÉÓÔÕ�ÁÔØ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ÕÔ×ÅÒ-

ÖÄÅÎÉÑ.

úÁÄÁÞÁ 4.13. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

~

M(D(f)) = M

f

(× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,

�(X;

~

M ) =M).

òÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ s = {s
x

}
x∈D(f)

| ÓÅÞÅÎÉÅ M ÎÁÄ D(f). ðÏ

ÕÓÌÏ×ÉÀ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ x ∈ D(f) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ m

x

∈ M

É g

x

∈ A, ÞÔÏ g

x

(x) 6= 0 É s

y

= m

x

=g

x

ÄÌÑ ×ÓÅÈ y ∈ D(g

x

).

ðÏÌØÚÕÑÓØ ÚÁÄÁÞÅÊ 4.12, ×ÙÂÅÒÅÍ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ g

1

; : : : ; g

n

∈ A

É m

1

; : : : ;m

n

∈ M ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ x ∈ X ÓÕ-

ÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ i ∈ [1;n℄, ÞÔÏ g

i

(x) 6= 0 É s

x

= m

i

=g

i

. ïÞÅ-

×ÉÄÎÏ, s

i

= s|
D(g

i

)

∈ ~

M(D(g

i

)) | ÓÅÞÅÎÉÅ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÜÌÅ-

ÍÅÎÔÏÍ m

i

=g

i

∈ M

g

i

. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ, s

i

|
D(g

i

g

j

)

= s

j

|
D(g

i

g

j

)

, ÏÔÓÀ-

ÄÁ g

j

m

i

=(g

i

g

j

) = g

i

m

j

=(g

i

g

j

) × M

g

i

g

j

(ÚÁÄÁÞÁ 4.11). åÓÌÉ ÂÙ ÍÏ-

ÄÕÌØ M ÎÅ ÉÍÅÌ ËÒÕÞÅÎÉÑ, ÔÏ ÏÔÓÀÄÁ ÍÙ ÂÙ ÍÏÇÌÉ ÚÁËÌÀÞÉÔØ,

ÞÔÏ g

j

m

i

= g

i

m

j

É ÄÁÌÅÅ ÚÁ×ÅÒÛÉÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ËÁË × ÚÁ-

ÄÁÞÁÈ 3.1 É 3.2. ÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÏÓÔÕ�ÉÍ ÔÁË. éÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ

g

j

m

i

=(g

i

g

j

) − g

i

m

j

=(g

i

g

j

) = 0 × M

g

i

g

j

, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ

ÔÁËÉÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ t

ij

, ÞÔÏ (g

i

g

j

)

t

ij

(g

j

m

i

− g
i

m

j

) = 0 (ÚÁ-

ÄÁÞÁ 4.2). ðÏÌÏÖÉÍ t = max{t
ij

} | ÜÔÏ t ÂÕÄÅÔ ÇÏÄÉÔØÓÑ ÄÌÑ

×ÓÅÈ �ÁÒ (i; j). åÓÌÉ ÔÅ�ÅÒØ �ÏÌÏÖÉÔØ m

′
i

= g

t

i

m

i

É g

′
i

= g

t+1

i

,

ÔÏ ÏËÁÖÅÔÓÑ, ÞÔÏ s

i

= m

′
i

=g

′
i

∈ M

g

′
i

= M

g

i

, É �ÒÉ ÜÔÏÍ ÕÖÅ

g

′
i

m

′
j

= g

′
j

m

′
i

. �Å�ÅÒØ ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÓÅÒÒÏ×ÓËÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉ�Ù:
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�ÏÓËÏÌØËÕ D(f) =

⋃
n

i=1

D(g

′
i

), ÔÅÏÒÅÍÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÎÕÌÑÈ ÇÌÁÓÉÔ,

ÞÔÏ f

r

=

∑
n

i=1

h

i

g

′
i

ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ r > 0 É h

1

; : : : ; h

n

∈ A. ðÏ-

ÌÏÖÉÍ m =

∑
h

i

m

′
i

; ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ f

r

m

′
i

= g

′
i

m ÄÌÑ ×ÓÅÈ i,

ÏÔËÕÄÁ m=f

r

= m

′
i

=g

′
i

ÄÌÑ ×ÓÅÈ i, É m=f

r

= s.

úÁÄÁÞÁ 4.14. ðÕÓÔØM |ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ËÏÌØ�ÏÍ A = k[X℄, ÇÄÅX |

ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, É �ÕÓÔØ f ∈ A. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÇÒÁÎÉ-
ÞÅÎÉÅ �ÕÞËÁ

~

M ÎÁ ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï D(f) ⊂ A ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ

M̃

f

(ÚÄÅÓØ M

f

ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ËÁË A

f

-ÍÏÄÕÌØ; ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ

A

f

∼
=

k[D(f)℄).

óÌÕÞÁÊ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ

ðÕÓÔØ Ï�ÑÔØ X | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, A = k[X℄. ÷ÓÑËÉÊ �Õ-

ÞÏË ×ÉÄÁ

~

M , ÇÄÅ M | ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ A, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ, �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ,

Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÍ; a priori ÍÏÇÌÏ ÂÙ ÏËÁÚÁÔØÓÑ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ

(Ë×ÁÚÉ)ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÅ �ÕÞËÉ ÎÁ X, × ÔÁËÏÍ ×ÉÄÅ ÎÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀ-

ÝÉÅÓÑ (ÔÏÞÎÅÅ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ × ÔÁËÏÍ ×ÉÄÅ ÔÏÌØËÏ ÌÏËÁÌØÎÏ).

ïÓÎÏ×ÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ �ÕÞËÏ× ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ

ÜÔÏÇÏ ÎÅ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ:

ðÕÓÔØ F | Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ �ÕÞÏË ÎÁ ÁÆÆÉÎÎÏÍ

ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X. �ÏÇÄÁ F ∼
=

~

M , ÇÄÅ M = �(X;F).
åÓÌÉ F ËÏÇÅÒÅÎÔÅÎ, ÔÏ ÍÏÄÕÌØ M Ë ÔÏÍÕ ÖÅ ËÏÎÅÞÎÏ

�ÏÒÏÖÄÅÎ ÎÁÄ k[X℄.

îÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ, �ÒÉ ÒÁÂÏÔÅ Ó (Ë×ÁÚÉ)ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÍÉ �ÕÞËÁ-

ÍÉ ÎÅÔ ÎÕÖÄÙ ÌÏËÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÄÁÌØÛÅ, ÞÅÍ ÄÏ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÏÔËÒÙ-

ÔÏÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÜÔÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÎÕÖÎÁ ÎÅÂÏÌØÛÁÑ �ÏÄ-

ÇÏÔÏ×ËÁ.

úÁÄÁÞÁ 4.15. ðÕÓÔØ F | Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ �ÕÞÏË ÎÁ ÁÆÆÉÎÎÏÍ

ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X; �ÕÓÔØ A = k[X℄ É f ∈ A. åÓÌÉ s ∈ �(X;F) É
s|
D(f)

= 0, ÔÏ f

r

s = 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ r > 0.

õËÁÚÁÎÉÅ. åÓÌÉ F =

~

M , ÇÄÅM | ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ A, ÔÏ ×ÓÅ ÎÅÍÅÄÌÅÎ-

ÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 4.13. ÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÍÅÅÍ, �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ
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X =

⋃
n

i=1

D(g

i

), ÇÄÅ F|
D(g

i

)

∼
=

M̃

i

. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i

ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ r

i

, ÞÔÏ f

r

i

s|
D(g

i

)

= 0. ÷ÏÚØÍÉÔÅ r = max{r
i

}.

úÁÄÁÞÁ 4.16. ðÕÓÔØ F | Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ �ÕÞÏË ÎÁ ÁÆÆÉÎÎÏÍ

ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X; �ÕÓÔØ A = k[X℄ É f ∈ A. åÓÌÉ s ∈ F(D(f)),
ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ t > 0, ÞÔÏ f

t · s �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÓÅÞÅÎÉÑ

�ÕÞËÁ F ÎÁÄ ×ÓÅÍ X.

òÅÛÅÎÉÅ. åÓÌÉ F =

~

M , ÔÏ ×ÓÅ �Ï-�ÒÅÖÎÅÍÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÚÁÄÁ-

ÞÉ 4.13. ÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÕÓÔØ X =

⋃
n

i=1

D(g

i

), ÇÄÅ F|
D(g

i

)

∼
=

M̃

i

.

åÓÌÉ �ÏÌÏÖÉÔØ s|
D(g

i

)∩D(f)

= s

i

, ÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁ-

ËÉÅ ÞÉÓÌÏ r

i

É ÓÅÞÅÎÉÅ ~s

i

∈ F(D(g
i

)), ÞÔÏ (f

r

i · ~s
i

)|
D(fg

i

)

= f

r

i · s
i

.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏËÒÙÔÉÅ ËÏÎÅÞÎÏ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ (×ÙÂÒÁ×

ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ), ÞÔÏ ×ÓÅ r

i

ÒÁ×ÎÙ ÏÄÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ r. åÓÌÉ ÂÙ ×ÓÅ ~s

i

ÓËÌÅÉ×ÁÌÉÓØ × ÏÄÎÏ ÓÅÞÅÎÉÅ ~s ∈ �(F), ÔÏ ÚÁÄÁÞÁ ÂÙÌÁ ÂÙ ÒÅÛÅÎÁ:

×Ù�ÏÌÎÑÌÏÓØ ÂÙ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï f

r · ~s|
D(f)

= f

r · s. çÁÒÁÎÔÉÒÏ×ÁÔØ ÜÔÏ,
ÏÄÎÁËÏ, ÍÙ ÎÅ ÍÏÖÅÍ: ÍÁËÓÉÍÕÍ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, | ÜÔÏ ÔÏ,

ÞÔÏ ÒÁÚÎÏÓÔØ ~s

i

|
D(g

i

g

j

)

− ~s
j

|
D(g

i

g

j

)

ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ �ÒÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÉ ÎÁ

D(fg

i

g

j

). ÷ ÓÉÌÕ ÚÁÄÁÞÉ 4.15 ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ �ÁÒÙ (i; j) ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ

ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ r

ij

, ÞÔÏ

f

r

ij · (~s
i

|
D(g

i

g

j

)

− ~s

j

|
D(g

i

g

j

)

) = 0:

ðÏÌÏÖÉÍ t = r + max{r
ij

}. �ÏÇÄÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÓÅÞÅÎÉÊ f

t · ~s
i

É

f

t · ~s
j

ÎÁ D(g

i

g

j

) ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ; ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÏÎÉ ÓËÌÅÉ×ÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏ

ÓÅÞÅÎÉÅ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁ D(f) ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó f

t · s.

�Å�ÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ×ÙÛÅ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ

Ó×ÏÊÓÔ×Ï ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ �ÕÞËÏ× ÎÁ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ.

úÁÄÁÞÁ 4.17. ðÕÓÔØ F | Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ �ÕÞÏË ÎÁ ÁÆÆÉÎÎÏÍ

ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X; �ÏÌÏÖÉÍ A = k[X℄,M = �(X;F). �ÏÇÄÁ F ∼
=

~

M .

õËÁÚÁÎÉÅ. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ O
X

-ÍÏÄÕÌÅÊ

~

M → F �Ï ÔÁ-

ËÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ: ÅÓÌÉ m ∈ M É f ∈ A, ÔÏ m=f 7→ f

−1 · (m|
D(f)

) (×

�ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ m ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ËÁË ÇÌÏÂÁÌØÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ �ÕÞËÁ

F ; ÄÏ×ÅÄÉÔÅ ÜÔÕ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÏ ÁËËÕÒÁÔÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ). íÏÎÏ-

ÍÏÒÆÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 4.15, Á Ü�É-

ÍÏÒÆÎÏÓÔØ | ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 4.16.
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úÁÄÁÞÁ 4.18. ðÕÓÔØ × ÕÓÌÏ×ÉÑÈ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ �ÕÞÏË F ËÏ-

ÇÅÒÅÎÔÅÎ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A-ÍÏÄÕÌØ M = �(X;F) ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏ-

ÖÄÅÎ.

õËÁÚÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ F|
D(g

i

)

∼
=

M̃

i

, ÇÄÅ ÍÏÄÕÌØ M

i

ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎ

ÎÁÄ A

g

i

. ÷ÙÂÅÒÅÍ Õ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ M

i

ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÂÒÁÚÕ-

ÀÝÉÈ, �ÏÍÎÏÖÉÍ ÉÈ ÎÁ �ÏÄÈÏÄÑÝÕÀ ÓÔÅ�ÅÎØ g

i

É �ÒÏÄÏÌÖÉÍ ÎÁ

×ÓÅ X (ÚÁÄÁÞÁ 4.16). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÓÅÞÅÎÉÑ F �ÏÒÏ-

ÖÄÁÀÔ �(X;F) ËÁË A-ÍÏÄÕÌØ.

÷ÏÔ ÏÄÎÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 4.18. âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÓÅÞÅ-

ÎÉÑ s

1

; : : : ; s

n

∈ �(X;F) �ÏÒÏÖÄÁÀÔ �ÕÞÏË F (ÚÄÅÓØ F | �ÕÞÏË

O
X

-ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X), ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÑ-

ËÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ X ÒÏÓÔËÉ ÜÔÉÈ ÓÅÞÅÎÉÊ × ÔÏÞËÅ x �ÏÒÏÖÄÁÀÔ F
x

ËÁË O

X;x

-ÍÏÄÕÌØ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ F | ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ �ÕÞÏË, ÔÏ ÓÅ-

ÞÅÎÉÑ s

1

; : : : ; s

n

∈ �(X;F) �ÏÒÏÖÄÁÀÔ F ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,

ËÏÇÄÁ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ s

1

; : : : ; s

n

, ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÂÁÚÉÓ-

ÎÙÈ ÔÏÞÅË.

úÁÄÁÞÁ 4.19. ðÕÓÔØ X | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. ðÏËÁ-

ÖÉÔÅ, ÞÔÏ O
X

-ÍÏÄÕÌØ F �ÏÒÏÖÄÅÎ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÈ

ÓÅÞÅÎÉÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ r > 0 ÓÕÝÅ-

ÓÔ×ÕÅÔ Ü�ÉÍÏÒÆÉÚÍ O
X

-ÍÏÄÕÌÅÊ Or
X

։ F .

õËÁÚÁÎÉÅ. úÁÄÁÔØ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ' : O
X

→ F | ×ÓÅ ÒÁ×ÎÏ, ÞÔÏ

ÚÁÄÁÔØ ÇÌÏÂÁÌØÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ s ∈ �(X;F) (ÉÍÅÎÎÏ, s = '(1)); ÚÁÄÁÔØ

ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ Or → F | ×ÓÅ ÒÁ×ÎÏ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÔØ r ÛÔÕË ÇÌÏÂÁÌØ-

ÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ.

úÁÄÁÞÁ 4.20. ðÕÓÔØ F | ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ �ÕÞÏË ÎÁ ÁÆÆÉÎÎÏÍ ÍÎÏ-

ÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X. �ÏÇÄÁ ÏÎ �ÏÒÏÖÄÅÎ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ Ó×ÏÉÈ ÇÌÏ-

ÂÁÌØÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ.

õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÔÅÏÒÅÍÏÊ A� óÅÒÒÁ ÄÌÑ

ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ.

�ÅÏÒÅÍÕ A ÍÏÖÎÏ �ÒÉÍÅÎÉÔØ Ë ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÍÕ �ÕÞËÕ:

úÁÄÁÞÁ 4.21. ðÕÓÔØ E | ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁÄ ÁÆÆÉÎÎÙÍ

ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ X. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Õ ÜÔÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ
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ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÅÞÅÎÉÊ s

1

; : : : ; s

n

, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ ÔÁËÉÍ

Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ: ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ X ×ÅËÔÏÒÙ (s

1

)

x

; : : : ; (s

n

)

x

�Ï-

ÒÏÖÄÁÀÔ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï E

x

.

ðÒÏÄÏÌÖÉÍ ÒÁÚÇÏ×ÏÒ Ï ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ �ÕÞËÁÈ ÎÁ ÁÆÆÉÎÎÙÈ

ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ.

íÙ ×ÙÑÓÎÉÌÉ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÔØ (Ë×ÁÚÉ)ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ �ÕÞÏË ÎÁ ÁÆ-

ÆÉÎÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X | ×ÓÅ ÒÁ×ÎÏ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÔØ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ

k[X℄. ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÚÁÄÁÔØ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ �ÕÞËÏ× |

ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÔØ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÏÄÕÌÅÊ:

úÁÄÁÞÁ 4.22. ðÕÓÔØ M É N | ÍÏÄÕÌÉ ÎÁÄ ËÏÌØ�ÏÍ A = k[X℄,

ÇÄÅ X | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ

Hom

A

(M;N) × HomO
X

(

~

M;

~

N) É �ÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏ-

ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

õËÁÚÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ ' : M → N | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÏÄÕÌÅÊ. �ÏÇÄÁ ÇÏ-

ÍÏÍÏÒÆÉÚÍ �ÕÞËÏ× ÚÁÄÁÅÔÓÑ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕm=f

r 7→ '(m)=f

r

. ïÂÒÁÔ-

ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÔÁË: ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÕ �ÕÞËÏ×

~

M → ~

N

ÓÔÁ×ÉÔÓÑ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÈ ÇÒÕ�� ÇÌÏÂÁÌØÎÙÈ ÓÅ-

ÞÅÎÉÊ.

úÁÄÁÞÉ 4.17 É 4.22 × ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔÉ �ÏËÁÚÙ×ÁÀÔ, ÞÔÏ Ë×ÁÚÉËÏ-

ÇÅÒÅÎÔÎÙÅ �ÕÞËÉ ÎÁÄ ÁÆÆÉÎÎÙÍ X | ÜÔÏ �ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ�, ÞÔÏ

ÍÏÄÕÌÉ ÎÁÄ k[X℄. çÏ×ÏÒÑ �Ï-ÕÞÅÎÏÍÕ, ÆÕÎËÔÏÒ M 7→ ~

M ÚÁÄÁÅÔ

ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ A-ÍÏÄÕÌÅÊ É Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ �ÕÞ-

ËÏ× ÎÁ X. üÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÉÎÏÇÄÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ óÅÒÒÁ

ÏÂ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ.

ëÏÌØ ÓËÏÒÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ, ÑÄÒÁ É ËÏÑÄÒÁ × ÏÄÎÏÊ

ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÑÄÒÁÍ É ËÏÑÄÒÁÍ × ÄÒÕÇÏÊ:

úÁÄÁÞÁ 4.23. ðÕÓÔØ X | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ,

F '−→ G j−→ C

| ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ O
X

-ÍÏÄÕÌÅÊ, É

�(X;F) '∗−→ �(X;G) j∗−→ �(X; C)
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| ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÇÒÕ�� (ÔÏÞÎÅÅ, k[X℄-ÍÏÄÕÌÅÊ)

ÇÌÏÂÁÌØÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ. �ÏÇÄÁ �ÁÒÁ (C; j) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÑÄÒÏÍ ' ÔÏÇÄÁ

É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ �ÁÒÁ (�(X; C); j∗) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÑÄÒÏÍ '∗.

õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÔ ËÁË ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ �ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ�. éÔÁË,

(C; j) = Coker'. þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ j∗ | ËÏÑÄÒÏ '∗, �ÒÅÄ�ÏÌÏ-

ÖÉÍ, ÞÔÏ h : �(X;G) → M | ÔÁËÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ k[X℄-ÍÏÄÕÌÅÊ,

ÞÔÏ h◦'∗ = 0. ðÕÓÔØ

~

h : G → ~

M | ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ

�ÕÞËÏ×. �ÏÇÄÁ, �ÏÓËÏÌØËÕ j | ËÏÑÄÒÏ ', ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÇÏÍÏ-

ÍÏÒÆÉÚÍ  : C → ~

M , ÞÔÏ

~

h =  ◦ ~h. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎ-
ÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ  ∗ : �(X; C)→ N | ÔÏÔ ÓÁÍÙÊ, ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ

ËÏÔÏÒÏÇÏ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ËÏÑÄÒÁ.

úÁÄÁÞÁ 4.24. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, �ÏÌÕÞÁ-

ÀÝÅÅÓÑ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 4.23 ÚÁÍÅÎÏÊ ËÏÑÄÅÒ ÎÁ ÑÄÒÁ.

éÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÙÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÔÁËÏÅ ×ÁÖÎÏÅ ÓÌÅÄ-

ÓÔ×ÉÅ:

úÁÄÁÞÁ 4.25. ðÕÓÔØ

0→ F
1

u−→ F
2

v−→ F
3

→ 0 (4.3)

| ÔÏÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ �ÕÞËÏ× ÎÁ ÁÆ-

ÆÉÎÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ. �ÏÇÄÁ ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-

ÎÏÓÔØ

0→ �(X;F
1

)

u∗−→ �(X;F
2

)

v∗−→ �(X;F
3

)→ 0

ÔÏÖÅ ÔÏÞÎÁ.

õËÁÚÁÎÉÅ. �ÏÞÎÏÓÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (4.3) ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÔÏÍÕ,

ÞÔÏ �ÁÒÁ (F
1

; u) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÑÄÒÏÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ v É �ÁÒÁ (F
3

; v)

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÑÄÒÏÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ u.

�ÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÔÏÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ

�ÕÞËÏ× ÎÁ ÁÆÆÉÎÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞÎÁÑ �ÏÓÌÅ-

ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÇÒÕ�� ÓÅÞÅÎÉÊ, Ó×ÉÄÅÔÅÌØÓÔ×ÕÅÔ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÓÔÁÒ-

ÛÉÅ ÇÒÕ��Ù ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÜÔÉÈ �ÕÞËÏ× ÎÁ ÜÔÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ

�ÄÏÌÖÎÙ� ÏÂÒÁÝÁÔØÓÑ × ÎÕÌØ. �ÁË ÏÎÏ, ËÁË ÍÙ Õ×ÉÄÉÍ, É ÂÕÄÅÔ.

÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÄÉËÁÌØÎÏÅ Õ�ÒÏÝÅÎÉÅ ÔÅÏÒÉÉ

ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ �ÕÞËÏ×, ×ÉÄÉÍÏ, ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ �Ï ÔÏÊ �ÒÉÞÉÎÅ, ÞÔÏ

ÎÅ ×ÓÑËÉÊ �ÕÞÏË O
X

-ÍÏÄÕÌÅÊ Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÅÎ:
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úÁÄÁÞÁ 4.26. ðÕÓÔØ X | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, x ∈ X.
ï�ÒÅÄÅÌÉÍ �ÏÄ�ÕÞÏË F ⊂ O

X

ÔÁË:

F(U) =
{
O
X

(U) ÅÓÌÉ x =∈ U ;
0 ÅÓÌÉ x ∈ U .

ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ F | �ÕÞÏË ÉÄÅÁÌÏ× × O
X

(É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ O
X

-

ÍÏÄÕÌØ), ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÍ.

ïÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ

éÚ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ (Ë×ÁÚÉ)ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ �ÕÞËÏ× ÎÁ ÁÆÆÉÎ-

ÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÁËÏÊ �ÏÌÅÚÎÙÊ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÊ ÒÅÚÕÌØ-

ÔÁÔ:

úÁÄÁÞÁ 4.27. ðÕÓÔØ F | Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ �ÕÞÏË ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁÉ-

ÞÅÓËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏ-

ÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á U ⊂ X ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÍÏÄÕÌØ M ÎÁÄ k[U ℄,

ÞÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ F|
U

ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ

~

M ; ÅÓÌÉ F ËÏÇÅÒÅÎÔÅÎ, ÔÏ ÍÏ-

ÄÕÌØ M ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎ ÎÁÄ k[U ℄.

úÁÄÁÞÁ 4.28. ðÕÓÔØ Y | ÚÁÍËÎÕÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ X É

F | (Ë×ÁÚÉ)ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ �ÕÞÏË ÎÁ Y . ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ F , ÒÁÓ-
ÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÊ ËÁË O

X

-ÍÏÄÕÌØ (ÉÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, �ÕÞÏË i∗F , ÇÄÅ
i : Y ,→ X | ×ÌÏÖÅÎÉÅ), ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ (Ë×ÁÚÉ)ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÍ.

îÁÍ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ �ÕÞËÏ× ÎÁ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ ÍÎÏ-

ÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ ÎÁÛÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÏÇÏ �ÕÞËÁ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ

Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÓÏ Ó. 39. ÷ÏÔ �ÅÒ×ÙÊ ÛÁÇ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÜÔÏÇÏ

ÆÁËÔÁ (ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÁÖÎÏ É ÓÁÍÏ �Ï ÓÅÂÅ):

úÁÄÁÞÁ 4.29. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÑÄÒÏ É ËÏÑÄÒÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ (Ë×Á-

ÚÉ)ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ �ÕÞËÏ× ÔÁËÖÅ (Ë×ÁÚÉ)ËÏÇÅÒÅÎÔÎÏ.

÷ÔÏÒÏÊ ÛÁÇ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ Ä×ÕÈ Ï�ÒÅÄÅ-

ÌÅÎÉÊ | ×ÁÖÎÁÑ �ÔÅÏÒÅÍÁ A óÅÒÒÁ ÄÌÑ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ-

ÚÉÊ�. þÔÏÂÙ ÅÅ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ É ÄÏËÁÚÁÔØ, ÎÁÍ �ÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ××Å-

ÓÔÉ �ÏÎÑÔÉÅ ��ÏÄËÒÕÔËÉ�, ÄÌÑ ÞÅÇÏ, × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, �ÒÉÄÅÔÓÑ ÎÁ-

�ÏÍÎÉÔØ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÆÁËÔÙ �ÒÏ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÍÏÄÕÌÅÊ.
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�ÅÎÚÏÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ É �ÏÄËÒÕÔËÁ

îÁÞÎÅÍ Ó ÎÁ�ÏÍÉÎÁÎÉÑ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÆÁËÔÏ× �ÒÏ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×Å-

ÄÅÎÉÅ ÍÏÄÕÌÅÊ (�ÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ | ×Ï ×ÔÏÒÏÊ ÇÌÁ×Å ËÎÉÖËÉ [1℄).

éÔÁË, �ÕÓÔØM , N É P |ÍÏÄÕÌÉ ÎÁÄ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍ ËÏÌØ�ÏÍ

A. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �: M × N → P ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÍ, ÅÓÌÉ

×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÔÁËÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ:

�(m

1

+m

2

; n) = �(m

1

; n) + �(m

2

; n);

�(m;n

1

+ n

2

) = �(m;n

1

) + �(m;n

2

)

�(am; n) = �(m;an) = a�(m;n):

(ÚÄÅÓØ a ∈ A).
�ÅÎÚÏÒÎÙÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÍÏÄÕÌÅÊM É N ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÏÄÕÌØ

M ⊗
A

N (ÉÌÉ �Ï�ÒÏÓÔÕ M ⊗ N) ×ÍÅÓÔÅ Ó ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁ-

ÖÅÎÉÅÍ �

0

: M × N → M ⊗
A

N , ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ

ÕÓÌÏ×ÉÀ: ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ �: M × N → P

ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ' : M ⊗
A

N → P , ÔÁËÏÊ,

ÞÔÏ � = ' ◦ �
0

. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ M É

N | ÜÔÏ �ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ� ÍÏÄÕÌØ, × ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÖÅÔ ÂÉÔØ ÂÉÌÉÎÅÊ-

ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ M ×N .

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ �

0

(m;n) = m ⊗ n ∈ M ⊗ N . �ÏÇÄÁ A-ÍÏÄÕÌØ

M ⊗ N �ÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ m ⊗ n ÄÌÑ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ

m ∈M;n ∈ N É ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ:

(m

1

+m

2

)⊗ n = m

1

⊗ n+m

2

⊗ n;
m⊗ (n

1

+ n

2

) = m⊗ n
1

+m⊗ n
2

;

(am)⊗ n = m⊗ (an) = a(m⊗ n):
(4.4)

ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÔÒÉ �ÏÕÞÉÔÅÌØÎÙÈ �ÒÉÍÅÒÁ.

(Á) ðÕÓÔØ A = Z, M = Z=mZ, N = Z=nZ, �ÒÉÞÅÍ ÞÉÓÌÁ m É

n ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ. �ÏÇÄÁ M ⊗ N = 0. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÕÓÔØ

pm + qn = 1, ÇÄÅ p É q | �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ

u ∈M , v ∈ N ÉÍÅÅÍ:

u⊗ v = (pm+ qn)(u⊗ v) = pm(u⊗ v) + qn(u⊗ v) =
= (pmu)⊗ v + u⊗ (qnv) = 0
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(ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (4.4) ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ u ⊗ 0 = 0 ⊗ v = 0

×ÓÅÇÄÁ).

(Â) ðÕÓÔØ M É N | Ó×ÏÂÏÄÎÙÅ ÍÏÄÕÌÉ Ó ÂÁÚÉÓÁÍÉ 〈e
1

; : : : ; e

m

〉
É 〈f

1

; : : : ; f

n

〉 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. �ÏÇÄÁ M ⊗ N | Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ

ÍÏÄÕÌØ ÒÁÎÇÁ mn Ó ÂÁÚÉÓÏÍ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÍ ÉÚ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ

e

i

⊗ f
j

.

(×) ðÕÓÔØ M | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ, I ⊂ A | ÉÄÅÁÌ, É

�ÕÓÔØ N = A=I. �ÏÇÄÁ M ⊗N ∼
=

M=IM .

úÁÄÁÞÁ 4.30. äÏËÁÖÉÔÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ �ÒÉÍÅÒÏ× (Â) É (×), ÉÓÈÏÄÑ

ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ.

ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ F É G | Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÅ �ÕÞËÉ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁ-

ÉÞÅÓËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X. �ÏÇÄÁ ÉÈ ÔÅÎÚÏÒÎÙÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÕÞÏË, ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ Ó �ÒÅÄ�ÕÞËÏÍ

U 7→ F(U) ⊗O
X

(U)

G(U):

íÏÖÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ F ⊗G | ÔÁËÖÅ (Ë×ÁÚÉ)ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ �ÕÞÏË;

ÔÏÞÎÅÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÅÓÌÉ X | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, A = k[X℄,

F =

~

M , G = ~

N , ÔÏ F ⊗ G ∼
=

M̃ ⊗
A

N . þÉÔÁÔÅÌØ, ÖÅÌÁÀÝÉÊ ×ÎÉË-

ÎÕÔØ × ÄÅÔÁÌÉ, ÍÏÖÅÔ ÄÏËÁÚÁÔØ ÜÔÏ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ, �ÏÌØÚÕÑÓØ

ÉÚÌÏÖÅÎÎÙÍÉ × ÇÌÁ×Å 3 ËÎÉÇÉ [1℄ ÆÁËÔÁÍÉ Ï ×ÚÁÉÍÏÓ×ÑÚÉ ÔÅÎÚÏÒ-

ÎÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ É ÌÏËÁÌÉÚÁ�ÉÉ.

ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ X ⊂ Pn | �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, F | Ë×Á-

ÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ �ÕÞÏË ÎÁ X, m ∈ Z. ðÕÞÏË F ⊗ O
x

(r) ÎÁÚÙ×ÁÀÔ

�ÏÄËÒÕÔËÏÊ �ÕÞËÁ F ÎÁ r É ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ F(r). ðÏÄËÒÕÔËÁ (ËÁË É

×ÏÏÂÝÅ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ �ÕÞÏË) ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÍÅ-

ÎÑÅÔ × ÌÏËÁÌØÎÏÍ ÓÔÒÏÅÎÉÉ �ÕÞËÁ: ×ÅÄØ Ó ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ

ÜÔÏ �ÒÏÓÔÏ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÍÏÄÕÌÑ ÎÁÄ ËÏÌØ�ÏÍ A = k[U ℄,

ÇÄÅ U | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÎÁ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ËÏÌØ�Ï

A, ÏÔ ÞÅÇÏ ÍÏÄÕÌØ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ. úÁÔÏ �ÏÄËÒÕÔËÁ ÍÅÎÑÅÔ Ó�ÏÓÏÂ

ÓËÌÅÊËÉ �ÕÞËÁ ÉÚ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÕÓËÏ×. þÔÏÂÙ ÏÓ×ÏÉÔØÓÑ Ó �ÏÄËÒÕÔ-

ËÏÊ, ×ÏÔ ÚÁÄÁÞÁ:

úÁÄÁÞÁ 4.31. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ O
X

(r)⊗O
X

(s)

∼
=

O
X

(r + s).
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õËÁÚÁÎÉÅ. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ O
X

(r)⊗O
X

(s)→ O
X

(r + s)

�Ï ÆÏÒÍÕÌÅ f ⊗ g 7→ f · g (ÚÄÅÓØ f É g | ÓÅÞÅÎÉÑ O
X

(r) É O
X

(s)

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁÄ ÏÔËÒÙÔÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ U ⊂ X). üÔÏ Ï�ÒÅÄÅ-
ÌÅÎÉÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ: �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ r

É s ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÄÁÓÔ ÏÄÎÏÒÏÄÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ÓÔÅ�ÅÎÉ r+s, É ÏÞÅ-

×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓÏÇÌÁÓÕÅÔÓÑ Ó ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ (4.4).

ïÓÔÁÌÏÓØ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚ-

ÍÏÍ; ÜÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÎÁ ×ÓÅÈ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑÈ X ∩An

i

, ÇÄÅ

�ÕÞËÉO
X

(l) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ ÍÏÄÕÌÑÍ ÒÁÎÇÁ 1; ÓÍ. �ÒÉ-

ÍÅÒ (Â) ×ÙÛÅ.

úÁÄÁÞÁ 4.32. ðÕÓÔØ

0→ F
1

→ F
2

→ F
3

→ 0

| ÔÏÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ �ÕÞËÏ× ÎÁ �ÒÏ-

ÅËÔÉ×ÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X ⊂ Pn. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ

r ∈ Z ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0→ F
1

(r)→ F
2

(r)→ F
3

(r)→ 0

ÔÁËÖÅ ÔÏÞÎÁ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4.33. ÷ÏÏÂÝÅ, ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÌÏËÁÌØÎÏ

Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ �ÕÞÏË ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÔÏÞÎÏÓÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ. ðÒÏ

ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ �ÕÞÏË ÜÔÏÇÏ ÓËÁÚÁÔØ

ÕÖÅ ÎÅÌØÚÑ (ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÇÁÒÁÎÔÉÒÏ×ÁÔØ ÔÏÞÎÏÓÔØ ÓÌÅ×Á). ó �ÒÉ-

ÍÅÒÁÍÉ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ ÍÙ ÞÅÒÅÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ×ÒÅÍÑ ÓÔÏÌËÎÅÍÓÑ. ðÏ

�Ï×ÏÄÕ ÏÂÝÅÊ ÔÅÏÒÉÉ ÓÍ. [1, Ó. 40{42℄.

�Å�ÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÚÁÎÑÔØÓÑ ÏÂÅÝÁÎÎÙÍ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍ ×ÁÒÉÁÎ-

ÔÏÍ ÔÅÏÒÅÍÙ A. áÆÆÉÎÎÙÊ ×ÁÒÉÁÎÔ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÇÌÁÓÉÌ, ÞÔÏ

ËÁÖÄÙÊ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ �ÕÞÏË ÎÁÄ ÁÆÆÉÎÎÙÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ �Ï-

ÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ Ó×ÏÉÈ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ (ÚÁÄÁ-

ÞÁ 4.20). äÌÑ �ÕÞËÏ× ÎÁÄ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍÉÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍÉ ÂÕË×ÁÌØ-

ÎÏ ÔÁËÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÎÅ×ÅÒÅÎ, �ÏÓËÏÌØËÕ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ �ÕÞÏË ÍÏ-

ÖÅÔ ×ÏÏÂÝÅ ÎÅ ÉÍÅÔØ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ (�ÒÉÍÅÒ ÔÏÍÕ | �ÕÞËÉ

OPn(r) �ÒÉ r < 0). �ÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ

ËÏÇÅÒÅÎÔÎÏÇÏ �ÕÞËÁ F ÎÁ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ É ÄÌÑ ×ÓÅÈ
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r ≫ 0 �ÕÞËÉ F(r) ÕÖÅ �ÏÒÏÖÄÅÎÙ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÍÉ ÓÅÞÅÎÉÑÍÉ | ×

ÜÔÏÍ É ÓÏÓÔÏÉÔ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ A.

þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ A, ÚÁÍÅÔÉÍ, �ÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, ÓÌÅÄÕÀ-

ÝÅÅ. åÓÌÉ X ⊂ Pn | �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÔÏ ×ÓÑËÉÊ ÏÄÎÏ-

ÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ r ÏÔ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ T

0

; : : : ; T

n

Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÇÌÏÂÁÌØÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ �ÕÞËÁ O

X

(r) (ÅÓÌÉ X 6= Pn, ÔÏ ÒÁÚ-

ÌÉÞÎÙÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÍÏÇÕÔ Ï�ÒÅÄÅÌÑÔØ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ

ÓÅÞÅÎÉÅ). åÓÌÉ ÔÅ�ÅÒØ F | ÔÁËÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ É s ∈ F(U), ÇÄÅ F |

ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ �ÕÞÏË ÎÁ X É U ⊂ X | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÔÏ

s⊗ F ∈ F(r)(U).
òÕËÏ×ÏÄÓÔ×ÕÑÓØ ÜÔÉÍ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ, ÂÕÄÅÍ ÉÍÉÔÉÒÏ×ÁÔØ ÄÏ-

ËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ A ÔÁË:

úÁÄÁÞÁ 4.34. ðÕÓÔØ F | Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ �ÕÞÏË ÎÁ �ÒÏÅËÔÉ×-

ÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X ⊂ Pn; �ÕÓÔØ U ⊂ X | ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏÄÍÎÏ-

ÖÅÓÔ×Ï, s ∈ F(U), É �ÕÓÔØ s|
U∩An

i

= 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ i (ÎÁ�Ï-

ÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï An

i

⊂ Pn Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÕÓÌÏ-

×ÉÅÍ T

i

6= 0). �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ r > 0 ÉÍÅÅÍ s ⊗ T r
i

= 0 ËÁË

ÓÅÞÅÎÉÅ �ÕÞËÁ F(r) ÎÁÄ U .

òÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ, ÄÌÑ ÎÁÞÁÌÁ, U ⊂ An

j

ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ j 6= i. �ÏÇÄÁ

U ∩ An

i

= D(T

i

=T

j

), É ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 4.15 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ (T

i

=T

j

)

r

s = 0

ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ r; �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ

s ⊗ T

r

i

= 0. ÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ U × ×ÉÄÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ

ÍÎÏÖÅÓÔ×, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈÓÑ × ËÁËÉÈ-ÔÏ An

j

, É ×ÏÚØÍÅÍ ÍÁËÓÉÍÕÍ �Ï-

ÌÕÞÁÀÝÉÈÓÑ ÞÉÓÅÌ r.

úÁÄÁÞÁ 4.35. ðÕÓÔØ × ÔÅÈ ÖÅ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ s ∈ F(X ∩ An

i

). �ÏÇÄÁ

ÄÌÑ ×ÓÅÈ r ≫ 0 ÓÅÞÅÎÉÅ s ⊗ T r
i

∈ F(r)(X ∩ An

i

) �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ

ÓÅÞÅÎÉÑ �ÕÞËÁ F(r) ÎÁÄ ×ÓÅÍ X.

òÅÛÅÎÉÅ. îÁ ÓÅÊ ÒÁÚ ÍÙ ÓÌÅÄÕÅÍ ÒÅÛÅÎÉÀ ÚÁÄÁÞÉ 4.16. éÍÅÎÎÏ,

ÜÔÁ ÚÁÄÁÞÁ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ j 6= i É ÄÌÑ ×ÓÅÈ r ≫ 0

ÓÅÞÅÎÉÅ (T

i

=T

j

)

r · (s|An
i

∩An
j

) �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÎÁ An

j

. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÏÄÎÏ

ÔÁËÏÅ r, ÇÏÄÎÏÅ ÄÌÑ ×ÓÅÈ j. ðÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ j 6= i

ÓÅÞÅÎÉÅ (s|An
i

∩An
j

)⊗ T r
i

∈ F(r)(An

i

∩ An

j

) �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÓÅÞÅÎÉÑ

F(r) ÎÁÄ An

j

. åÓÌÉ ÂÙ ÜÔÉ ÓÅÞÅÎÉÑ ÂÙÌÉ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÙ ÎÁ �ÅÒÅÓÅÞÅ-

ÎÉÑÈ An

j

′ ∩An

j

′′, ÔÏ ×ÓÅ ÂÙÌÏ ÂÙ ÇÏÔÏ×Ï; ÅÓÌÉ ÜÔÏÊ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏÓÔÉ
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ÎÅÔ, ÔÏ ÄÏÂØÅÍÓÑ ÅÅ ÚÁ ÓÞÅÔ Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÑ r ËÁË × ÒÅÛÅÎÉÉ ÚÁÄÁ-

ÞÉ 4.16 (ÓÓÙÌÁÑÓØ ÎÁ 4.34 ×ÍÅÓÔÏ 4.15).

�Å�ÅÒØ ÕÖÅ ÌÅÇËÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ É ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ A ÄÌÑ

�ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ:

úÁÄÁÞÁ 4.36. ðÕÓÔØ F | ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ �ÕÞÏË ÎÁ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÍ

ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X ⊂ Pn; ÔÏÇÄÁ ÄÌÑ ×ÓÅÈ r ≫ 0 �ÕÞÏË F(r) �ÏÒÏ-
ÖÄÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ Ó×ÏÉÈ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ.

þÁÓÔÏ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ A:

úÁÄÁÞÁ 4.37. ðÕÓÔØ F | ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ �ÕÞÏË ÎÁ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÍ

ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X ⊂ Pn; ÔÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Ü�ÉÍÏÒÆÉÚÍ E → F ,
ÇÄÅ E | ËÏÎÅÞÎÁÑ �ÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ �ÕÞËÏ× ×ÉÄÁ O

X

(m).

õËÁÚÁÎÉÅ. éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ A ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Ü�ÉÍÏÒÆÉÚÍ

Om
X

→ F(r); �ÏÄËÒÕÔÉÔÅ ÎÁ −r.

îÁËÏÎÅ�, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÚÁ×ÅÒÛÉÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ-

ÓÔÉ (ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ËÏÇÅ-

ÒÅÎÔÎÏÇÏ �ÕÞËÁ, Ó ËÏÔÏÒÙÍ ÍÙ ÒÁÂÏÔÁÌÉ, É ��ÒÏÓÔÏÇÏ� Ï�ÒÅÄÅÌÅ-

ÎÉÑ ÓÏ Ó. 39.

úÁÄÁÞÁ 4.38. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÑËÉÊ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ �ÕÞÏË ÎÁ �ÒÏ-

ÅËÔÉ×ÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ËÏÑÄÒÕ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÌÏ-

ËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ �ÕÞËÏ×.

õËÁÚÁÎÉÅ. ðÒÉÍÅÎÉÔÅ ÚÁÄÁÞÕ 4.37 Ä×ÁÖÄÙ.

5. ëÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ þÅÈÁ

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ

ðÕÓÔØ

0→ E u−→ F v−→ G → 0

| ÔÏÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÕÞËÏ× ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕ�� ÉÌÉ ×ÅË-

ÔÏÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÎÁ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å X. �ÅÏ-

ÒÉÑ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÚÁÎÉÍÁÅÔÓÑ ÉÚÕÞÅÎÉÅÍ �ÒÅ�ÑÔÓÔ×ÉÊ Ë Ü�ÉÍÏÒÆ-

ÎÏÓÔÉ ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ v∗ : �(X;F) → �(X;G).
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ðÕÓÔØ s ∈ �(X;G); ÞÔÏ ÍÅÛÁÅÔ ÅÍÕ �ÏÄÎÑÔØÓÑ ÄÏ ÇÌÏÂÁÌØÎÏÇÏ

ÓÅÞÅÎÉÑ �ÕÞËÁ F? ðÏÓËÏÌØËÕ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ �ÕÞËÏ× u : F → G
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ü�ÉÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÓÅÞÅÎÉÅ s, ×Ï ×ÓÑËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, �ÏÄÎÉÍÁ-

ÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏ: ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ �ÏËÒÙÔÉÅ U = {U
i

}
i∈I �ÒÏ-

ÓÔÒÁÎÓÔ×Á X ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ, ÞÔÏ (ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ∈ I)
s|
U

i

= v∗(ti), ÇÄÅ ti ∈ F(Ui). äÌÑ ×ÓÑËÏÊ �ÁÒÙ i; j ∈ I �ÏÌÏÖÉÍ

t

ij

= t

i

|
U

I

∩U
j

− t

j

|
U

I

∩U
j

. åÓÌÉ ×ÓÅ t

ij

ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ, ÔÏ ÓÅÞÅÎÉÑ t

i

ÓËÌÅÉ×ÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏ, É ÉÓËÏÍÙÊ �ÏÄßÅÍ ÎÁÊÄÅÎ. ÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ

ÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ v(t

ij

) = 0, ÔÏ ÅÓÔØ ÞÔÏ t

ij

= v∗(sij),

ÇÄÅ s

ij

∈ E(U
i

∩U
j

). ïÞÅ×ÉÄÎÏ, s

ij

+ s

ji

= 0 É s

ij

+ s

jk

+ s

ki

= 0 ÄÌÑ

×ÓÑËÉÈ i, j É k. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁÂÏÒ {s
ij

} Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÅÈÏ×ÓËÉÍ

1-ËÏ�ÉËÌÏÍ �ÏËÒÙÔÉÑ U Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ × �ÕÞËÅ E (Ï�ÒÅÄÅÌÅ-
ÎÉÅ 3.11). äÁÌÅÅ, ÅÓÌÉ ÓÁÍÉ t

i

ÎÅ ÓËÌÅÉ×ÁÀÔÓÑ × ÇÌÏÂÁÌØÎÏÅ ÓÅÞÅ-

ÎÉÅ �ÕÞËÁ F , ÍÏÖÎÏ �Ï�ÙÔÁÔØÓÑ ÉÓ�ÒÁ×ÉÔØ ÄÅÌÏ ÚÁ ÓÞÅÔ ÄÒÕÇÏÇÏ
×ÙÂÏÒÁ t

i

. ðÒÏÉÚ×ÏÌ ÜÔÏÇÏ ×ÙÂÏÒÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ: ×ÍÅÓÔÏ t

i

ÍÏÖÎÏ

×ÚÑÔØ t

i

+ u∗(si), ÇÄÅ si ∈ E(Ui). óÅÞÅÎÉÑ ti + u∗(si) ÓËÌÅÉ×ÁÀÔÓÑ

× ÏÄÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÉÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÁ �Ï�ÁÒÎÙÅ

�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ× U

i

ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ, ÔÏ ÅÓÔØ ËÏÇÄÁ s

ij

= s

j

−s
i

|

ÉÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ËÏÇÄÁ ËÏ�ÉËÌ {s
ij

} Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÇÒÁÎÉ�ÅÊ (ÓÍ. ÔÏ

ÖÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ). éÔÁË, ×ÓÑËÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ G, ÌÏËÁÌØÎÏ �ÏÄÎÉÍÁÀÝÅ-
ÅÓÑ × F ÎÁÄ �ÏËÒÙÔÉÅÍ U, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕ��Ù

�

H

1

(U; E),
�ÒÉÞÅÍ ÓÅÞÅÎÉÅ �ÏÄÎÉÍÁÅÔÓÑ × F ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ

ÜÔÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ.

�Å�ÅÒØ Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÇÒÕ��Ù

�

H

i

(U;F) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÕÞËÁ F É ÄÌÑ

ÌÀÂÏÇÏ i > 0. ðÕÓÔØ F | �ÕÞÏË ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å X É U = {U
i

}
i∈I

| ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏËÒÙÔÉÅ (ÓÒÅÄÉ ÍÎÏÖÅÓÔ× U

i

ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ �ÕÓÔÙÅ

ÉÌÉ �Ï×ÔÏÒÑÀÝÉÅÓÑ). åÓÌÉ i

0

; : : : ; i

r

∈ I, ÔÏ �ÏÌÏÖÉÍ, �Ï Ï�ÒÅÄÅ-
ÌÅÎÉÀ, U

i

0

;:::;i

r

= U

i

0

∩ · · · ∩ U
i

r

.

þÅÈÏ×ÓËÏÊ r-ËÏ�Å�ØÀ �ÏËÒÙÔÉÑ U Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ × �ÕÞËÅ

F ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒ ÓÅÞÅÎÉÊ s

i

0

;:::;i

r

∈ F(U
i

0

;:::;i

r

) (ÄÌÑ ×ÓÅÈ �Ï-

ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÉÚ r + 1 ÜÌÅÍÅÎÔÁ I), ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ �Ï

i

0

; : : : ; i

r

(ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ �ÒÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÅ Ä×ÕÈ ÉÎÄÅËÓÏ× ÚÎÁË

ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÊ, Á ÔÁËÖÅ ÞÔÏ s

i

0

;:::;i

r

= 0, ÅÓÌÉ ÓÒÅ-

ÄÉ ÉÎÄÅËÓÏ× ÅÓÔØ ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÉÅ). çÒÕ��Á ×ÓÅÈ ÞÅÈÏ×ÓËÉÈ r-ËÏ�Å�ÅÊ

ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ C

r

(U;F). çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ d

r

: C

r

(U;F) → C

r+1

(U;F)
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ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ �Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÅ:

(d

r

s)

i

0

;:::;i

r+1

=

r+1∑

t=0

(−1)ts
i

0

;:::;i

t−1

;i

t+1

;:::;i

r+1

|
U

i

0

;:::;i

r+1

:

úÁÄÁÞÁ 5.1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ d

r

(C

r

(U;F)) ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÌÅÖÉÔ ×
C

r+1

(U;F) É ÞÔÏ d

r+1

d

r

= 0.

�ÅÍ ÓÁÍÙÍ ÎÁÂÏÒ (C

r

(U;F); dr) ÏÂÒÁÚÕÅÔ ËÏÍ�ÌÅËÓ C

·
(U;F).

üÔÏÔ ËÏÍ�ÌÅËÓ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÏÍ þÅÈÁ �ÏËÒÙÔÉÑ U Ó ËÏÜÆ-

ÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ × �ÕÞËÅ F . ðÏÌÏÖÉÍ �

H

r

(U;F) = H

r

(C

·
(U;F)). üÔÁ

ÇÒÕ��Á ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, r-Ê ÇÒÕ��ÏÊ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ þÅ-

ÈÁ �ÏËÒÙÔÉÑ U Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ × �ÕÞËÅ F .

úÁÄÁÞÁ 5.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

�

H

0

(U;F) = �(X;F).

úÁÄÁÞÁ 5.3. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÎÏ×ÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ

�

H

1

(U;F) ÜË×É×Á-
ÌÅÎÔÎÏ ÓÔÁÒÏÍÕ.

ëÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ þÅÈÁ �ÏËÒÙÔÉÑ | �ÅÒ×ÏÅ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ Ë ËÏÇÏ-

ÍÏÌÏÇÉÑÍ �ÕÞËÁ. ðÒÁ×ÄÁ, ÜÔÏ ÌÉÛØ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ: �ÒÉ ÒÁÚÎÏÍ ×Ù-

ÂÏÒÅ �ÏËÒÙÔÉÊ ÍÏÇÕÔ �ÏÌÕÞÁÔØÓÑ ÒÁÚÎÙÅ ÏÔ×ÅÔÙ, É ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ

ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÏÄÎÉÍ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ �ÏËÒÙÔÉÅÍ, ÔÏ ÍÏÖÅÔ ÎÁ-

ÒÕÛÁÔØÓÑ ÔÁËÏÅ (ÏÓÎÏ×ÎÏÅ) Ó×ÏÊÓÔ×Ï ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ, ËÁË ÎÁÌÉÞÉÅ

ÔÏÞÎÏÊ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (4.1) (ÔÏÞÎÏÊ �Ï-

ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ �ÕÞËÏ× ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Ï×ÁÔØ ÔÏÞÎÁÑ �Ï-

ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÍ�ÌÅËÓÏ× þÅÈÁ). þÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÉÔØ ÞÔÏ-ÔÏ ÒÁ-

ÚÕÍÎÏÅ, ÎÁÄÏ �ÅÒÅÈÏÄÉÔØ Ë �ÒÅÄÅÌÕ �Ï ÓÅÍÅÊÓÔ×Õ ×ÓÅÈ �ÏËÒÙÔÉÊ,

É ÄÁÖÅ ÜÔÏÔ �ÏÄÈÏÄ ÄÁÅÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÎÅ ÄÌÑ ×ÓÅÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, Á

ÔÅÏÒÉÑ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÎÅÕËÌÀÖÅÊ. åÓÌÉ, ÏÄÎÁËÏ, X | Ë×Á-

ÚÉ�ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ

5

ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, Á �ÕÞÏË F (Ë×Á-

ÚÉ)ËÏÇÅÒÅÎÔÅÎ, ÔÏ ÞÅÈÏ×ÓËÉÊ �ÏÄÈÏÄ Õ×ÅÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÎÙÍ ÕÓ�Å-

ÈÏÍ: ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÁÆÆÉÎÎÙÈ (ÔÏ ÅÓÔØ

ÓÏÓÔÏÑÝÉÈ ÉÚ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÏÔËÒÙÔÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×) �ÏËÒÙÔÉÊ U

ÇÒÕ��Ù

�

H

r

(U;F) ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ; ÅÓÌÉ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÜÔÕ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÕÀ
5

�Ï ÅÓÔØ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÍÕ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Õ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ-

ÚÉÑ; × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ×ÓÅ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ É ×ÓÅ ÁÆÆÉÎÎÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Ë×ÁÚÉ�ÒÏ-

ÅËÔÉ×ÎÙ.
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ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ �ÏËÒÙÔÉÑ ÇÒÕ��Õ ÞÅÒÅÚ H

r

(X;F), ÔÏ ÏËÁ-
ÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ×ÓÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ (ÄÌÑ Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ

�ÕÞËÏ×) ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ. ïÓÔÁ×ÌÑÑ ÏÂÝÅÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ É

ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÅÇÏ ÞÅÈÏ×ÓËÏÍÕ ÄÌÑ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ �ÕÞËÏ× ÎÁ �Ï-

ÔÏÍ, ÚÁÊÍÅÍÓÑ ÞÅÈÏ×ÓËÉÍÉ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÍÉ. ÷ �ÅÒ×ÙÈ ÚÁÄÁÞÁÈ ÎÁÍ

ÅÝÅ ÎÅÔ ÎÕÖÄÙ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ X | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏ-

ÏÂÒÁÚÉÅ.

äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÏËÒÙÔÉÑ U É �ÕÞËÁ F �ÏÌÏÖÉÍ

C

−1

(U;F) = F(X)

É Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ d

−1

: C

−1

(U;F)→ C

0

(U;F) �Ï ÆÏÒÍÕ-
ÌÅ (d

−1

s)

i

= s|
U

i

. ëÏÍ�ÌÅËÓ

0→ C

−1

(U;F) d

−1

−−→ C

0

(U;F) d

0

−→ C

1

(U;F) d

1

−→ C

1

(U;F)→ : : :

ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �Ï�ÏÌÎÅÎÎÙÍ ËÏÍ�ÌÅËÓÏÍ þÅÈÁ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ

~

C(U;F).

úÁÄÁÞÁ 5.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ H

r

(

~

C(U;F)) = �

H

r

(U;F) �ÒÉ r > 0 É

H

r

(

~

C(U;F)) = 0 �ÒÉ r 6 0.

úÁÄÁÞÁ 5.5. ðÕÓÔØ ÓÁÍÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï X ×ÈÏÄÉÔ × �ÏËÒÙÔÉÅ U

× ËÁÞÅÓÔ×Å ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

�

H

r

(U;F) = 0

�ÒÉ r > 0.

õËÁÚÁÎÉÅ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �Ï�ÏÌÎÅÎÎÙÊ ËÏÍ�ÌÅËÓ þÅ-

ÈÁ ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍ. åÓÌÉ X = U

�

, ÔÏ ÓÔÑÇÉ×ÁÀÝÕÀ ÇÏÍÏÔÏ�ÉÀ � ÓÔÒÏ-

ÉÍ ÔÁË: ÄÌÑ s ∈ ~

C

r

(U;F) �ÏÌÏÖÉÍ (�s)

i

0

;:::;i

r−1

= s

�;i

0

;:::;i

r−1

.

ïÄÎÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï Ë×ÁÚÉ�ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ

÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÎÁÍ �ÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÊ ÒÅÚÕÌØ-

ÔÁÔ ÉÚ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ:

ðÕÓÔØ X | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÉÚÏÍÏÒÆ-

ÎÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÍÕ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Õ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏ-

ÏÂÒÁÚÉÑ (ÔÁËÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ Ë×ÁÚÉ�ÒÏ-

ÅËÔÉ×ÎÙÍÉ), É �ÕÓÔØ U; V ⊂ X | ÁÆÆÉÎÎÙÅ ÏÔËÒÙ-

ÔÙÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á (ÔÏ ÅÓÔØ ÏÔËÒÙÔÙÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á,
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ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÅ ÁÆÆÉÎÎÙÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍ). �ÏÇÄÁ �ÏÄ-

ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U ∩ V ⊂ X ÔÏÖÅ ÁÆÆÉÎÎÏ.

äÌÑ ÚÎÁÀÝÉÈ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏ-

ÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÏÂßÑÓÎÉÍ, ËÁË ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÜÔÏÔ ÆÁËÔ. ëÁË ÉÚ×ÅÓÔ-

ÎÏ, ÄÉÁÇÏÎÁÌØ � ⊂ X × X ÚÁÍËÎÕÔÁ, ÅÓÌÉ X Ë×ÁÚÉ�ÒÏÅËÔÉ×ÎÏ.

íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ U×V ÁÆÆÉÎÎÏ ËÁË �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÁÆÆÉÎÎÙÈ;

ÚÎÁÞÉÔ, É ÅÇÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U∩V ∼
=

(U×V )∩� ÔÁËÖÅ

ÁÆÆÉÎÎÏ.

äÌÑ ÔÅÈ, ËÏÍÕ ÜÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÓËÁÚÁÌÏ, �ÒÉ×ÅÄÅÍ

Ä×Á �ÒÉÍÅÒÁ.

(Á) ðÕÓÔØ X | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, f; g ∈ k[X℄. ïÔËÒÙÔÙÅ
�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á D(f) É D(g), ËÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÁÆÆÉÎÎÙ (ÚÁÄÁ-

ÞÁ 3.5). éÈ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÒÁ×ÎÏ D(f)∩D(g) = D(fg) É, ÓÔÁÌÏ

ÂÙÔØ, ÔÏÖÅ ÁÆÆÉÎÎÏ.

(Â) óËÌÅÉÍ Ä×Á ÜËÚÅÍ�ÌÑÒÁ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á An

, ÏÔÏ-

ÖÄÅÓÔ×É× × ÎÉÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï An\0 (ÞÅÒÅÚ 0 ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÌÉ

ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ). îÁ �ÏÌÕÞÉ×ÛÅÍÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å X ××ÅÄÅÍ

ÔÏ�ÏÌÏÇÉÀ (ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÔËÒÙÔÏ, ÅÓÌÉ ÏÔËÒÙÔÙ ÅÇÏ �ÅÒÅÓÅ-

ÞÅÎÉÑ Ó ÏÂÏÉÍÉ ÜËÚÅÍ�ÌÑÒÁÍÉ An

) É �ÕÞÏË ÆÕÎË�ÉÊ (ÆÕÎË-

�ÉÑ ÎÁ U ⊂ X ÒÅÇÕÌÑÒÎÁ, ÅÓÌÉ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙ ÅÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ

ÎÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ U Ó ÏÂÏÉÍÉ ÜËÚÅÍ�ÌÑÒÁÍÉ An

). ðÏÌÕÞÁÅÔÓÑ

ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, �ÒÉÞÅÍ ÏÂÁ ÜËÚÅÍ�ÌÑÒÁ An

ÂÕÄÕÔ ÅÇÏ ÁÆÆÉÎÎÙÍÉ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ. éÈ �Å-

ÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÅÓÔØ An \ 0, É �ÒÉ n > 1 ÜÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÎÅ ÁÆ-

ÆÉÎÎÏ (ÏÂßÑÓÎÅÎÉÅ ÄÌÑ ÚÎÁÀÝÉÈ �æëð: ÎÁÄ C ÁÆÆÉÎÎÏÅ

ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ ûÔÅÊÎÁ, ËÁËÏ-

×ÙÍ Cn \ 0 �ÒÉ n > 1 ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ; ÍÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ×Ù×ÅÓÔÉ

ÎÅÁÆÆÉÎÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ �ÒÑÍÏ ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ,

ÌÉÂÏ, ËÁË ÍÙ ×ÓËÏÒÅ Õ×ÉÄÉÍ, ÉÚ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÓÏÏÂÒÁ-

ÖÅÎÉÊ).

úÁÄÁÞÁ 5.6. ðÕÓÔØ U | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏËÒÙÔÉÅ Ë×ÁÚÉ-

�ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X, É �ÕÓÔØ

0→ F ′ → F → F ′′ → 0
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| ÔÏÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (Ë×ÁÚÉ)ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ �ÕÞËÏ×. ðÏËÁ-

ÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

· · · → �

H

i

(U;F ′
)→ �

H

i

(U;F)→ �

H

i

(U;F ′′
)→

→ �

H

i+1

(U;F ′
)→ �

H

i+1

(U;F)→ : : : :

õËÁÚÁÎÉÅ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÍ�ÌÅËÓÏ× þÅÈÁ

ÔÏÞÎÁ.

ëÏÍ�ÌÅËÓ ëÏÛÕÌÑ

þÔÏÂÙ ÓÞÉÔÁÔØ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ þÅÈÁ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ �ÕÞËÏ× (Á ÔÁËÖÅ

ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÉÈ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ), ÎÁÍ �ÒÉÄÅÔÓÑ �ÏÚÎÁ-

ËÏÍÉÔØÓÑ Ó ×ÁÖÎÙÍ �ÏÎÑÔÉÅÍ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ | ËÏÍ-

�ÌÅËÓÏÍ ëÏÛÕÌÑ. îÁÞÎÅÍ Ó ÍÏÔÉ×ÉÒÏ×ÏË.

ðÕÓÔØ A | ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ ËÏÌØ�Ï, É �ÕÓÔØ I ⊂ A | ÉÄÅ-

ÁÌ, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ f

1

; : : : ; f

n

. üÔÕ ÍÙÓÌØ ÍÏÖÎÏ ×ÙÒÁ-

ÚÉÔØ ÔÁËÖÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-

ÔÅÌØÎÏÓÔØ

0← A=I ← A← A

n

; (5.1)

× ËÏÔÏÒÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ A

n

= 〈e
1

; : : : ; e

n

〉
× A ÚÁÄÁÅÔÓÑ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ e

i

7→ f

i

. äÁÌÅÅ, ÍÅÖÄÕ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉ-

ÍÉ f

1

; f

2

; : : : ; f

n

ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ËÁËÉÅ-ÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ; �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ,

ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ×ÙÄÅÌÉÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁ-

ÚÏÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ �ÒÏÞÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÉÚ ÎÉÈ ÓÌÅÄÕÀÔ (ÅÓÌÉ ËÏÌØ�Ï A

ÎÅÔÅÒÏ×Ï, ÔÁË ÏÎÏ É ÂÕÄÅÔ). ðÕÓÔØ ÔÁËÉÈ �ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ� ÓÏÏÔÎÏ-

ÛÅÎÉÊ m ÛÔÕË; ÜÔÕ ÍÙÓÌØ ÍÏÖÎÏ ×ÙÒÁÚÉÔØ, ÓËÁÚÁ×, ÞÔÏ ÔÏÞÎÁÑ

�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (5.1) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÁ ÄÏ ÔÏÞÎÏÊ �Ï-

ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ

0← A=I ← A← A

n ← A

m

;

ÇÄÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ A

m

ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ×Ï ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄ-

ÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ ÍÅÖÄÕ f

1

; : : : ; f

n

, Á ÇÏ-

ÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ A

m

× A

n

ÕÓÔÒÏÅÎ ÔÁË: ÅÓÌÉ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ A

m

ÓÏÏÔ-

×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ×ÉÄÁ a

1

f

1

+ · · ·+ a
n

f

n

= 0, ÔÏ ÜÔÁ ÏÂÒÁÚÕ-

ÀÝÁÑ �ÅÒÅÈÏÄÉÔ × a

1

e

1

+ · · ·+ a

n

e

n

∈ An.
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íÅÖÄÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ, × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÔÏÖÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÓÏ-

ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ, É Ô. Ä; �ÒÏÄÏÌÖÁÑ × ÔÏÍ ÖÅ ÄÕÈÅ, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞÎÕÀ

�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0← A=I ← A← A

n ← A

m ← A

p ← : : : ;

ÜÔÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (Á ÔÏÞÎÅÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ËÏÍ�ÌÅËÓ, ËÏÔÏÒÙÊ �Ï-

ÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÏÔÂÒÏÓÉÔØ × ÎÅÊ A=I) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÒÅÚÏÌØ-

×ÅÎÔÏÊ A-ÍÏÄÕÌÑ A=I.

ëÁË ÕÓÔÒÏÅÎÙ Ó×ÏÂÏÄÎÙÅ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÙ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÒÏÔ-

ËÏ ÎÅ ÓËÁÖÅÛØ

6

, ÎÏ ÍÏÖÎÏ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ×ÙÄÅÌÉÔØ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ

ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ×ÓÅÇÄÁ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÍÅÖÄÕ ÏÂÒÁÚÕ-

ÀÝÉÍÉ f

1

; : : : ; f

n

, ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ, É

Ô. Ä. ðÒÉ ÜÔÏÍ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÎÅÔ ÇÁÒÁÎÔÉÉ, ÞÔÏ ÜÔÉÍÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉ-

ÑÍÉ ×ÓÅ ÉÓÞÅÒ�Ù×ÁÅÔÓÑ, ÍÙ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ �ÏÌÕÞÉÍ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÕ:

ÍÏÖÎÏ ÂÙÔØ Õ×ÅÒÅÎÎÙÍ ÌÉÛØ × ÔÏÍ, ÞÔÏ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ËÏÍ�ÌÅËÓ Ó×Ï-

ÂÏÄÎÙÈ A-ÍÏÄÕÌÅÊ. üÔÏÔ ËÏÍ�ÌÅËÓ É ÂÕÄÅÔ ÎÁÚÙ×ÁÔØÓÑ ËÏÍ�ÌÅË-

ÓÏÍ ëÏÛÕÌÑ.

�Å�ÅÒØ ÄÁ×ÁÊÔÅ ËÏÎËÒÅÔÎÏ. ðÕÓÔØ A | ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ ËÏÌØ-

�Ï, f

1

; : : : ; f

n

∈ A| �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÚ n ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ËÏÌØ�Á A.

äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ �ÅÌÏÇÏ i ∈ [0;n℄ �ÕÓÔØ KA

i

(f

1

; : : : ; f

n

) | Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ

A-ÍÏÄÕÌØ ÒÁÎÇÁ

(
n

i

)
Ó ÂÁÚÉÓÏÍ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÍ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× e

p

1

;:::;p

i

,

ÇÄÅ 1 6 p

1

< p

2

< · · · < p

i

6 n (ÅÓÌÉ n = 0, ÔÏ K

A

0

(f

1

; : : : ; f

n

)

ÉÍÅÅÔ ÂÁÚÉÓ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ e). ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ

d

i

: K

A

i

(f

1

; : : : ; f

n

)→ K

A

i−1

(f

1

; : : : ; f

n

) ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ ÂÁÚÉÓÁ �Ï ÆÏÒ-

ÍÕÌÅ:

d

i

: e

p

1

;:::;p

i

7→
i∑

j=1

(−1)j−1

f

j

e

p

1

;:::;p

j−1

;p

j+1

;:::;p

i

:

úÁÄÁÞÁ 5.7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÏÄÕÌÅÊ É ÇÏÍÏ-

ÍÏÒÆÉÚÍÏ×

0→ K

A

n

(f

1

; : : : ; f

n

)

d

n−→ K

A

n−1

(f

1

; : : : ; f

n

)

d

n−1−−−→ : : :

: : :

d

1−→ K

A

0

(f

1

; : : : ; f

n

)→ 0

6

îÁ�ÒÉÍÅÒ, ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÁÑ �ÔÅÏÒÅÍÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÓÉÚÉÇÉÑÈ� ÇÌÁÓÉÔ, ÞÔÏ ×

ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ A = k[X

1

; : : : ; X

N

℄ (ËÏÌØ�Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×), ×ÓÅÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ

Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÁ ÄÌÉÎÙ ≤ N .
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Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÏÍ (×Ó�ÏÍÎÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÙ ÇÏ×ÏÒÉÌÉ �ÒÏ ÚÁ�ÉÓØ

ËÏÍ�ÌÅËÓÏ× Ó ÎÉÖÎÉÍÉ ÉÎÄÅËÓÁÍÉ).

ëÏÍ�ÌÅËÓ K

A

· (f1; : : : ; fn) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÏÍ ëÏÛÕÌÑ.

úÁÄÁÞÁ 5.8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ H

0

(K

A

· (f1; : : : ; fn)) = A=(f

1

; : : : ; f

n

).

úÁÄÁÞÁ 5.9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ:

(1) ËÏÍ�ÌÅËÓ K

A

· (f1; : : : ; fn) ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍ;

(2) ËÏÍ�ÌÅËÓ K

A

· (f1; : : : ; fn) Á�ÉËÌÉÞÅÎ;

(3) (f

1

; : : : ; f

n

) = A.

õËÁÚÁÎÉÅ. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ (3)⇒ (1): ÅÓÌÉ f

1

g

1

+ · · · + f

n

g

n

= 1, ÔÏ

Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÓÔÑÇÉ×ÁÀÝÕÀ ÇÏÍÏÔÏ�ÉÀ

s : K

A

i

(f

1

; : : : ; f

n

)→ K

A

i+1

(f

1

; : : : ; f

n

)

�Ï ÆÏÒÍÕÌÅ

e

p

1

;:::;p

i

7→
∑

j∈[1;n℄\{p
1

;:::;p

i

}

g

j

e

(j;p

1

;:::;p

i

)

;

ÇÄÅ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ S = (q

1

; : : : ; q

r

) ÍÙ �ÏÌÁÇÁÅÍ

e

S

= "e

q

′
1

;:::;q

′
r

(" | ÚÎÁË �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ, ÒÁÓÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÊ ÜÌÅÍÅÎ-

ÔÙ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ S × �ÏÒÑÄËÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ, (q

′
1

; : : : ; q

′
r

) |

ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÔÁËÏÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ).

÷ ÒÁÂÏÔÅ Ó ËÏÍ�ÌÅËÓÁÍÉ ëÏÛÕÌÑ �ÏÍÏÇÁÅÔ ÔÁËÏÊ ÆÁËÔ:

úÁÄÁÞÁ 5.10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ K

A

· (f1; : : : ; fn) ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ËÏÎÕÓÕ

C('), ÇÄÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ' : K

A

· (f2; : : : ; fn)→ K

A

· (f2; : : : ; fn) ÚÁÄÁ-

ÅÔÓÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ f

1

.

äÁÌÅÅ ÂÕÄÅÍ �ÉÓÁÔØ H

A

i

(f

1

; : : : ; f

n

) ×ÍÅÓÔÏ H

i

(K

A

· (f1; : : : ; fn)).

éÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÔÁËÏÅ ×ÁÖÎÏÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ:

úÁÄÁÞÁ 5.11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÏÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-

ÎÏÓÔØ

· · · → H

A

i

(f

2

; : : : ; f

n

)

f

1−→ H

A

i

(f

2

; : : : ; f

n

)→

H

A

i

(f

1

; : : : ; f

n

)→ H

A

i−1

(f

2

; : : : ; f

n

)

f

1−→ H

A

i−1

(f

2

; : : : ; f

n

) : : : (5.2)

63



ëÁË ÍÙ ÏÔÍÅÞÁÌÉ, ËÏÍ�ÌÅËÓ K

A

· (f1; : : : ; fn), ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ,

ÎÅ ÏÂÑÚÁÎ ÂÙÔØ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÏÊ A-ÍÏÄÕÌÑ A=(f

1

; : : : ; f

n

). óÅÊÞÁÓ ÍÙ

ÒÁÚÂÅÒÅÍ ×ÁÖÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ËÏÍ�ÌÅËÓ ëÏÛÕÌÑ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÏÊ

×ÓÅ-ÔÁËÉ ÂÕÄÅÔ (É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ×ÓÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ É �×ÙÓÛÉÅ ÓÏÏÔÎÏ-

ÛÅÎÉÑ� ÍÅÖÄÕ f

1

; : : : ; f

n

�ÏÒÏÖÄÁÀÔÓÑ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÍÉ | �ËÏÛÕ-

ÌÅ×ÓËÉÍÉ�).

ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ f

1

; : : : ; f

n

∈ A, ÇÄÅ A | ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ

ËÏÌØ�Ï, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ, ÅÓÌÉ f

1

ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕ-

ÌÑ × A, f

2

ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ × A=(f

1

), f

3

ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ × A=(f

1

; f

2

),. . . , f

n

ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ ×

A=(f

1

; : : : ; f

n−1

) (�ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ� ÏÚÎÁÞÁÅÔ, × ÞÁÓÔ-

ÎÏÓÔÉ, �ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ ÎÕÌÑ�).

úÁÄÁÞÁ 5.12. ðÕÓÔØ f

1

; : : : ; f

n

∈ A | ÒÅÇÕÌÑÒÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-

ÎÏÓÔØ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ H

A

i

(f

n

; f

n−1

; : : : ; f

1

) = 0 �ÒÉ i > 0.

õËÁÚÁÎÉÅ. éÎÄÕË�ÉÑ �Ï n Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÔÏÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-

ÔÅÌØÎÏÓÔÉ (5.2).

÷ ×ÁÖÎÙÈ ÄÌÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÓÌÕÞÁÑÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÄÏ-

�ÕÓËÁÅÔ ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ. éÍÅÎÎÏ, �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ËÏÌØ�Ï A É ÅÇÏ

ÜÌÅÍÅÎÔÙ f

1

; : : : ; f

n

ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÕÓÌÏ-

×ÉÊ:

• A | ËÏÌØ�Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, f

1

; : : : ; f

n

| ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÍÎÏÇÏ-

ÞÌÅÎÙ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ;

• A|ÌÏËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØ�Ï ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ × ÄÁÎ-

ÎÏÊ ÔÏÞËÅ x, f

1

; : : : ; f

n

| ÒÏÓÔËÉ ÆÕÎË�ÉÊ, ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÈÓÑ

× ÎÕÌØ × ÔÏÞËÅ x.

�ÏÇÄÁ ÉÚ Á�ÉËÌÉÞÎÏÓÔÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ ëÏÛÕÌÑ K

A

· (fn; : : : ; f1) × ÓÔÅ�Å-

ÎÑÈ, ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ ÎÕÌÑ, ×ÙÔÅËÁÅÔ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-

ÓÔÉ f

1

; : : : ; f

n

(ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÁÖÅ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ × ÎÕÌØH

A

1

(f

n

; : : : ; f

1

)).

îÁÍ ÜÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÎÅ �ÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ, É ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÅÇÏ ÍÙ ÎÅ ÂÕ-

ÄÅÍ.
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îÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ �ÏËÒÙÔÉÑ

�Å�ÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ þÅÈÁ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÁÆ-

ÆÉÎÎÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ �ÏËÒÙÔÉÑ Ë×ÁÚÉ�ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ

Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ × Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÏÍ �ÕÞËÅ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ×Ù-

ÂÏÒÁ �ÏËÒÙÔÉÑ. ðÅÒ×ÙÊ ÛÁÇ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÁËÏ×. íÙ ÒÁÓ-

ÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ X; �ÏÌÏÖÉÍ A = k[X℄, É

�ÕÓÔØ f

1

; : : : ; f

n

∈ A | ÔÁËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ, ÞÔÏ

⋃
i

D(f

i

) = X. ïÂÏ-

ÚÎÁÞÉÍ �ÏËÒÙÔÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ D(f

i

) ÞÅÒÅÚ U.

îÁÛÁ ÂÌÉÖÁÊÛÁÑ �ÅÌØ | �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

�

H

i

(U;F) = 0 �ÒÉ i > 0

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÏÇÏ �ÕÞËÁ F (ÞÔÏ É ÎÅ ÕÄÉ×ÉÔÅÌØÎÏ:

ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÚÁÄÁÞÉ 4.25 �ÏÄÓËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÏÌÖÎÏ

×Ù�ÏÌÎÑÔØÓÑ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ �ÏËÒÙÔÉÑ, É ÔÁË

ÏÎÏ, ËÁË ÍÙ ÄÁÌÅÅ Õ×ÉÄÉÍ, É ÂÕÄÅÔ).

îÁÞÎÅÍ Ó ÓÁÍÏÇÏ ×ÁÖÎÏÇÏ ÞÁÓÔÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ. éÍÅÎÎÏ, �ÕÓÔØ

F = O
X

. ïÂÒÁÝÅÎÉÅ × ÎÕÌØ ÓÔÁÒÛÉÈ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ þÅÈÁ U

Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ × F ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ Á�ÉËÌÉÞÎÏÓÔÉ �Ï�ÏÌÎÅÎ-

ÎÏÇÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ þÅÈÁ

~

C

·
(U;O

X

). ïÎÁ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ

ÏÂÒÁÚÏÍ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ �ÅÌÏÇÏ m > 0 ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÏÄËÏÍ�ÌÅËÓ

C

·
m

⊂ ~

C

·
(U;O

X

), Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÔÁË: s ∈ ~

C

r

(U;F) ÌÅÖÉÔ × C

r

m

ÔÏ-

ÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×ÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ s

i

0

;:::;i

r

∈ A
f

i

0

:::f

i

r

�ÒÅÄ-

ÓÔÁ×ÉÍ × ×ÉÄÅ a=(f

i

0

: : : f

i

r

)

m

, ÇÄÅ a ∈ A. îÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ,

ËÏ�Å�É, ÌÅÖÁÝÉÅ × C

·
m

, �ÉÍÅÀÔ �ÏÌÀÓÁ �ÏÒÑÄËÁ ÎÅ ×ÙÛÅ m�.

úÁÄÁÞÁ 5.13. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ C

·
m

| ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ �ÏÄËÏÍ�ÌÅËÓ

×

~

C

·
(U;O

X

), ÞÔÏ C

·
m

⊂ C ·
m+1

, É ÞÔÏ

~

C

·
(U;O

X

) =

⋃
m>0

C

·
m

.

úÁÄÁÞÁ 5.14. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÚ Á�ÉËÌÉÞÎÏÓÔÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÏ× C

·
m

�ÒÉ ×ÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ m ÂÕÄÅÔ ×ÙÔÅËÁÔØ Á�ÉËÌÉÞÎÏÓÔØ

ËÏÍ�ÌÅËÓÁ

~

C

·
(U;O

X

).

ðÏËÁÖÅÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÙ C

·
m

ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ Á�ÉËÌÉÞ-

ÎÙ (×ÏÏÂÝÅ �ÒÉ ×ÓÅÈ m > 0).

úÁÄÁÞÁ 5.15. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÍ�ÌÅËÓ C

·
m

ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÓÄ×ÉÎÕÔÏ-

ÍÕ ËÏÍ�ÌÅËÓÕ ëÏÛÕÌÑ K

A

· (f
m

1

;−fm
2

; f

m

3

; : : : ; (−1)n−1

f

m

n

)[1 − n℄.

õËÁÚÁÎÉÅ. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ ÓÄ×ÉÎÕÔÏÇÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ ëÏÛÕÌÑ × C

·
m

ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÔÁË. ðÕÓÔØ e

p

1

;:::;p

i

| ÜÌÅÍÅÎÔ ÂÁÚÉÓÁ K

A

i

, ÇÄÅ i < n.
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åÍÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÞÅÈÏ×ÓËÁÑ (n− 1− i)-ËÏ�Å�Ø, Ï�ÒÅ-
ÄÅÌÅÎÎÁÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØ q

1

; q

2

; : : : ; q

n−i | ÜÌÅÍÅÎÔÙ

ÍÎÏÖÅÓÔ×Á [1;n℄ \ {p
1

; : : : ; p

i

}, ÚÁ�ÉÓÁÎÎÙÅ × �ÏÒÑÄËÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁ-

ÎÉÑ. ðÏÌÏÖÉÍ s

q

1

;q

2

;:::;q

n−i
= 1=(f

p

1

: : : f

f

i

)

r

É s

t

1

;t

2

;:::;t

n−i
= 0 �ÒÉ

{t
1

; : : : ; t

n−i} 6= {q1; q2; : : : ; qn−i}; ÜÌÅÍÅÎÔÕ e

1;:::;n

∈ K

A

n

ÓÏÏÔ×ÅÔ-

ÓÔ×ÕÅÔ 1 ∈ A =

~

C

−1

(U;O
X

).

úÁÄÁÞÁ 5.16. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÙ C

·
m

Á�ÉËÌÉÞÎÙ.

õËÁÚÁÎÉÅ. ÷×ÉÄÕ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÎÁÄÏ ÔÏÌØËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ ×

Á�ÉËÌÉÞÎÏÓÔÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÏ× ëÏÛÕÌÑ. üÔÏ ÓÌÅÄÕ-

ÅÔ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 5.9: × ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ËÏÌØ ÓËÏÒÏ X =

⋃
D(f

i

), ÔÏ

(f

1

; : : : ; f

n

) = A (ÔÅÏÒÅÍÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÎÕÌÑÈ). ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÏÔÓÀ-

ÄÁ, ÞÔÏ (f

m

1

; : : : ; f

m

n

) = A (�ÏÓÔÁÒÁÊÔÅÓØ ÏÂÏÊÔÉÓØ ÂÅÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï

ÎÕÌÑÈ × ÜÔÏÍ ×Ù×ÏÄÅ).

óÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÚÁÄÁÞ 5.16 É 5.15, �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ

�

H

i

(U;O
X

) = 0 �ÒÉ i > 0, ËÁË É ÂÙÌÏ ÏÂÅÝÁÎÏ.

úÁÄÁÞÁ 5.17. ðÕÓÔØ M | Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ

ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

�

H

i

(U; ~M ) = 0 �ÒÉ i > 0.

õËÁÚÁÎÉÅ. äÌÑ ÍÏÄÕÌÅÊ ÒÁÎÇÁ 1 ÍÙ ÜÔÏ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ.

úÁÄÁÞÁ 5.18. ðÕÓÔØ U | ËÏÎÅÞÎÏÅ �ÏËÒÙÔÉÅ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ n

ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

�

H

i

(U;F) = 0 �ÒÉ i > n ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ

�ÕÞËÁ ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕ�� F ÎÁ X.

úÁÄÁÞÁ 5.19. ðÕÓÔØ F | Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ �ÕÞÏË ÎÁ ÁÆÆÉÎÎÏÍ

ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-

ÔÅÌØÎÏÓÔØ

0→ G → E → F → 0; (5.3)

ÇÄÅ E = ~

M ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ A-ÍÏÄÕÌÑ M .

õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÓÑËÉÊ ÍÏÄÕÌØ | ÆÁËÔÏÒÍÏÄÕÌØ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ.

úÁÄÁÞÁ 5.20. ðÕÓÔØ F | Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ �ÕÞÏË ÎÁ ÁÆÆÉÎÎÏÍ

ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ H

i

(U;F) = 0 �ÒÉ ×ÓÅÈ i > 0.

66



òÅÛÅÎÉÅ. ðÒÏ×ÅÄÅÍ ÕÂÙ×ÁÀÝÕÀ ÉÎÄÕË�ÉÀ �Ï i. äÌÑ i > n ÍÙ

ÜÔÏ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ (ÚÁÄÁÞÁ 5.18). ðÕÓÔØ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ

�

H

i+1

(U;F) = 0

ÄÌÑ ×ÓÅÈ Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ �ÕÞËÏ× F . þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

�

H

i

(U;F) = 0 �ÒÉ i > 0, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÇÏ-

ÍÏÌÏÇÉÊ, ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ Ó ÔÏÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ (5.3):

· · · → �

H

i

(U; E)→ �

H

i

(U;F)→ �

H

i+1

(U;G)→ : : : :

÷ ÎÅÊ

�

H

i

(U; E) = 0 × ÓÉÌÕ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÚÁÄÁÞÉ 5.17, Á

�

H

i+1

(U;G) = 0

�Ï �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕË�ÉÉ.

ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÁÆÆÉÎÎÙÍ �ÏËÒÙÔÉÑÍ. ðÕÓÔØ, ÄÌÑ

ÎÁÞÁÌÁ, X | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. åÓ-

ÌÉ U ⊂ X | ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï É U | �ÏËÒÙÔÉÅ X, ÔÏ

{U
i

∩ U}
i∈I | �ÏËÒÙÔÉÅ U , ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ U|

U

.

úÁÄÁÞÁ 5.21. ðÕÓÔØ �ÏËÒÙÔÉÅ U ËÏÎÅÞÎÏ. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÇÏÍÏÍÏÒ-

ÆÉÚÍ ËÏÍ�ÌÅËÓÏ× ' :

~

C(U;F) → ~

C(U|
U

;F|
U

) É �ÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏ-

ÎÕÓ C(−') ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ~

C(U′
;F)[1℄, ÇÄÅ U′

| �ÏËÒÙÔÉÅ, �ÏÌÕÞÁÅÍÏÅ

ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U Ë �ÏËÒÙÔÉÀ U.

úÁÄÁÞÁ 5.22. ðÕÓÔØ U | ËÏÎÅÞÎÏÅ �ÏËÒÙÔÉÅ, U ⊂ X | ÏÔËÒÙ-

ÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, U′
| �ÏËÒÙÔÉÅ, �ÏÌÕÞÁÅÍÏÅ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅÍ ÍÎÏ-

ÖÅÓÔ×Á U Ë �ÏËÒÙÔÉÀ U. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ �

H

t

(U|
U

;F|
U

) = 0 ÄÌÑ

×ÓÅÈ t > 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

�

H

r

(U;F) ∼
=

�

H

r

(U′
;F) ÄÌÑ ×ÓÅÈ r.

õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ É ÔÏÞÎÏÊ �ÏÓÌÅ-

ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ (1.4).

úÁÄÁÞÁ 5.23. ðÕÓÔØ U
1

É U
2

| Ä×Á ËÏÎÅÞÎÙÈ �ÏËÒÙÔÉÑ, �ÒÉÞÅÍ

ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ �ÏËÒÙÔÉÑ U
2

ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ËÁËÏÍ-ÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÅ

�ÏËÒÙÔÉÑ U
1

(ËÁË ÇÏ×ÏÒÑÔ, �ÏËÒÙÔÉÅ U
2

×�ÉÓÁÎÏ × �ÏËÒÙÔÉÅ U
1

).

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

�

H

r

(U
1

;F) ∼
=

�

H

r

(U
1

∪ U
2

;F) ÄÌÑ ×ÓÅÈ r.

õËÁÚÁÎÉÅ. U
2

×ÏÏÂÝÅ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÏ ÂÙÔØ �ÏËÒÙÔÉÅÍ: ÜÔÏ ÍÏÖÅÔ

ÂÙÔØ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÄÅÒ-

ÖÉÔÓÑ × ËÁËÏÍ-ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÉÚ �ÏËÒÙÔÉÑ U
1

. ðÒÏ×ÅÄÉÔÅ ÉÎÄÕË-

�ÉÀ �Ï ÞÉÓÌÕ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÓÅÍÅÊÓÔ×Á U
2

(ÓÍ. �ÒÅÄÙÄÕÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ).
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ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ �Ï-�ÒÅÖÎÅÍÕ X | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ É

F | Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ �ÕÞÏË ÎÁ X.

úÁÄÁÞÁ 5.24. ðÕÓÔØ U | ÁÆÆÉÎÎÏÅ �ÏËÒÙÔÉÅ ×ÉÄÁ

⋃
n

i=1

D(f

i

), É

�ÕÓÔØ V | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÏÔËÒÙÔÙÈ

�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× X. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

�

H

r

(U ∪V;F) = �

H

r

(U;F) = 0.

õËÁÚÁÎÉÅ. ðÒÏ×ÅÄÉÔÅ ÉÎÄÕË�ÉÀ �Ï ÞÉÓÌÕ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÓÅÍÅÊ-

ÓÔ×Å V Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÚÁÄÁÞÉ 5.22.

úÁÄÁÞÁ 5.25. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÌÀÂÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏËÒÙÔÉÅ ÁÆ-

ÆÉÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X ÍÏÖÎÏ ×�ÉÓÁÔØ �ÏÄ�ÏËÒÙÔÉÅ, ÓÏÓÔÁ-

×ÌÅÎÎÏÅ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ× ×ÉÄÁ D(f).

úÁÄÁÞÁ 5.26. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

�

H

r

(U;F) = 0 �ÒÉ r > 0, ÇÄÅ F |

Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ �ÕÞÏË ÎÁ ÁÆÆÉÎÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X, Á U |

ËÏÎÅÞÎÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ �ÏËÒÙÔÉÅ X.

õËÁÚÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ V | ËÏÎÅÞÎÏÅ �ÏËÒÙÔÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ ×É-

ÄÁ D(f), ×�ÉÓÁÎÎÏÅ × U. ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÚÁÄÁÞ, ÞÔÏ

�

H

r

(U;F) = �

H

r

(U ∪V;F) É �

H

r

(U ∪V;F) = 0.

òÁÚÏÂÒÁ×ÛÉÓØ Ó ÁÆÆÉÎÎÙÍÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍÉ, ÌÅÇËÏ �ÏËÏÎ-

ÞÉÔØ É ÓÏ ×ÓÅÍÉ ÏÓÔÁÌØÎÙÍÉ.

úÁÄÁÞÁ 5.27. ðÕÓÔØX | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, U ÉV |

ÅÇÏ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÁÆÆÉÎÎÙÅ �ÏËÒÙÔÉÑ, F | ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ �ÕÞÏË ÎÁ

X. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

�

H

r

(U;F) = �

H

r

(V;F) ÄÌÑ ×ÓÅÈ r.

õËÁÚÁÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÂÅ ÇÒÕ��Ù ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ

�

H

r

(U ∪V;F); ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÚÁÄÁÞÁÍÉ 5.22 É 5.26.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ �ÕÞËÏ×

�Å�ÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÄÁÔØ ÏÂÅÝÁÎÎÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ-×ÒÅÍÑÎËÕ.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.28. ðÕÓÔØ F | ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ ÉÌÉ Ë×ÁÚÉËÏÇÅ-

ÒÅÎÔÎÙÊ �ÕÞÏË ÎÁ Ë×ÁÚÉ�ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ-

ÚÉÉ X. �ÏÇÄÁ, �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, H

r

(X;F) = �

H

r

(U;F) ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-
ÎÉÂÕÄØ (ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, É ÌÀÂÏÇÏ) ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ �ÏËÒÙÔÉÑ U.
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îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÔÏÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ËÏ-

ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÚÁÄÁÞÉ 5.6.

÷ Ó×ÅÔÅ ÜÔÏÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÚÁÄÁÞÉ 5.26 ÏÚÎÁÞÁÅÔ,

ÞÔÏ ÓÔÁÒÛÉÅ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÏÇÏ ÉÌÉ Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÏÇÏ

�ÕÞËÁ ÎÁ ÁÆÆÉÎÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙ. üÔÏÔ ÆÁËÔ ÎÁ-

ÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÔÅÏÒÅÍÏÊ B� óÅÒÒÁ ÄÌÑ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ; ÏÎ

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÏÍ ÏÄÎÏÉÍÅÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ á.ëÁÒÔÁÎÁ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏ-

ÏÂÒÁÚÉÊ ûÔÅÊÎÁ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ óÅÒÒÁ ÇÏÒÁÚÄÏ �ÒÏÝÅ,

ÞÅÍ ÔÅÏÒÅÍÙ ëÁÒÔÁÎÁ, ÎÏ É ÔÅÏÒÅÍÁ óÅÒÒÁ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ÉÚÌÏÖÅÎÉÉ

É ÌÀÂÏÍ ×ÙÂÏÒÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÁ.

úÁÄÁÞÁ 5.29. ðÕÓÔØ F | (Ë×ÁÚÉ)ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ �ÕÞÏË ÎÁ Y ,

É �ÕÓÔØ i : Y ,→ X | ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

H

r

(Y;F) = H

r

(X; i∗F) ÄÌÑ ×ÓÅÈ r.

õËÁÚÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ U | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏËÒÙÔÉÅ X É U′
|

�ÏËÒÙÔÉÅ, ×ÙÓÅËÁÅÍÏÅ ÉÍ ÎÁ Y . õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ C

·
(U; i∗F) É

C

·
(U′
;F) | ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ËÏÍ�ÌÅËÓ.

óÅÒÒÏ×ÓËÉÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ É ÉÈ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ

äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÎÁÊÄÅÍ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÏÇÏ �ÕÞËÁ ÎÁ �ÒÏËÏÌÏ-

ÔÏÍ ÁÆÆÉÎÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å X = An+1 \ (0; : : : ; 0). ÷ÓÀÄÕ ÄÁÌÅÅ

ÂÕÄÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ n > 0.

÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ H

0

ÓÏ×ÓÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ:

úÁÄÁÞÁ 5.30. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ H

0

(X;O
X

) = k[T

0

; : : : ; T

n

℄ (ÉÎÙÍÉ

ÓÌÏ×ÁÍÉ, ×ÓÑËÁÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ X ⊂ An+1

�ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ

ÎÁ ×ÓÅ An+1

).

õËÁÚÁÎÉÅ. åÓÌÉ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f ∈ k(T

0

; : : : ; T

n

) ÒÅÇÕ-

ÌÑÒÎÁ ÎÁ X, ÔÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙ É ÅÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÁ ×ÓÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á

D(T

i

) ⊂ X. æÕÎË�ÉÑ, ÒÅÇÕÌÑÒÎÁÑ ÎÁ D(T

i

), ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ h=T

m

i

, ÇÄÅ

h ∈ k[T
0

; : : : ; T

n

℄.

äÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÔÁÒÛÉÈ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÍÙ ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÏÊ

ÖÅ ÔÅÈÎÉËÏÊ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÉ, ÞÔÏ �ÒÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ËÏÇÏÍÏÌÏ-

ÇÉÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÏÇÏ �ÕÞËÁ ÎÁ ÁÆÆÉÎÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ. éÍÅÎÎÏ,
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�ÕÓÔØ V | �ÏËÒÙÔÉÅ X ÁÆÆÉÎÎÙÍÉ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á-

ÍÉ D(T

i

) ÄÌÑ i = 0; : : : ; n. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ m > 1 ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ

�ÏÄËÏÍ�ÌÅËÓ C

·
m

⊂ ~

C

·
(V;O

X

), Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁ-

ÚÏÍ: s ∈ ~

C

r

(V;O
X

) ÌÅÖÉÔ × C

r

m

ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ

×ÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ s

i

0

;:::;i

r

�ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ × ×ÉÄÅ F=(T

i

0

: : : T

i

r

)

m

, ÇÄÅ

F ∈ k[T

0

; : : : ; T

n

℄ (ËÏ�Å�É, ÌÅÖÁÝÉÅ × C

·
m

, ÉÍÅÀÔ �ÏÌÀÓÁ �ÏÒÑÄ-

ËÁ ÎÅ ×ÙÛÅ m).

úÁÄÁÞÁ 5.31. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ C

·
m

| ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ �ÏÄËÏÍ�ÌÅËÓ

×

~

C

·
(V;O

X

), ÞÔÏ C

·
m

⊂ C ·
m+1

, É ÞÔÏ

~

C

·
(U;O

X

) =

⋃
m>0

C

·
m

.

úÁÄÁÞÁ 5.32. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÍ�ÌÅËÓ C

·
m

ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÓÄ×É-

ÎÕÔÏÍÕ ËÏÍ�ÌÅËÓÕ ëÏÛÕÌÑ K

A

· (T
m

0

;−Tm
1

; : : : ; (−1)nTm
n

)[−n℄, ÇÄÅ
A = k[T

0

; : : : ; T

n

℄.

úÁÄÁÞÁ 5.33. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ H

i

(X;O
X

) = 0 �ÒÉ 0 < i < n.

õËÁÚÁÎÉÅ. ÷×ÉÄÕ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÜÔÏ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ×Ï�ÒÏÓÕ Ï

ËÏÍ�ÌÅËÓÅ ëÏÛÕÌÑ K

A

· (T
m

0

;−Tm
1

; : : : ; (−1)nTm
n

). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (T

m

0

;−Tm
1

; : : : ; (−1)nTm
n

) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒ-

ÎÏÊ.

çÒÕ��Á H

n

(X;O
X

), ÏÄÎÁËÏ ÖÅ, ÎÕÌÅ×ÏÊ ÕÖÅ ÎÅ ÂÕÄÅÔ. ÷ ÓÁÍÏÍ

ÄÅÌÅ:

úÁÄÁÞÁ 5.34. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ H

n

(C

·
m

)

∼
=

(T

0

T

1

: : : T

n

)

−1

V , ÇÄÅ

V | ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï �ÏÌÉÎÏÍÏ× ÏÔ T

−1

0

; : : : ; T

−1

n

, × ËÏ-

ÔÏÒÙÅ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ (T

−1

i

) ×ÈÏÄÉÔ × ÓÔÅ�ÅÎÉ 6 m.

õËÁÚÁÎÉÅ. ÷×ÉÄÕ ÚÁÄÁÞÉ 5.32, H

n

(C

·
m

)

∼
=

H

0

(K

A

· (T
m

0

; : : : ; T

m

n

)).

ðÏÓËÏÌØËÕ

~

C

·
(V;O

X

) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ

�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÏ× C

·
m

, ÉÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ

ÚÁÄÁÞÉ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ É H

n

(V;O
X

):

úÁÄÁÞÁ 5.35. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

H

n

(X;O
X

)

∼
=

(T

0

T

1

: : : T

n

)

−1

k[T

−1

0

; : : : ; T

−1

n

℄:

�ÏÞÎÅÅ ÇÏ×ÏÒÑ: ×ÓÑËÁÑ n-ËÏ�Å�Ø × ÞÅÈÏ×ÓËÏÍ ËÏÍ�ÌÅËÓÅ �ÏËÒÙÔÉÑ

V ÅÓÔØ ÏÄÎÏ-ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ s

0;1;:::;n

∈ k[T

0

; : : : ; T

n

℄

T

0

:::T

n

.
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�ÁË ×ÏÔ, ×ÓÑËÁÑ n-ËÏ�Å�Ø ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÎÁ ËÁËÏÍÕ-ÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÕ ÉÚ

(T

0

T

1

: : : T

n

)

−1

k[T

−1

0

; : : : ; T

−1

n

℄, É ×ÓÅ ÜÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ

ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ.

òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, H

i

(X;O
X

) = 0 �ÒÉ i > n. ëÓÔÁÔÉ, ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØ-

ÎÏÓÔØ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÏÇÏ �ÕÞËÁ Õ �ÒÏËÏÌÏÔÏÇÏ ÁÆÆÉÎÎÏ-

ÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Am

�ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ �ÒÉ m > 1 ÜÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ-

ÚÉÅ ÎÅ ÁÆÆÉÎÎÏ.

ïÔ �ÒÏËÏÌÏÔÏÇÏ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÌÅÇËÏ �ÅÒÅÊÔÉ É Ë

�ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÍÕ:

úÁÄÁÞÁ 5.36. ðÕÓÔØ Pn = X=k

∗
, ÇÄÅ X = An+1 \ {(0; : : : ; 0)}.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ U �ÏËÒÙÔÉÅ Pn ÁÆÆÉÎÎÙÍÉ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á-

ÍÉ An

i

= D(T

i

)=k

∗
ÄÌÑ i = 0; : : : ; n, É �ÕÓÔØ V | �ÏËÒÙÔÉÅ X,

ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×Á×ÛÅÅÓÑ ×ÙÛÅ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

~

C(V;O
X

)

∼
=

∞⊕

r=−∞

~

C(U;OPn(r));

�ÒÉÞÅÍ �ÒÑÍÏÍÕ ÓÌÁÇÁÅÍÏÍÕ

~

C(U;OPn(r)) ⊂ ~

C(V;O
X

) ÓÏÏÔ×ÅÔ-

ÓÔ×ÕÅÔ �ÏÄËÏÍ�ÌÅËÓ ×

~

C(V;O
X

), ÓÏÓÔÏÑÝÉÈ ÉÚ ËÏ�ÉËÌÏ×, ×ÓÅ ÜÌÅ-

ÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÙÈ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÆÕÎË�É-

ÑÍÉ ÓÔÅ�ÅÎÉ r.

úÁÄÁÞÁ 5.37. äÏËÁÖÉÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ �ÒÏ ËÏÇÏÍÏÌÏ-

ÇÉÉ �ÕÞËÏ× OPn(r) (�ÅÒ×ÏÅ ÉÚ ÎÉÈ ÍÙ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ ÉÚ

ÚÁÄÁÞÉ 3.13):

1) H

0

(Pn;OPn(r)) = 0 �ÒÉ r < 0 É ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ

ÍÏÎÏÍÏ× ÓÔÅ�ÅÎÉ r ÏÔ T

0

; : : : ; T

n

�ÒÉ r > 0 (T

0

; : : : ; T

n

|

ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ).

2) H

i

(Pn;OPn(r)) = 0 �ÒÉ i > n É �ÒÉ 0 < i < n (ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ r).

3) H

n

(Pn;OPn(r)) = 0 �ÒÉ r > −n− 1.

4) åÓÌÉ r 6 −n − 1, ÔÏ H

n

(Pn;OPn(r)) = 0 ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ �ÒÏ-

ÓÔÒÁÎÓÔ×Õ ÍÏÎÏÍÏ× ÓÔÅ�ÅÎÉ −(r + n+ 1) ÏÔ T

−1

0

; : : : ; T

−1

n

(×

ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÜÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÏÄÎÏÍÅÒÎÏ �ÒÉ r = −n−1; ÍÙ
�ÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÅÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ T

−1

i

ÉÍÅÅÔ ÓÔÅ�ÅÎØ 1).
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òÅÚÕÌØÔÁÔ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ËÁË ÒÁÚ É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÓÅÒÒÏ×ÓËÉÍ Ñ×-

ÎÙÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ�.

éÚ ÓÅÒÒÏ×ÓËÉÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÌÅÇËÏ ×Ù×ÏÄÑÔÓÑ Ä×Å (ÔÁËÖÅ �ÒÉ-

ÎÁÄÌÅÖÁÝÉÅ óÅÒÒÕ) ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ ËÏÇÅÒÅÎÔ-

ÎÙÈ �ÕÞËÏ× ÎÁ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ. îÁÞÎÅÍ Ó ÔÅÏÒÅÍÙ

ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ.

úÁÄÁÞÁ 5.38. ðÕÓÔØ F | ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ �ÕÞÏË ÎÁ Pn. äÏËÁÖÉ-

ÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ H

i

(Pn;F) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÍÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ
ÎÁÄ ÏÓÎÏ×ÎÙÍ �ÏÌÅÍ.

òÅÛÅÎÉÅ. óÅÒÒÏ×ÓËÏÅ Ñ×ÎÏÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÕÔ×ÅÒ-

ÖÄÅÎÉÅ ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ �ÒÑÍÙÈ ÓÕÍÍ �ÕÞËÏ× ×ÉÄÁ OPn(s). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ,

�ÒÉ i > n ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÏÇÏ �ÕÞËÁ F :
�ÏÓËÏÌØËÕ Pn ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÁÆÆÉÎÎÙÍ ÏÔËÒÙÔÙÍ �ÏËÒÙÔÉÅÍ ÉÚ n+1

ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, H

i

(Pn;F) = 0 �ÒÉ i > n. �Å�ÅÒØ �ÒÏ×ÅÄÅÍ ÕÂÙ×ÁÀ-

ÝÕÀ ÉÎÄÕË�ÉÀ �Ï i, ËÁË × ÚÁÄÁÞÅ 5.20. ðÕÓÔØ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ

H

i+1

(Pn;G) ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÏÇÏ �ÕÞËÁ G, É
�ÕÓÔØ F | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ �ÕÞÏË. ÷ ÓÉÌÕ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ

�ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ A (ÚÁÄÁÞÁ 4.37) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞÎÁÑ �ÏÓÌÅ-

ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ �ÕÞËÏ×

0→ G → E → F → 0;

× ËÏÔÏÒÏÊ E | �ÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ �ÕÞËÏ× ×ÉÄÁ OPn(s). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ

ÔÏÞÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ:

· · · → H

i

(Pn; E)→ H

i

(Pn;F)→ H

i+1

(Pn;G)→ : : : :

÷ ÎÅÊ H

i

(Pn; E) ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ × ÓÉÌÕ óÅÒÒÏ×ÓËÏÇÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ, Á
H

i+1

(Pn;G) | �Ï �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕË�ÉÉ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ËÏ-

ÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ É H

i

(Pn;F). ÷ÓÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.

äÏËÁÚÁÎÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÏÂÏÂÝÁÅÔÓÑ ÎÁ ÌÀÂÙÅ �ÒÏ-

ÅËÔÉ×ÎÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ:

úÁÄÁÞÁ 5.39. ðÕÓÔØ F | ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ �ÕÞÏË ÎÁ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÍ

ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ H

i

(X;F) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ-
ÍÅÒÎÙÍÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ ÎÁÄ ÏÓÎÏ×ÎÙÍ �ÏÌÅÍ.
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õËÁÚÁÎÉÅ. óÍ. ÚÁÄÁÞÕ 5.29.

éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ×ÙÔÅËÁÅÔ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ËÏÎÅÞÎÏ-

ÍÅÒÎÏÓÔØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÇÌÏÂÁÌØÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ (ÓÔÁÌÏ

ÂÙÔØ, ÌÀÂÙÈ ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ) �ÕÞËÏ× ÎÁ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÍ ÍÎÏ-

ÇÏÏÂÒÁÚÉÉ.

åÝÅ ÏÄÎÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ:

úÁÄÁÞÁ 5.40. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ �ÒÏ-

ÅËÔÉ×ÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ.

òÅÛÅÎÉÅ. îÁÄÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ H

0

(X;O
X

), ÇÄÅ X | �ÒÏÅËÔÉ×-

ÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÏÓÎÏ×ÎÙÍ �ÏÌÅÍ k. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ

H

0

(X;O
X

) | ËÏÌØ�Ï; ÏÎÏ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ (ÅÓÌÉ fg = 0,

ÔÏ X = V (f) ∪ V (g); × ÓÉÌÕ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔÉ X ÏÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁ-

ÅÔ, ÞÔÏ ÌÉÂÏ f , ÌÉÂÏ g ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ) É, �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, ÏÎÏ

ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ ÎÁÄ k. ïÄÎÁËÏ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁÑ ÁÌÇÅ-

ÂÒÁ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ ÂÅÚ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÅÍ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

H

0

(X;O
X

) | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ

�ÏÌÑ k, ÏÔËÕÄÁ H

0

(X;O
X

) = k.

÷ÔÏÒÁÑ ÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ | ÔÅÏÒÅÍÁ B ÄÌÑ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ ÍÎÏ-

ÇÏÏÂÒÁÚÉÊ.

úÁÄÁÞÁ 5.41. ðÕÓÔØ F | ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ �ÕÞÏË ÎÁ Pn. äÏËÁÖÉ-

ÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ n

0

, ÞÔÏ �ÒÉ ×ÓÅÈ r > n

0

ÉÍÅ-

ÅÍ H

i

(Pn;F(r)) = 0 �ÒÉ i > 0.

õËÁÚÁÎÉÅ. åÓÌÉ F | �ÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ �ÕÞËÏ× ×ÉÄÁ OPn(s), ÔÏ ÜÔÏ

Ó ÏÞÅ×ÉÄÎÏÓÔØÀ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ óÅÒÒÁ; ÄÁÌÅÅ �ÒÉÍÅÎÉÔÅ

ÕÂÙ×ÁÀÝÕÀ ÉÎÄÕË�ÉÀ �Ï i, ËÁË × ÚÁÄÁÞÅ 5.38.

òÅÚÕÌØÔÁÔ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÔÁËÖÅ �ÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ

�ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ:

úÁÄÁÞÁ 5.42. ðÕÓÔØ F | ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ �ÕÞÏË ÎÁ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÍ

ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X ⊂ Pn. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ

n

0

, ÞÔÏ �ÒÉ ×ÓÅÈ r > n

0

ÉÍÅÅÍ H

i

(X;F(r)) = 0 �ÒÉ i > 0.

õËÁÚÁÎÉÅ. óÍ. ÚÁÄÁÞÕ 5.29.
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6. îÅËÏÔÏÒÙÅ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ

íÎÏÇÏÞÌÅÎ çÉÌØÂÅÒÔÁ

îÁÞÎÅÍ Ó ÏÂÝÅÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ F | �ÕÞÏË ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÒÏ-

ÓÔÒÁÎÓÔ× ÎÁ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å X, É �ÕÓÔØ H

i

(X;F)
ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙ �ÒÉ ×ÓÅÈ i > 0 É ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ �ÒÉ ×ÓÅÈ i≫ 0. �ÏÇÄÁ

ÜÊÌÅÒÏ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÏÊ �ÕÞËÁ F ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ

�(F) =
∑

i

(−1)ihi(X;F);

ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ h

i

(X;F) ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÁ (É ÄÁÌÅÅ ÂÕÄÅÔ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØÓÑ)

dimH

i

(X;F).

úÁÄÁÞÁ 6.1. ðÕÓÔØ

0→ F
1

→ F
2

→ F
3

→ 0

| ÔÏÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÕÞËÏ×. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ

×ÓÅÈ F
i

Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÜÊÌÅÒÏ×Á ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ �(F
i

). äÏËÁÖÉÔÅ,

ÞÔÏ �(F
1

) + �(F
3

) = �(F
2

).

úÁÄÁÞÁ 6.2. ðÕÓÔØ

0→ F
0

→ F
1

→ · · · → F
n

→ 0

| ÔÏÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÕÞËÏ×. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ

×ÓÅÈ F
i

Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÜÊÌÅÒÏ×Á ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ �(F
i

). äÏËÁÖÉÔÅ,

ÞÔÏ

∑
n

i=0

(−1)i�(F
i

) = 0.

õËÁÚÁÎÉÅ. äÌÉÎÎÕÀ ÔÏÞÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÒÅ-

ÚÁÔØ ÎÁ ËÏÒÏÔËÉÅ.

÷×ÉÄÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÜÊÌÅÒÏ×Á ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÁ × ÔÏÞ-

ÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ, ×ÙÞÉÓÌÑÔØ ÅÅ ÌÅÇÞÅ, ÞÅÍ ÇÒÕ��Ù ËÏÇÏ-

ÍÏÌÏÇÉÊ �Ï ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÏÎÁ ÎÅÓÅÔ É ÍÅÎØ-

ÛÅ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ, ÞÅÍ ÇÒÕ��Ù ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÜÊÌÅÒÏ×Á

ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ �ÒÉ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÄÅÆÏÒÍÁ�ÉÉ �ÕÞ-

ËÁ | ÚÎÁÞÉÔ, ÏÎÁ ÎÅ�ÒÉÇÏÄÎÁ ÄÌÑ ×ÙÄÅÌÅÎÉÑ ÓÌÕÞÁÅ× �ÎÅÏÂÝÅ-

ÇÏ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ�. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ
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ÓÍÙÓÌ ÉÍÅÀÔ, ËÁË �ÒÁ×ÉÌÏ, H

i

Ó ÍÁÌÙÍÉ i (ÞÁÝÅ ×ÓÅÇÏ H

0

). ðÏ-

ÜÔÏÍÕ, �ÏÄÓÞÉÔÁ× ÜÊÌÅÒÏ×Õ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ �ÕÞËÁ, ÎÅÒÅÄËÏ �ÒÉ-

ÈÏÄÉÔÓÑ ÅÝÅ ÄÕÍÁÔØ, ËÁË ÏÔ ÎÅÅ �ÅÒÅÊÔÉ Ë ÎÕÖÎÏÊ ÎÁÍ, ÓËÁÖÅÍ,

h

0

. îÉÖÅ ÍÙ ÄÌÑ ÜÔÉÈ �ÅÌÅÊ ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ B, ÇÁÒÁÎ-

ÔÉÒÕÀÝÅÊ, ÞÔÏ ÄÌÑ �ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏÄËÒÕÞÅÎÎÙÈ� �ÕÞËÏ× ÓÔÁÒÛÉÅ

ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ × ÎÕÌØ É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ h

0

= �.

ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ F | ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ �ÕÞÏË ÎÁ Pn. �ÏÇÄÁ, × ÓÉ-

ÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, ÜÊÌÅÒÏ×Á ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ �(F) ÚÁ×ÅÄÏ-
ÍÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ m 7→ �(F(m)). ÷ÓËÏÒÅ ÍÙ
�ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ ×ÓÅÇÄÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÔ m;

ÜÔÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ çÉÌØÂÅÒÔÁ �ÕÞËÁ F É

ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ PF . á �ÏËÁ, �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÑ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ

çÉÌØÂÅÒÔÁ ÄÏËÁÚÁÎÎÙÍ, ×Ù×ÅÄÅÍ ÉÚ ÎÅÇÏ (ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ) ÎÅËÏÔÏ-

ÒÙÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ.

úÁÄÁÞÁ 6.3. ðÕÓÔØ X ⊂ Pn | ÚÁÍËÎÕÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. ðÏËÁ-

ÖÉÔÅ, ÞÔÏ �(O
X

(m)) = h

0

(O
X

(m)) ÄÌÑ ×ÓÅÈ m≫ 0.

ðÕÓÔØ R | ËÏÌØ�Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× k[x

0

; : : : ; x

n

℄, ÇÄÅ x

0

; : : : ; x

n

|

ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ × Pn. éÍÅÅÍ R =

⊕
i>0

R

i

, ÇÄÅ R

i

⊂ R|

×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ÍÎÏÇÏ-

ÞÌÅÎÁÍÉ ÓÔÅ�ÅÎÉ i. ó ËÁÖÄÙÍ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍX ⊂ Pn

ÍÏÖÎÏ Ó×ÑÚÁÔØ ÉÄÅÁÌ I

X

⊂ R, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ÍÎÏÇÏ-
ÞÌÅÎÁÍÉ, ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÍÉÓÑ × ÎÕÌØ ÎÁ X. ðÏÓËÏÌØ-

ËÕ ÉÄÅÁÌ I

X

�ÏÒÏÖÄÅÎ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ, ÏÎ É ÓÁÍ

ÏÄÎÏÒÏÄÅÎ, ÉÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, I

X

=

∑
i

(I

X

∩ R
i

). óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎ-

ÎÏ, ÆÁËÔÏÒËÏÌØ�Ï R

X

= R=I

X

ÂÕÄÅÔ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ: ×Ù�ÏÌ-

ÎÅÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï R

X

=

⊕
(R

X

)

i

, ÇÄÅ (R

X

)

i

= R

i

=(I

X

∩ R
i

), �ÒÉ-

ÞÅÍ R

i

R

j

⊂ R

i+j

. çÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ËÏÌØ�Ï R

X

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÄ-

ÎÏÒÏÄÎÙÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍ ËÏÌØ�ÏÍ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á X.

çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÅÇÏ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ:

dim(R

X

)

i

| ÜÔÏ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏ-

ÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅ�ÅÎÉ i, ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÈÓÑ × ÎÕÌØ ×ÓÀÄÕ ÎÁ X, × �ÒÏ-

ÓÔÒÁÎÓÔ×Å ×ÓÅÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅ�ÅÎÉ i. ÷ÙÒÁÖÁÑÓØ

ÎÁ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÍ ÑÚÙËÅ, dim(R

X

)

i

ÅÓÔØ ÞÉÓÌÏ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ,

ËÏÔÏÒÙÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X ÎÁËÌÁÄÙ×ÁÅÔ ÎÁ ÆÏÒÍÙ ÓÔÅ�ÅÎÉ i.

úÁÄÁÞÁ 6.4. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ ×ÓÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ, ÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÅ × �ÒÅÄÙ-
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ÄÕÝÅÍ ÁÂÚÁ�Å ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á.

úÁÄÁÞÁ 6.5. ðÕÓÔØ X ⊂ Pn | ÚÁÍËÎÕÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. ðÏËÁ-

ÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ m 7→ dim(R

X

)

m

�ÒÉ ×ÓÅÈ m ≫ 0 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ.

õËÁÚÁÎÉÅ. ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ ÔÏÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ

0→ I
X

(m)→ OPn(m)→ OX(m)→ 0;

ÞÔÏ dim(R

X

)

m

= h

0

(O
X

(m)) �ÒÉ ×ÓÅÈ m≫ 0.

ëÓÔÁÔÉ, ÆÕÎË�ÉÑ m 7→ dim(R

X

)

m

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÅÊ çÉÌØ-

ÂÅÒÔÁ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁX É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ h

X

(m). �ÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ �ÒÉ

ÂÏÌØÛÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ çÉÌØÂÅÒÔÁ ×ÅÄÅÔ ÓÅÂÑ ËÁË

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ É ÂÅÚ ×ÓÑËÉÈ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ.

åÓÌÉ X ⊂ Pn | ÚÁÍËÎÕÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ çÉÌØ-

ÂÅÒÔÁ �ÕÞËÁ O
X

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ çÉÌØÂÅÒÔÁ �ÏÄ-

ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ P

X

. ÷ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ

çÉÌØÂÅÒÔÁ ÉÍÅÀÔ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ; ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ,

ÞÔÏ ÅÇÏ ÓÔÅ�ÅÎØ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X, Á ÓÔÁÒ-

ÛÉÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÓÔÅ�ÅÎØ (ÞÉÓÌÏ ÔÏÞÅË

�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Ó ÏÂÝÉÍ ÌÉÎÅÊÎÙÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØ-

ÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ). üÔÏ | ×ÁÖÎÙÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÙ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X,

�ÒÉÞÅÍ ÓÔÅ�ÅÎØ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÌÏÖÅÎÉÑ X × �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔ×Ï, Á ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ | ÎÅÔ. äÒÕÇÏÊ ×ÁÖÎÙÊ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ, ÔÁËÖÅ

ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÉÊ ÏÔ ×ÌÏÖÅÎÉÑ, | ÜÔÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ

çÉÌØÂÅÒÔÁ. åÇÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÏÔ ×ÌÏÖÅÎÉÑ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ, �ÏÓËÏÌØËÕ

ÏÎ ÒÁ×ÅÎ P

X

(0) = �(X;O
X

). ðÏ ÉÓÔÏÒÉÞÅÓËÉÍ �ÒÉÞÉÎÁÍ �ÒÉÎÑÔÏ

ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÎÅ �ÒÑÍÏ ÜÊÌÅÒÏ×Õ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÏÇÏ

�ÕÞËÁ, Á ÞÉÓÌÏ p

a

(X) = (−1)dimX

(�(X;O
X

)− 1). üÔÏ ÞÉÓÌÏ ÎÁÚÙ-
×ÁÅÔÓÑ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÍ ÒÏÄÏÍ. åÓÌÉ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, X | ÎÅÏÓÏÂÁÑ

ËÒÉ×ÁÑ ÎÁÄ C, ÔÏ p
a

(X) = h

1

(O
X

) ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÞÉÓÌÏÍ ÒÕÞÅËX ËÁË

ËÏÍ�ÁËÔÎÏÊ ÒÉÍÁÎÏ×ÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ. åÓÌÉ Õ ËÒÉ×ÏÊ X ÅÓÔØ ÏÓÏ-

ÂÅÎÎÏÓÔÉ, ÎÏ �ÒÉ ÍÁÌÏÍ ÛÅ×ÅÌÅÎÉÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ X

�ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÎÅÏÓÏÂÁÑ ËÒÉ×ÁÑ, ÔÏ p

a

(X) ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÞÉÓÌÏÍ ÒÕÞÅË

ÜÔÏÊ ÎÅÏÓÏÂÏÊ ËÒÉ×ÏÊ.

�Å�ÅÒØ ÚÁÊÍÅÍÓÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ çÉÌØ-

ÂÅÒÔÁ ÄÁÎÎÏÇÏ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÏÇÏ �ÕÞËÁ F ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
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ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÂÕÄÅÔ �ÒÏ×ÅÄÅÎÏ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï ÒÁÚ-

ÍÅÒÎÏÓÔÉ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ó �ÏÍÏÝØÀ ÔÉ�ÉÞÎÏÊ Ï�Å-

ÒÁ�ÉÉ ��ÅÒÅÈÏÄ Ë ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÍÕ ÓÅÞÅÎÉÀ�.

ðÕÓÔØ ×ÏÏÂÝÅ Y ⊂ X | ÚÁÍËÎÕÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÍÎÏÇÏ-

ÏÂÒÁÚÉÑ X É F | ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ �ÕÞÏË ÎÁ X. �ÏÇÄÁ F ⊗ O
Y

|

ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ �ÕÞÏË ÎÁ X, �ÒÉÞÅÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ �ÕÞËÁ ÎÁ

X \Y ÅÓÔØ ÎÕÌÅ×ÏÊ �ÕÞÏË. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, F⊗O
Y

ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ-

×ÁÔØ ËÁË �ÕÞÏË ÎÁ O
Y

. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ �ÕÞÏË O
Y

-ÍÏÄÕÌÅÊ.

ðÕÞÏË F ⊗ O
Y

, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÊ ËÁË �ÕÞÏË O
Y

-ÍÏÄÕÌÅÊ, ÏÂÏ-

ÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÉÎÏÇÄÁ F|
Y

. åÓÌÉ F | �ÕÞÏË, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ×ÅË-

ÔÏÒÎÏÍÕ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÀ E ÎÁ X, ÔÏ F|
Y

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÅÇÏ ÏÇÒÁÎÉ-

ÞÅÎÉÀ E|
Y

. �É�ÉÞÎÙÊ �ÒÉÍÅÒ: �ÕÓÔØ X ÁÆÆÉÎÎÏ, A = k[X℄ É

I ⊂ A | ÉÄÅÁÌ ÆÕÎË�ÉÊ, ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÈÓÑ × ÎÕÌØ ÎÁ Y , F =

~

M .

�ÏÇÄÁ F ⊗O
Y

= M̃=IM .

äÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ X = Pn, Y = Pn−1

, ÜÔÁ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ ×Ù-

ÇÌÑÄÉÔ ÔÁË. ðÕÓÔØ s | ÓÅÞÅÎÉÅ �ÕÞËÁ OPn(1) (ÔÏ ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÁÑ

ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÏÔ x

0

; : : : ; x

n

), ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÎÕÌÅÊ ËÏÔÏÒÏÇÏ

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ Pn−1 ⊂ Pn.

úÁÄÁÞÁ 6.6. ðÕÓÔØ F | ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ �ÕÞÏË ÎÁ Pn. äÏËÁÖÉÔÅ,

ÞÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÏÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

F(−1) s−→ F v−→ F|Pn−1 → 0; (6.1)

× ËÏÔÏÒÏÊ s | ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ s.

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ s × ÜÔÏÊ ÔÏÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÏÎÏÍÏÒ-

ÆÉÚÍÏÍ ÂÙÔØ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÏ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ F = OPn−1
, ÔÏ ÜÔÏ ×Ï-

ÏÂÝÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÎÕÌØ), ÔÁË ÞÔÏ ÄÏ�ÏÌÎÉÔØ ÅÅ ÎÕÌÅÍ ÓÌÅ×Á ÎÅ

×ÓÅÇÄÁ ×ÏÚÍÏÖÎÏ. �ÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ��ÏÞÔÉ ×ÓÅ-

ÇÄÁ�. éÍÅÎÎÏ, ×ÅÒÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ:

äÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÏÇÏ �ÕÞËÁ F ÎÁ Pn É ÏÂÝÅÊ ÌÉ-

ÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ s ∈ H0

(OPn(1)) �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0→ F(−1) s−→ F v−→ F|Pn−1
→ 0 (6.2)

ÔÏÞÎÁ (ÚÄÅÓØ Pn−1

= V (s) ⊂ Pn).
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äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÜÔÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÎÁÍ �ÒÉÄÅÔÓÑ ÒÁÚÏ-

ÂÒÁÔØÓÑ, × ËÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÄÁÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ Ñ×ÌÑÅÔ-

ÓÑ ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÏÇÏ �ÕÞËÁ; ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ, × Ó×ÏÀ ÏÞÅ-

ÒÅÄØ, �ÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÓÏ×ÅÒÛÉÔØ ÜËÓËÕÒÓ × ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ,

Á ÉÍÅÎÎÏ, �ÏÚÎÁËÏÍÉÔØÓÑ Ó ×ÁÖÎÙÍ �ÏÎÑÔÉÅÍ �ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ

�ÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏ×�. èÏÒÏÛÁÑ ÓÓÙÌËÁ ÎÁ ÜÔÕ ÔÅÍÕ | [6, Ó. 172{177℄.

úÁÄÁÞÁ 6.7. ðÕÓÔØM | ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ËÏÌØ�ÏÍ A É a ⊂ A| ÉÄÅÁÌ.

ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ M ÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÏÄÍÏÄÕÌØ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÊ A=a, ÔÏÇÄÁ

É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ m ∈ M ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ

Ann(m) = a.

úÁÄÁÞÁ 6.8. ðÕÓÔØ M | ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ËÏÌØ�ÏÍ A. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

×ÓÑËÉÊ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÉÄÅÁÌÏ× ×ÉÄÁ Ann(m)

ÄÌÑ ×ÓÅÈ m ∈M \ {0} Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ.

òÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ÉÄÅÁÌ p = Ann(x) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ×Ï

ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÁÎÎÕÌÑÔÏÒÏ× ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÏÄÕÌÑ M ; �ÏËÁ-

ÖÅÍ, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌ p �ÒÏÓÔ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÕÓÔØ fg ∈ p, ÔÏ ÅÓÔØ

fgx = 0. îÁÍ ÎÁÄÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ f ÉÌÉ g ÌÅÖÉÔ × p. åÓÌÉ

f =∈ p, ÔÏ fx 6= 0 É Ann(fx) ⊃ Ann(x). ÷×ÉÄÕ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ

p = Ann(x) × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÁÎÎÕÌÑÔÏÒÏ× ÉÍÅÅÍ Ann(fx) = p. �ÁË

ËÁË g ∈ Ann(fx) = Ann(x), �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ g ∈ p.

úÁÄÁÞÁ 6.9. ðÕÓÔØM | ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍ ËÏÌØ-

�ÏÍ A. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏM ÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÏÄÍÏÄÕÌØ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÊ A=p,

ÇÄÅ p ⊂ A | �ÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ.

åÓÌÉ A | ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ ËÏÌØ�Ï, M | ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ A É

p ⊂ A | ÔÁËÏÊ �ÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ, ÞÔÏ M ÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÏÄÍÏÄÕÌØ, ÉÚÏ-

ÍÏÒÆÎÙÊ A=p (ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ: p = Ann(x) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ x ∈M),

ÔÏ ÇÏ×ÏÒÑÔ ÞÔÏ �ÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ p ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎ Ó ÍÏÄÕÌÅÍM . íÎÏ-

ÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ �ÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏ×, ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ Ó ÍÏÄÕÌÅÍ M ,

ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Ass(M). ëÁË ÍÙ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÌÉ, Ass(M) 6= ∅

ÄÌÑ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ M ÎÁÄ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍ ËÏÌØ�ÏÍ A.

úÁÄÁÞÁ 6.10. ðÕÓÔØ p | �ÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ × ËÏÌØ�Å A. ðÏËÁÖÉÔÅ,

ÞÔÏ Ass(A=p) = {p}.
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úÁÄÁÞÁ 6.11. ðÕÓÔØ M | ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍ ËÏÌØ�ÏÍ A.

ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

{
f ∈ A | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ M

f−→M ÎÅ ÍÏÎÏÍÏÒÆÅÎ

}
=

⋃

p∈Ass(M)

p:

õËÁÚÁÎÉÅ. åÓÌÉ f ∈ p ∈ Ass(M), ÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ f ÏÔ�ÒÁ×ÌÑÅÔ ×

ÎÕÌØ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ A=p ⊂M . ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ M

f−→M | ÎÅ

ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÏ f ∈ Ann(x) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ x 6= 0; �ÒÉÍÅÎÉÔÅ

ÚÁÄÁÞÕ 6.8.

�Å�ÅÒØ �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ ÎÁÄ

ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍ ËÏÌØ�ÏÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ �ÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁ-

ÌÏ× ËÏÎÅÞÎÏ. äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ | ÔÁËÏÊ ÆÁËÔ:

úÁÄÁÞÁ 6.12. ðÕÓÔØ

0→M

′ →M →M

′′ → 0

| ÔÏÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ ËÏÌØ�ÏÍ A. ðÏËÁÖÉÔÅ,

ÞÔÏ Ass(M) ⊂ Ass(M

′
) ∪Ass(M ′′

).

õËÁÚÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ A=p ,→ M . åÓÌÉ A=p ∩M ′
= 0, ÔÏ �ÏËÁÖÉÔÅ,

ÞÔÏ p ∈ Ass(M ′′
); ÅÓÌÉ A=p∩M ′ 6= 0, ÔÏ �ÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒ

ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÉÚ ÜÔÏÇÏ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó p.

úÁÄÁÞÁ 6.13. ðÕÓÔØ M | ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ÎÅ-

ÔÅÒÏ×ÙÍ ËÏÌØ�ÏÍ A. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÆÉÌØ-

ÔÒÁ�ÉÑ

M =M

n

⊃M
n−1

⊃ · · · ⊃M
1

⊃M
0

= 0

ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ×ÓÅ M

i

=M

i−1

ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ A=p
i

ÄÌÑ ËÁËÉÈ-ÔÏ �ÒÏÓÔÙÈ

ÉÄÅÁÌÏ× p
i

⊂ A.

õËÁÚÁÎÉÅ. óÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÍÏÄÕÌÑ M

1

∼
=

A=p
1

×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÎÅ�Õ-

ÓÔÏÔÙ Ass(M). äÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ M

2

×ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÎÅ�ÕÓÔÏÔÏÊ

Ass(M=M

1

), É Ô. Ä.

úÁÄÁÞÁ 6.14. ðÕÓÔØ M | ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ÎÅ-

ÔÅÒÏ×ÙÍ ËÏÌØ�ÏÍ A. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ass(M) ËÏÎÅÞÎÏ.

79



�Å�ÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (6.2) ÔÏÞ-

ÎÁ ÄÌÑ �ÏÞÔÉ ×ÓÅÈ s ∈ H0

(OPn(1)) (× ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É ÓÌÅ×Á).

úÁÄÁÞÁ 6.15. ðÕÓÔØ F | ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ �ÕÞÏË ÎÁ Pn, É �ÕÓÔØ

s ∈ H0

(OPn(1)). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ F(−1) s−→ F ÍÏÎÏ-

ÍÏÒÆÅÎ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ×ÓÅÈ i ∈ [0;n℄ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ
ÎÁ s=x

i

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÍÏÄÕÌÑ H

0

(An

i

;F(−1)) × ÓÅÂÑ.

úÁÄÁÞÁ 6.16. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÔÁËÉÈ

�ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ Y

1

; : : : ; Y

N

⊂ Pn, ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ ×ÓÅ-

ÇÏ Pn, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ s ∈ H0

(OPn(1)), ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÀÝÅÇÏÓÑ

ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ × ÎÕÌØ ÎÉ ÎÁ ÏÄÎÏÍ ÉÚ Y

i

, ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ F(−1) s−→ F
ÍÏÎÏÍÏÒÆÅÎ.

õËÁÚÁÎÉÅ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ p ∈ Ass(H

0

(An

i

;F(−1))) ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ

ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ V (p) ⊂ An

i

É ÅÇÏ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ × Pn.

ðÒÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ Ass(M) ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ É �ÏÂÏÌØ-

ÛÅ; × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÅÝÅ ÒÁÚ ÏÂÒÁÔÉÍÓÑ Ë ÜÔÏÊ ÔÅÍÁÔÉËÅ. á �ÏËÁ

ÞÔÏ ÄÏËÁÖÅÍ ÎÁËÏÎÅ�, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ çÉÌØÂÅÒÔÁ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ.

úÁÄÁÞÁ 6.17. ðÕÓÔØ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ r 7→ �(G(r))
ÂÕÄÅÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ �ÕÞËÏ× G ÎÁ Pn−1

. ðÏ-

ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ r 7→ �(F(r)) ÂÕÄÅÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÄÌÑ ×ÓÅÈ

ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ �ÕÞËÏ× F ÎÁ Pn.

õËÁÚÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ Pn−1 ⊂ Pn ×ÙÂÒÁÎÁ ÔÁËÉÍ

ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (6.2) ÂÙÌÁ ÔÏÞÎÁ; ÔÏÇÄÁ

�(F(r))− �(F(r − 1)) = �(F|Pn−1(r)).

ïÓÔÁÌÏÓØ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ �ÂÁÚÕ ÉÎÄÕË�ÉÉ�: ÓÌÕÞÁÊ n = 1. ÷ ÜÔÏÍ

ÓÌÕÞÁÅ ÄÌÑ �ÏÞÔÉ ×ÓÅÈ s ∈ H0

(OP1(1)) ÉÍÅÅÍ ÔÏÞÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-

ÔÅÌØÎÏÓÔØ

0→ F(−1) s−→ F v−→ G → 0;

ÇÄÅ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ �ÕÞÏË G ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ | ÎÕÌÅ

ÓÅÞÅÎÉÑ s. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ G ∼
=

G(r) ÄÌÑ ×ÓÅÈ r, ÔÁË ÞÔÏ �(G(r))
ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ r, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ r 7→ �(F(r)) | ÌÉÎÅÊÎÙÊ

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ.
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úÁÄÁÞÁ 6.18. äÏËÁÖÉÔÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ, ÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÅ ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁ-

ÔÅÌØÓÔ×Á × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÁÂÚÁ�Å.

òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ, ÏÓÏÂÏÓÔØ É ÎÅÏÓÏÂÏÓÔØ

÷ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÎÅÓËÏÌØËÏ

ÆÁËÔÏ×, ÏÔÎÏÓÑÝÉÈÓÑ Ë ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ.

âÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï ÉÚ ÎÉÈ ÈÏÒÏÛÏ ÓÏÇÌÁÓÕÅÔÓÑ Ó ÉÎÔÕÉ�ÉÅÊ, ÎÏ ÉÈ ÓÔÒÏ-

ÇÉÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÕÔÏÍÉÔÅÌØÎÙ.

îÁÞÎÅÍ Ó Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. ðÕÓÔØ X | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅ-

ÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. �ÏÇÄÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X ÎÁÚÙ-

×ÁÀÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÕÀ ÄÌÉÎÕ �Å�ÏÞÅË ×ÉÄÁ

X

0

⊂ X
1

⊂ · · · ⊂ X
n−1

⊂ X
n

= X;

ÇÄÅ ×ÓÅ X

j

| ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á É ×ÓÅ

×ËÌÀÞÅÎÉÑ ÓÔÒÏÇÉÅ (ÄÌÉÎÁ �Å�ÏÞËÉ | ÞÉÓÌÏ n). ëÁË ÏÔÍÅÞÁÌ

à.é.íÁÎÉÎ, ÜÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑÍ ÉÚ �îÁ-

ÞÁÌ� å×ËÌÉÄÁ: �ÏËÏÎÅÞÎÏÓÔØ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÅÓÔØ ÌÉÎÉÑ, ÏËÏÎÅÞÎÏÓÔØ

ÖÅ ÌÉÎÉÉ ÅÓÔØ ÔÏÞËÁ. . . �.

÷ÏÔ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ.

(1) dimPn = dimAn

= n.

(2) åÓÌÉ X | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, f | ÒÅÇÕÌÑÒÎÁÑ

ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ X É V (f) ⊂ X | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÅÅ ÎÕÌÅÊ, ÔÏ ×ÓÅ

ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ V (f) ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ dimX−1.

úÁÄÁÞÁ 6.19. ÷Ù×ÅÄÉÔÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï (1) ÉÚ Ó×ÏÊÓÔ×Á (2) É Ï�ÒÅÄÅÌÅ-

ÎÉÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ.

õËÁÚÁÎÉÅ. ðÒÏ×ÅÄÉÔÅ ÉÎÄÕË�ÉÀ �Ï n.

(3) åÓÌÉ f : X → Y | ÍÏÒÆÉÚÍ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ,

�ÒÉÞÅÍ f(X) = Y É ×ÓÅ ÓÌÏÉ f ËÏÎÅÞÎÙ, ÔÏ dimX = dimY .

�Å�ÅÒØ �ÅÒÅÊÄÅÍ Ë Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑÍ ÏÓÏÂÙÈ É ÎÅÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË.

âÕÄÅÍ ÉÓÈÏÄÉÔØ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ �ÒÉÍÅÒÁ. ðÕÓÔØ f | ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉ-

ÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ É X = V (f) ⊂ An

. �ÏÇÄÁ ÔÏÞËÁ
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p ∈ X ÂÕÄÅÔ ÎÅÏÓÏÂÏÊ, ÅÓÌÉ ÎÅ ×ÓÅ ÞÁÓÔÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÍÎÏÇÏ-

ÞÌÅÎÁ f ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ × ÎÕÌØ × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ. þÔÏÂÙ ÄÁÔØ Ï�ÒÅÄÅ-

ÌÅÎÉÑ ÄÌÑ ÏÂÝÅÇÏ ÓÌÕÞÁÑ, Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á.

éÍÅÎÎÏ, ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ Ë ÚÁÍËÎÕÔÏÍÕ

�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Õ X ⊂ An

× ÔÏÞËÅ p = (a

1

; : : : ; a

n

) ∈ X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ

ÁÆÆÉÎÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × An

, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ

n∑

i=1

(�f=�T

i

)(p)(T

i

− a
i

) = 0 (6.3)

ÄÌÑ ×ÓÅÈ f ∈ I(X) (ÞÅÒÅÚ I(X) ⊂ k[T

1

; : : : ; T

n

℄ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎ ÉÄÅÁÌ

ÆÕÎË�ÉÊ, ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÈÓÑ × ÎÕÌØ ÎÁ X).

÷ ÜÔÏÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ×ÍÅÓÔÏ �ÄÌÑ ×ÓÅÈ f ∈ I(X)� ÍÏÖÎÏ ÓËÁ-

ÚÁÔØ �ÄÌÑ ×ÓÅÈ f ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÉÄÅÁÌÁ I(X)�.

ëÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï úÁÒÉÓÓËÏÇÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ T

p

X ⊂ An

.

÷ ÎÁÛÅÍ �ÒÉÍÅÒÅ Ó ÇÉ�ÅÒ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØÀ V (f) ⊂ An

ËÁÓÁÔÅÌØ-

ÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï úÁÒÉÓÓËÏÇÏ × ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÅ ÂÕÄÅÔ ÓÏ×�ÁÄÁÔØ ÓÏ

×ÓÅÍ Pn, × ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × ÎÅÏÓÏÂÏÊ

ÔÏÞËÅ p = (a

1

; : : : ; a

n

) | ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ

(�f=�T

1

)(p)(T

1

− a
1

) + · · ·+ (�f=�T

n

)(p)(T

n

− a
n

):

õ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÅÓÔØ É ��ÒÏÅËÔÉ×-

ÎÙÊ� ×ÁÒÉÁÎÔ: ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ Ë ÚÁ-

ÍËÎÕÔÏÍÕ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Õ X ⊂ Pn × ÔÏÞËÅ p = (x

0

: · · · : x
n

) ∈ X
ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × Pn, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÓÉÓÔÅÍÏÊ

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ

n∑

i=0

(�F=�X

i

)(x

0

; : : : ; x

n

) · x
i

= 0

ÄÌÑ ×ÓÅÈ F ∈ I(X) (ÎÁ ÓÅÊ ÒÁÚ I(X) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÉÄÅ-

ÁÌ X).

é × ÜÔÏÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÍÏÖÎÏ ÂÒÁÔØ ÎÅ ×ÓÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÍÎÏÇÏ-

ÞÌÅÎÙ, ÚÁÎÕÌÑÀÝÉÅÓÑ ÎÁ X, Á ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ ÉÄÅÁ-

ÌÁ I

X

.

�áÆÆÉÎÎÏÅ� É ��ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ� Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ �ÒÏ-

ÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÙ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ: ÅÓÌÉ X ⊂ An

0

| ÚÁÍËÎÕÔÏÅ
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�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, An

0

⊂ Pn É p ∈ X, �ÒÉÞÅÍ T

p

X ⊂ An

0

| ËÁÓÁÔÅÌØ-

ÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ë X × ÔÏÞËÅ p × ÓÍÙÓÌÅ �ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ� Ï�ÒÅÄÅÌÅ-

ÎÉÑ, ÔÏ T

p

X ⊂ Pn | ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ë X × ÔÏÞËÅ p ×

ÓÍÙÓÌÅ ��ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÇÏ� Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (ÞÅÒÔÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÚÁÍÙËÁ-

ÎÉÅ × Pn).

íÏÖÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ dimT

p

X > dimX ÄÌÑ ×ÓÅÈ p ∈ X, ÇÄÅ

X | ÁÆÆÉÎÎÏÅ (ÉÌÉ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ) ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. �ÏÞËÁ p ∈ X

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÏÓÏÂÏÊ, ÅÓÌÉ dimT

p

X = dimX, É ÏÓÏÂÏÊ, ÅÓÌÉ

dimT

p

X > dimX. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÜÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÏÇÌÁÓÕÅÔÓÑ

Ó ÎÁÛÉÍ �ÒÉÍÅÒÏÍ ÇÉ�ÅÒ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ V (f) ⊂ An

.

ðÒÉ ÄÁÎÎÏÍ ÎÁÍÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÎÅÏÓÏÂÏÓÔÉ ÎÅÑÓÎÏ ÄÁÖÅ, ÎÅ

ÚÁ×ÉÓÉÔ ÌÉ ÜÔÏ �ÏÎÑÔÉÅ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ×ÌÏÖÅÎÉÑ: ×ÄÒÕÇ �ÒÉ ÏÄÎÏÍ

×ÌÏÖÅÎÉÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ × Pn ÄÁÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÂÕÄÅÔ ÏÓÏÂÏÊ, Á �ÒÉ

ÄÒÕÇÏÍ | ÎÅÏÓÏÂÏÊ? îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ Õ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×

(ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, Õ ÎÅÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË) ÅÓÔØ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ Ï�ÒÅÄÅ-

ÌÅÎÉÅ. éÍÅÎÎÏ, �ÕÓÔØ O
x

| ÌÏËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØ�Ï ÔÏÞËÉ x ÎÁ ÍÎÏ-

ÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÄÅÁÌÙ m
x

⊂ O
x

(ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÏÎ

ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÒÏÓÔËÏ× ÆÕÎË�ÉÊ, ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÈÓÑ × ÎÕÌØ × ÔÏÞËÅ x) É

m2

x

⊂ m
x

. �ÏÇÄÁ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Hom

k

(m
x

=m2

x

; k) ÎÁÚÙ×Á-

ÅÔÓÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ Ë X × ÔÏÞËÅ x É

ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ T
x

X, Á Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÅ Ë ÎÅÍÕ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï m
x

=m2

x

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ. åÓÌÉ

f : X → Y | ÍÏÒÆÉÚÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ É f(x) = y,

ÔÏ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ m
y

=m2

y

→ m
x

=m2

x

É

Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÊ Ë ÎÅÍÕ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ f∗ : TxX → T
y

Y . äÒÕÇÏÊ

(ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÊ) ×ÁÒÉÁÎÔ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔ×Á ÔÁËÏ×: T
x

X ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÊ ÉÚ O

x

× k

ÎÁÄ k�, ÇÄÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ k-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁ-

ÖÅÎÉÅ D : O
x

→ k, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ìÅÊÂÎÉ�Á:

D(fg) = f(0)D(g) + g(0)D(f). éÚ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ

ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ ÎÁ m2

x

, ÏÔËÕÄÁ �ÏÌÕÞÁÅÍ

×ÌÏÖÅÎÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÊ × Hom

k

(m
x

=m2

x

; k);

ÍÏÖÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ×ÌÏÖÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. óÏ-

ÇÌÁÓÎÏ ÎÁÛÉÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑÍ, ×ÓÑËÉÊ ÒÏÓÔÏË f ∈ m
x

Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ

ÜÌÅÍÅÎÔ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á m
x

=m2

x

É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎË�ÉÏ-

ÎÁÌ ÎÁ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÍ Ë ÎÅÍÕ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å úÁÒÉÓÓËÏ-
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ÇÏ T
x

X; ÜÔÏÔ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÏÍ ÆÕÎË�ÉÉ

(ÔÏÞÎÅÅ, ÒÏÓÔËÁ) f É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ d

x

f .

ó×ÑÚØ Ó �ÒÅÖÎÉÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á

ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. åÓÌÉ X = An

É x ∈ X, ÔÏ
T
x

X ÅÓÔØ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÁÆÆÉÎÎÏ-

ÍÕ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ An

(ÉÍÅÎÎÏ, ×ÅËÔÏÒÕ (v

1

; : : : ; v

n

) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-

ÅÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ f 7→ ∑
v

i

· (�f=�X
i

)(x)). åÓÌÉ ÔÅ�ÅÒØ

i : X ⊂ An

| ×ÌÏÖÅÎÉÅ, ÔÏ T

x

X ⊂ An

ÅÓÔØ ÁÆÆÉÎÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏ-

ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, �ÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÏÔËÌÁÄÙ×ÁÎÉÅÍ ÏÔ ÔÏÞËÉ x ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ

�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á i∗(TxX).
ðÅÒÅÞÉÓÌÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÎÕÖÎÙÅ ÎÁÍ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÏÓÏÂÙÈ É ÎÅÏÓÏÂÙÈ

ÔÏÞÅË É ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× úÁÒÉÓÓËÏÇÏ.

1. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ-

ÚÉÑ X ÏÔËÒÙÔÏ �Ï úÁÒÉÓÓËÏÍÕ É ÎÅ�ÕÓÔÏ.

2. ðÕÓÔØ I ⊂ O
X;x

| ÉÄÅÁÌ, V = V (I) | ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÅÍÕ

ÒÏÓÔÏË �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ (�ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÕÌÅÊ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ I�).

�ÏÇÄÁ I = I(V ) (ÔÏ ÅÓÔØ I Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ ×ÓÅÈ ÒÏÓÔËÏ×,

ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÈÓÑ × ÎÕÌØ ÎÁ V ) × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ

ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï T
x

V ⊂ T
x

X ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó

�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ ÑÄÅÒ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÏ× d

x

f ÄÌÑ ×ÓÅÈ f ∈ I (ÉÌÉ,
ÞÔÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ, ÄÌÑ ×ÓÅÈ f ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÏÂÒÁ-

ÚÕÀÝÉÈ ÉÄÅÁÌÁ I). [÷ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÜÔÏ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÑÄÅÒ

ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÔÒÏÇÏ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ T
x

V : ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÓÌÕÞÁÊ

X = A2

, x = (0; 0), I = (x

2

1

)℄.

3. åÓÌÉ ÔÏÞËÁ x ∈ X ÎÅÏÓÏÂÁ, ÔÏ ËÏÌØ�Ï O
X;x

ÅÓÔØ ËÏÌØ�Ï Ó

ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ.

úÁÄÁÞÁ 6.20. ðÕÓÔØ x ∈ X | ÎÅÏÓÏÂÁÑ ÔÏÞËÁ É f ∈ m
x

⊂ O
x

.

ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ d

x

f 6= 0. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ:

1. f | ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØ�Á O
x

;

2. òÏÓÔÏË �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ V = V (f) ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ (�ÒÉÍÅÎÉ-

ÔÅÌØÎÏ Ë ÒÏÓÔËÕ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔØ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÎ ÉÍÅÅÔ

ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÕ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÕ, �ÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ x) É ÎÅÏÓÏÂ ×

ÔÏÞËÅ x.
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3. I(V ) = (f).

ðÏ ÉÎÄÕË�ÉÉ ÉÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ×ÏÔ ÞÔÏ:

úÁÄÁÞÁ 6.21. ðÕÓÔØ x ∈ X {ÎÅÏÓÏÂÁÑ ÔÏÞËÁ É f

1

; : : : ; f

m

∈ m
x

.

ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÙ d

x

f

1

; : : : ; d

x

f

m

ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ-

×ÉÓÉÍÙ. �ÏÇÄÁ:

1. òÏÓÔÏË �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ V = V (f

1

; : : : ; f

n

) ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ É

ÎÅÏÓÏÂ × ÔÏÞËÅ x.

2. I(V ) = (f

1

; : : : ; f

n

).

3. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ f

1

; : : : ; f

n

ÒÅÇÕÌÑÒÎÁ.

÷ÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ. ðÕÓÔØ V

1

; : : : ; V

r

⊂ Pn | ÇÉ�ÅÒ�Ï-

×ÅÒÈÎÏÓÔÉ. âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÙ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ

×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ V

1

∩ · · · ∩ V
r

�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ �ÒÏ-

ÓÔÒÁÎÓÔ× T

x

V

1

∩ · · · ∩ T
x

V

r

ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ n − r (ÚÁÍÅÔÉÍ,

ÞÔÏ ÉÚ ÜÔÏÇÏ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ×ÓÅ V

i

ÎÅÏÓÏÂÙ × ÔÏÞ-

ËÅ x). åÓÌÉ ÇÉ�ÅÒ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ V

1

; : : : ; V

r

⊂ Pn ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÙ,

ÔÏ ÉÈ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÎÙÍ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ. ó ÔÏÞËÉ

ÚÒÅÎÉÑ �×ÎÅÛÎÅÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ� �ÏÌÎÙÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ | ÓÁÍÙÊ �ÒÏ-

ÓÔÏÊ ËÌÁÓÓ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ. îÁÛÁ ÂÌÉÖÁÊÛÁÑ �ÅÌØ |

�ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÏÌÎÏÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ X �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏ-

ÓÔÉ ÂÕÄÅÔ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÏ (ÉÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÞÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒ-

ÆÉÚÍ H

0

(Pn;OPn(t)) → H

0

(X;O
X

(t)) ÂÕÄÅÔ Ü�ÉÍÏÒÆÉÚÍÏÍ �ÒÉ

×ÓÅÈ t > 0). ÷ÏÔ ËÁË ÜÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ.

úÁÄÁÞÁ 6.22. ðÕÓÔØ X ⊂ Pn | �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ.

ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ X ÂÕÄÅÔ t-ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ (ÔÏ ÅÓÔØ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ

H

0

(Pn;OPn(t)) → H

0

(X;O
X

(t)) ÂÕÄÅÔ Ü�ÉÍÏÒÆÉÚÍÏÍ) ÔÏÇÄÁ É

ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ H

1

(Pn; I
X

(t)) = 0.

þÔÏÂÙ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ × ÚÁÎÕÌÅÎÉÉ H

1

(Pn; I
X

(t)), �ÏÓÔÒÏÉÍ ÄÌÑ

ÜÔÏÇÏ �ÕÞËÁ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÕ. üÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÔÁË. ðÕÓÔØ F

i

| ÕÒÁ×-

ÎÅÎÉÅ ÇÉ�ÅÒ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ V

i

(�ÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ F

i

ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ), É �ÕÓÔØ d

i

= degF

i

= deg V

i

. þÅÒÅÚ

s

i

: OPn(t)→ OPn(t+ d

i

)
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ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÙÊ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ F

i

(ÄÌÑ ÒÁÚ-

ÎÙÈ t ÜÔÏ ÒÁÚÎÙÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ, ÎÏ ÏÔ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÍÙ ÉÈ ÏÂÏÚÎÁ-

ÞÉÍ ÏÄÉÎÁËÏ×Ï, �ÕÔÁÎÉ�Ù ÎÅ ×ÏÚÎÉËÎÅÔ). ðÏÌÏÖÉÍ E
0

= OPn É

E
i

=

⊕
16j

1

<j

2

<···<j
i

6r Lj1;:::;ji , ÇÄÅ Lj1;:::;ji = OPn(−dj
1

− · · · − d
j

i

),

É �ÏÓÔÒÏÉÍ ËÏÍ�ÌÅËÓ

0→ E
r

→ E
r−1

→ · · · → E
0

→ 0; (6.4)

× ËÏÔÏÒÏÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÙ ÕÓÔÒÏÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ëÁ-

ÖÄÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ E
i

× E
i−1

ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒÏÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚ-

ÍÏ× ÉÚ L
j

1

;:::;j

i

× L
t

1

;:::;t

i−1

. �ÁË ×ÏÔ, ÜÔÏÔ ÎÁÂÏÒ ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË: ÇÏ-

ÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ L
j

1

;:::;j

i

× L
j

1

;:::;

b

j

t

;:::;j

i

(ËÒÙÛËÁ ÎÁÄ ÉÎÄÅËÓÏÍ ÏÚÎÁÞÁ-

ÅÔ, ÞÔÏ ÏÎ Ï�ÕÓËÁÅÔÓÑ) ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ (−1)t−1

s

j

t

, Á ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÉÚ

L
j

1

;:::;j

i

× L
t

1

;:::;t

i−1

, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (t

1

; : : : ; t

i−1

)

ÎÅ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÕÄÁÌÅÎÉÅÍ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÉÚ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ

(j

1

; : : : ; j

i

), ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ.

úÁÄÁÞÁ 6.23. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏ, ÞÔÏ �ÏÌÕÞÉÌÏÓØ, ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÏÍ.

úÁÄÁÞÁ 6.24. ðÕÓÔØ x ∈ An

l

⊂ Pn. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÍ�ÌÅËÓ ÓÌÏÅ×

× ÔÏÞËÅ x

0→ (E
r

)

x

→ (E
r−1

)

x

→ · · · → (E
0

)

x

→ 0;

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ËÏÍ�ÌÅËÓÕ (6.4), ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ËÏÍ�ÌÅËÓÕ ëÏÛÕÌÑ

K·(f1; : : : ; fm), ÇÄÅ fj = F

j

=x

j

l

.

úÁÄÁÞÁ 6.25. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÍ�ÌÅËÓ (6.4) Á�ÉËÌÉÞÅÎ × ÓÔÅ�Å-

ÎÑÈ, ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ ÎÕÌÑ, É ÞÔÏ ÅÇÏ ÎÕÌÅ×ÁÑ ÇÏÍÏÌÏÇÉÑ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ

O
X

.

úÁÄÁÞÁ 6.26. ðÕÓÔØ X = V

1

∩· · ·∩V
r

⊂ Pn | �ÏÌÎÏÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ

�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ H

1

(I
X

(t)) = 0 �ÒÉ

×ÓÅÈ t.

õËÁÚÁÎÉÅ. ðÏÌÏÖÉÍ E
i

(t) = K
i

. �ÏÇÄÁ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÔÏÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ-

×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0→ K
r

→ K
r−1

→ · · · → K
0

→ I
X

(r)→ 0:
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òÁÚÏÂØÅÍ ÅÅ ÎÁ ËÏÒÏÔËÉÅ:

0→ Z
0

→ K
0

→ I
X

(r)→ 0

0→ Z
1

→ K
1

→ Z
0

→ 0

0→ Z
2

→ K
2

→ Z
1

→ 0 : : :

É ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ H

i

(K

j

) = 0 �ÒÉ ×ÓÅÈ j É �ÒÉ 0 < i < n

(××ÉÄÕ ÓÅÒÒÏ×ÓËÏÇÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ).

÷ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ r = n, �ÏÌÎÏÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏ-

ÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË. �ÏÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (6.4) �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ �ÏÄ-

ÓÞÉÔÁÔØ ÉÈ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï.

úÁÄÁÞÁ 6.27. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ r = n ËÏÍ�ÌÅËÓ (6.4) Á�ÉËÌÉ-

ÞÅÎ × ÓÔÅ�ÅÎÑÈ, ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ ÎÕÌÑ, É ÞÔÏ ÅÇÏ ÎÕÌÅ×ÁÑ ÇÏÍÏÌÏÇÉÑ

ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ �ÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ �ÕÞËÏ× O
x

ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ∈ V
1

∩· · ·∩V
r

(�Õ-

ÞÏË O
x

| ÜÔÏ �ÎÅÂÏÓËÒÅÂ�, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÙÊ × ÔÏÞËÅ x: ÇÒÕ��Á

ÅÇÏ ÓÅÞÅÎÉÊ ÎÁÄ U 6∋ x ÅÓÔØ ÎÕÌØ, Á ÇÒÕ��Á ÅÇÏ ÓÅÞÅÎÉÊ ÎÁÄ U ∋ x
ÅÓÔØ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ �ÏÌÅ k).

úÁÄÁÞÁ 6.28. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÔÁÒÛÉÅ ÇÒÕ��Ù ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ �ÎÅ-

ÂÏÓËÒÅÂÁ� ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ.

õËÁÚÁÎÉÅ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÇÏ �Ï�ÏÌÎÅÎÎÙÊ ËÏÍ�ÌÅËÓ þÅÈÁ ÉÚÏ-

ÍÏÒÆÅÎ ÓÄ×ÉÇÕ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ ëÏÛÕÌÑ K

k

· (±1; : : : ;±1).

úÁÄÁÞÁ 6.29. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �(OPn(r)) =

(
n+ r

r

)
.

úÁÄÁÞÁ 6.30. ðÕÓÔØ V

1

; : : : ; V

n

| n ÛÔÕË ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÙÈ ÇÉ-

�ÅÒ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ × Pn, �ÒÉÞÅÍ deg V

i

= d

i

. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÅÒÅÓÅ-

ÞÅÎÉÅ X = V

1

∩ · · · ∩ V
n

ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ d

1

d

2

: : : d

n

ÔÏÞÅË.

òÅÛÅÎÉÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÉÓÌÏ ÔÏÞÅË X ÞÅÒÅÚ N . ðÕÓÔØ K· | ËÏÍ-

�ÌÅËÓ (6.4) �ÒÉ r = n. éÚ ÚÁÄÁÞ 6.27 É 6.28 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

�(H

0

(K·)) = N . �Å�ÅÒØ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 6.2 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ

N =

n∑

i=0

(−1)i�(E
i

): (6.5)
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÷×ÉÄÕ ÚÁÄÁÞÉ 6.29 ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅ-

ÒÅÚ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ, �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ N

× Ñ×ÎÏÍ ×ÉÄÅ. éÎÔÅÒÅÓÎÅÅ, ÏÄÎÁËÏ, ×ÍÅÓÔÏ ×ÙËÌÁÄÏË Ó ÂÉÎÏÍÉ-

ÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ �ÏÊÔÉ �Ï ÔÁËÏÍÕ �ÕÔÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ

ËÏÍ�ÌÅËÓ (6.4), × ËÏÔÏÒÏÍ �ÏÌÏÖÅÎÏ F

1

= X

d

1

1

; : : : ; F

n

= X

d

n

n

.

ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ (ÄÏËÁÖÉÔÅ!), ÞÔÏ ÏÎ ÔÁËÖÅ Á�ÉËÌÉÞÅÎ × ÓÔÅ�ÅÎÑÈ,

ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ ÎÕÌÑ, Á ÅÇÏ ÎÕÌÅ×ÁÑ ÇÏÍÏÌÏÇÉÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ

�ÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ d

1

d

2

: : : d

n

ÎÅÂÏÓËÒÅÂÏ×, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÙÈ × ÔÏÞËÅ

(1 : 0 : · · · : 0). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÅÇÏ ÜÊÌÅÒÏ×Á ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ, ËÏ-
ÔÏÒÁÑ ÔÁËÖÅ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ (6.5), ÒÁ×ÎÁ d

1

d

2

: : : d

n

. ÷ÓÅ

ÄÏËÁÚÁÎÏ.

äÏËÁÚÁÎÎÙÊ ÎÁÍÉ ÆÁËÔ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ âÅÚÕ. îÁÛÅ ÄÏ-

ËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ × ËÁËÏÍ-ÔÏ ÓÍÙÓÌÅ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÔÅÍ, ×

ËÏÔÏÒÙÈ ÇÉ�ÅÒ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ×ÙÒÏÖÄÁÀÔÓÑ. ó ÎÁÕÞÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅ-

ÎÉÑ ÕÓ�ÅÈ ÜÔÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á Ó×ÑÚÁÎ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ ÜÊÌÅÒÏ×Á ÈÁÒÁË-

ÔÅÒÉÓÔÉËÁ �ÕÞËÁ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ �ÒÉ ÅÇÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÄÅÆÏÒÍÁ�ÉÉ.

ðÏÄÒÏÂÎÅÅ �Ï ÜÔÏÍÕ �Ï×ÏÄÕ ÓÍ. ËÎÉÇÕ [7℄.

îÁËÏÎÅ�, �ÒÉÍÅÎÉÍ ÔÏÔ ÖÅ �ÒÉÅÍ ÄÌÑ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÉ ÓÔÁÒÛÅ-

ÇÏ ÞÌÅÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ.

ðÕÓÔØ X ⊂ Pn | �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, dimX = m.

íÏÖÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ (ÍÙ ÜÔÏÇÏ ÄÅÌÁÔØ ÎÅ ÂÕÄÅÍ), ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×Õ-

ÀÔ m ÛÔÕË ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÅÊ H

1

; : : : ;H

m

ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ

Z = H

1

∩ · · · ∩ H
m

∩ X ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÏ (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÅ ÓÏÄÅÒ-

ÖÉÔ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË X). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË × ÜÔÏÍ �Å-

ÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ÞÅÒÅÚ d. íÙ �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ

çÉÌØÂÅÒÔÁ P

X

(t) ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ (d=m!)t

m

. äÅÌÁÅÔÓÑ ÜÔÏ ÔÁË:

úÁÄÁÞÁ 6.31. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ËÏÍ�ÌÅËÓ �ÕÞËÏ×

0→ K
m

→ K
m−1

→ · · · → K
1

→ K
0

→ 0;

× ËÏÔÏÒÏÍ K
0

= O
X

É K
i

= O
X

(−i)(
m

i

)

, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ

Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ: × ÓÔÅ�ÅÎÉ, ÏÔÌÉÞÎÏÊ ÏÔ 0, ÏÎ Á�ÉËÌÉÞÅÎ, Á ÅÇÏ ÎÕÌÅ×ÁÑ

ÇÏÍÏÌÏÇÉÑ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ

⊕
z∈Z Oz.

úÁÄÁÞÁ 6.32. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÔÏÞÅË ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Å Z ÒÁ×ÎÏ

m∑

i=0

(−1)i
(
m

i

)
P

X

(t− i)
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ÄÌÑ ×ÓÅÈ t ∈ Z.

ïÓÔÁÌÏÓØ �ÒÉÍÅÎÉÔØ ÞÉÓÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ:

úÁÄÁÞÁ 6.33. ðÕÓÔØ P | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ ÏÄÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ. ðÏ-

ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

m∑

i=0

(−1)i
(
m

i

)
P (t− i)

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ d ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ

degP = m, É �ÒÉ ÜÔÏÍ ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ P ÒÁ×ÅÎ (d=m!)t

m

.

7. ïÂÝÅÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ

÷ÑÌÙÅ �ÕÞËÉ É ×ÑÌÙÅ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÙ

÷ÅÒÎÅÍÓÑ Ë �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ �ÕÞËÁÍ ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕ�� (ÉÌÉ ×ÅËÔÏÒ-

ÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×) ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ (ÄÌÑ Ï�ÒÅÄÅ-

ÌÅÎÎÏÓÔÉ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÍ ÄÅÌÏ Ó �ÕÞËÁÍÉ ÁÂÅÌÅ×ÙÈ

ÇÒÕ��, É �ÉÓÁÔØ �ÒÏÓÔÏ ��ÕÞÏË�).

þÔÏÂÙ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÔÅÏÒÉÀ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ

�ÕÞËÏ× ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ, ÎÁÍ �ÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ �ÏÎÑ-

ÔÉÅ ×ÑÌÏÇÏ �ÕÞËÁ. ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, �ÕÞÏË F ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å X

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÑÌÙÍ

7

, ÅÓÌÉ ×ÓÑËÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ F ÎÁÄ ×ÓÑËÉÍ ÏÔËÒÙÔÙÍ

�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ U ⊂ X �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÓÅÞÅÎÉÑ ÎÁÄ ×ÓÅÍ X.

ðÒÉ×ÅÄÅÍ �ÒÉÍÅÒÙ ×ÑÌÙÈ �ÕÞËÏ×. ÷Ï-�ÅÒ×ÙÈ, × ÎÅËÏÔÏÒÙÈ

ÓÌÕÞÁÑÈ ×ÑÌÙÍÉ ÂÕÄÕÔ �ÏÓÔÏÑÎÎÙÅ �ÕÞËÉ.

úÁÄÁÞÁ 7.1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ �ÏÓÔÏÑÎÎÙÊ �ÕÞÏË ÎÁ

Ó×ÑÚÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å X Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÑÌÙÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,

ËÏÇÄÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï X ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏ.

÷ÏÔ ×ÔÏÒÏÊ �ÒÉÍÅÒ ×ÑÌÏÇÏ �ÕÞËÁ: X | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÔÏ�Ï-

ÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, F(U) | ÇÒÕ��Á ×ÓÅÈ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ

ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ) ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ U × R. �ÏÇÄÁ F | ×ÑÌÙÊ �ÕÞÏË.

7

÷ ÒÕÓÓËÏÍ �ÅÒÅ×ÏÄÅ ËÎÉÇÉ ò.èÁÒÔÓÈÏÒÎÁ �áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ�

×ÑÌÙÅ �ÕÞËÉ ÎÁÚ×ÁÎÙ �ÌÏÓËÉÍÉ.
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óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ÒÁÚÕÍÎÏÍ �Ï-

ÓÔÒÏÅÎÉÉ ÔÅÏÒÉÉ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÓÔÁÒÛÉÅ (ÕÖ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ �ÅÒ-

×ÙÅ) ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ×ÑÌÙÈ �ÕÞËÏ× ÄÏÌÖÎÙ ÏÂÒÁÝÁÔØÓÑ × ÎÕÌØ.

úÁÄÁÞÁ 7.2. ðÕÓÔØ

0→ E i−→ F j−→ G → 0

| ÔÏÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÕÞËÏ×, × ËÏÔÏÒÏÊ �ÕÞÏË E ×ÑÌ.

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �(F)→ �(G) Ü�ÉÍÏÒÆÎÏ.
õËÁÚÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ s ∈ G(X). îÁÍ ÎÁÄÏ �ÏÄÎÑÔØ s ÄÏ ÓÅÞÅÎÉÑ

t ∈ F(X). ðÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏËÒÙ-

ÔÉÅ X =

⋂
i∈I Ui, ÞÔÏ s|

U

i

�ÏÄÎÉÍÁÅÔÓÑ ÄÏ ÓÅÞÅÎÉÑ t

i

∈ F(U
i

)

ÄÌÑ ×ÓÅÈ i ∈ I. ëÌÀÞÅ×ÏÅ ÍÅÓÔÏ ÔÁËÏ×Ï: �ÕÓÔØ s|
U

1

É s|
U

2

�ÏÄÎÉÍÁÀÔÓÑ ÄÏ t

1

É t

2

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ; ÔÏÇÄÁ s|
U

1

∪U
2

�ÏÄÎÉ-

ÍÁÅÔÓÑ ÄÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ t ∈ F(U
1

∪ U

2

). ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÕÓÔØ

u = t

1

|
U

1

∩U
2

− t

2

|
U

1

∩U
2

∈ F(U
1

∩ U
2

). åÓÌÉ u = 0, ÔÏ ×ÓÅ ÕÖÅ

ÇÏÔÏ×Ï. ÷ �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ j(u) = 0 ∈ G(U
1

∩ U
2

),

ÏÔËÕÄÁ u = i(v), ÇÄÅ v ∈ E(U
1

∩U
2

). ðÏÓËÏÌØËÕ �ÕÞÏË E ×ÑÌ, ÓÅÞÅ-
ÎÉÅ v �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÓÅÞÅÎÉÑ �v ∈ E(X). ðÏÌÏÖÉÍ t

′
2

= t

2

+ i(�v);

ÔÏÇÄÁ ÓÅÞÅÎÉÑ t

1

É t

′
2

ÓËÌÅÉ×ÁÀÔÓÑ × ÓÅÞÅÎÉÅ F ÎÁÄ U

1

∪U
2

, ÏÂÒÁÚ

ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁ×ÅÎ s|
U

1

∪U
2

.

åÓÌÉ ÂÙ �ÏËÒÙÔÉÅ ÂÙÌÏ ËÏÎÅÞÎÏ, ÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÚÁ×ÅÒÛÁ-

ÌÏÓØ ÂÙ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï ÞÉÓÌÕ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×; × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁ-

ÄÏ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÒÁÚÎÏ×ÉÄÎÏÓÔØÀ ÔÒÁÎÓÆÉÎÉÔ-

ÎÏÊ ÉÎÄÕË�ÉÉ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÌÅÍÍÏÊ ãÏÒÎÁ: ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÞÁÓÔÉÞÎÏ

Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ | �ÁÒÙ (U; t), ÇÄÅ

t ∈ F(U) É j(t) = s|
U

. . . .

âÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï ×ÓÔÒÅÞÁÀÝÉÈÓÑ × �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑÈ �ÕÞËÏ× ×ÑÌÙÍÉ

ÏÔÎÀÄØ ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ. óÌÅÄÕÀÝÉÊ �ÒÉÍÅÒ ×ÑÌÏÇÏ �ÕÞËÁ ×ÁÖÅÎ Ó

ÏÂÝÅÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ F |�ÕÞÏË ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔ×Å X. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ �ÕÞÏË C

0

(F) (�ÕÞÏË ÒÁÚÒÙ×ÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ) ÔÁË:
C

0

(F)(U) ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÅÍÅÊÓÔ× ×ÉÄÁ {s
x

}
x∈U , ÇÄÅ sx ∈ Fx

(× ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ×ÓÔÒÅÞÁ×ÛÉÈÓÑ ÎÁÍ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÈ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÊ, ÎÉ-

ËÁËÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÎÁ ×ÚÁÉÍÏÓ×ÑÚØ s

x

ÄÌÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ x ÎÅ ÎÁËÌÁÄÙ-

×ÁÅÔÓÑ). ïÞÅ×ÉÄÎÏ, C

0

(F) | ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ �ÕÞÏË, Á ÎÅ �ÒÏÓÔÏ

�ÒÅÄ�ÕÞÏË, É ÓÔÏÌØ ÖÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ �ÕÞÏË Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÑÌÙÍ.
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úÁÄÁÞÁ 7.3. ðÕÓÔØ F
1

→ F
2

| ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ �ÕÞËÏ×. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ

�Ï ÎÅÍÕ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ �ÕÞËÏ× C

0

(F
1

) → C

0

(F
2

) É

ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ. ðÕÓÔØ

0→ F
1

→ F
2

→ F
3

→ 0

| ÔÏÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÕÞËÏ×. �ÏÇÄÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0→ C

0

(F
1

)→ C

0

(F
2

)→ C

0

(F
3

)→ 0

ÔÏÖÅ ÔÏÞÎÁ (�Ï-ÕÞÅÎÏÍÕ: ÆÕÎËÔÏÒ C

0

(·) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞÎÙÍ).

äÁ×ÁÊÔÅ ÔÅ�ÅÒØ �ÏÊÍÅÍ, ËÁË ÍÏÖÎÏ ÓÔÒÏÉÔØ ÔÅÏÒÉÀ ËÏÇÏÍÏ-

ÌÏÇÉÊ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÔÅÏÒÉÑ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ (× ÔÏÍ

ÓÍÙÓÌÅ, ËÁË ÏÂßÑÓÎÅÎÏ × ÎÁÞÁÌÅ ÒÁÚÄ. 4) ÕÖÅ �ÏÓÔÒÏÅÎÁ. �ÏÇÄÁ ËÏ-

ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ �ÕÞËÏ× ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÈ

ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔ. óÎÁÞÁÌÁ | �ÏÄÇÏÔÏ×ÉÔÅÌØÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ:

úÁÄÁÞÁ 7.4. ðÕÓÔØ × ÔÏÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (�ÕÞËÏ× ÁÂÅÌÅ-

×ÙÈ ÇÒÕ�� ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å X)

0→ F → K → Z → 0

�ÕÞÏË K ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÅÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÞÔÏ H

i

(X;K) = 0 �ÒÉ ×ÓÅÈ i > 0

(ÔÁËÉÅ �ÕÞËÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ Á�ÉËÌÉÞÎÙÍÉ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ:

H

0

(X;F) = Ker(�(X;K)→ �(X;Z));
H

1

(X;F) = Coker(�(X;K)→ �(X;Z));
H

i

(X;F) = H

i−1

(X;Z) �ÒÉ i > 0.

ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ K·
| ÌÀÂÏÊ ËÏÍ�ÌÅËÓ �ÕÞËÏ× ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å

X. ó ÎÉÍ ÍÏÖÎÏ Ó×ÑÚÁÔØ ËÏÍ�ÌÅËÓ ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕ��

· · · → �(X;Ki−1

)→ �(X;Ki)→ �(X;Ki+1

)→ : : : ;

ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÙÊ �(X;K·
).

úÁÄÁÞÁ 7.5. ðÕÓÔØ F | �ÕÞÏË ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕ�� ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å

X, É �ÕÓÔØ ËÏÍ�ÌÅËÓ �ÕÞËÏ× K·
ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÕÓÌÏ-

×ÉÑÍ:
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1) Ki = 0 �ÒÉ i < 0.

2) H

0

(K·
) = F , Hi

(K·
) = 0 �ÒÉ i 6= 0 (ËÏÍ�ÌÅËÓÙ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑ-

ÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ (1) É (2), ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÁÍÉ �ÕÞ-

ËÁ F).

3) ÷ÓÅ �ÕÞËÉ Ki Á�ÉËÌÉÞÎÙ.
äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ H

i

(�(X;K·
)) = H

i

(X;F).
õËÁÚÁÎÉÅ. òÁÚÒÅÖØÔÅ ËÏÍ�ÌÅËÓ K·

ÎÁ ËÏÒÏÔËÉÅ ÔÏÞÎÙÅ �ÏÓÌÅÄÏ-

×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ

0 → F → K0 → Z1 → 0

0 → Z1 → K1 → Z2 → 0

0 → Z2 → K2 → Z3 → 0 : : :

É ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ.

ëÓÔÁÔÉ ÇÏ×ÏÒÑ, ÅÓÌÉ ÄÁÖÅ �ÕÞËÉ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÁ ÒÅ-

ÚÏÌØ×ÅÎÔÁ, ÎÅ Á�ÉËÌÉÞÎÙ, ÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀ Ï ËÏÇÏÍÏ-

ÌÏÇÉÑÈ �ÕÞËÁ F ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ Ó �ÏÍÏÝØÀ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÙÈ �ÏÓÌÅ-

ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ.

éÔÁË, ÄÌÑ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÒÁÚÕÍÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÒÅ-

ÚÏÌØ×ÅÎÔÙ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÅ ÉÚ �ÕÞËÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÚÕÍÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ

Á�ÉËÌÉÞÎÙÍÉ; × ËÁÞÅÓÔ×Å ÔÁËÏ×ÙÈ ×ÙÂÅÒÅÍ, ÒÕËÏ×ÏÄÓÔ×ÕÑÓØ ÒÅ-

ÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÚÁÄÁÞÉ 7.2, ×ÑÌÙÅ �ÕÞËÉ. á ÞÔÏÂÙ Ó Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÂÙ-

ÌÏ ÕÄÏÂÎÏ ÒÁÂÏÔÁÔØ, ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÕ ÂÕÄÅÍ ×ÙÂÉÒÁÔØ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÍ

ÏÂÒÁÚÏÍ. éÍÅÎÎÏ, ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ �ÕÞËÁ F ×ÙÂÅÒÅÍ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ

×ÌÏÖÅÎÉÅ F ,→ C

0

(F); ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÁËÔÏÒ�ÕÞÏË C

0

(F)=F , ÏÂÏ-
ÚÎÁÞÉÍ C

1

(F) = C

0

(C

0

(F)=F), É �ÕÓÔØ d

0

: C

0

(F) → C

1

(F) |
ÓË×ÏÚÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ × ÔÁËÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ:

C

0

(F) //

d

0

44C

0

(F)=F �

� //
C

1

(F):

ðÕÓÔØ C

2

(F) = C

0

(Coker d

0

), É �ÕÓÔØ d

1

: C

1

(F)→ C

2

(F) | ÔÁËÏÅ

ÓË×ÏÚÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ:

C

0

(F) d

0

//
C

1

(F) //

d

1

44Coker d

0

�

� //
C

2

(F):
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ðÒÏÄÏÌÖÁÑ × ÔÏÍ ÖÅ ÄÕÈÅ, �ÏÌÕÞÉÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ×ÑÌÙÈ

�ÕÞËÏ× É ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×:

0→ C

0

(F) d

0

−→ C

1

(F) d

1

−→ C

2

(F) d

2

−→ : : :

ëÏÍ�ÌÅËÓ C

·
(F) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÏÊ çÏÄÅÍÁÎÁ �ÕÞËÁ F .

úÁÄÁÞÁ 7.6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ �ÕÞËÏ× F
1

→ F
2

ÉÎÄÕ�ÉÒÕÅÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔ çÏÄÅÍÁÎÁ

C

·
(F

1

)→ C

·
(F

2

), ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ. ðÕÓÔØ

0→ F
1

→ F
2

→ F
3

→ 0

| ÔÏÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÕÞËÏ×. �ÏÇÄÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0→ C

·
(F

1

)→ C

·
(F

2

)→ C

·
(F

3

)→ 0

ÔÏÖÅ ÔÏÞÎÁ.

�Å�ÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÄÁÔØ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ F | �Õ-

ÞÏË ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕ�� ÎÁ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å X. �ÏÇÄÁ

ÅÇÏ i-ÔÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ H

i

(X;F) (ÉÌÉ �ÒÏÓÔÏ Hi

(F), ÅÓÌÉ
ÉÚ ËÏÎÔÅËÓÔÁ ÑÓÎÏ, Ï ËÁËÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÉÄÅÔ ÒÅÞØ) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ

ÇÒÕ��Á ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ H

i

(�(X;C

·
(F))), ÇÄÅ C ·

(F) | ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÁ

çÏÄÅÍÁÎÁ É �(X;C

·
(F)) | ËÏÍ�ÌÅËÓ ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕ��

0→ �(X;C

0

(F))→ �(X;C

1

(F))→ �(X;C

2

(F))→ : : :

åÓÌÉ ÈÏÔÑÔ �ÏÄÞÅÒËÎÕÔØ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ H

i

(X;F) ÏÔ X, ÔÏ ÅÅ ÎÁÚÙ-
×ÁÀÔ i-ÔÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á X Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎ-

ÔÁÍÉ × �ÕÞËÅ F .

úÁÄÁÞÁ 7.7. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ H

i

(X;F) ÏÂÌÁÄÁÀÔ ×ÓÅÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×Á-

ÍÉ, �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÍÉ × ÎÁÞÁÌÅ ÒÁÚÄ. 4.

õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÚÁÄÁÞÁÍÉ 7.6 É 7.2.

äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÄÁ×ÁÊÔÅ ÕÄÏÓÔÏ×ÅÒÉÍÓÑ, ÞÔÏ ×ÓÅ ×ÑÌÙÅ �ÕÞËÉ ÄÅÊ-

ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ Á�ÉËÌÉÞÎÙ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÁËÉÍ �ÒÏÓÔÙÍ

ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ:
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úÁÄÁÞÁ 7.8. ðÕÓÔØ

0→ F
1

→ F
2

→ F
3

→ 0

| ÔÏÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÕÞËÏ×, × ËÏÔÏÒÏÊ �ÕÞËÉ F
1

É F
2

×ÑÌÙÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ É �ÕÞÏË F
3

×ÑÌ.

�Å�ÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÏÂÒÁÔØÓÑ Ó ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÍÉ ×ÑÌÙÈ �ÕÞËÏ×:

úÁÄÁÞÁ 7.9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÑËÉÊ ×ÑÌÙÊ �ÕÞÏË Á�ÉËÌÉÞÅÎ.

õËÁÚÁÎÉÅ. òÁÚÒÅÖØÔÅ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÕ çÏÄÅÍÁÎÁ ×ÑÌÏÇÏ �ÕÞËÁ ÎÁ ËÏ-

ÒÏÔËÉÅ ÔÏÞÎÙÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ËÁË × ÚÁÄÁÞÅ 7.4. äÁÌÅÅ ×ÏÓ-

�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÚÁÄÁÞÁÍÉ 7.2 É 7.8.

÷ÏÔ �ÅÒ×ÏÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ, ÉÍÅÀÝÅÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ Ë ÒÅÁÌØÎÏÊ ÖÉÚÎÉ:

úÁÄÁÞÁ 7.10. ðÕÓÔØ F | ÔÁËÏÊ �ÕÞÏË ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å X, ÞÔÏ

F
x

6= 0 ÄÌÑ ÏÄÎÏÊ-ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ X (ÉÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ,

F | ÎÅÂÏÓËÒÅÂ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ H

i

(X;F) = 0 �ÒÉ i > 0.

îÁÛÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ �ÅÌØ | ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ �ÕÞ-

ËÏ× ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ ÏÂÝÅÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÇÏ-

ÍÏÌÏÇÉÊ ÓÏÇÌÁÓÕÅÔÓÑ Ó Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ-×ÒÅÍÑÎËÏÊ ÉÚ ÒÁÚÄ. 5.

óÎÁÞÁÌÁ ÄÁÄÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ f : Y → X |

ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ É F | �ÕÞÏË ÎÁ Y . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÅÄ-

�ÕÞÏË ÎÁ X, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ U 7→ F(f−1

(U)); ÏÞÅ×ÉÄÎÏ,

ÞÔÏ ÜÔÏÔ �ÒÅÄ�ÕÞÏË Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÕÞËÏÍ. ðÏÌÕÞÅÎÎÙÊ �ÕÞÏË ÎÁÚÙ-

×ÁÅÔÓÑ �ÒÑÍÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ F ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f É ÏÂÏ-

ÚÎÁÞÁÅÔÓÑ f∗F .
ðÒÑÍÙÅ ÏÂÒÁÚÙ ÉÇÒÁÀÔ ×ÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ × ÔÅÏÒÉÉ �ÕÞËÏ×, ÎÏ ÎÁÍ

ÏÎÉ �ÏÔÒÅÂÕÀÔÓÑ ÄÌÑ ×ÅÓØÍÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ �ÅÌÅÊ. éÍÅÎÎÏ, �ÕÓÔØ

F | �ÕÞÏË ÎÁ X É U = {U
i

}
16i6N | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ �Ï-

ËÒÙÔÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á X. ó ÜÔÉÍ �ÏËÒÙÔÉÅÍ ÍÏÖÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ

ÏÂÒÁÚÏÍ Ó×ÑÚÁÔØ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÕ F .
äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÉÎÄÅËÓÏ× 1 6 i

0

< · · · < i

r

6 N �Ï-

ÌÏÖÉÍ U

i

0

;:::;i

r

= U

i

0

∩ · · · ∩ U
i

r

É F
i

0

;:::;i

r

= i∗(F|U
i

0

;:::;i

r

), ÇÄÅ

i : U

i

0

;:::;i

r

→ X | ×ÌÏÖÅÎÉÅ. äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ r ∈ [0;N ℄ �ÏÌÏ-

ÖÉÍ Fr(U) = ⊕
16i

0

<···<i
r

6NFi
0

;:::;i

r

. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ
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d

r

: Fr(U)→ Fr+1

(U) ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ÷ÓÑËÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ s �ÕÞËÁ

Fr(U) ÎÁÄ ÏÔËÒÙÔÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ V ⊂ X ÅÓÔØ, �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ,

ÎÁÂÏÒ ÓÅÞÅÎÉÊ s

i

0

;:::;i

r

∈ F(U
i

0

∩ · · · ∩ U
i

r

∩ V ). ðÏÌÏÖÉÍ ÔÅ�ÅÒØ

d

r

(s)

i

0

;:::;i

r+1

=

r+1∑

�=0

(−1)�s
i

0

;:::;

b

i

�

;:::;i

r+1

|
U

i

0

;:::;i

r+1

∩V :

(ÛÌÑ�ËÁ ÎÁÄ ÉÎÄÅËÓÏÍ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÉÎÄÅËÓ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ

Ï�ÕÝÅÎ).

úÁÄÁÞÁ 7.11. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÕÞËÏ× É ÇÏ-

ÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×

0→ F0

(U)
d

0−→ F1

(U)
d

1−→ : : :

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÏÊ �ÕÞËÁ F .

õËÁÚÁÎÉÅ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ X ËÏÍ�ÌÅËÓ

0 → F
x

→ F0

(U)
x

→ F1

(U)
x

→ : : : ÂÕÄÅÔ ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍ; ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ, ×

Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÚÁÆÉËÓÉÒÕÊÔÅ ËÁËÏÅ-ÎÉÂÕÄØ i ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ U

i

∋ x, É
ÄÅÊÓÔ×ÕÊÔÅ �Ï ÏÂÒÁÚ�Õ ÚÁÄÁÞÉ 5.5.

úÁÄÁÞÁ 7.12. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÍ�ÌÅËÓ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×

�(X;F ·
(U)) ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ËÏÍ�ÌÅËÓÕ þÅÈÁ C ·

(U;F).

éÔÁË, ××ÉÄÕ ÚÁÄÁÞÉ 7.4, ÞÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÏ×�ÁÄÅÎÉÅ ËÏÇÏÍÏ-

ÌÏÇÉÊ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ �ÕÞËÏ× ÎÁ Ë×ÁÚÉ�ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ

ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ, ×ÙÞÉÓÌÅÎÎÙÈ �Ï þÅÈÕ É Ó �ÏÍÏÝØÀ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔ

çÏÄÅÍÁÎÁ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ H

m

(X; i∗F) = 0 �ÒÉ m > 0,

ÇÄÅ i : U ,→ X | ×ÌÏÖÅÎÉÅ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á

U ×X É F |ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ �ÕÞÏË ÎÁ U . ëÌÀÞÅ×ÏÊ ÍÏÍÅÎÔ ÚÄÅÓØ |

ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ H

m

(X;F) = 0 �ÒÉ m > 0, ÇÄÅ F | Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔ-

ÎÙÊ �ÕÞÏË ÎÁ ÁÆÆÉÎÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X (�ÔÅÏÒÅÍÁ A� × ÎÏ×ÏÍ

ÏÂÌÉÞØÅ!); ÏÓÔÁÌØÎÏÅ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÎÅÓÌÏÖÎÙÍÉ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍÉ ÒÅ-

ÄÕË�ÉÑÍÉ. äÁ×ÁÊÔÅ ÎÁ ÔÅÏÒÅÍÅ A ÄÌÑ ÎÁÞÁÌÁ É ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÉÍÓÑ.

éÚÌÏÖÉÍ �ÌÁÎ ÅÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á.

úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ X; �ÕÓÔØ A = k[X℄.

óÒÅÄÉ ×ÓÅÈ A-ÍÏÄÕÌÅÊ ÍÏÖÎÏ ×ÙÄÅÌÉÔØ ËÌÁÓÓ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÈ

ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ (Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÍ. ÎÉÖÅ), ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ ÓÌÅ-

ÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:
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1) ÷ÓÑËÉÊ A-ÍÏÄÕÌØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄÍÏÄÕÌÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÎßÅË-

ÔÉ×ÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ.

2) åÓÌÉ I | ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ, ÔÏ Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ �Õ-

ÞÏË

~

I ×ÑÌ.

éÚ ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ × ÎÕÌØ ÓÔÁÒÛÉÈ ËÏÇÏÍÏ-

ÌÏÇÉÊ (Ë×ÁÚÉ)ËÏÇÅÒÅÎÔÎÏÇÏ �ÕÞËÁ F ÎÁ X ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ.

÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÕÓÔØ F =

~

M , ÇÄÅ M | A-ÍÏÄÕÌØ. ÷ÌÏÖÉÍ M

× ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ I

0

, ÚÁÔÅÍ ×ÌÏÖÉÍ I

0

=M = Z

1

× ÉÎß-

ÅËÔÉ×ÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ I

1

, ÚÁÔÅÍ ×ÌÏÖÉÍ I

1

=Z

1

× ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÊ ÍÏ-

ÄÕÌØ I

2

, É Ô. Ä. ÷ ÉÔÏÇÅ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ËÏÍ�ÌÅËÓ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÈ ÍÏ-

ÄÕÌÅÊ 0 → I

0 → I

1 → I

2 → : : : , Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÏÊ ÍÏ-

ÄÕÌÑ M . óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ËÏÍ�ÌÅËÓ Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ �ÕÞËÏ×

0 → ~

I

0 → ~

I

1 → ~

I

2 → : : : Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÑÌÏÊ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÏÊ �ÕÞËÁ F ;
ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, H

i

(X;F) = H

i

(�(

~

I

·
)) = H

i

(I

·
), ÞÔÏ �Ï �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ

ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ �ÒÉ i > 0.

éÎßÅËÔÉ×ÎÙÅ ÍÏÄÕÌÉ É ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÅ ÏÂÏÌÏÞËÉ

ðÒÉÓÔÕ�ÉÍ Ë ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÀ ÎÁÍÅÞÅÎÎÏÇÏ �ÌÁÎÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅ-

ÏÒÅÍÙ A. îÁÞÎÅÍ ÓÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÍÁÔÅÒÉÁÌÁ: Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÎß-

ÅËÔÉ×ÎÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ É ×ÌÏÖÅÎÉÅ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ × ÉÎßÅËÔÉ×-

ÎÙÊ (ËÓÔÁÔÉ, ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÅ ÍÏÄÕÌÉ ÎÕÖÎÙ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁ-

ÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ A; ÏÎÉ ×ÁÖÎÙ É ×Ï ÍÎÏÇÉÈ ÄÒÕÇÉÈ ×Ï�ÒÏÓÁÈ).

ðÕÓÔØ A | ËÏÌØ�Ï (ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ É Ó

ÅÄÉÎÉ�ÅÊ, ÈÏÔÑ ×ÓÑ ÔÅÏÒÉÑ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÑÅÔÓÑ É

ÎÁ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÅ ËÏÌØ�Á), É �ÕÓÔØ I | ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ A. çÏ×Ï-

ÒÑÔ, ÞÔÏ ÍÏÄÕÌØ I ÉÎßÅËÔÉ×ÅÎ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÔÒÏÊËÉ (M;N; f),

ÇÄÅ N Ñ×ÌÑÅÔÓÑ A-ÍÏÄÕÌÅÍ, M ⊂ N Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÇÏ �ÏÄÍÏÄÕÌÅÍ, É

f : M → I | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ f ÎÁ ÍÏÄÕÌØ

N (Ó�ÌÏÛÎÙÍÉ ÓÔÒÅÌËÁÍÉ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÙ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ, ÄÁÎÎÙÅ �Ï

ÕÓÌÏ×ÉÀ, �ÕÎËÔÉÒÎÙÍÉ | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ, ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ËÏÔÏ-

ÒÙÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔÓÑ):

M

�

� //

f

��

N

~~|
|

|
|

I

(7.1)
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ðÏ-ÄÒÕÇÏÍÕ ÜÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÔÁË: ÅÓÌÉ

N | ÌÀÂÏÊ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ A É M ⊂ N | ÌÀÂÏÊ ÅÇÏ �ÏÄÍÏÄÕÌØ, ÔÏ

ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ Hom

A

(N; I) → Hom

A

(M; I) ÓÀÒßÅË-

ÔÉ×ÅÎ.

îÁÞÎÅÍ Ó �ÒÏÓÔÙÈ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ Ó×ÏÊÓÔ× ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÈ ÍÏÄÕ-

ÌÅÊ.

úÁÄÁÞÁ 7.13. ðÕÓÔØ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ I Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄÍÏÄÕÌÅÍ

ÍÏÄÕÌÑM . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ I ×ÙÄÅÌÑÅÔÓÑ ×M �ÒÑÍÙÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍ.

úÁÄÁÞÁ 7.14. ðÕÓÔØ ÍÏÄÕÌØ I Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ Ó×ÏÉÈ �ÏÄ-

ÍÏÄÕÌÅÊ I

1

É I

2

. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ I ÉÎßÅËÔÉ×ÅÎ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏ-

ÇÄÁ, ËÏÇÄÁ I

1

É I

2

ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙ.

éÚ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �ÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ

ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÔÁËÖÅ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÁ. äÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÓÅ-

ÍÅÊÓÔ×Á ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÜÔÏ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅ×ÅÒÎÏ.

úÁÄÁÞÁ 7.15. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÑÍÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ (×

ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ!) ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÔÁË-

ÖÅ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏ.

�Å�ÅÒØ �ÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÂÏÌÅÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÙÍ ×ÅÝÁÍ.

úÁÄÁÞÁ 7.16. ðÕÓÔØ A = Z, ÔÁË ÞÔÏ A-ÍÏÄÕÌØ | ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ,

ÞÔÏ ÁÂÅÌÅ×Á ÇÒÕ��Á. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÁÑ ÁÂÅÌÅ×Á

ÇÒÕ��Á I ÄÅÌÉÍÁ (ÔÏ ÅÓÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ nx = a ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ × I ÄÌÑ

×ÓÅÈ a ∈ I É n ∈ Z \ {0}).

õËÁÚÁÎÉÅ. ðÏÌÏÖÉÔÅ N = Z, M = nZ × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏ-

ÇÏ ÍÏÄÕÌÑ.

ïÂÒÁÔÎÏ, ×ÓÑËÁÑ ÄÅÌÉÍÁÑ ÁÂÅÌÅ×Á ÇÒÕ��Á ÉÎßÅËÔÉ×ÎÁ, ËÁË ÜÔÏ

×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ Ä×ÕÈ ÚÁÄÁÞ:

úÁÄÁÞÁ 7.17. ðÕÓÔØ M | ÁÂÅÌÅ×Á ÇÒÕ��Á, N ⊂ M | �ÏÄÇÒÕ�-

�Á, É f : N → I | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ × ÄÅÌÉÍÕÀ ÁÂÅÌÅ×Õ ÇÒÕ��Õ I.

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ z ∈ M \N ÍÏÖÎÏ �ÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÇÏÍÏ-

ÍÏÒÆÉÚÍ f ÎÁ �ÏÄÇÒÕ��Õ × M , �ÏÒÏÖÄÅÎÎÕÀ N É z
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úÁÄÁÞÁ 7.18. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ÄÅÌÉÍÁÑ ÁÂÅÌÅ×Á ÇÒÕ��Á ÉÎß-

ÅËÔÉ×ÎÁ.

õËÁÚÁÎÉÅ. óÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÁÎÁ ×

�ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÚÁ×ÅÒÛÉÔØ ÒÁÓÓÕÖÄÅ-

ÎÉÅ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÌÅÍÍÙ ãÏÒÎÁ ÉÌÉ ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ ÅÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÁ.

òÅÚÕÌØÔÁÔ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÏÂÏÂÝÁÅÔÓÑ Ó Z ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØ-

ÎÏÅ ËÏÌØ�Ï ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

úÁÄÁÞÁ 7.19. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A-ÍÏÄÕÌØ I ÉÎßÅËÔÉ×ÅÎ ÔÏÇÄÁ É

ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ a ⊂ A É ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ

f : a → I ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ m ∈ I, ÞÔÏ f(a) = am ÄÌÑ

×ÓÅÈ a ∈ a.

õËÁÚÁÎÉÅ. õÓÌÏ×ÉÅ ÎÁ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ f ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÏÎ

�ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ A→ I. äÁÌÅÅ ÉÍÉÔÉÒÕÊÔÅ ÒÅÛÅ-

ÎÉÅ ÚÁÄÁÞ 7.17 É 7.18.

ðÒÉ×ÅÄÅÍ ËÒÁÓÉ×ÙÊ �ÒÉÍÅÒ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ. ðÕÓÔØ k |

�ÏÌÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÎÕÌØ, A = k[x

1

; : : : ; x

n

℄ (ËÏÌØ�Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅ-

ÎÏ×). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ A-ÍÏÄÕÌØ I, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁ-

ÚÏÍ. ëÁË ÁÂÅÌÅ×Á ÇÒÕ��Á I | ÜÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ËÏÌØ�Ï A, ÎÏ

ÄÅÊÓÔ×ÉÅ A ÎÁ I Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÁË: ÅÓÌÉ f ∈ A É m ∈ I, ÔÏ

f ·m = f(�=�x

1

; : : : ; �=�x

n

) ·m (ÉÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, f ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ m

ËÁË ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ Ó �ÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁ-

ÍÉ). íÏÄÕÌØ I ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÏÄÕÌÅÍ ÏÂÒÁÔÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ íÁËÏÌÅÑ.

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÍÏÄÕÌØ M ÉÎßÅËÔÉ×ÅÎ ÎÁÄ A.

äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ

�ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ (7.1) ÌÉÛØ × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÍÏ-

ÄÕÌÉ M É N ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎÙ: × ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, × ×ÉÄÕ ÚÁÄÁ-

ÞÉ 7.19 É ÕËÁÚÁÎÉÑ Ë ÎÅÊ, ÍÏÖÎÏ ÄÁÖÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÓÌÕÞÁÅÍ

N = A, M = a (ÉÄÅÁÌ × A), Á �ÏÓËÏÌØËÕ ËÏÌØ�Ï A ÎÅÔÅÒÏ-

×Ï, a Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ A-ÍÏÄÕÌÅÍ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÔÅ-

�ÅÒØ m = (x

1

; : : : ; x

n

) ⊂ A. üÔÏÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ ÓÙÇÒÁÅÔ

ÏÓÎÏ×ÎÕÀ ÒÏÌØ × ÎÁÛÉÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÈ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ �ÒÉ �ÒÏ×ÅÒ-

ËÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÓÌÕÞÁÅÍ, ËÏÇÄÁ

(ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÅ) M É N ÁÎÎÕÌÉÒÕÀÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÅ�Å-

ÎØÀ m. üÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÔÁË. ÷Ï-�ÅÒ×ÙÈ:
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úÁÄÁÞÁ 7.20. ðÕÓÔØ M | ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ É

f : M → I | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f(mr

M) = 0 ÄÌÑ ÎÅ-

ËÏÔÏÒÏÇÏ r > 0.

õËÁÚÁÎÉÅ. óÔÅ�ÅÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ ÏÂÒÁÚÁÍÉ ËÏÎÅÞÎÏÊ

ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÍÏÄÕÌÑ M , ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ × ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔÉ.

÷Ï-×ÔÏÒÙÈ:

úÁÄÁÞÁ 7.21. ðÕÓÔØ M ⊂ N | ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÅ A-ÍÏÄÕÌÉ.

ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ r > 0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ s > 0, ÞÔÏ

ms

N ∩M ⊂ mr

M .

òÅÛÅÎÉÅ. ðÒÉ×ÏÄÉÍÏÅ ÎÉÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ×ÚÑÔÏ ÉÚ ËÎÉÇÉ [1℄. òÅ-

ÚÕÌØÔÁÔ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ | ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ �ÌÅÍÍÙ áÒÔÉÎÁ-òÉÓÁ�

(ÓÍ. [1, �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 10.9℄).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ËÏÌØ�Ï

^

A = A ⊕ m ⊕ m2 ⊕ : : : É
ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ

^

A-ÍÏÄÕÌØ

^

N = N ⊕mN ⊕m2

N ⊕ : : : , ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ
^

A ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÅÓÌÉ F ∈ (

^

A)

d

= md

| ÏÄÎÏ-

ÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ d É y ∈ (

^

N)

r

= mr

N , ÔÏ fy ∈ mr+d

N

ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔ (

^

N)

r+d

. �ÁË ËÁË ËÏÌØ�Ï A ÎÅÔÅÒÏ×Ï

É N | ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ, ÔÏ

^

A| ÎÅÔÅÒÏ×Ï ËÏÌØ�Ï

É

^

N ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎ ÎÁÄ

^

A. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ

�ÏÄÍÏÄÕÌØ

⊕
i>0

(mi

N ∩M) ⊂ ^

N ÔÁËÖÅ ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎ. ÷Ù-

ÂÅÒÅÍ × ÎÅÍ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ. �ÏÇÄÁ

ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ s > r + Æ, ÇÄÅ Æ | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÓÔÅ�ÅÎØ ÏÂÒÁÚÕÀ-

ÝÉÈ.

ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ M ⊂ N | ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÅ A-ÍÏÄÕÌÉ É

F : M → I | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ. ÷ÙÂÅÒÅÍ r ËÁË × ÚÁÄÁÞÅ 7.20, Á ÚÁ-

ÔÅÍ, �Ï ÜÔÏÍÕ r, ×ÙÂÅÒÅÍ s ËÁË × ÚÁÄÁÞÅ 7.21. �ÏÇÄÁ ÉÍÅÅÍ ×ÌÏ-

ÖÅÎÉÅ M=(ms

N ∩M) ,→ N=ms

N , ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ f �ÒÏ�ÕÓËÁÅÔÓÑ

ÞÅÒÅÚ M=(ms

N ∩M), É ÏÂÁ ÍÏÄÕÌÑ M=(ms

N ∩M) É N=ms

N ÁÎ-

ÎÕÌÉÒÕÀÔÓÑ ms

; ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÉ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ f Ó M ÎÁ N É

Ó M=(ms

N ∩M) ÎÁ N=ms

N ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ. ðÏÜÔÏÍÕ ÂÕÄÅÍ ÄÁÌÅÅ

ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ M É N ÁÎÎÕÌÉÒÕÀÔÓÑ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÓÔÅ�ÅÎØÀ m. äÏ-

ÓÔÁÔÏÞÎÏ, ËÁË ×ÏÄÉÔÓÑ, �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ �ÒÏÄÏÌÖÉÔØ f ÎÁ

M + Az, ÇÄÅ z ∈ N \M . ðÕÓÔØ a = { a ∈ A | az ∈ M }. ëÁË É ×
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ÚÁÄÁÞÅ 7.19, ×ÓÅ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÀ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ a → I

ÄÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ A→ I.

úÁÄÁÞÁ 7.22. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ms ⊆ a ⊂ A ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ �ÅÌÏ-

ÇÏ s, É ×Ù×ÅÄÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÆÉÌØ-

ÔÒÁ�ÉÑ

A = a
0

⊃ a
1

⊃ · · · ⊃ a
l

= a;

ÞÔÏ a
j

=a
j+1

ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ k = A=m ËÁË A-ÍÏÄÕÌÉ ÄÌÑ ×ÓÅÈ j.

óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ×ÓÅ Ó×ÅÌÏÓØ Ë �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÀ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ Ó M

ÄÏ N , ÇÄÅ N=M

∼
=

A=m.

úÁÄÁÞÁ 7.23. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÔÁËÏÇÏ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ

ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ f : m→ I

ÄÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ A→ I.

õËÁÚÁÎÉÅ. äÅÊÓÔ×ÕÊÔÅ ËÁË × ÚÁÄÁÞÅ 7.19; ÌÅÍÍÁ ãÏÒÎÁ ÎÅ �ÏÎÁ-

ÄÏÂÉÔÓÑ.

þÔÏ ÖÅ ÔÁËÏÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ m × I? õ A-ÍÏÄÕÌÑ m ÅÓÔØ

ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ x

1

; : : : ; x

n

. íÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÅÓÔØ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅ-

ÎÉÑ: x

i

·x
j

= x

j

·x
i

. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ×ÓÅ �ÒÏÞÉÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÉÈ

ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ, ÔÁË ËÁË ËÏÍ�ÌÅËÓ ëÏÛÕÌÑ K

A

· (x1; : : : ; xn) Á�ÉËÌÉÞÅÎ

× ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÑÈ. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ' : m→ I | ÜÔÏ

ÎÁÂÏÒ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× f

1

; : : : ; f

n

(ÇÄÅ f

i

= '(x

i

)), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ

ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ �f

i

=�x

j

= �f

j

=�x

i

ÄÌÑ ×ÓÅÈ i É j, Á ÅÇÏ �ÒÏÄÏÌÖÅ-

ÎÉÅ ÎÁ A | ÜÔÏ ÔÁËÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ g, ÞÔÏ �g=�x

i

= f

i

ÄÌÑ ×ÓÅÈ i.

óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÚÁÄÁÞÁ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ Ó×ÅÌÁÓØ Ë ÔÁËÏÊ: ÄÁÎÁ �ÏÌÉÎÏ-

ÍÉÁÌØÎÁÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ! =

∑
f

i

dx

i

, �ÒÉÞÅÍ d! = 0;

×ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ! = dg ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ g? óÏÇÌÁÓÎÏ

ÌÅÍÍÅ ðÕÁÎËÁÒÅ, ÏÔ×ÅÔ ÕÔ×ÅÒÄÉÔÅÌÅÎ, É ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ ÍÏÄÕÌÑ I

ÄÏËÁÚÁÎÁ.

úÁÄÁÞÁ 7.24. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÅÍÍÁ ðÕÁÎËÁÒÅ ×ÅÒÎÁ ÄÌÑ �ÏÌÉÎÏ-

ÍÉÁÌØÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ

ÎÕÌØ.

õËÁÚÁÎÉÅ. éÍÉÔÉÒÕÊÔÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï, × ËÏÔÏÒÏÍ �ÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ

ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ �Ï ÒÁÄÉÕÓÁÍ; ËÓÔÁÔÉ, ×ÅÒÎÁ ÌÉ ÌÅÍÍÁ ðÕÁÎËÁÒÅ

× ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ p?

100



÷ÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÏÂÝÅÊ ÔÅÏÒÉÉ: �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ×ÓÑËÉÊ ÍÏÄÕÌØ ÍÏÖÎÏ

×ÌÏÖÉÔØ × ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÊ.

úÁÄÁÞÁ 7.25. ðÕÓÔØ x | ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ÇÒÕ��Ù A.

ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ f : A→ R=Z, ÄÌÑ ËÏÔÏ-

ÒÏÇÏ f(x) 6= 0.

ðÕÓÔØ A | ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ ËÏÌØ�Ï É G | ÁÂÅÌÅ×Á ÇÒÕ��Á.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁÂÅÌÅ×Õ ÇÒÕ��Õ HomZ(A;G), ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ, �Ï Ï�ÒÅÄÅ-

ÌÅÎÉÀ, ÉÚ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× A ËÁË ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ÇÒÕ��Ù

× G. îÁ ÇÒÕ��Å HomZ(A;G) ××ÅÄÅÍ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ A-ÍÏÄÕÌÑ ÓÌÅÄÕÀ-

ÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÅÓÌÉ a ∈ A É f : A→ G, ÔÏ (af) : A→ G ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ

�Ï ÆÏÒÍÕÌÅ b 7→ f(ab).

úÁÄÁÞÁ 7.26. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ A-ÍÏÄÕÌÑ M É ÌÀÂÏÊ

ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ÇÒÕ��Ù G ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ

Hom

A

(M;HomZ(A;G))
∼
=

HomZ(M;G)

(× ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÔÏÑÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ A-ÍÏÄÕÌÅÊ, × �ÒÁ×ÏÊ | ÁÂÅ-

ÌÅ×ÙÈ ÇÒÕ��).

úÁÄÁÞÁ 7.27. ðÕÓÔØ ÁÂÅÌÅ×Á ÇÒÕ��Á G ÄÅÌÉÍÁ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

A-ÍÏÄÕÌØ HomZ(A;G) ÉÎßÅËÔÉ×ÅÎ.

õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ Ó×ÅÔÅ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÜÔÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ

ÇÒÕ��Á G ÉÎßÅËÔÉ×ÎÁ ËÁË Z-ÍÏÄÕÌØ.

úÁÄÁÞÁ 7.28. ðÕÓÔØ M | ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ËÏÌØ�ÏÍ A É x ∈ M |

ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ A-

ÍÏÄÕÌÅÊ f : M → HomZ(A;R=Z), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ f(x) 6= 0.

úÁÄÁÞÁ 7.29. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÑËÉÊ A-ÍÏÄÕÌØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄÍÏ-

ÄÕÌÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ.

õËÁÚÁÎÉÅ. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÚÁÄÁÞÅÊ 7.28, ×ÌÏÖÉÔÅ A-ÍÏÄÕÌØ M × �ÒÏ-

ÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ A-ÍÏÄÕÌÅÊ HomZ(A;R=Z) × ËÏÌÉÞÅÓÔ×Å, ÒÁ×ÎÏÍ ËÏÌÉ-

ÞÅÓÔ×Õ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× M .
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ðÒÅÄÙÄÕÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÏÂÅÓ�ÅÞÉ×ÁÅÔ ×ÌÏÖÅÎÉÅ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ

ÍÏÄÕÌÑ × ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÊ, ÎÏ ÜÔÏÔ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÎÅÓÕÒÁÚ-

ÎÏ ×ÅÌÉË. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ A-ÍÏÄÕÌÑ M ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É

ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÅÇÏ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÊ

ÍÏÄÕÌØ (ÏÎ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÏÊ A-ÍÏÄÕÌÑ M), É

ÔÁËÉÅ ÍÏÄÕÌÉ ÕÖÅ ÂÏÌÅÅ ÏÂÏÚÒÉÍÙ. óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÓÅÒÉÑ ÚÁÄÁÞ �Ï-

Ó×ÑÝÅÎÁ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÈ ÏÂÏÌÏÞÅË.

îÁÞÎÅÍ ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ M | A-ÍÏÄÕÌØ,

N ⊂ M | �ÏÄÍÏÄÕÌØ. çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ M Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ

ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ ÍÏÄÕÌÑ N , ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ x ∈ M ÓÕ-

ÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ a ∈ A, ÞÔÏ ax ∈ N É ax 6= 0.

úÁÄÁÞÁ 7.30. ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ �ÒÉÍÅÒ ÎÅÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ.

úÁÄÁÞÁ 7.31. ðÕÓÔØ × ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ

N

�

�

i //

f

��

M

g

~~||
||

||
||

P

×ÌÏÖÅÎÉÅ i Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ, Á ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ

f ÉÎßÅËÔÉ×ÅÎ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ É ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ g ÉÎßÅËÔÉ×ÅÎ.

úÁÄÁÞÁ 7.32. ðÕÓÔØ M | �ÏÄÍÏÄÕÌØ ÍÏÄÕÌÑ I, É �ÕÓÔØ �ÏÄÍÏ-

ÄÕÌØ E ⊆ I, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ M , Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÇÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÒÁÓÛÉ-

ÒÅÎÉÅÍ É ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ ÓÒÅÄÉ �ÏÄÍÏÄÕÌÅÊ I Ó ÜÔÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ

(�ÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÔÁËÏ×ÏÊ ×ÓÅÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ E

×ÙÄÅÌÑÅÔÓÑ �ÒÑÍÙÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍ × I.

úÁÄÁÞÁ 7.33. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Õ ×ÓÑËÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ ÅÓÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎ-

ÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ, Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÍ ÍÏÄÕÌÅÍ.

óÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÍÏÄÕÌÑ M , Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ ÉÎßÅËÔÉ×-

ÎÙÍ ÍÏÄÕÌÅÍ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÏÊ ÍÏÄÕÌÑ M .

úÁÄÁÞÁ 7.34. äÏËÁÖÉÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÈ ÏÂÏ-

ÌÏÞÅË:
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1) ðÕÓÔØ

M

�

�

i //
E

| ÉÎßÅËÔÉ×ÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ÍÏÄÕÌÑ M É

�ÕÓÔØ

M

�

�
j //

N

| ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ,

ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ f : N → E ÔÁ-

ËÏÊ, ÞÔÏ f ◦ j = i (ÉÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÉÎßÅËÔÉ×ÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ

ÍÏÄÕÌÑ M Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÇÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÒÁÓ-

ÛÉÒÅÎÉÅÍ).

2) ðÕÓÔØ

M

�

�

i //
E

| ÉÎßÅËÔÉ×ÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ÍÏÄÕÌÑ M É

�ÕÓÔØ

M

�

�
j //

I

| ×ÌÏÖÅÎÉÅ × ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ. äÏ-

ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ

f : E → I, ÞÔÏ f◦i = j (ÉÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÉÎßÅËÔÉ×ÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞ-

ËÁ ÍÏÄÕÌÑM Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍ ÅÇÏ ÉÎßÅË-

ÔÉ×ÎÙÍ ÍÏÄÕÌÅÍ).

3) åÓÌÉ

M

�

�

i

1 //
E

1

É

M

�

�

i

2 //
E

2

|Ä×Å ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÅ ÏÂÏÌÏÞ-

ËÉ ÍÏÄÕÌÑM , ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ f : E

1

→ E

2

,

ÞÔÏ f ◦ i
1

= i

2

(ÉÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÉÎßÅËÔÉ×ÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ÅÄÉÎ-

ÓÔ×ÅÎÎÁ).

éÎßÅËÔÉ×ÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ A-ÍÏÄÕÌÑ M ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ E

A

(M).

ðÒÅÄÕ�ÒÅÖÄÅÎÉÅ: ÉÎßÅËÔÉ×ÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁ Ó ÔÏÞÎÏ-

ÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ, ÎÏ ÜÔÏÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÏÔÎÀÄØ ÎÅ ÅÄÉÎ-

ÓÔ×ÅÎ, ÔÁË ÞÔÏ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÍÏÄÕÌÀ ÅÇÏ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ

ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ.

8. óÔÒÕËÔÕÒÁ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ É ÔÅÏ-

ÒÅÍÁ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ

éÎßÅËÔÉ×ÎÙÅ ÍÏÄÕÌÉ ÎÁÄ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍÉ ËÏÌØ�ÁÍÉ

÷ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÒÅÞØ ÛÌÁ ÏÂ ÏÂÝÉÈ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÈ ÉÎßÅËÔÉ×-

ÎÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ. �Å�ÅÒØ ÎÁÍ �ÏÔÒÅÂÕÀÔÓÑ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÈ ÍÏ-

ÄÕÌÅÊ ÎÁÄ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍÉ ËÏÌØ�ÁÍÉ.

úÁÄÁÞÁ 8.1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ (× ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ)

�ÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍ ËÏÌØ�ÏÍ ÔÁË-

ÖÅ ÂÕÄÅÔ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÍ ÍÏÄÕÌÅÍ.
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õËÁÚÁÎÉÅ. äÌÑ ËÏÎÅÞÎÙÈ �ÒÑÍÙÈ ÓÕÍÍ (ÎÁÄ ÌÀÂÙÍÉ ËÏÌØ�ÁÍÉ)

ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. äÁÌÅÅ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÚÁÄÁÞÅ 7.19, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ

ÒÅÛÉÔØ ÚÁÄÁÞÕ Ï �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÉÄÅÁÌÁ a ⊂ A ÄÏ

ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ËÏÌØ�Á A. ðÏÓËÏÌØËÕ ÉÄÅÁÌ ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎ, ÇÏ-

ÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ ÎÅÇÏ �ÒÏ�ÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ × ËÏÎÅÞÎÕÀ

�ÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ.

ëÓÔÁÔÉ, ×ÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ: ËÏÌØ�Ï ÎÅÔÅÒÏ×Ï ÔÏ-

ÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÌÀÂÁÑ �ÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÈ ÍÏ-

ÄÕÌÅÊ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÁ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÍ. × [2, Ó. 27, Õ�Ò. 21℄.

úÁÄÁÞÁ 8.2. ðÕÓÔØ I | ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍ

ËÏÌØ�ÏÍ A. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ I ÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÒÑÍÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ, ÉÚÏ-

ÍÏÒÆÎÏÅ E

A

(A=p) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ �ÒÏÓÔÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ p ⊂ A.
õËÁÚÁÎÉÅ. íÏÄÕÌØ I ÉÍÅÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ �ÒÏ-

ÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ (ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 6.9).

úÁÄÁÞÁ 8.3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÑËÉÊ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ

ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍ ËÏÌØ�ÏÍ A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÍÏÄÕÌÅÊ ×ÉÄÁ

E

A

(A=p), ÇÄÅ p ⊂ A | �ÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ.

õËÁÚÁÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÞÁÓÔÉÞÎÏ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÜÌÅ-

ÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ | �ÏÄÍÏÄÕÌÉ ÎÁÛÅÇÏ ÍÏÄÕÌÑ I, Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ

�ÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÍÏÄÕÌÅÊ ×ÉÄÁ E

A

(A=p
�

) ÄÌÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÒÏÓÔÙÈ

p
�

⊂ A, Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ × ÜÔÕ �ÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ, É

�ÒÉÍÅÎÉÍ Ë ÎÅÍÕ ÌÅÍÍÕ ãÏÒÎÁ; �ÒÉ �ÒÏ×ÅÒËÅ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅ-

ÓÔ×Ï ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ �ÕÓÌÏ×ÉÀ ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÏÓÔÉ�, �ÒÉÄÅÔÓÑ �ÏÌØÚÏ-

×ÁÔØÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÚÁÄÁÞÉ 8.1, Á �ÒÉ �ÒÏ×ÅÒËÅ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÍÁËÓÉ-

ÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ | ÜÔÏ ×ÅÓØ ÍÏÄÕÌØ I, �ÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ

ÚÁÄÁÞÉ 8.2.

éÚÕÞÉÍ �Ï×ÎÉÍÁÔÅÌØÎÅÅ ÍÏÄÕÌÉ E

A

(A=p) | ÓÔÒÏÉÔÅÌØÎÙÅ

ÂÌÏËÉ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓËÌÁÄÙ×ÁÀÔÓÑ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÅ ÍÏÄÕÌÉ ÎÁÄ ÎÅ-

ÔÅÒÏ×ÙÍÉ ËÏÌØ�ÁÍÉ.

úÁÄÁÞÁ 8.4. ðÕÓÔØ p | �ÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ ÎÅÔÅÒÏ×Á ËÏÌØ�Á A. ðÏËÁ-

ÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÏÄÕÌØ E

A

(A=p) ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÏÄÍÏÄÕÌÅÊ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ

A=q, ÇÄÅ q ⊂ A| �ÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ, ÏÔÌÉÞÎÙÊ ÏÔ p (ÉÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ:

Ass(E

A

(A=p)) = {p}).
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õËÁÚÁÎÉÅ. åÓÌÉ A=q ⊂ E

A

(A=p) É x ∈ A=q, ÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÎÅÎÕ-

ÌÅ×ÏÅ y, Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ ËÒÁÔÎÙÍ x, ÌÅÖÉÔ × A=p. îÁÊÄÉÔÅ Ä×ÕÍÑ

Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ Ann(y).

úÁÄÁÞÁ 8.5. ðÕÓÔØ p | �ÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ ÎÅÔÅÒÏ×Á ËÏÌØ�Á A. ðÏ-

ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ f ∈ A \ p ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ f Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Á×-

ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÍÏÄÕÌÑ E

A

(A=p).

õËÁÚÁÎÉÅ. íÏÎÏÍÏÒÆÎÏÓÔØ ×Ù×ÏÄ�ÉÔÅ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ E

A

(A=p) | ÓÕ-

ÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ A=p, Á Ü�ÉÍÏÒÆÎÏÓÔØ | ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÍÏ-

ÄÕÌØ fE

A

(A=p) ∼
=

E

A

(A=p) ÔÁËÖÅ ÉÎßÅËÔÉ×ÅÎ, É �ÕÎËÔÁ (2) ÚÁÄÁ-

ÞÉ 7.34.

þÔÏÂÙ Ä×ÉÇÁÔØÓÑ ÄÁÌØÛÅ, ÎÁÍ �ÒÉÄÅÔÓÑ ÒÁÚÏÂÒÁÔØÓÑ �Ï�Ï-

ÄÒÏÂÎÅÅ Ó ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ �ÒÏÓÔÙÍÉ ÉÄÅÁÌÁÍÉ. éÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ

Ï ÓÔÒÕËÔÕÒÅ ÍÎÏÖÅÓÔ× Ass(M), ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ, ÎÕÖÎÁ ×

ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ É ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ÎÅ ÔÏÌØËÏ

ÄÌÑ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ä×ÕÈ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ.

óÎÏ×Á ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ �ÒÏÓÔÙÅ ÉÄÅÁÌÙ

÷ÓÑ ÎÉÖÅÉÚÌÏÖÅÎÎÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÉ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÕ-

ÌÉÒÏ×ËÅ ÒÁÚ×ÉÔÁ ÄÌÑ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍ ËÏÌØ�ÏÍ A;

ÍÙ, ÏÄÎÁËÏ ÖÅ, ÂÕÄÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ A = k[X℄, ÇÄÅ X | ÁÆ-

ÆÉÎÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÜÔÉ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÄÏ ËÏÎ�Á

ÒÁÚÄÅÌÁ.

óÎÁÞÁÌÁ �ÅÒÅÓËÁÖÅÍ ÔÏ, ÞÔÏ ÍÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ ÉÚ ÒÁÚÄ. 6 �ÒÏ ÁÓ-

ÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ �ÒÏÓÔÙÅ ÉÄÅÁÌÙ, ÎÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÑÚÙËÅ (�ÏÌØ-

ÚÕÑÓØ �ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅÍ óÅÒÒÁ� ÍÅÖÄÕ ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍÉ A-

ÍÏÄÕÌÑÍÉ É ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÍÉ �ÕÞËÁÍÉ ÎÁ X | ÓÍ. ÚÁÄÁÞÉ 4.17

É 4.22).

îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅ-

ÓÔ×Ï Y ⊂ X ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ V (p) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ �ÒÏÓÔÏÇÏ ÉÄÅÁ-

ÌÁ p ⊂ A É ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ p 7→ V (p) ÚÁÄÁÅÔ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞ-

ÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ �ÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× ËÏÌØ�Á A

É ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× X. ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ F |

ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ �ÕÞÏË ÎÁ X. âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÅ ÚÁ-

ÍËÎÕÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Y ⊂ X ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÏ Ó �ÕÞËÏÍ F ,
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ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÌÏÖÅÎÉÅ O
Y

,→ F (�ÕÞÏË O
Y

ÏÂÙÞÎÙÍ ÏÂÒÁ-

ÚÏÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ËÁË O
X

-ÍÏÄÕÌØ)

8

. åÓÌÉ Y = V (p) (ÉÄÅÁÌ p

�ÒÏÓÔ) É F =

~

M , ÔÏ Y ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÏ Ó F ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,

ËÏÇÄÁ p ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎ ÓM . íÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, ÁÓÓÏ�É-

ÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ Ó F , ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Ass(F). íÙ ÚÎÁÅÍ ÉÚ ÒÁÚÄ. 6, ÞÔÏ

ÄÌÑ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ �ÕÞËÁ F ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ass(F) ËÏÎÅÞÎÏ É ÎÅ�ÕÓÔÏ.

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ F = O
Y

, ÇÄÅ Y ⊂ X | ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÅ ÚÁÍËÎÕ-

ÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÔÏ Ass(F) = {Y } (ÚÁÄÁÞÁ 6.10).
÷×ÅÄÅÍ ÔÅ�ÅÒØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ F | �ÒÏÉÚ×ÏÌØ-

ÎÙÊ �ÕÞÏË ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅX. �Ï-

ÇÄÁ ÅÇÏ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ (ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ supp(F)) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅ-

ÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ ÔÏÞÅË x ∈ X, ÞÔÏ F
x

6= 0. ÷ ÔÁËÏÊ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÎÉÞÅÇÏ

ÉÎÔÅÒÅÓÎÏÇÏ �ÒÏ ÎÏÓÉÔÅÌØ �ÕÞËÁ ÓËÁÚÁÔØ, �ÏÖÁÌÕÊ, ÎÅÌØÚÑ. ÷ÅÒ-

ÎÅÍÓÑ, ÏÄÎÁËÏ, Ë ÓÌÕÞÁÀ, ËÏÇÄÁ X | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ

ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ:

úÁÄÁÞÁ 8.6. ðÕÓÔØ Y ⊂ X | ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÅ �ÏÄÍÎÏ-

ÖÅÓÔ×Ï. þÅÍÕ ÒÁ×ÅÎ supp(O
Y

)?

úÁÄÁÞÁ 8.7. ðÕÓÔØ M | ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ É

F =

~

M . ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ supp(F) = V (Ann(M)) ⊂ X (ÉÄÅÁÌ

Ann(M) | ÜÔÏ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒ ÍÏÄÕÌÑ M , ÔÏ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ

ÜÌÅÍÅÎÔÏ× f ∈ A, ÞÔÏ fM = 0).

òÅÛÅÎÉÅ. þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ supp(F) ⊆ V (Ann(M)), ÎÁ-

ÄÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ: ÅÓÌÉ x =∈ V (Ann(M)) (ÔÏ ÅÓÔØ ÓÕÝÅÓÔ×Õ-

ÅÔ ÔÁËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f , ÞÔÏ fM = 0, ÎÏ f(x) 6= 0), ÔÏ M

x

= 0. óÄÅ-

ÌÁÊÔÅ ÜÔÏ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ (ËÏÎÅÞÎÁÑ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔØ ÍÏÄÕÌÑ M

ÎÅ �ÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ). ðÕÓÔØ, ÎÁ�ÒÏÔÉ×,M

x

= 0, É �ÕÓÔØ m

1

; : : : ;m

r

|

ÓÉÓÔÅÍÁ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÍÏÄÕÌÑ M . �ÏÇÄÁ m

i

=1 = 0 × M

x

ÄÌÑ ×ÓÅÈ i,

ÔÁË ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ f

1

; : : : ; f

r

∈ A, ÞÔÏ f
i

(x) 6= 0

É f

i

m

i

= 0. ðÏÌÏÖÉÍ f = f

1

f

2

: : : f

r

. �ÏÇÄÁ f(x) 6= 0 É f ∈ Ann(M),

ÔÏ ÅÓÔØ x =∈ V (Ann(M)). ÷ÓÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.

8

îÁÛÁ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÑ ÎÏÓÉÔ �ÕÞÅÂÎÙÊ� ÈÁÒÁËÔÅÒ: ÏÂÙÞÎÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÍÎÏ-

ÖÅÓÔ×Á Ass(F) ÓÞÉÔÁÀÔ ÎÅ ÓÁÍÉ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ × X, Á ÉÈ �ÏÂÝÉÅ ÔÏÞËÉ�

(× ÓÈÅÍÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ), É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ Ass(F) ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÁÓÓÏ�É-

ÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÔÏÞÅË �ÕÞËÁ F .
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÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÎÏÓÉÔÅÌØ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÏÇÏ �ÕÞËÁ

ÎÁ ÁÆÆÉÎÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ | ÚÁÍËÎÕÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. ÷�ÒÏ-

ÞÅÍ, ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÁÆÆÉÎÎÏÍ:

úÁÄÁÞÁ 8.8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÏÓÉÔÅÌØ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÏÇÏ �ÕÞËÁ ÎÁ

�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕ-

ÔÙÍ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ.

åÓÌÉ s ∈ F(X), ÇÄÅ F | �ÕÞÏË ÎÁ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ �ÒÏ-

ÓÔÒÁÎÓÔ×Å X, ÔÏ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ ÓÅÞÅÎÉÑ s ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï

supp s = {x ∈ X | s
x

6= 0 } (ÔÏ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÅÈ ÔÏÞÅË, ×

ËÏÔÏÒÙÈ ÒÏÓÔÏË ÓÅÞÅÎÉÑ s ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ).

úÁÄÁÞÁ 8.9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÏÓÉÔÅÌØ ÓÅÞÅÎÉÑ Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÏÇÏ

�ÕÞËÁF ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉX Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ

ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ.

õËÁÚÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ s | ÓÅÞÅÎÉÅ, Ï ËÏÔÏÒÏÍ ÉÄÅÔ ÒÅÞØ, É G |

�ÏÄ�ÕÞÏË �ÕÞËÁ F , �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÓÅÞÅÎÉÅÍ s. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

supp s = supp(G).

�Å�ÅÒØ ÚÁÊÍÅÍÓÑ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ Ass(F) (�Ï-�ÒÅÖÎÅÍÕ X |

ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ É A = k[X℄).

úÁÄÁÞÁ 8.10. ðÕÓÔØ Y ⊂ X | �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎ-

ÎÏÅ Ó ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÍ �ÕÞËÏÍ F . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Y ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ×

ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ supp(F).

õËÁÚÁÎÉÅ. åÓÌÉ G ⊂ F , ÔÏ supp(G) ⊂ supp(F).

óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÍÎÏÇÏ-

ÏÂÒÁÚÉÑ ÈÏÒÏÛÏ ÓÅÂÑ ×ÅÄÕÔ �ÒÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÉ ÎÁ ÏÔËÒÙÔÙÅ �ÏÄ-

ÍÎÏÖÅÓÔ×Á.

úÁÄÁÞÁ 8.11. ðÕÓÔØ f ∈ A, U = D(f) ⊂ X (ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ U |

ÔÁËÖÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ), É F | ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ �ÕÞÏË ÎÁ X.

ðÕÓÔØ Ass(F) = {Y
1

; : : : ; Y

r

}. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

Ass(F|
U

) = {Y
j

∩ U | Y
j

∩ U 6= ∅ } :
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òÅÛÅÎÉÅ. åÓÌÉ Y ∈ Ass(F), ÔÏ O
Y

,→ F , ÏÔËÕÄÁ O
Y

|
U

,→ F|
U

; ÅÓ-

ÌÉ Y ∩U 6= ∅, ÔÏO
Y

|
U

= O
Y ∩U ; ÜÔÉÍ ÄÏËÁÚÁÎÏ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ �⊆�. äÏ-

ËÁÖÅÍ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ F =

~

M , ÇÄÅ M | ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ

A (ÚÎÁÞÉÔ, M = F(X)), ÔÏÇÄÁ F|
U

= M̃

f

, É �ÕÓÔØ Y ∈ Ass(F|
U

)

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÎÕÌÅÊ �ÒÏÓÔÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ Ann(m=f

r

) ⊂ A

f

(�ÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ m ∈ M). îÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

�

Y ∈ Ass(F). ðÏÓËÏÌØËÕ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ f Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ
ÍÏÄÕÌÑ M

f

, ÉÍÅÅÍ Ann

A

f

(m=f

r

) = Ann

A

f

(m). ðÕÓÔØ s ∈ F(X)
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔÕ m ∈M , ÔÏÇÄÁ

Ann

A

(m) = { f ∈ A | f · s = 0 } = { f ∈ A | (f · s)|
U

= 0 } =
{ f ∈ A | f = 0 ÎÁ Y } = { f ∈ A | f = 0 ÎÁ

�

Y }:

÷ÓÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.

òÅÚÕÌØÔÁÔ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ �ÏÄ-

ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÍÏÖÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÄÌÑ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÏÇÏ

�ÕÞËÁ F ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X: ÎÁÄÏ �Ï-

ËÒÙÔØ X ÁÆÆÉÎÎÙÍÉ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ, ×ÚÑÔØ ÁÓÓÏ-

�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ × ËÁÖÄÏÍ ÉÚ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×, Á ÚÁ-

ÔÅÍ ×ÚÑÔØ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ. úÁÄÁÞÁ 8.11 �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÁ �ÅÒÅÓÅ-

ÞÅÎÉÑÈ ×ÓÅ ÂÕÄÅÔ �ÓÏÓÔÙËÏ×ÁÎÏ�.

�Å�ÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ

ÎÏÓÉÔÅÌÑ ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÙ Ó �ÕÞËÏÍ.

úÁÄÁÞÁ 8.12. ðÕÓÔØ F | ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ �ÕÞÏË ÎÁ ÁÆÆÉÎÎÏÍ ÍÎÏ-

ÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X. �ÏÇÄÁ ×ÓÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ supp(F) ÌÅ-
ÖÁÔ × Ass(F).

õËÁÚÁÎÉÅ. òÁÓÓÕÖÄÁÑ ÏÔ �ÒÏÔÉ×ÎÏÇÏ, �ÕÓÔØ Y | ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ

ÎÏÓÉÔÅÌÑ F , ÎÅ ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ Ó F . ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ ÒÅÚÕÌØÔÁ-

ÔÁ ÚÁÄÁÞÉ 8.10, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï

D(f) ⊂ X, ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÅÅÓÑ ÎÉ Ó ÏÄÎÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÉÚ Ass(F)
É ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ D(f) ∩ Y 6= ∅. ðÏÌÕÞÉÔÅ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 8.11, ÞÔÏ

Ass(F|
D(f)

) = ∅; �ÏÓËÏÌØËÕ �ÒÉ ÜÔÏÍ supp(F|
D(f)

) 6= ∅, �ÏÌÕ-

ÞÉÔÓÑ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ Ó ÚÁÄÁÞÅÊ 6.9.
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áÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎ-

ÔÁÍÉ ÎÏÓÉÔÅÌÑ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÙ-

ÍÉ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍÉ (ÂÏÌÅÅ ÔÒÁÄÉ�ÉÏÎÎÏÅ ÓÌÏ×ÏÕ�ÏÔÒÅÂÌÅÎÉÅ:

ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ, ÉÌÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÉÄÅÁÌÙ | ×

ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ, É ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÔÏÞ-

ËÉ | × ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ). ðÒÏÞÉÅ ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ

�ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ (ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÚÁÄÁÞÁÍ 8.12 É 8.10, ÏÎÉ ×ÌÏÖÅÎÙ ×

ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ) ÔÁË É ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ×ÌÏÖÅÎÎÙÍÉ (× ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×-

ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÉÄÅÁÌÙ ÔÁËÖÅ

ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ×ÌÏÖÅÎÎÙÍÉ).

ðÒÉ×ÅÄÅÍ �ÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ X = A3

, F = Ã=I , ÇÄÅ

I = (x(x

2

+ y

2

+ z

2

); y(x

2

+ y

2

+ z

2

); z(x

2

+ y

2

+ z

2

)) ⊂ A:

ïÞÅ×ÉÄÎÏ, supp(F) ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÎÕÌÅÊ ÉÄÅÁÌÁ I, ÔÏ

ÅÓÔØ Ó ËÏÎÕÓÏÍQ ⊂ A3

, ÚÁÄÁÎÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ x

2

+y

2

+z

2

= 0. ÷×É-

ÄÕ ÚÁÄÁÞÉ 8.12, Q ∈ Ass(F). ïÄÎÁËÏ Ass(F) ÜÔÉÍ ÎÅ ÉÓÞÅÒ�Ù×ÁÅÔ-

ÓÑ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÁÎÎÕÌÑÔÏÒ ÜÌÅÍÅÎÔÁ (x

2

+ y

2

+ z

2

) mod I ∈ A=I
ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó (x; y; z), ÔÁË ÞÔÏ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ �ÕÞËÁ F (×ÌÏÖÅÎÎÙÍ × Q).

úÁÄÁÞÁ 8.13. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÉËÁËÉÈ ÄÒÕÇÉÈ ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ

�ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ Õ �ÕÞËÁ F ÎÅÔ.

õËÁÚÁÎÉÅ. óÍ. ÚÁÄÁÞÕ 6.12.

îÁÛ ÜËÓËÕÒÓ × ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ �ÏÄÈÏÄÉÔ Ë ËÏÎ�Õ;

ÏÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÒÁÄÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÙ ÅÇÏ �ÒÅÄ-

�ÒÉÎÑÌÉ:

úÁÄÁÞÁ 8.14. ðÕÓÔØ M | ÍÏÄÕÌØ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÏ �Ï-

ÒÏÖÄÅÎÎÙÊ) ÎÁÄ A, É �ÕÓÔØ Ass(M) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ

�ÒÏÓÔÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ p ⊂ A. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ x ∈M ÓÕÝÅ-

ÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ r > 0, ÞÔÏ prx = 0.

õËÁÚÁÎÉÅ. ðÅÒÅÊÄÑ Ë �ÏÄÍÏÄÕÌÀ, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍÕ x, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉ-

ÔÁÔØ, ÞÔÏ M ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎ. éÚ ÚÁÄÁÞÉ 8.12 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ

supp(

~

M ) = V (p); ÔÅ�ÅÒØ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 8.7 É ÔÅÏÒÅÍÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï

ÎÕÌÑÈ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ pr ⊆ Ann(M) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ r > 0, ÏÔËÕÄÁ

×ÓÅ É ÓÌÅÄÕÅÔ.
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÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ �Ï×ÔÏÒÉÍ, ÞÔÏ ×ÓÑ ÔÅÏÒÉÑ, ÉÚÌÏÖÅÎÎÁÑ × ÜÔÏÍ

�ÏÄ�ÕÎËÔÅ, ÏÂÏÂÝÁÅÔÓÑ ÎÁ ÍÏÄÕÌÉ ÎÁÄ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍ

ËÏÌØ�ÏÍ. åÓÔØ Ä×Á Ó�ÏÓÏÂÁ �ÏÚÎÁËÏÍÉÔØÓÑ Ó ÜÔÉÍ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ.

ðÅÒ×ÙÊ Ó�ÏÓÏÂ | �ÒÏÞÉÔÁÔØ ÞÉÓÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ×

ËÎÉÇÁÈ ìÅÎÇÁ �áÌÇÅÂÒÁ� (ÇÌÁ×Á 6, § 4) ÉÌÉ âÕÒÂÁËÉ �ëÏÍÍÕÔÁÔÉ×-
ÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ� (ÇÌÁ×Á 3). ÷ÔÏÒÏÊ Ó�ÏÓÏÂ | �ÏÚÎÁËÏÍÉÔØÓÑ Ó ÆÏÒÍÁ-

ÌÉÚÍÏÍ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÓÈÅÍ É ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ �ÕÞËÏ× ÎÁ ÎÉÈ (ÜÔÏ Ó ÉÚ-

ÂÙÔËÏÍ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × �áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ� èÁÒÔÓÈÏÒÎÁ;

ÂÏÌÅÅ ÓÖÁÔÏÅ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÉÚ×ÌÅÞØ ÉÚ Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÊ Ë �ÅÒ×ÏÊ

É ÔÒÅÔØÅÊ ÇÌÁ×ÁÍ ËÎÉÇÉ [1℄), �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ �ÅÒÅÓËÁÚÁÔØ ÔÏ, ÞÔÏ ×Ù

ÚÎÁÅÔÅ �ÒÏ Ass, × ËÏÎÔÅËÓÔÅ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ �ÕÞËÏ× ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØ-

ÎÙÈ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÈ ÓÈÅÍÁÈ; ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ×ÏÓ�ÒÏÉÚ×ÏÄÑÔÓÑ �ÏÞÔÉ

ÄÏÓÌÏ×ÎÏ.

úÁ×ÅÒÛÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ

ðÒÏÄÏÌÖÉÍ Ó ÔÏÇÏ ÍÅÓÔÁ, ÇÄÅ ÍÙ ÏÓÔÁÎÏ×ÉÌÉÓØ × ÚÁÄÁÞÅ 8.5.

ðÏ-�ÒÅÖÎÅÍÕ X | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, A = k[X℄. ðÕÓÔØ

p ⊂ A | �ÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ.

úÁÄÁÞÁ 8.15. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x ∈ E(A=p)
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ r > 0, ÞÔÏ prx = 0.

õËÁÚÁÎÉÅ. óÏ�ÏÓÔÁ×ØÔÅ ÚÁÄÁÞÉ 8.14 É 8.4.

ðÏÌÏÖÉÍ Fp = Ẽ(A=p).

úÁÄÁÞÁ 8.16. ðÕÓÔØ U = D(f) ⊂ X, �ÒÉÞÅÍ U ∩V (p) = ∅. ðÏËÁ-

ÖÉÔÅ, ÞÔÏ Fp(U) = 0.

õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ.

úÁÄÁÞÁ 8.17. ðÕÓÔØ U = D(f) ⊂ X, �ÒÉÞÅÍ U ∩ V (p) 6= ∅.

ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Fp(U) = E(A=p). ðÕÓÔØ ÔÁËÖÅ g ∈ A, �ÒÉÞÅÍ

D(fg) ∩ V (p) 6= ∅. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ

Fp(D(f))→ Fp(D(fg)) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ.

õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÚÁÄÁÞÅÊ 8.5.
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úÁÄÁÞÁ 8.18. ðÕÓÔØ U ⊂ X | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏÄÍÎÏ-

ÖÅÓÔ×Ï. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Fp(U) = E(A=p), ÅÓÌÉ U ∩ V (p) 6= ∅, É

Fp(U) = 0, ÅÓÌÉ U ∩ V (p) = ∅. ðÏËÁÖÉÔÅ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁ-

ÖÅÎÉÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ Fp(U) → Fp(V ) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ,

ÅÓÌÉ V ∩ V (p) 6= ∅.

úÁÄÁÞÁ 8.19. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÕÞÏË Fp ×ÑÌ.

éÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ H

i

(X;Fp) = 0 �ÒÉ

i > 0. ðÏÓËÏÌØËÕ ÌÀÂÏÊ A-ÍÏÄÕÌØ M Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÑÍÏÊ ÓÕÍ-

ÍÏÊ ÍÏÄÕÌÅÊ ×ÉÄÁ E(A=p), ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÉÓËÕÛÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

H

i

(X;

~

M ) = 0 �ÒÉ i > 0, × ÏÄÎÕ ÓÔÒÏÞËÕ: ÒÁÚ M | �ÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ

ÍÏÄÕÌÅÊ E(A=p), ÔÏ ~

M | �ÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ �ÕÞËÏ× Fp, Á �ÒÑÍÁÑ ÓÕÍ-

ÍÁ ×ÑÌÙÈ �ÕÞËÏ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÑÌÏÊ. åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÎÏ� × ÔÏÍ, ÞÔÏ

�ÒÉ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÙ �ÒÑÍÁÑ

ÓÕÍÍÁ ×ÑÌÙÈ �ÕÞËÏ× ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÍÏÖÅÔ ×Ñ-

ÌÏÊ É ÎÅ ÂÙÔØ. îÅ ÒÁÚ×É×ÁÑ ÏÂÝÕÀ ÔÅÏÒÉÀ, ÄÏËÁÖÅÍ ÔÏ, ÞÔÏ ÎÁÍ

ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÕÖÎÏ.

úÁÄÁÞÁ 8.20. ðÕÓÔØ X | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ-

ÚÉÅ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÕÂÙ×ÁÀÝÉÅ �Å�ÏÞËÉ ÅÇÏ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ �ÏÄÍÎÏ-

ÖÅÓÔ× ÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÀÔÓÑ.

õËÁÚÁÎÉÅ. ëÏÌØ�Ï k[X℄ ÎÅÔÅÒÏ×Ï.

úÁÄÁÞÁ 8.21. ðÕÓÔØ X | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ-

ÚÉÅ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U ⊂ X Ñ×ÌÑ-

ÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ× ×ÉÄÁ D(f) ⊂ X ÄÌÑ ÒÁÚ-

ÌÉÞÎÙÈ f ∈ A.
õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ.

úÁÄÁÞÁ 8.22. ðÕÓÔØ {M
�

} | ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï (×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÂÅÓ-

ËÏÎÅÞÎÏÅ) ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ ËÏÌØ�ÏÍ A, É M =

⊕
�

M

�

. ðÏÌÏÖÉÍ

F
�

= M̃

�

É F =

~

M . ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ �ÏÄ-

ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U ⊂ X ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï F =

⊕
�

F
�

.

õËÁÚÁÎÉÅ. åÓÌÉ U = D(f), ÔÏ ÜÔÏ �ÒÏÓÔÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ �ÒÏ ÍÏ-

ÄÕÌÉ ÞÁÓÔÎÙÈ. ÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U Ñ×ÌÑÅÔÓÑ, ××ÉÄÕ �ÒÅ-

ÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ, ËÏÎÅÞÎÙÍ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ× ×ÉÄÁ D(f);

�ÒÏ×ÅÄÉÔÅ ÉÎÄÕË�ÉÀ �Ï ÉÈ ÞÉÓÌÕ.
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úÁÄÁÞÁ 8.23. ðÕÓÔØ, × ÕÓÌÏ×ÉÑÈ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ, ×ÓÅ �ÕÞËÉ

F
�

= M̃

�

Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÑÌÙÍÉ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ É �ÕÞÏË F =

~

M ÂÕÄÅÔ

×ÑÌÙÍ.

úÁÄÁÞÁ 8.24. ðÕÓÔØ I | ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ A. ðÏËÁÖÉÔÅ,

ÞÔÏ �ÕÞÏË

~

I Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÑÌÙÍ.

óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÁÛÁ ÏÓÔÏÒÏÖÎÏÓÔØ × ÒÁ-

ÂÏÔÅ Ó ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍÉ �ÒÑÍÙÍÉ ÓÕÍÍÁÍÉ �ÕÞËÏ× ÎÅ ÂÙÌÁ ÉÚÌÉÛ-

ÎÅÊ:

úÁÄÁÞÁ 8.25. ðÕÓÔØ {F
�

} | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï �ÕÞËÏ× ÎÁ

ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å X. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ �ÒÅÄ�ÕÞÏË F �Ï

�ÒÁ×ÉÌÕ U 7→ ⊕
�

F
�

. ðÏËÁÖÉÔÅ ÎÁ �ÒÉÍÅÒÅ, ÞÔÏ �ÒÅÄ�ÕÞÏË F
ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÂÙÔØ �ÕÞËÏÍ.

óÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÚÁÄÁÞ 8.24 É 7.29 Ó �ÌÁÎÏÍ, ÉÚÌÏÖÅÎ-

ÎÙÍ ÎÁ Ó. 95, ÍÙ ÍÏÖÅÍ, ÎÁËÏÎÅ�, ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ A (ÄÌÑ

ÏÂÝÅÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ) ÄÏËÁÚÁÎÁ.

�Å�ÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÄÏËÁÚÁÔØ �ÔÅÏÒÅÍÕ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ� (ÔÏ ÅÓÔØ ÓÏ-

×�ÁÄÅÎÉÅ H

i

(X;F) É �

H

i

(U;F), ÇÄÅ F | Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ �ÕÞÏË

ÎÁ Ë×ÁÚÉ�ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X É U | ÅÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÁÆ-

ÆÉÎÎÏÅ �ÏËÒÙÔÉÅ). îÁÞÎÅÍ Ó ÌÅÍÍÙ:

úÁÄÁÞÁ 8.26. ðÕÓÔØ U | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï

Ë×ÁÚÉ�ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X, É �ÕÓÔØ i : U ,→ X | ×ÌÏ-

ÖÅÎÉÅ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ

0→ F
1

→ F
2

→ F
3

→ 0

Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ �ÕÞËÏ× ÎÁ U �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0→ j∗F1 → j∗F2 → j∗F3 → 0

ÔÁËÖÅ ÔÏÞÎÁ.

õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÚÁÄÁÞÉ 4.25 É ÔÅÍ, ÞÔÏ

ÎÁ X �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÏÔËÒÙÔÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÔÁËÖÅ

ÁÆÆÉÎÎÏ.
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âÅÚ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÊ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁ-

ÞÉ ÎÅ×ÅÒÎÏ: ÆÕÎËÔÏÒ ��ÒÑÍÏÊ ÏÂÒÁÚ� (× ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É �ÒÑÍÏÊ ÏÂÒÁÚ

�ÒÉ ÏÔËÒÙÔÏÍ ×ÌÏÖÅÎÉÉ) ÏÔÎÀÄØ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞÎÙÍ Ó�ÒÁ×Á.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ××ÉÄÕ

ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÇÏ×ÏÒÉÌÏÓØ × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ, ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÔÁËÏÊ

ÆÁËÔ:

ðÕÓÔØ U ⊂ X | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅ-

ÓÔ×Ï É F | Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ �ÕÞÏË ÎÁ U . �ÏÇÄÁ

H

j

(X; i∗F) = 0 �ÒÉ j > 0, ÇÄÅ i : U ,→ X | ×ÌÏÖÅ-

ÎÉÅ.

äÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÏÌÏÖÉÍ A = k[U ℄, É

�ÕÓÔØ F =

~

M , ÇÄÅ M | ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ A. ðÕÓÔØ

0→M → I

0 → I

1 → I

2 → : : : (8.1)

| ÉÎßÅËÔÉ×ÎÁÑ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÁ ÍÏÄÕÌÑ M (ÔÏÞÎÅÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÉÎßÅË-

ÔÉ×ÎÁÑ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÁ, Ë ËÏÔÏÒÏÊ ÄÏÂÁ×ÌÅÎ ÓÁÍ ÍÏÄÕÌØ M).

úÁÄÁÞÁ 8.27. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÕÞËÏ×

0→ i∗
~

M → i∗Ĩ
0 → i∗Ĩ

1 → i∗Ĩ
2 → : : : (8.2)

ÔÏÞÎÁ.

õËÁÚÁÎÉÅ. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÕÞËÏ× ÎÁ U , ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ

ÔÏÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (8.1), ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ËÏÒÏÔËÉÅ ÔÏÞ-

ÎÙÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ×ÉÄÁ

0→ F
1

→ F
2

→ F
3

→ 0;

ÇÄÅ ×ÓÅ F
i

Ë×ÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙ.

úÁÄÁÞÁ 8.28. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (8.2)

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÔ ÔÏÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÇÒÕ�� ÇÌÏÂÁÌØÎÙÈ ÓÅ-

ÞÅÎÉÊ.

õËÁÚÁÎÉÅ. (i∗Ĩ
r

)(X) = I

r

.
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îÁËÏÎÅ�, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (8.2) Ó ×ÙÂÒÏÛÅÎ-

ÎÙÍ i∗
~

M Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÑÌÏÊ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÏÊ �ÕÞËÁ i∗
~

M . ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,

×ÓÅ Ĩ

r

ÂÕÄÕÔ ×ÑÌÙÍÉ �ÕÞËÁÍÉ ÎÁ U ××ÉÄÕ ÚÁÄÁÞÉ 8.24, Á ÉÈ �ÒÑÍÙÅ

ÏÂÒÁÚÙ ÂÕÄÕÔ ×ÑÌÙÍÉ ××ÉÄÕ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ �ÒÏÓÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ:

úÁÄÁÞÁ 8.29. ðÕÓÔØ i : U ,→ X | ×ÌÏÖÅÎÉÅ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ �ÏÄÍÎÏ-

ÖÅÓÔ×Á × ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï X É F | ×ÑÌÙÊ �ÕÞÏË

ÎÁ U . ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÕÞÏË i∗F ×ÑÌ ÎÁ X.

óÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÚÁÄÁÞ 8.27, 8.28 É 8.29, �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ

H

j

(X; i∗(
~

M )) = 0 �ÒÉ i > 0, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.

9. õÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ

ëÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ËÁË �ÒÑÍÏÊ �ÒÅÄÅÌ

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ �ÕÞËÏ× Ó �ÏÍÏÝØÀ ×ÑÌÙÈ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔ

ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÏÝÕÝÅÎÉÅ ÎÅÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÅÎÎÏÓÔÉ: ÎÅÑÓÎÏ, �ÏÞÅÍÕ ÍÙ

×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÉÓØ ÉÍÅÎÎÏ ×ÑÌÙÍÉ �ÕÞËÁÍÉ, É ÎÅ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÌÉ ÄÒÕ-

ÇÉÈ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ, ÅÓÌÉ ÓÔÒÏÉÔØ ÉÈ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔ ÉÚ �ÕÞ-

ËÏ× ÄÒÕÇÏÇÏ ÔÉ�Á. óÅÊÞÁÓ ÍÙ �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÎÁ-

ÍÉ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ

(ÔÅÏÒÅÍÁ 9.4); ÜÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÅÝÅ ÏÄ-

ÎÏ (ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÅ) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ, ÎÅ �ÒÉ×ÑÚÁÎÎÏÅ Ë

ËÁËÏÍ-ÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÍÕ ÔÉ�Õ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔ. üÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÂÏÌÅÅ

ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÞÅÍ ÄÁÎÎÏÅ ÎÁÍÉ × ÒÁÚÄ. 7, É, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ×ÅÄÅÔ Ë

×ÁÖÎÙÍ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑÍ.

õÓÌÏ×ÉÍÓÑ, ÞÔÏ ×ÓÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÙ, Ï ËÏÔÏÒÙÈ �ÏÊÄÅÔ ÒÅÞØ ÄÁÌÅÅ,

ÂÕÄÕÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍÉ ÓÎÉÚÕ. ÷ÓÅ �ÕÞËÉ ÂÕÄÕÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØÓÑ

ÎÁ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å X.

äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÞÕÔØ-ÞÕÔØ ÏÂÏÂÝÉÍ �ÏÎÑÔÉÅ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÙ.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9.1. òÅÚÏÌØ×ÅÎÔÏÊ �ÕÞËÁ F ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ (ÏÇÒÁÎÉ-

ÞÅÎÎÙÊ ÓÎÉÚÕ) ËÏÍ�ÌÅËÓ �ÕÞËÏ× K·
×ÍÅÓÔÅ Ó Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ

i : F → K

·
(× ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ �ÕÞÏË F ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ËÁË ËÏÍ-

�ÌÅËÓ, ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ F
× ÓÔÅ�ÅÎÉ 0).
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úÁÄÁÞÁ 9.2. ðÕÓÔØ Ki = 0 �ÒÉ i < 0. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ K·
ÂÕÄÅÔ

ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÏÊ �ÕÞËÁ F × ÓÍÙÓÌÅ ÎÁÛÅÇÏ ÎÏ×ÏÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÔÏÇÄÁ

ÖÅ, ËÏÇÄÁ É × ÓÍÙÓÌÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 7.5.

úÁÄÁÞÁ 9.3. ðÕÓÔØ F i−→ K·
| ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÁ �ÕÞËÁ F × ÓÍÙ-

ÓÌÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 9.1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ

j : K· → L·, ÇÄÅ Li = 0 �ÒÉ i < 0.

õËÁÚÁÎÉÅ. ðÏÌÏÖÉÔÅ L0 = K0

=dK−1

.

�Å�ÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ËÏÇÏ-

ÍÏÌÏÇÉÊ �ÕÞËÏ×.

�ÅÏÒÅÍÁ 9.4. ðÕÓÔØ F | �ÕÞÏË ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å X, É �ÕÓÔØ

m > 0 | �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÙ F i−→ K·
ÓÕ-

ÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ fK·
: H

m

(�(K·
))→ H

m

(X;F). ðÒÉ ÜÔÏÍ
ÎÁÂÏÒ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× {fK·}K· ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×Á-

ÍÉ:

(1) åÓÌÉ (K·
; i) | ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÁ �ÕÞËÁ F É q : K· → L· | Ë×ÁÚÉ-

ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ

H

m

(�(K·
))

fK·

''OOOOOOOOOOO

q∗ //
H

m

(�(L·))
fL·

wwooooooooooo

H

m

(X;F)

ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ (ÚÄÅÓØ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ fL·
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ

ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÅ (L·; q ◦ i), ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ q∗ ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎ ÇÏÍÏ-

ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ q).

(2) ðÕÓÔØ H | ÔÁËÁÑ ÁÂÅÌÅ×Á ÇÒÕ��Á, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÒÅÚÏÌØ-

×ÅÎÔÙ F i−→ K·
×ÙÂÒÁÎ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ gK·

: H

m

(�(K·
)) → H,

�ÒÉÞÅÍ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ q : K· → L· ÄÉÁÇÒÁÍ-
ÍÙ

H

m

(�(K·
))

gK·

%%KKKKKKKKKK

q∗ //
H

m

(�(L·))
gL·

yytttttttttt

H
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ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙ. �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ ÇÏÍÏÍÏÒ-

ÆÉÚÍ ' : H

m

(X;F)→ H, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÊ ÔÅÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÞÔÏ

' ◦ gK·
= fK·

ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÙ K·
.

üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ×ÏÔ ÞÔÏ. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ Ë m-

ÔÙÍ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÍ �ÕÞËÁ F ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ H

m

(�(K·
)), ÇÄÅ K·

|

ËÁËÁÑ-ÎÉÂÕÄØ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÁ �ÕÞËÁ; ÞÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÉÔØ ÎÅ �ÒÉÂÌÉÖÅÎ-

ÎÏÅ, Á ÔÏÞÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ H

m

(X;F), ÎÁÄÏ �ÅÒÅÊÔÉ Ë �ÒÅÄÅÌÕ. éÎÙ-

ÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, H

m

(X;F) ÅÓÔØ �ÒÑÍÏÊ �ÒÅÄÅÌ ÇÒÕ�� H

m

(�(K·
)) �Ï

ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ K·
, Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÁÍÉ �ÕÞËÁ

F . îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÂÕË×ÁÌØÎÏ ÔÁË ÓËÁÚÁÔØ ÎÅÌØÚÑ: × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ

�ÒÑÍÏÇÏ �ÒÅÄÅÌÁ �Ï ÞÁÓÔÉÞÎÏ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ �ÏÄÒÁ-

ÚÕÍÅ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÊ �ÁÒÅ ÓÒÁ×ÎÉÍÙÈ ÉÎÄÅËÓÏ× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ

ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ, × ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË × ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ Ä×Å

ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÙ K·
É L· ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ Ó×ÑÚÁÎÙ ÍÎÏÇÉÍÉ ÒÁÚÎÙÍÉ Ë×Á-

ÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ. åÓÌÉ ÂÙÔØ ÔÏÞÎÙÍ, ÔÅÏÒÅÍÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ

H

m

(X;F) ÅÓÔØ �ÒÅÄÅÌ ÆÕÎËÔÏÒÁ

K· 7→ H

m

(�(K·
));

ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔ �ÕÞËÁ F × ËÁÔÅÇÏÒÉÀ

ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕ��.

íÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ 9.4 ËÁË Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏ-

ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ: ÉÍÅÎÎÏ, ÓËÁÖÅÍ, ÞÔÏ H

m

(X;F) | ÜÔÏ ÇÒÕ��Á, ÕÄÏ×ÌÅ-

Ô×ÏÒÑÀÝÁÑ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ (1) É (2).

úÁÄÁÞÁ 9.5. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÇÒÕ��Á ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ

ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ (�ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ �ÒÑÍÏÇÏ �ÒÅÄÅÌÁ!�).

úÁÄÁÞÁ 9.6. ðÕÓÔØ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ 9.4 ËÁË Ï�ÒÅÄÅÌÅ-

ÎÉÅ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ; �ÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �Ï-

ÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÁÍÉ ×ÉÄÁ F → K·
,

× ËÏÔÏÒÙÈ Ki = 0 �ÒÉ i < 0 (ÔÏ ÅÓÔØ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÁÍÉ × ÓÍÙÓÌÅ

ÚÁÄÁÞÉ 7.5).

õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÚÁÄÁÞÅÊ 9.3: ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÙ × ÓÍÙÓÌÅ ÚÁ-

ÄÁÞÉ 7.5 ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÏÆÉÎÁÌØÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × �ÍÎÏÖÅÓÔ×Å� ×ÓÅÈ

ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔ.
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 9.4 ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ Ä×ÕÈ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ

ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑÈ:

õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 1. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ (ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÓÎÉÚÕ) ËÏÍ�ÌÅË-

ÓÁ �ÕÞËÏ× K·
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÓÎÉÚÕ ËÏÍ�ÌÅËÓ C·,

ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ×ÑÌÙÈ �ÕÞËÏ×, É Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ K· → C·.
÷ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ, Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ × ÜÔÏÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÉ, ÂÕÄÅÍ ÇÏ×Ï-

ÒÉÔØ, ÞÔÏ �ÁÒÁ (C·; i) (ÉÌÉ ËÏÍ�ÌÅËÓ C·) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÑÌÏÊ ÒÅ-

ÚÏÌØ×ÅÎÔÏÊ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ K·
.

õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 2. ðÕÓÔØ E · u−→ F ·
É E · v−→ G· | Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚ-

ÍÙ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÓÎÉÚÕ ËÏÍ�ÌÅËÓÏ× �ÕÞËÏ×. �ÏÇÄÁ ÎÁÊÄÕÔ-

ÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÓÎÉÚÕ ËÏÍ�ÌÅËÓ M·
É Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ

F · v

1−→M·
É G· u

1−→M·
ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ

F ·

v

1

!!D
D

D
D

E ·

u

>>}}}}}}}}

v

  A
AA

AA
AA

A M·

G·

u

1

=={
{

{
{

ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÇÏÍÏÔÏ�ÉÉ (× ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ

ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ ËÏÒÏÞÅ: ÇÏÍÏÔÏ�ÉÞÅÓËÉ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ).

äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ×Ù×ÅÄÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ ÉÚ ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ; ÜÔÏÔ

×Ù×ÏÄ �ÏÞÔÉ �ÅÌÉËÏÍ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÍÁÎÉ�ÕÌÑ�ÉÑÍ.

ðÒÅÄ�ÏÛÌÅÍ ×Ù×ÏÄÕ Ä×Å �ÒÏÓÔÙÅ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÅ ÌÅÍÍÙ.

úÁÄÁÞÁ 9.7. ðÕÓÔØ C· | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÓÎÉÚÕ Á�ÉËÌÉÞÎÙÊ ËÏÍ-

�ÌÅËÓ �ÕÞËÏ×, × ËÏÔÏÒÏÍ ×ÓÅ Ci Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÑÌÙÍÉ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
ËÏÍ�ÌÅËÓ ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕ�� �(C·) ÔÁËÖÅ Á�ÉËÌÉÞÅÎ.

õËÁÚÁÎÉÅ. òÁÚÒÅÖØÔÅ C· ÎÁ ËÏÒÏÔËÉÅ ÔÏÞÎÙÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-

ÓÔÉ.

úÁÄÁÞÁ 9.8. ðÕÓÔØ C·
1

f−→ C·
2

| Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ

ÓÎÉÚÕ ËÏÍ�ÌÅËÓÏ×, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÈ ÉÚ ×ÑÌÙÈ �ÕÞËÏ×. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
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ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ �(C·
1

)

f∗−→ �(C·
2

) ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÚÉ-

ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

õËÁÚÁÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ËÏÎÕÓ ÍÏÒÆÉÚÍÁ f .

÷Ù×ÅÄÅÍ ÔÅ�ÅÒØ ÔÅÏÒÅÍÕ ÉÚ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ 1 É 2. îÁÞÎÅÍ Ó ÅÅ

�ÅÒ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ: �ÕÓÔØ i : F → K·
| ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÁ �ÕÞËÁ F ; �ÏÓÔÒÏ-

ÉÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ fK·
: H

m

(�(K′
) → H

m

(X;F). óÄÅÌÁÅÍ ÜÔÏ ÔÁË.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ j : F → C· ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÕ çÏÄÅÍÁÎÁ �ÕÞËÁ F .
úÁÄÁÞÁ 9.9. ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ 1 É 2, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ

ÇÏÍÏÔÏ�ÉÞÅÓËÉ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ

K·

j

1

  @
@@

@@
@@

@

F

i

??~~~~~~~~

j

��@
@@

@@
@@

@ C·
1

C·

i

1

>>~~~~~~~~

(9.1)

× ËÏÔÏÒÏÊ i

1

É j

1

| Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ É ×ÓÅ �ÕÞËÉ Ci
1

×ÑÌÙÅ.

ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, H

m

(X;F) = H

m

(�(C·)), Á × ÓÉÌÕ ÚÁÄÁÞÉ 9.8

ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ (i

1

)∗ : H
m

(�(C·)) → H

m

(�(C·
1

)) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒ-

ÆÉÚÍÏÍ; �ÏÌÏÖÉÍ ÔÅ�ÅÒØ fK·
= (i

1

)

−1

∗ ◦ (j1)∗.
úÁÄÁÞÁ 9.10. äÉÁÇÒÁÍÍÁ (9.1) ÎÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁ; �ÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ fK·
ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ �ÒÏÉÚ×ÏÌÁ × ÅÅ ×ÙÂÏÒÅ.

õËÁÚÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ k : C·
1

→ C·
2

| Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, �ÒÉÞÅÍ ËÏÍ-

�ÌÅËÓ C·
2

ÔÁËÖÅ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÑÌÙÈ �ÕÞËÏ×. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÏÍÏ-

ÍÏÒÆÉÚÍ fK·
, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ (9.1), ÓÏ×�Á-

ÄÁÅÔ Ó ÔÁËÏ×ÙÍ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ

K·

j

2

  @
@@

@@
@@

@

F

i

??~~~~~~~~

j

��@
@@

@@
@@

@ C·
2

C·

k◦i
1

>>~~~~~~~~

118



úÁÄÁÞÁ 9.11. äÏËÁÖÉÔÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ (1) ÔÅÏÒÅÍÙ 9.4.

õËÁÚÁÎÉÅ. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÇÏÍÏÔÏ�ÉÞÅÓËÉ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍ-

ÍÕ

L·

  @
@@

@@
@@

@

K·

q

>>~~~~~~~~

��?
??

??
??

? C·
2

F ·

i

??~~~~~~~~

  A
AA

AA
AA

A C·
1

??�������

C·

>>~~~~~~~~

× ËÏÔÏÒÏÊ C· | ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÁ çÏÄÅÍÁÎÁ �ÕÞËÁ F , ×ÓÅ ÓÔÒÅÌËÉ Ñ×ÌÑ-
ÀÔÓÑ Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ, É ËÏÍ�ÌÅËÓÙ C·

1

É C·
2

ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ×ÑÌÙÈ

�ÕÞËÏ×.

�Å�ÅÒØ ÄÏËÁÖÅÍ ÞÁÓÔØ (2) ÔÅÏÒÅÍÙ 9.4. ðÕÓÔØ ÇÒÕ��Á H ÕÄÏ-

×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ (2) ÔÅÏÒÅÍÙ; ÔÏÇÄÁ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎ-

ÔÙ K·
�ÕÞËÁ F ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ gK·

: H

m

(�(K·
))→ H, Á

ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ

' : H

m

(X;F)→ H. ðÏÌÏÖÉÍ ' = gC·
, ÇÄÅ C· | ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÁ çÏÄÅ-

ÍÁÎÁ �ÕÞËÁ F .

úÁÄÁÞÁ 9.12. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ' ÔÁËÏ×, ËÁË ÔÒÅÂÕ-

ÅÔÓÑ × ÞÁÓÔÉ (2) ÔÅÏÒÅÍÙ.

éÔÁË, ÔÅÏÒÅÍÁ 9.4 ÄÏËÁÚÁÎÁ. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅ-

ÎÉÑ 1 É 2 (É ÒÁÓÓËÁÚÁÔØ �Ï ÈÏÄÕ ÄÅÌÁ Ï ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÄÒÕÇÉÈ �ÏÌÅÚÎÙÈ

×ÅÝÁÈ).

ä×ÏÊÎÙÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÙ

÷ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 1.

ä×ÏÊÎÙÍ ËÏÍ�ÌÅËÓÏÍ K

··
ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÁÂÅÌÅ×ÙÈ

ÇÒÕ�� (ÍÏÄÕÌÅÊ, �ÕÞËÏ×. . . ) K

ij

, ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÙÈ �ÁÒÁÍÉ �ÅÌÙÈ
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ÞÉÓÅÌ, É ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× Æ

ij

: K

ij → K

i+1;j

É d

ij

: K

ij → K

i;j+1

,

ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÔÁËÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ:

Æ

i+1;j ◦ Æij = 0;

d

i;j+1 ◦ dij = 0;

d

i+1;j ◦ Æij = Æ

i;j+1 ◦ dij :

ä×ÏÊÎÏÊ ËÏÍ�ÌÅËÓ K

··
ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ËÏÍ�ÌÅËÓ ËÏÍ-

�ÌÅËÓÏ×

· · · → K

i−1· → K

i· → K

i+1· → : : : ;

ÏÂÒÁÔÎÏ, ×ÓÑËÉÊ ËÏÍ�ÌÅËÓ ËÏÍ�ÌÅËÓÏ× ÍÙ ÍÏÖÅÍ (É ÂÕÄÅÍ) ÂÕÄÅÍ

ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË Ä×ÏÊÎÏÊ ËÏÍ�ÌÅËÓ.

åÓÌÉ K

··
| Ä×ÏÊÎÏÊ ËÏÍ�ÌÅËÓ, ÔÏ ÅÍÕ ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÁ×ÉÔØ

× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ �ÒÏÓÔÏÊ ËÏÍ�ÌÅËÓ sK

·
ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

(sK)

r

=

⊕
i+j=r

K

ij

, Á ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌ d

sK

: (sK)

r → (sK)

r+1

�ÅÒÅ-

×ÏÄÉÔ x ∈ Kij

× Æ

ij

(x)⊕ (−1)idij(x) ∈ Ki+1;j⊕Ki;j+1 ⊂ (sK)

i+j+1

.

úÁÄÁÞÁ 9.13. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ sK

·
ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍ-

�ÌÅËÓÏÍ.

úÁÄÁÞÁ 9.14. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ËÏÎÕÓ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ f : K

· → L

·

ÅÓÔØ �ÒÏÓÔÏÊ ËÏÍ�ÌÅËÓ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ Ä×ÏÊÎÏÍÕ ËÏÍ�ÌÅËÓÕ

(Ô. Å. ËÏÍ�ÌÅËÓÕ ËÏÍ�ÌÅËÓÏ×)

: : : −−−−→ 0 −−−−→ K

·

−1

f−−−−→ L

·

0

−−−−→ 0 −−−−→ : : :

ä×ÏÊÎÙÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÙ ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ × ÖÉÚÎÉ ÏÞÅÎØ ÞÁÓÔÏ, ÎÏ ÎÁÍ

ÓÅÊÞÁÓ �ÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏ ÉÈ Ó×ÏÊÓÔ×Ï:

úÁÄÁÞÁ 9.15. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÍ�ÌÅËÓ ËÏÍ�ÌÅËÓÏ×

0→ K

0· → K

1· → K

2· → : : : :

ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÙ K

i·
ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÔÅÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ,

ÞÔÏ H

p

(K

i·
) = 0 �ÒÉ p > 0 É K

iq

= 0 �ÒÉ q < 0. ðÏÌÏÖÉÍ

F

i

= H

0

(K

i·
). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÍ�ÌÅËÓ 0 → F

0 → F

1 → : : :

Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÅÎ �ÒÏÓÔÏÍÕ ËÏÍ�ÌÅËÓÕ sK

·
, ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÏÍÕ Ó

Ä×ÏÊÎÙÍ ËÏÍ�ÌÅËÓÏÍ K

··
(ÔÏÞÎÅÅ ÇÏ×ÏÒÑ: ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ

F

·
,→ sK

·
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ).
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õËÁÚÁÎÉÅ. ïÂßÑÓÎÉÍ, ÄÌÑ �ÒÉÍÅÒÁ, �ÏÞÅÍÕ �ÒÉ r > 0 ÏÔÏÂÒÁ-

ÖÅÎÉÅ H

r

(F

·
) → H

r

(sK

·
) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ü�ÉÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. éÔÁË, �ÕÓÔØ

x = x

0;r

+x

1;r−1

+ · · ·+xr;0 ∈ sKr

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏ�ÉËÌÏÍ (x

ij ∈ (Ki

)

j

).

�ÏÇÄÁ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, d

0;r

(x

0;r

) = 0, ÏÔËÕÄÁ, ÔÁË ËÁË H

r

(K

0·
) = 0,

ÉÍÅÅÍ x

0;r

= d

0;r−1

y, ÇÄÅ y ∈ (K

0

)

r−1

. òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ y ËÁË ÜÌÅ-

ÍÅÎÔ (sK)

r−1

, �ÏÌÏÖÉÍ x

′
= x − dy. �ÏÇÄÁ x′ ∈ sK

r

| ËÏ�ÉËÌ,

ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÎÙÊ ËÏ�ÉËÌÕ x, ÎÏ �ÒÉ ÜÔÏÍ (x

′
)

0;r

= 0. ðÒÏÄÏÌÖÁÑ

ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÍÏÖÎÏ ÕÂÉÔØ ×ÓÅ x

r−i;i
, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ i > 0.

úÁÄÁÞÁ 9.16. ðÕÓÔØ K·
| ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÓÎÉÚÕ ËÏÍ�ÌÅËÓ �ÕÞËÏ×.

ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ K· → C·, ÇÄÅ C· |
ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÓÎÉÚÕ ËÏÍ�ÌÅËÓ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ×ÑÌÙÈ �ÕÞËÏ×.

õËÁÚÁÎÉÅ. óÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ Ki ÅÇÏ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÕ çÏÄÅÍÁÎÁ;
ÜÔÉ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÏÍ�ÌÅËÓ ËÏÍ�ÌÅËÓÏ×.

éÔÁË, ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 1 ÄÏËÁÚÁÎÏ.

ëÏÎÕÓÙ É ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ

þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 2, ÎÁÍ �ÒÉÄÅÔÓÑ �ÏÒÁÂÏÔÁÔØ Ó ËÏ-

ÎÕÓÁÍÉ ÍÏÒÆÉÚÍÏ×. îÁÞÎÅÍ ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ×ÁÖÎÏÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9.17. ïÔÍÅÞÅÎÎÙÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ

ÎÁÂÏÒ ÉÚ ÔÒÅÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÏ× K, L É M É ÍÏÒÆÉÚÍÏ× u : K → L,

v : L → M É w : M → K[1℄, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÕÓÌÏ-

×ÉÀ: ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍ�ÌÅËÓÏ× f : E → F É ÇÏÍÏÔÏ�ÉÞÅ-

ÓËÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ a : K → E, b : L→ F É  : M → C(f) ÔÁËÉÅ,

ÞÔÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ

K

u−−−−→ L

v−−−−→ M

w−−−−→ K[1℄

a

y b

y 

y a[1℄

y

E

f−−−−→ F

g−−−−→ C(f)

h−−−−→ E[1℄

(9.2)

ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÇÏÍÏÔÏ�ÉÉ (ÚÄÅÓØ C(f) | ËÏÎÕÓ

ÍÏÒÆÉÚÍÁ f , g : F → C(f) É h : C(f) → E[1℄ | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ,

Ï�ÉÓÁÎÎÙÅ × ÚÁÄÁÞÅ 1.23).
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îÉÖÎÀÀ ÓÔÒÏÞËÕ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ (9.2) ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÓÔÁÎ-

ÄÁÒÔÎÙÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏÍ; ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÊ ÔÒÅ-

ÕÇÏÌØÎÉË | ÜÔÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË, ÇÏÍÏÔÏ�ÉÞÅÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÊ

ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍÕ.

ë ÜÔÏÍÕ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÉ.

÷Ï-�ÅÒ×ÙÈ, ÓÌÏ×Ï �ËÏÍ�ÌÅËÓ� ÍÏÖÅÔ ÏÚÎÁÞÁÔØ ËÏÍ�ÌÅËÓ ÁÂÅÌÅ×ÙÈ

ÇÒÕ��, ÍÏÄÕÌÅÊ, �ÕÞËÏ×,. . . | É ×ÏÏÂÝÅ, ËÏÌØ ÎÁ ÔÏ �ÏÛÌÏ, ÏÂßÅË-

ÔÏ× ÌÀÂÏÊ ÄÁÎÎÏÊ ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ. ÷Ï-×ÔÏÒÙÈ, ÍÙ × ÜÔÏÍ ÒÁÚ-

ÄÅÌÅ ÓÞÉÔÁÅÍ ×ÓÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÙ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍÉ ÓÎÉÚÕ; ÔÏÞÎÏ ÔÁËÏÅ

ÖÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÇÏÄÉÔÓÑ, ÏÄÎÁËÏ, É ÄÌÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÏ×, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ

Ó×ÅÒÈÕ, ÉÌÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ Ó ÏÂÅÉÈ ÓÔÏÒÏÎ, ÉÌÉ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ

ËÏÍ�ÌÅËÓÏ×.

äÁÌÅÅ, ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ÕÄÏÂÎÏ ÉÚÏÂÒÁÖÁÔØ Ó �ÏÍÏ-

ÝØÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍ ÎÁ�ÏÄÏÂÉÅ ÔÁËÏÊ:

K

u //
L

v

~~}}
}}

}}
}}

M

◦
w

``BBBBBBBB

(ËÒÕÖÏÞÅË �ÒÉ ÓÔÒÅÌËÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ ÂØÅÔ ÎÅ × K, Á ×

K[1℄).

ïÔÍÅÔÉÍ, ÎÁËÏÎÅ�, ÞÔÏ ÉÎÏÇÄÁ (ÏÓÏÂÅÎÎÏ × ÕÓÔÎÏÊ ÒÅÞÉ) ÏÔ-

ÍÅÞÅÎÎÙÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ �ÒÏÓÔÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÍÉ.

õÓÔÁÎÏ×ÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×.

îÁÞÎÅÍ Ó ÔÅÈÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ, �ÏËÁÚÙ×ÁÀÝÅÇÏ, ÞÔÏ ÓÔÁÎ-

ÄÁÒÔÎÙÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ÇÏÍÏÔÏ�ÎÙÈ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÂÕÄÕÔ ÇÏÍÏÔÏ�É-

ÞÅÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ.

úÁÄÁÞÁ 9.18. ðÕÓÔØ f

1

; f

2

: E → F | Ä×Á ÇÏÍÏÔÏ�ÎÙÈ ÍÏÒÆÉÚÍÁ.

ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÇÏÍÏÔÏ�ÉÞÅÓËÉ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁÑ ÄÉÁ-

ÇÒÁÍÍÁ

E

f

1−−−−→ F

g

1−−−−→ C(f)

h

1−−−−→ E[1℄

∥∥∥
∥∥∥ '

y
∥∥∥

E

f

2−−−−→ F

g

2−−−−→ C(f)

h

2−−−−→ E[1℄;
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× ËÏÔÏÒÏÊ g

1

É h

1

(ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, g

2

É h

2

) | ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÍÏÒ-

ÆÉÚÍÙ, ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ Ó ËÏÎÕÓÏÍ ÍÏÒÆÉÚÍÁ f

1

(ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎ-

ÎÏ, f

2

), Á ' | ÇÏÍÏÔÏ�ÉÞÅÓËÁÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ.

õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÓÅ ÔÁËÉÅ ÆÁËÔÙ ÄÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÉÌÉ ÍÅÎÅÅ ÏÄÉ-

ÎÁËÏ×Ï. éÍÅÎÎÏ, �ÕÓÔØ ÇÏÍÏÔÏ�ÉÑ ÍÅÖÄÕ f

1

É f

2

ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒÏÍ

ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× s

i

: E

i → F

i−1

, ÔÁË ÞÔÏ f

1

−f
2

= ds+sd. îÁÍ ÔÒÅ-

ÂÕÅÔÓÑ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ '

i

: E

i+1⊕F i → E

i+1⊕F i. úÁ�É-
ÛÅÍ ÉÓËÏÍÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ × ×ÉÄÅ 2×2-ÍÁÔÒÉ�Ù (ÓÍ. Ó. 10) (

x y

z t

),

× ËÏÔÏÒÏÊ x : E

i+1 → E

i+1

, z : E

i+1 → F

i

, É Ô. Ä., É �ÏÄÕÍÁÅÍ, ËÁ-

ËÉÍÉ ÍÏÇÌÉ ÂÙ ÂÙÔØ x, y, z É t. îÁÞÎÅÍ Ó y: �ÏÓËÏÌØËÕ ÎÉËÁËÏÇÏ

ÒÁÚÕÍÎÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÉÚ F

i

× E

i+1

ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÉÚ×ÌÅÞØ ÎÅÌØÚÑ,

�ÏÌÏÖÉÍ y = 0. äÁÌÅÅ, z ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÉÚ E

i+1

×

F

i

; �Ï ÕÓÌÏ×ÉÀ ÎÁÍ ÄÁÎ ÏÄÉÎ ÔÁËÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ, Á ÉÍÅÎÎÏ s

i+1

;

×ÏÔ É �ÏÌÏÖÉÍ z = s

i+1

. îÁËÏÎÅ�, x É t | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÉÚ

E

i+1

× E

i+1

É ÉÚ F

i

× F

i

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ; ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ �Ï�ÒÏÂÏ-

×ÁÔØ �ÏÌÏÖÉÔØ ÏÂÁ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ (ÎÉËÁËÉÈ ÄÒÕÇÉÈ

ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× E

i+1

ÉÌÉ F

i

× ÕÓÌÏ×ÉÉ ÎÅ ÄÁÎÏ). éÔÁË, × ËÁÞÅÓÔ×Å

�ÅÒ×ÏÊ �Ï�ÙÔËÉ �ÏÌÏÖÉÍ ' = (

1 0

s 1

). ÷ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÍÏÇÌÏ ÂÙ

ÏËÁÚÁÔØÓÑ, ÞÔÏ ÎÁÛ �ÅÒ×ÙÊ ×ÙÂÏÒ ÎÅÕÄÁÞÅÎ É ÞÔÏ ÎÁÄÏ, ÎÁ�ÒÉ-

ÍÅÒ, ÓÍÅÎÉÔØ ÚÎÁË Õ s ÉÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÅÄÉÎÉ�Ù ÍÉÎÕÓ

ÅÄÉÎÉ�ÁÍÉ ÉÌÉ ÎÕÌÑÍÉ, ÎÏ × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÓÒÁÚÕ �Ï�ÁÌÉ ×

ÔÏÞËÕ: �ÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ' | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍ�ÌÅËÓÏ×, ÞÔÏ ÓÒÅÄ-

ÎÉÊ É �ÒÁ×ÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔÙ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙ (ÄÁÖÅ ��Ï-ÎÁÓÔÏÑÝÅÍÕ�,

Á ÎÅ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÇÏÍÏÔÏ�ÉÉ; ÇÏÍÏÔÏ�ÉÞÅÓËÁÑ ÖÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×-

ÎÏÓÔØ ÌÅ×ÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÅÓÔØ ÓÏÓÔÁ×ÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÕÓÌÏ×ÉÑ), Á ÔÁËÖÅ

ÞÔÏ ' Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÔÏ�ÉÞÅÓËÏÊ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØÀ (ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅ-

ÌÅ ÄÁÖÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ).

÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÔÁËÏÇÏ ÔÉ�Á ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÓÔÁ×ÌÑÔØ

ÞÉÔÁÔÅÌÀ.

�Å�ÅÒØ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÏÄÎÏ ÉÚ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ Ó×ÏÊÓÔ× ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÈ

ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×, �ÏËÁÚÙ×ÁÀÝÅÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÔÒÉ ÕÇÌÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ

ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÒÁ×ÎÏ�ÒÁ×ÎÙ:
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úÁÄÁÞÁ 9.19. ðÕÓÔØ

K

u //
L

v

~~}}
}}

}}
}}

M

◦
w

``BBBBBBBB

(9.3)

| ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË. �ÏÇÄÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ

L

v //
M

w||zz
zz

zz
zz

K[1℄

◦−u[1℄

aaCCCCCCCC

É

M

w //
K[1℄

−u[1℄||yy
yy

yy
yy

L[1℄

◦
−v[1℄

aaBBBBBBBB

ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÍÉ.

õËÁÚÁÎÉÅ. óÎÁÞÁÌÁ ÓÄÅÌÁÊÔÅ ÜÔÏ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ ÔÒÅÕÇÏÌØ-

ÎÉË (9.3) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ.

÷ �ÒÉÍÅÒÅ 1.22 ÍÙ ÏÔÍÅÞÁÌÉ, ÞÔÏ ËÏÎÕÓÕ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ËÏÍ�ÌÅË-

ÓÏ× u : K → L × ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÕÓ C(u) ÏÔÏÂÒÁÖÅ-

ÎÉÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× u : X → Y . ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ

ÚÁÄÁÞÉ 9.19 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ (ÏÞÅ×ÉÄÎÙÊ) ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅ-

ÓËÉÊ ÆÁËÔ: ËÏÎÕÓ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ×ÌÏÖÅÎÉÑ v : Y ,→ C(u) ÇÏÍÏÔÏ-

�ÉÞÅÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÅÎ ÎÁÄÓÔÒÏÊËÅ �X (ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÄÓÔÒÏÊ-

ËÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÓÄ×ÉÇÕ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ).

úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ �ÏÌÅÚÎÏÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á

ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×.

úÁÄÁÞÁ 9.20. ðÕÓÔØ × ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ÏÄÎÁ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Á�ÉËÌÉÞÎÙÍ ËÏÍ�ÌÅËÓÏÍ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÌÅÖÁ-

ÝÁÑ ÅÊ ÓÔÏÒÏÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

÷ÔÏÒÏÅ ×ÁÖÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ËÏÎÕÓÏ× ÕÄÏÂÎÅÅ ÉÌÌÀÓÔÒÉÒÏ×ÁÔØ ÎÅ

ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ, Á ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ. éÍÅÎÎÏ, ËÁË ÍÙ �ÏÍÎÉÍ ÉÚ ÚÁ-

ÄÁÞÉ 1.26, ËÏÎÕÓ ×ÌÏÖÅÎÉÑ i : K ,→ L Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÆÁËÔÏÒËÏÍ-

�ÌÅËÓÕ L=K. óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ, ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ

�ÁËÓÉÏÍÏÊ ÏËÔÁÜÄÒÁ�, �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ËÁË ÎÁ ÑÚÙËÅ ËÏÎÕÓÏ× É ÔÒÅ-

ÕÇÏÌØÎÉËÏ× ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÏÂÝÅÉÚ×ÅÓÔÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ:

(M=K)=(L=K)

∼
=

M=L, ÅÓÌÉ K ⊂ L ⊂M .
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úÁÄÁÞÁ 9.21. ðÕÓÔØ × ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ

M

′
◦

e

}}||
||

||
||

u

��

n
r

w
|

�
�



K

f //

h

!!B
BB

BB
BB

B L

a

``AAAAAAAA

g

~~}}
}}

}}
}}

L

′
◦

d

>>}}}}}}}

v

33W X Y Z [ ] ^ _ ` a c d e f g
M

p //oo
K

′
◦

b

``AAAAAAAA

�ÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÇÏÍÏÔÏ�ÉÞÅÓËÉ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÅÎ, Á ÔÒÉ

ÏÂÒÁÍÌÑÀÝÉÈ ÅÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÍÉ. �ÏÇÄÁ

ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÎÙÅ �ÕÎËÔÉÒÏÍ ÍÏÒÆÉÚÍÙ u : M

′ → L

′
É

v : L

′ → K

′
ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ:

(1) �ÒÅÕÇÏÌØÎÉË

M

′

u

��
L

′

v

22
K

′
◦

a[1℄◦b
aaCCCCCCCC

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÍ.

(2) äÉÁÇÒÁÍÍÙ

M

′

u

		

L

a

``AAAAAAAA

g

~~}}
}}

}}
}}

L

′
M



oo

K[1℄

f [1℄ //
L[1℄

L

′
v

44

d

=={{{{{{{{
K

′

b

aaCCCCCCCC

M

′

e||yy
yy

yy
yy

u

��

m
q

u
z

�
�




K[1℄

L

′

d

=={{{{{{{{

L

′

v

44V W X Z [ \ _ b c d f gM

oo p //
K

′
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ÇÏÍÏÔÏ�ÉÞÅÓËÉ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙ.

õËÁÚÁÎÉÅ. óÎÁÞÁÌÁ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÚÁÄÁÞÉ 9.18 Ó×ÅÄÉÔÅ ×ÓÅ Ë ÓÌÕÞÁÀ,

ËÏÇÄÁ �ÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË �Ï-ÎÁÓÔÏÑÝÅÍÕ (Á ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÇÏ-

ÍÏÔÏ�ÉÞÅÓËÉ) ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÅÎ, Á ÔÒÉ ÏÂÒÁÍÌÑÀÝÉÈ ÅÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØ-

ÎÉËÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍÉ (Á ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÍÉ). �Å�ÅÒØ

×ÓÅ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÂÅÓÈÉÔÒÏÓÔÎÙÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÍ × ÄÕÈÅ ÚÁÄÁÞÉ 9.18.

÷ÏÔ ÔÅ�ÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 2.

úÁÄÁÞÁ 9.22. ðÕÓÔØ u : E → F É v : E → G | Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚ-

ÍÙ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÍ�ÌÅËÓM É Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ

v

1

: F →M É u

1

: G→M ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ v

1

◦ u ÇÏÍÏÔÏ�ÎÏ u
1

◦ v.

õËÁÚÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ C(u) | ËÏÎÕÓ ÍÏÒÆÉÚÍÁ u, É �ÕÓÔØ a : F → C(u)

É b : C(u) → E[1℄ | ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. �ÏÇÄÁ, × ÓÉÌÕ

ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÚÁÄÁÞÉ 9.19, ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË

F [1℄

◦

−a[1℄ ""F
FF

FFF
FF

C(u)

b

||xx
xx

xx
xx

E[1℄

−u[1℄

OO

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÍ. �Å�ÅÒØ �ÒÉÍÅÎÉÍ ÁËÓÉÏÍÕ ÏËÔÁÜÄÒÁ Ë ËÏÍ-

ÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÍÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÍÕ ÉÚ ËÏÍ�ÌÅËÓÏ× C(u), E[1℄

É G[1℄ É ÍÏÒÆÉÚÍÏ× b, v[1℄ É w = v[1℄ ◦ b. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ,
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ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÎÙÅ �ÕÎËÔÉÒÏÍ ÍÏÒÆÉÚÍÙ:

F [1℄

◦
−a[1℄

$$H
HHH

HH
HH

H

f //_________
C(w)

◦

zzuuuuuuuuu

qq

2

/
,
(
#

�

�

z
rlhe

C(u)

b

zzvvv
vv

vv
vv

w

$$I
IIIIIIII

E[1℄

−u[1℄

OO

v[1℄ //
G[1℄

g

OO

zzuuuuuuuuu

C(v[1℄)

◦

ddHHHHHHHHH

÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ ÁËÓÉÏÍÙ ÏËÔÁÜÄÒÁ, ÞÔÏ f É g Ñ×ÌÑÀÔÓÑ Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒ-

ÆÉÚÍÁÍÉ É ÞÔÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ

F [1℄

f //
C(w)

E[1℄

−u[1℄

OO

v[1℄ //
G[1℄

g

OO
(9.4)

ÇÏÍÏÔÏ�ÉÞÅÓËÉ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ. þÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ (9.4) ÔÏ, ÞÔÏ

ÎÕÖÎÏ, ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÓÄÅÌÁÔØ ÓÄ×ÉÇ É ÓÍÅÎÉÔØ ÚÎÁË Õ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÒ-

ÆÉÚÍÏ×.

éÔÁË, ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 2 É ÔÅÏÒÅÍÁ 9.4 ÄÏËÁÚÁÎÙ.

�ÅÏÒÅÍÁ 9.4 ÕËÁÚÙ×ÁÅÔ �ÕÔØ Ë ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑÍ ËÏÇÏ-

ÍÏÌÏÇÉÊ �ÕÞËÏ×. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÜÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ ËÁË

Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ, ÔÏ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ F ×

ÅÅ ÕÓÌÏ×ÉÉ | ÏÄÉÎ-ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ �ÕÞÏË. ó ÔÅÍ ÖÅ ÕÓ�ÅÈÏÍ ÍÏÖ-

ÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ F ·
| ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÓÎÉÚÕ ËÏÍ�ÌÅËÓ �ÕÞËÏ× (ÒÅ-

ÚÏÌØ×ÅÎÔÁÍÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ F ·
�ÒÉ ÜÔÏÍ ÂÕÄÕÔ ÎÁÚÙ×ÁÔØÓÑ Ë×ÁÚÉÉÚÏ-

ÍÏÒÆÉÚÍÙ ×ÉÄÁ F · → K·
). ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ

ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ m-ÔÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ ÇÉ�ÅÒËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ËÏÍ�ÌÅË-

ÓÁ F ·
É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Hm

(X;F ·
) ÉÌÉ �Ï�ÒÏÓÔÕ H

m

(X;F ·
). ó ÄÒÕ-

ÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ F ·
| ËÏÍ�ÌÅËÓ �ÕÞËÏ× ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å X É

f : X → Y | ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÔÏ, ÂÅÒÑ �ÒÅÄÅÌ �ÕÞËÏ×
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ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Y ×ÉÄÁ H

m

(f∗K·
), ÇÄÅ K·

�ÒÏÂÅÇÁÅÔ ×ÓÅ ÒÅÚÏÌØ-

×ÅÎÔÙ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ F ·
, �ÏÌÕÞÉÍ ×ÙÓÛÉÅ �ÒÑÍÙÅ ÏÂÒÁÚÙ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ

F ·
(ÉÌÉ �ÕÞËÁ F , ÅÓÌÉ ËÏÍ�ÌÅËÓ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ �ÕÞËÕ)

�ÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ f ; ÏÎÉ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ R

m

f∗(F ·
). ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ,

ÞÔÏ R

0

f∗F = f∗F × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ F | ÏÄÉÎ-ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ �ÕÞÏË.

âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, É ÔÅÏÒÅÍÁ 9.4, É Õ�ÏÍÑÎÕÔÙÅ ×ÙÛÅ ÅÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ

Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÆÒÁÇÍÅÎÔÁÍÉ ÉÚ ÂÏÌØÛÏÊ ÔÅÏÒÉÉ. ðÏ-ÒÕÓÓËÉ ÜÔÁ ÔÅÏÒÉÑ

�ÒÅËÒÁÓÎÏ ÉÚÌÏÖÅÎÁ × ËÎÉÇÅ [3℄; ËÒÁÔËÏÅ É ÉÚÑÝÎÏÅ (ÎÏ ÓÏ×ÓÅÍ

ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×) ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ÏÓÎÏ× ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ × ÚÁ�ÉÓËÁÈ ÅÅ

ÓÏÚÄÁÔÅÌÑ ö.-ì.÷ÅÒÄØÅ (ÕÞÅÎÉËÁ çÒÏÔÅÎÄÉËÁ). üÔÉ ÚÁ�ÉÓËÉ Ï�Õ-

ÂÌÉËÏ×ÁÎÙ × ÔÏÍÅ 569 ÓÅÒÉÉ \Leture notes in mathematis".
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