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ðÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ, ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÅ ÎÁ
ÍÅÓÔÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ


ò. î. ëÁÒÁÓ£×
141700, Ç. äÏÌÇÏÐÒÕÄÎÙÊ íÏÓËÏ×ÓËÏÊ ÏÂÌ., éÎÓÔÉÔÕÔÓËÉÊ ÐÅÒ. 9,


íÏÓËÏ×ÓËÉÊ ÆÉÚÉËÏ-ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÊ ÉÎÓÔÉÔÕÔ,
ËÁÆÅÄÒÁ ×ÙÓÛÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ


1. ÷×ÅÄÅÎÉÅ
÷ ÜÔÏÊ ÓÔÁÔØÅ ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ ÐÒÅ-


ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÅÒÅ×ÏÄÑÔ ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÎÁ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ
ÐÌÏÓËÏÓÔÉ × ÔÕ ÖÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÍÙ ÎÁÊÄÅÍ ÓÐÏÓÏÂÙ Ñ×ÎÏÇÏ
ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÔÁËÉÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ. íÙ ÏÔÍÅÔÉÍ ÁÎÁÌÏÇÉÀ ÍÅÖÄÕ ÔÁËÉ-
ÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÍÉ É ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÍÉ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÇÏ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÉÌÉ, × ÛËÏÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ, Ä×ÉÖÅÎÉÑÍÉ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÇÏ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÍÉ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. üÔÁ ÁÎÁÌÏÇÉÑ
ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ×ÁÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ, ÐÅ-
ÒÅ×ÏÄÑÝÉÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ × ÓÅÂÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑÍ ÏÔÎÏÓÉ-
ÔÅÌØÎÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ × ÓÌÕÞÁÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á.


ïÔ ÞÉÔÁÔÅÌÑ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÚÎÁËÏÍÓÔ×Ï Ó ÐÏÎÑÔÉÑÍÉ ÐÒÏ-
ÅËÔÉ×ÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ É ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏ ËÎÉ-
ÇÁÍ [1] ÉÌÉ [2].


2. îÅËÏÔÏÒÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ
îÁÐÏÍÎÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÉÚ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ (ÓÍ. [1]):
ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï


ÐÒÑÍÙÈ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á.
ðÒÑÍÙÅ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÔÏÞËÁÍÉ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ,
ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÐÒÑÍÙÍÉ
ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.


ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. îÁ ÌÀÂÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÏÊ × ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å É ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ ÔÏÞËÉ
É ÐÒÑÍÙÅ ×ÙÓÅËÁÀÔ ÎÁÓÔÏÑÝÉÅ ÔÏÞËÉ É ÐÒÑÍÙÅ. ôÁËÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÎÁÚÙ×Á-
ÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÁÒÔÏÊ. ïÎÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ,


íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, ÓÅÒ. 3, ×ÙÐ. 8, 2004(113{122)
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ËÒÏÍÅ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ×
ÄÁÎÎÏÊ ËÁÒÔÅ.


ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÍÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÐÒÅ-
ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÅ ÉÚ ÌÀÂÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ
ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á.


äÌÑ ÛËÏÌØÎÏÇÏ ËÕÒÓÁ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ |
ÜÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ, ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ


x′ = a11x+ a12y + a13z;
y′ = a21x+ a22y + a23z;
z′ = a31x+ a32y + a33z


Ó ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÏÍ ÍÁÔÒÉÃÙ (aij). äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÔÁËÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁ-
ÚÏ×ÁÎÉÑ ÅÓÔØ ÏÂÒÁÔÎÏÅ É ÉÚ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ
ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ | ÔÏ ÅÓÔØ ÏÎÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÒÕÐÐÕ.


ëÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (x; y; z) × ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÏÄ-
ÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ, Á ÓÁÍÏ ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï | ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ. äÌÑ ÔÏÞÅË ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÌÀÂÏÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÞÉÓÌÏ. ôÁË-
ÖÅ ÍÙ ÞÁÓÔÏ ÂÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÁÆÆÉÎÎÕÀ ËÁÒÔÕ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÕÀ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ
z = 1, ÄÌÑ ÎÅÅ Ó×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ É ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ
(u; v) × ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÔÁË:


(u; v) → (u; v; 1);
(x; y; z) → (xz ;


y
z ):


3. ïËÒÕÖÎÏÓÔØ ÎÁ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ
ðÕÓÔØ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÄÁÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ S. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ,


× ËÏÔÏÒÏÊ ÅÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ
u2 + v2 = 1:


ðÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ Ë ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÍÕ ×ÉÄÕ, ÔÏÇÄÁ ÐÏÌÕÞÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ × ÏÄÎÏ-
ÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ


Q(x; y; z) = x2 + y2 − z2 = 0:
ðÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÔÏÇÄÁ É
ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÐÒÉ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ
(x′; y′; z′) × Q ÐÏÌÕÞÉÍ Q(x′; y′; z′) = �Q(x; y; z), ÇÄÅ � | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ
ÞÉÓÌÏ.


úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ � > 0. üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÅÓÌÉ ÚÁÍÅ-
ÔÉÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÌÏÓËÏÓÔØ × ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ







ðÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ, ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÅ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ 115


Q > 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ, É ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÎÁ
ËÏÔÏÒÏÊ Q < 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ. äÌÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÏÇÏ
×ÙÒÁÖÅÎÉÑ Q(x′; y′; z′) ÜÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÔÏÖÅ ÄÏÌÖÎÏ ×ÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ, Á ÚÎÁÞÉÔ
� > 0.


õÍÎÏÖÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÁ
ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÅ ×ÌÉÑÅÔ ÎÁ ÐÏÌÕÞÁÀÝÅÅÓÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ
ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ � = 1.


éÔÁË, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÚÕÞÁÔØ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ×Ù-
ÒÁÖÅÎÉÅ Q | ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ L
É ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ìÏÒÅÎÃÁ, ÐÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ÞÅÔÙÒÅÈ-
ÍÅÒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ìÏÒÅÎÃÁ (ÉÚ ÆÉÚÉËÉ) | ÇÒÕÐÐÏÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÍÅÖÄÕ
ÉÎÅÒÃÉÁÌØÎÙÍÉ ÓÉÓÔÅÍÁÍÉ ÏÔÓÞÅÔÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÉÍÅÅÔ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ x2 + y2 +
+ z2 − t2.


úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÂÙ ÍÙ ÉÍÅÌÉ ÄÅÌÏ Ó Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊQ′ = x2+
+y2 + z2 (ÜÔÏ ÓËÁÌÑÒÎÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔ ×ÅËÔÏÒÁ), ÔÏ ÔÏÇÄÁ Õ ÎÁÓ ÐÏÌÕÞÉÌÁÓØ ÂÙ
ÎÅ ÇÒÕÐÐÁ ìÏÒÅÎÃÁ, Á ÏÂÙÞÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ Ä×ÉÖÅÎÉÊ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔ×Á, ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ Õ×ÉÄÉÍ,
ÞÔÏ ÁÎÁÌÏÇÉÑ ÍÅÖÄÕ Q′ (ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó ÆÏÒÍÏÊ Q′ Å×-
ËÌÉÄÏ×ÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ) É Q (ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó ÆÏÒÍÏÊ
Q ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ íÉÎËÏ×ÓËÏÇÏ) ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÐÒÉ ÉÚÕÞÅÎÉÉ
Q ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ ÆÁËÔÙ ÉÚ ÓÔÅÒÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÅÓÑ Ë Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍÕ ÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔ×Õ.


ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ Q′ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ Å×ËÌÉÄÏ×Ï ÓËÁÌÑÒÎÏÅ
ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ


((x1; y1; z1); (x2; y2; z2))′ =
= 1


2(Q′(x1 + x2; y1 + y2; z1 + z2)−Q′(x1; y1; z1)−Q′(x2; y2; z2)) =
= x1x2 + y1y2 + z1z2;


ËÏÔÏÒÏÅ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÐÏÎÑÔÉÀ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÓÔÉ ×ÅËÔÏÒÏ× × Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å. ðÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ


((x1; y1; z1); (x2; y2; z2)) =
= 1


2(Q(x1 + x2; y1 + y2; z1 + z2)−Q(x1; y1; z1)−Q(x2; y2; z2)) =
= x1x2 + y1y2 − z1z2:


îÁÚÏ×ÅÍ ÜÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ íÉÎËÏ×ÓËÏÇÏ. ïÎÏ ÂÕ-
ÄÅÔ ÏÓÎÏ×ÎÙÍ ÉÎÓÔÒÕÍÅÎÔÏÍ × ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÈ.


åÓÌÉ ÄÌÑ Ä×ÕÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ
(a; b) = 0 ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒÙ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙ. üÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅ-
ÎÉÅ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÄÏÍÎÏÖÅÎÉÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÁ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÞÉÓÌÁ,
Á ÚÎÁÞÉÔ Õ ÎÁÓ ÐÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÏÎÑÔÉÅ:
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ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ôÏÞËÉ a É b ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ Ä×ÏÊ-
ÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S, ÅÓÌÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÉÍ ×ÅË-
ÔÏÒÙ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á a É b ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙ × ÓËÁÌÑÒÎÏÍ ÐÒÏ-
ÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ íÉÎËÏ×ÓËÏÇÏ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S.


úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S × ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ
ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ËÁË (s; s) = 0. ëÁË É × ÓÌÕÞÁÅ Å×ËÌÉÄÏ×Á ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ
ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅËÔÏÒÏ×, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÈ ÄÁÎÎÏÍÕ, ÏÂÒÁ-
ÚÕÅÔ ÐÌÏÓËÏÓÔØ. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË, Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÄÁÎ-
ÎÏÊ ÔÏÞËÅ, ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÐÒÑÍÕÀ, ÏÎÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÌÑÒÏÊ ÔÏÞËÉ. äÏËÁÖÅÍ
ÌÅÍÍÕ:


ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ l | ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ Ë ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S × ÔÏÞËÅ p. ôÏÇÄÁ
ÐÒÑÍÁÑ l | ÐÏÌÑÒÁ ÔÏÞËÉ p.


äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ ÔÏÞËÅ p ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ×ÅËÔÏÒ p × ÏÄÎÏÒÏÄ-
ÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å. ðÕÓÔØ q | ÌÀÂÁÑ ÄÒÕÇÁÑ ÔÏÞËÁ l Ó ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ
×ÅËÔÏÒÏÍ q. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÅ, ÔÏ ÅÓÔØ


(p; q) = m 6= 0:


÷ÓÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ (p; p) = 0, ÔÏÇÄÁ ÐÏÌÏÖÉÍ n = (q; q)
2m É ÐÏÌÕÞÉÍ


(q − np; q − np) = (q; q)− 2n(p; q) = (q; q)− 2nm = 0:
éÔÁË, ÍÙ ÉÍÅÅÍ ×ÅËÔÏÒ q′ = q−np, ÎÅËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙÊ p. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ
ÅÍÕ ÔÏÞËÁ q′ 6= p ÌÅÖÉÔ ÎÁ l É ÎÁ S | ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.


éÚ ÜÔÏÊ ÌÅÍÍÙ ÍÏÖÎÏ ×Ù×ÅÓÔÉ É ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÌÅÍÍÕ, ÐÏÚ×ÏÌÑÀÝÕÀ Ñ×-
ÎÏ ÓÔÒÏÉÔØ ÐÏÌÑÒÕ ÔÏÞËÉ:


ìÅÍÍÁ 2. ðÕÓÔØ ÔÏÞËÁ p ÌÅÖÉÔ ×ÎÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S, l1 É l2 | ËÁ-
ÓÁÔÅÌØÎÙÅ Ë S, ËÁÓÁÀÝÉÅÓÑ ÅÅ × ÔÏÞËÁÈ q1 É q2 É ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ p.
ôÏÇÄÁ ÐÏÌÑÒÁ ÔÏÞËÉ p | ÜÔÏ ÐÒÑÍÁÑ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ q1 É q2.


äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÊ ÌÅÍÍÙ ÏÓÔÁ×ÌÑÅÍ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ ÄÌÑ ÞÉ-
ÔÁÔÅÌÑ.


4. óÉÍÍÅÔÒÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ
éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÇÏ Å×ËÌÉÄÏ×ÙÈ Ä×ÉÖÅÎÉÊ, ÏÓÔÁ×ÌÑÀ-


ÝÉÈ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÏÖÉÄÁÔØ, ÞÔÏ × ÇÒÕÐ-
ÐÅ ìÏÒÅÎÃÁ ÂÕÄÅÔ ÍÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ. îÁÞÎÅÍ ÓÔÒÏÉÔØ ÔÁËÉÅ ÐÒÅ-
ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ Ñ×ÎÏ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÁÎÁÌÏÇÉÀ Ó Å×ËÌÉÄÏ×ÙÍÉ Ä×ÉÖÅÎÉÑÍÉ.
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÄÎÏ ÉÚ ÓÁÍÙÈ ÐÒÏÓÔÙÈ Ä×ÉÖÅÎÉÊ | ÓÉÍÍÅÔÒÉÀ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ-
ÎÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.
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ðÕÓÔØ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÄÁÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ �, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁÑ ÎÅËÏÔÏ-
ÒÏÍÕ ×ÅËÔÏÒÕ v. ôÏÇÄÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ � ÚÁÄÁÅÔÓÑ
ÆÏÒÍÕÌÏÊ (ÐÒÏ×ÅÒØÔÅ!)


x′ = x− 2 (x; v)′
(v; v)′ v:


úÁÍÅÎÉ× × ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ Å×ËÌÉÄÏ×Ï ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÁ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ
ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ íÉÎËÏ×ÓËÏÇÏ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ
ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ v Ó (v; v) 6= 0


�v : x→ x− 2 (x; v)
(v; v)v:


óÌÅÄÕÀÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á �v ÐÒÏ×ÅÒÑÀÔÓÑ ÐÒÑÍÙÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ:
1. �v(x) = x ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ (x; v) = 0;


2. �v(x) = −x ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ x = �v, ÇÄÅ � ∈ R ;


3. ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ íÉÎËÏ×ÓËÏÇÏ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÒÅÏÂÒÁ-
ÚÏ×ÁÎÉÉ.


óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏ-
×ÁÔØ ÔÁË:


1. �v(x) = x ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÌÉÂÏ x É v Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙ ÏÔÎÏ-
ÓÉÔÅÌØÎÏ S, ÌÉÂÏ x = v;


2. ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ S ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÓÅÂÑ É ÏÔÎÏ-
ÛÅÎÉÅ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÔÏÞÅË ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅ
ÍÅÎÑÅÔÓÑ.


òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÏÐÒÏÓ Ï ÔÏÍ, ËÁË ÎÁÊÔÉ ÏÂÒÁÚ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ x ÐÒÉ ÜÔÏÍ
ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ.


óÎÁÞÁÌÁ ÒÁÚÂÅÒÅÍ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÔÏÞËÁ x ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. ðÒÏ×Å-
ÄÅÍ ÞÅÒÅÚ v É x ÐÒÑÍÕÀ l. åÓÌÉ ÏÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S,
ÔÏ ÐÏ ÌÅÍÍÅ 1 �v(x) = x. éÎÁÞÅ, l ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ S × Ä×ÕÈ ÔÏÞËÁÈ: x É ÎÅËÏ-
ÔÏÒÏÊ x′. ôÏÞËÁ �v(x) ÏÂÑÚÁÎÁ ÌÅÖÁÔØ É ÎÁ l, É ÎÁ S, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÏÎÁ ÎÅ
ÒÁ×ÎÁ x, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ x′ = �v(x).


ôÅÐÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ x ÎÅ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. ðÒÏ×Å-
ÄÅÍ ÞÅÒÅÚ x Ä×Å ÐÒÑÍÙÅ: l, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÕÀ S × ÔÏÞËÁÈ a É b; m, ÐÅÒÅÓÅËÁÀ-
ÝÕÀ S × ÔÏÞËÁÈ c É d. íÙ ÍÏÖÅÍ ÎÁÊÔÉ ÏÂÒÁÚÙ ÔÏÞÅË a, b, c, d, ÐÒÏ×ÅÓÔÉ
ÞÅÒÅÚ ÐÁÒÙ ÔÏÞÅË ÐÒÑÍÙÅ �v(l) É �v(m), Á ÔÏÞËÁ ÉÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ É ÂÕÄÅÔ
ÉÓËÏÍÏÊ x′ = �v(x) (ÓÍ. ÒÉÓ. 1).


ôÅÐÅÒØ ÞÉÔÁÔÅÌØ ÕÖÅ × ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÌÅÍÍÕ, ËÏÔÏ-
ÒÁÑ ÂÙ×ÁÅÔ ×ÅÓØÍÁ ÐÏÌÅÚÎÁ ÐÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÚÁÄÁÞ, × ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ ËÏÔÏÒÙÈ
ÐÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÀÔ ÏÄÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ É ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÐÒÑÍÙÈ:
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x′


òÉÓ. 1.


ìÅÍÍÁ 3. ìÀÂÕÀ ÔÏÞËÕ ×ÎÕÔÒÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅ×ÅÓÔÉ
ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ �v × ÃÅÎÔÒ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S. ìÀÂÕÀ ÐÒÑÍÕÀ,
ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÕÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ S, ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅ×ÅÓÔÉ × ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎ-
ÎÕÀ ÐÒÑÍÕÀ.


5. òÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞ
éÚÌÏÖÅÎÎÙÅ ×ÙÛÅ Ó×ÅÄÅÎÉÑ Ï ÓÉÍÍÅÔÒÉÑÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÉÚ


ÇÒÕÐÐÙ ìÏÒÅÎÃÁ ÐÏÚ×ÏÌÑÀÔ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÍÇÎÏ×ÅÎÎÏ ÒÅÛÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ
ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ:


úÁÄÁÞÁ 1. ðÕÓÔØ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S ÄÁÎÙ 4 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞËÉ a, b, c
É d. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÙÈ x = ac ∩ bd, y = ab ∩ cd, z =
= ad ∩ bc. ôÏÇÄÁ ×ÓÅ ÔÒÉ ÔÏÞËÉ x, y, z Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÏÔÎÏÓÉ-
ÔÅÌØÎÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ (ÓÍ. ÒÉÓ. 2).


üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÌÅÇËÏ ÒÅÛÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ �x
ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ÔÏÞËÉ y É z; ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ �y É �z. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ×ÅËÔÏÒÙ x, y, z ÚÁÄÁÀÔ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÄÌÑ ÓËÁ-
ÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ íÉÎËÏ×ÓËÏÇÏ × ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å.


ôÅÐÅÒØ ÐÒÏÁÎÁÌÉÚÉÒÕÅÍ ÓÍÙÓÌ ÔÅÏÒÅÍÙ ðÁÓËÁÌÑ Ï ×ÐÉÓÁÎÎÏÍ ÛÅÓÔÉ-
ÕÇÏÌØÎÉËÅ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ íÉÎËÏ×ÓËÏÇÏ.
äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÍ ÎÁÄÏ ×ÙÑÓÎÉÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÓÉÍÍÅ-
ÔÒÉÊ.


îÁÞÎÅÍ Ó ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ × ÏÂÙÞÎÏÍ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å. ëÏÍÐÏÚÉ-
ÃÉÑ Ä×ÕÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ | ÜÔÏ ×ÒÁÝÅÎÉÅ ×ÏËÒÕÇ ÐÒÑÍÏÊ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÌÏÓËÏ-
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ÓÔÅÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÕÇÏÌ. ôÏ ÖÅ ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÓËÁÌÑÒÎÏ-
ÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ íÉÎËÏ×ÓËÏÇÏ, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÐÏÄ �×ÒÁÝÅÎÉÅÍ�
ÎÕÖÎÏ ÐÏÎÉÍÁÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÉÎÏÅ ÐÏÎÑÔÉÅ.


åÓÌÉ ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÔÒÅÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ, ÔÏ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ
ÜÔÏ ÅÝÅ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ, ÏÄÎÁËÏ ÅÓÔØ ÏÄÉÎ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ
ÓÉÔÕÁÃÉÑ ÕÐÒÏÝÁÅÔÓÑ: ÜÔÏ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ×ÓÅ ×ÅËÔÏÒÙ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÌÅÖÁÔ
ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÑÍÁÑ, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁÑ ×ÓÅÍ ÔÒÅÍ
×ÅËÔÏÒÁÍ, ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ÐÒÉ ×ÓÅÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÈ, É ÎÁÍ ÏÓÔÁÅÔÓÑ
×ÙÑÓÎÉÔØ, ËÁË ÕÓÔÒÏÅÎÁ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÔÒÅÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÑ-
ÍÙÈ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. ìÅÇËÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ
ÜÔÁ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÔÏÖÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ
ÐÒÑÍÏÊ.


äÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ íÉÎËÏ×ÓËÏÇÏ ×ÅÒÎÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ
ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ:


ìÅÍÍÁ 4. åÓÌÉ ÔÒÉ ×ÅËÔÏÒÁ x, y, z ËÏÍÐÌÁÎÁÒÎÙ, ÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ
ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ �z ◦ �y ◦ �x | ÜÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ �t ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ
×ÅËÔÏÒÁ t, ËÏÍÐÌÁÎÁÒÎÏÇÏ x, y, z.


äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ×ÅËÔÏÒÙ x, y, z ÎÅ ÌÅ-
ÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, ÉÎÁÞÅ ×ÓÅ ÔÒÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ É ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ
ÏÞÅ×ÉÄÎÏ.


ðÕÓÔØ ×ÓÅ ÔÒÉ ×ÅËÔÏÒÁ ÌÅÖÁÔ × ÐÌÏÓËÏÓÔÉ �. íÏÖÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ
ÐÌÏÓËÏÓÔØ � ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ ÓÁÍÁ × ÓÅÂÑ. äÁÌÅÅ ÂÕÄÅÍ ÒÁÂÏÔÁÔØ × ÐÌÏÓËÏÓÔÉ
�. ëÁÖÄÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ ÚÁÄÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ × ÜÔÏÊ
ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÅÎÑÅÔ ÅÅ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ, ÉÌÉ, ÂÏÌÅÅ ÓÔÒÏÇÏ, ÉÍÅÅÔ ÏÔ-
ÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÊ ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔ. ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÔÒÅÈ ÔÁËÉÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÔÏÖÅ
ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÊ ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔ.


x


z


c


y


b


a


d
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ôÅÐÅÒØ ×ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅÍ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ
ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Ó ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍ ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÏÍ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÎÅ-
ËÏÔÏÒÙÊ ×ÅËÔÏÒ t′ × ÓÏÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÎÙÊ ÓÅÂÅ É ÏÄÉÎ ×ÅËÔÏÒ t × ÐÒÏÔÉ×ÏÎÁ-
ÐÒÁ×ÌÅÎÎÙÊ ÓÁÍÏÍÕ ÓÅÂÅ. üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÐÒÑÍÙÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ; ÄÌÑ
ÞÉÔÁÔÅÌÅÊ, ÚÎÁËÏÍÙÈ Ó ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ
ÔÏÇÏ, ÞÔÏ Õ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ × ÜÔÏÍ ÓÌÕ-
ÞÁÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÅÓÔØ Ä×Á ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ËÏÒÎÑ ÒÁÚÎÙÈ ÚÎÁËÏ×.


òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ:
1. Q(t) = 0: ÐÌÏÓËÏÓÔØ � ÍÏÖÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ Ä×ÕÈ ÎÅËÏÌÌÉÎÅ-


ÁÒÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× Ó ÎÕÌÅ×ÙÍ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ. åÓÌÉ ÉÈ Ä×Á, ÔÏ
ËÁÖÄÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ ÐÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÉÈ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ É ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÔÒÅÈ
ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÔÏÖÅ ÐÅÒÅÓÔÁ×ÉÔ ÉÈ, × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ t ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÄ-
ÎÉÍ ÉÚ ÎÉÈ. åÓÌÉ ÔÁËÏÊ ×ÅËÔÏÒ × ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÏÄÉÎ, ÔÏ ÐÏ ÌÅÍÍÅ 1 ÏÎ
ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÅÎ ÌÀÂÏÍÕ ×ÅËÔÏÒÕ ÉÚ �, ÚÎÁÞÉÔ, ÐÒÉ ËÁÖÄÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ
ÏÎ ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔÓÑ × ÓÅÂÑ É ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÐÏÍÅÎÑÔØ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ, ÔÏ ÅÓÔØ ÜÔÏ
ÎÅ t.


2. Q(t) 6= 0: × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Q(t) É Q(t′) ÎÅ ÍÅÎÑÀÔÓÑ ÐÒÉ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ
ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ, ÚÎÁÞÉÔ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ×ÁÒÉÁÎÔ �z ◦ �y ◦ �x(t) = −t É
�z ◦ �y ◦ �x(t′) = t′, × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ


(t; t′) = (�z ◦ �y ◦ �x(t); �z ◦ �y ◦ �x(t′)) = (t;−t′) = −(t; t′);
ÚÎÁÞÉÔ (t; t′) = 0 É t | ÉÓËÏÍÙÊ ×ÅËÔÏÒ.


ôÁË ËÁË ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ �t ◦ �t Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÐÒÅ-
ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ, ÔÏ ËÁË ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÉÚ ÜÔÏÊ ÌÅÍÍÙ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ �z ◦
�y ◦ �x ◦ �z ◦ �y ◦ �x | ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ. üÔÏ ÐÏÍÏÇÁÅÔ ÎÁÍ
ÄÏËÁÚÁÔØ ÌÅÍÍÕ:


ìÅÍÍÁ 5. ðÕÓÔØ ÔÏÞËÉ x, y, z ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ É ÎÅ ÌÅÖÁÔ
ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S. ðÕÓÔØ ÒÁÚÎÙÅ ÔÏÞËÉ a, b, c, d, e, f ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏË-
ÒÕÖÎÏÓÔÉ S É ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÒÏÊËÉ ÔÏÞÅË ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ: (x; a; b),
(y; b; c), (z; c; d), (x; d; e) É (y; e; f) (ÓÍ. ÒÉÓ. 3). ôÏÇÄÁ ÔÏÞËÉ z, f , a ÔÏÖÅ
ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ.


äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÐÒÅÄÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÉÔÁÔÅÌÀ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ.
äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ �z ◦�y ◦�x ◦�z ◦�y ◦�x
ÎÁ ÔÏÞËÕ a.


éÚ ÌÅÍÍÙ 5 ÞÉÔÁÔÅÌØ ÌÅÇËÏ ×Ù×ÅÄÅÔ ÔÅÏÒÅÍÕ ðÁÓËÁÌÑ:
ôÅÏÒÅÍÁ (ðÁÓËÁÌÑ). ðÕÓÔØ ÒÁÚÎÙÅ ÔÏÞËÉ a, b, c, d, e, f ÌÅÖÁÔ


ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. ôÏÇÄÁ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÙÈ x = ab ∩ de,
y = bc ∩ ef É z = cd ∩ fa ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ.


òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÅÝÅ ÏÄÎÕ ÚÁÄÁÞÕ:
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úÁÄÁÞÁ 2. ðÕÓÔØ ×ÎÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S ÄÁÎÙ ÒÁÚÎÙÅ ÔÏÞËÉ x, y, z, x′,
y′, z′, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÔÏÞËÁ x Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÁ y′ É z′, y Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÁ x′ É z′,
z Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÁ y′ É x′ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
ÐÒÑÍÙÅ x′x, y′y, z′z ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ.


þÔÏÂÙ ÒÅÛÉÔØ ÜÔÕ ÚÁÄÁÞÕ, ÐÅÒÅÊÄÅÍ × ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï É
ÄÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÐÏÔÒÅÎÉÒÕÅÍÓÑ ÎÁ ÓÌÕÞÁÅ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÇÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅ-
ÎÉÑ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ×ÓÅ ÓËÁÌÑÒÎÙÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ (x; y)′, (y; z)′,
(z; x)′ ÎÅ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ. ôÏÇÄÁ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÔÒÅÈÇÒÁÎÎÙÊ ÕÇÏÌ Ó ÒÅÂÒÁÍÉ ×ÄÏÌØ
x, y É z. ðÌÏÓËÏÓÔØ x′x ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ yz, y′y ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒ-
ÎÁ xz, z′z ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁ xy. éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÐÌÏÓËÏÓÔÉ x′x, y′y É z′z |
ÜÔÏ �×ÙÓÏÔÙ� ÔÒÅÈÇÒÁÎÎÏÇÏ ÕÇÌÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÎÉ ÂÕÄÕÔ ÐÅÒÅÓÅËÁÔØÓÑ ÐÏ ÎÅ-
ËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÑÍÏÊ | ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ Ó×ÅÓÔÉ Ë ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ×ÙÓÏÔÁÈ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ
ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ É ÁËÔÉ×ÎÏÇÏ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÔÒÅÈ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÁÈ.


üÔÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ × ÐÒÉÎÃÉÐÅ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÎÅÓÔÉ É ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ
ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ íÉÎËÏ×ÓËÏÇÏ, ÎÏ ÍÙ ÎÁÊÄÅÍ ÂÏÌÅÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ,
ËÏÔÏÒÏÅ ÕÖÅ Ñ×ÎÏ ÂÕÄÅÔ ÐÒÏÈÏÄÉÔØ × ÓÌÕÞÁÅ ÌÀÂÏÇÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ-
×ÅÄÅÎÉÑ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÚÁ x′′ ×ÅËÔÏÒ, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÊ x É x′, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ
ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ y′′ É z′′. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ×ÅËÔÏ-
ÒÙ x′′, y′′, z′′ ËÏÍÐÌÁÎÁÒÎÙ. îÁÊÄÅÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÜÔÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× × ÂÁÚÉÓÅ
(x; y; z).


úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ ÓËÁÌÑÒÎÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ (x; y), (y; z), (z; x) ÎÅ ÂÏ-
ÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ, ÉÎÁÞÅ ÂÙ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ× x = x′,
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y = y′, z = z′ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ. îÁÊÄÅÍ
ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ x′′. ôÁË ËÁË (x′′; x′) = 0, ÔÏ x′′ ÌÅÖÉÔ × ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ×ÅËÔÏÒÏ× y
É z, ÔÏ ÅÓÔØ x′′ = ay + bz. úÁÐÉÛÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ


0 = (x; x′′) = a(x; y) + b(x; z):
ïÄÎÏ ÉÚ ÅÇÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÄÁÅÔ ÎÁÍ x′′ = (x; z)y − (x; y)z. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÍÏÖÎÏ
ÎÁÊÔÉ y′′ = (x; y)z − (y; z)x, z′′ = (y; z)x− (x; z)y.


ëÏÍÐÌÁÎÁÒÎÏÓÔØ ×ÅËÔÏÒÏ× ÔÅÐÅÒØ ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÒÏÓÔÏ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÉÈ ÓÕÍ-
ÍÁ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ.


÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÐÒÅÄÌÏÖÉÍ ÞÉÔÁÔÅÌÀ ÐÁÒÕ ÚÁÄÁÞ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ
ÒÅÛÅÎÉÑ, ÐÅÒ×ÕÀ ÉÚ ÎÉÈ ÍÏÖÎÏ ÌÅÇËÏ ÒÅÛÉÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÉÚÌÏÖÅÎÎÏÊ ×ÙÛÅ
ÔÅÈÎÉËÉ, ÎÁÄ ×ÔÏÒÏÊ ÖÅ ÐÒÉÄÅÔÓÑ ÎÅÍÎÏÇÏ ÐÏÄÕÍÁÔØ:


úÁÄÁÞÁ 3. äÁÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ S É ÔÏÞËÉ a É b ×ÎÅ ÅÅ. ÷ÏÚØÍÅÍ ÎÁ
ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÕ x, ÐÕÓÔØ ÐÒÑÍÙÅ ax É bx ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ
ÔÁËÖÅ × ÔÏÞËÁÈ ax É bx, ÎÅ ÓÞÉÔÁÑ ÔÏÞËÉ x. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÃÉÒËÕÌÅÍ É
ÌÉÎÅÊËÏÊ ÔÏÞËÕ x ÔÁË , ÞÔÏÂÙ ÐÒÑÍÁÑ axbx ÂÙÌÁ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁ ab.


úÁÄÁÞÁ 4. äÁÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ S, ÔÏÞËÉ a É b ×ÎÅ ÅÅ É ÐÒÑÍÁÑ l. ÷ÏÚØ-
ÍÅÍ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÕ x, ÐÕÓÔØ ÐÒÑÍÙÅ ax É bx ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔ ÏËÒÕÖ-
ÎÏÓÔØ ÔÁËÖÅ × ÔÏÞËÁÈ ax É bx, ÎÅ ÓÞÉÔÁÑ ÔÏÞËÉ x. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÃÉÒËÕÌÅÍ
É ÌÉÎÅÊËÏÊ ÔÏÞËÕ x ÔÁË , ÞÔÏÂÙ ÐÒÑÍÁÑ axbx ÂÙÌÁ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁ l.
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