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îÁÛ ÓÅÍÉÎÁÒ: ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ
ÓÀÖÅÔÙ


óÕÍÍÁ ÏÂÒÁÔÎÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×
ë. ð. ëÏÈÁÓØ∗


÷ ÜÔÏÊ ÚÁÍÅÔËÅ ÍÙ ÒÁÓÓËÁÚÙ×ÁÅÍ Ï ÔÏÍ, ËÁË ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÎÙÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ
ÎÁÊÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÓÕÍÍÙ


1 + 1
4 + 1


9 + 1
16 + 1


25 + : : : :


÷ÅÒÏÑÔÎÏ, ×ÓÅ ÉÚÌÏÖÅÎÎÙÅ ÚÄÅÓØ ÓÐÏÓÏÂÙ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ. äÁ É ÐÏ-
ÐÙÔËÉ ÕÓÔÒÏÉÔØ ÒÅ×ÉÚÉÀ × ÜÔÏÍ ÈÏÚÑÊÓÔ×Å ÕÖÅ ÔÏÖÅ ÐÒÅÄÐÒÉÎÉÍÁÌÉÓØ.


ôÏÌÞËÏÍ Ë ÎÁÐÉÓÁÎÉÀ ÜÔÏÇÏ ÔÅËÓÔÁ ÐÏÓÌÕÖÉÌÏ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ, ÉÚÌÏÖÅÎ-
ÎÏÅ × ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ 7, ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÀ ËÏÌÌÅËÃÉÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ× ÓÉÌØÎÏ ÐÏÍÏÇÌÉ
ÓÔÁÔØÑ [12] É ÄÉÓËÕÓÓÉÉ × [18].


1. íÅÔÏÄ áÂÅÌÑ
÷ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÓÕÍÍ | ÍÅÔÏÄÏÍ


áÂÅÌÑ. åÇÏ ÐÒÏÈÏÄÑÔ × ËÏÎÃÅ ÐÅÒ×ÏÇÏ ËÕÒÓÁ. óÐÏÓÏÂ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ.
þÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ÓÕÍÍÕ ÓÈÏÄÑÝÅÇÏÓÑ ÒÑÄÁ ∑ ak, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ
ÒÑÄ f(x) = ∑ akxk. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ áÂÅÌÑ ÒÁÄÉÕÓ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÒÑÄÁ ÎÅ
ÍÅÎØÛÅ 1. åÓÔØ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÒÉÅÍÏ× ÒÁÂÏÔÙ ÓÏ ÓÔÅÐÅÎÎÙÍÉ ÒÑÄÁ-
ÍÉ É ÅÓÌÉ ÍÙ ËÁËÉÍ-ÎÉÂÕÄØ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÕÍÅÅÍ ÎÁÊÔÉ Ñ×ÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ
ÆÕÎËÃÉÉ f(x), ÔÏ ÔÏÇÄÁ ∑ ak = lim


x→1−0
f(x). éÔÁË, ÐÏÌÏÖÉÍ


f(x) =
+∞∑


k=1


xk


k2 :
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ôÏÇÄÁ


xf ′(x) =
+∞∑


k=1


xk
k = − ln(1− x) :


ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,
+∞∑


k=1


1
k2 = −


1∫


0


ln(1− x)
x dx =


1∫


0


lnx
x− 1 dx : (1)


ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÉÎÔÅÇÒÁÌ �ÎÅ ÂÅÒÅÔÓÑ�. äÕÍÁÅÍ, Ó ÜÔÏÊ ÔÒÕÄÎÏÓÔØÀ ÓÔÁÌËÉ-
×ÁÌÉÓØ ÍÎÏÇÉÅ ÐÅÒ×ÏËÕÒÓÎÉËÉ.


ðÒÉÄÅÔÓÑ ÉÄÔÉ ÄÒÕÇÉÍ ÐÕÔÅÍ. ÷ÐÒÏÞÅÍ, ÞÕÔØ ÐÏÚÖÅ ÍÙ ×ÓÅ-ÔÁËÉ ×Ù-
ÞÉÓÌÉÍ ÜÔÏÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ (Ó ÐÏ-
ÍÏÝØÀ ×ÙÞÅÔÏ×).


2. òÁÚÌÏÖÉÍ ÓÉÎÕÓ ÉÌÉ ÞÔÏ-ÎÉÂÕÄØ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ
÷ÏÔ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÅ üÊÌÅÒÕ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÏÒÍÕÌÕ ôÅÊ-


ÌÏÒÁ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ sinx:


sinx = x− x3


3! + x5


5! + : : : : (2)


÷ÙÒÁÖÅÎÉÅ × ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ (ÒÑÄ) ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ �ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÂÅÓËÏ-
ÎÅÞÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ�. åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÞÔÏ ÒÁÚ ÓÔÅÐÅÎØ ÜÔÏÇÏ �ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ� ÂÅÓËÏ-
ÎÅÞÎÁ, ÔÏ Õ ÎÅÇÏ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ËÏÒÎÅÊ. üÔÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ
ÐÒÅËÒÁÓÎÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÎÁÛÉÍ ÚÎÁÎÉÑÍ Ï ÆÕÎËÃÉÉ sinx: ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ
ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ËÏÒÎÅÊ, Á ÉÍÅÎÎÏ, ×ÓÅ ÔÏÞËÉ ×ÉÄÁ
�n, n ∈ Z (É ËÓÔÁÔÉ, ÄÒÕÇÉÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÎÅÔ). ðÏÐÒÏÂÕÅÍ ÒÁÚÌÏ-
ÖÉÔØ ÜÔÕ ÆÕÎËÃÉÀ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. úÄÅÓØ ÎÕÖÎÏ ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ ÁËËÕÒÁÔÎÏ:
ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ


sinx = x(x− �)(x+ �)(x− 2�)(x+ 2�) : : :
×ÒÑÄ ÌÉ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÅÒÎÙÍ, ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ x ÓÔÒÅ-
ÍÑÔÓÑ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, ÄÁ É ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉ ÒÁÓËÒÙÔÉÉ ÓËÏÂÏË
ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÍÉ ËÒÁÔÎÙÍÉ �, ÞÔÏ ÎÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÆÏÒÍÕ-
ÌÅ (2). äÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÂÏÌÅÅ �ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÅ� ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ, ÄÁ×ÁÊÔÅ
ÐÅÒÅÎÏÒÍÉÒÕÅÍ ÓËÏÂËÉ: ×ÍÅÓÔÏ ÓËÏÂËÉ (x − k�), ÏÂÒÁÝÁÀÝÅÊÓÑ × ÎÕÌØ
ÐÒÉ x = k�, ×ÏÚØÍÅÍ (1 − x


k� ). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ ÓÇÒÕÐÐÉÒÕÅÍ ×ÍÅÓÔÅ ÓËÏÂËÉ,
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ËÏÒÎÑÍ ±k�. ðÏÌÕÞÉÍ


sinx = x
(


1− x2


�2


)(
1− x2


4�2


)
: : : : (3)
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üÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÕÖÅ ÂÏÌÅÅ ÐÒÁ×ÄÏÐÏÄÏÂÎÏ: ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ × ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ
ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ (É ÄÁÖÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍ) x. äÁ É ËÏÜÆÆÉ-
ÃÉÅÎÔ ÐÒÉ ÍÌÁÄÛÅÍ ÞÌÅÎÅ (Ô. Å. ÐÒÉ x) ÔÁËÏÊ, ËÁË ÎÁÄÏ: ÅÓÌÉ ÒÁÓËÒÙÔØ ×ÓÅ
ÓËÏÂËÉ × ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ, ÔÏ, ÑÓÎÏÅ ÄÅÌÏ, ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ x ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÅÎ
ÅÄÉÎÉÃÅ.


äÁ×ÁÊÔÅ ÔÏÇÄÁ ×ÙÞÉÓÌÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ x3 × ÆÏÒÍÕÌÅ (3). ÷ ÌÅ×ÏÊ
ÞÁÓÔÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ x3 ÒÁ×ÅÎ −1=6, ÜÔÏ ÍÙ ÚÎÁÅÍ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (2).
á × ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÒÁ×ÅÎ. . . ÐÏÓÔÏÊÔÅ, ÐÏÓÔÏÊÔÅ. . . ÎÕ ÄÁ, ÏÎ
ÒÁ×ÅÎ −( 1


�2 + 1
4�2 + 1


9�2 +: : :
)
. é ÍÙ ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÍÕ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ


1 + 1
4 + 1


9 + 1
16 + 1


25 + : : : = �2


6 : (4)


òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÍÉ ÐÏÌÕÞÅÎÁ ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ, ÎÅ ÐÒÅÔÅÎÄÕ-
ÀÔ ÎÁ Ú×ÁÎÉÅ �ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï�. îÏ ÐÏ ÂÏÌØÛÏÍÕ ÓÞÅÔÕ ÏÎÉ ×ÅÒÎÙ. ôÅÏÒÅ-
ÍÁ Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÆÕÎËÃÉÉ sinx × ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ (Ô. Å. ÆÏÒÍÕ-
ÌÁ (3)) ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ × ËÕÒÓÅ ÁÎÁÌÉÚÁ ÉÌÉ ôæëð (ÓÍ. [5, 8]).


* * * * * *
÷ÁÒÉÁÃÉÅÊ ÎÁ ÜÔÕ ÖÅ ÔÅÍÕ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÏÔ ËÁËÏÊ ÐÏÄÈÏÄ: ÄÁ×ÁÊÔÅ ÐÏÄÂÅ-


ÒÅÍ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÒÁÚÕÍÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, Õ ËÏÔÏÒÙÈ
ËÏÒÎÑÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÅ ÔÏ ÞÔÏÂÙ ÓÁÍÉ ÄÒÏÂÉ 1=n2, Á ËÁËÉÅ-ÔÏ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅ-
ÓËÉ ÂÌÉÚËÉÅ Ë ÎÉÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ×ÙÐÏÌÎÉÍ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÊ ÐÅÒÅÈÏÄ.


îÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÄÅÌÁÅÍ ÔÁË ([12]). ÷ÏÚØÍÅÍ ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ n = 2m + 1.
îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ


sinnx = Pn(sinx);
ÇÄÅ Pn | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ n. ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ x = k�=n, ÍÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ
ÞÉÓÌÁ sin(k�=n), −m 6 k 6 m, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÒÎÑÍÉ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, Á ÔÁË
ËÁË ÉÈ ÚÄÅÓØ ÒÏ×ÎÏ n, ÔÏ ÄÒÕÇÉÈ ËÏÒÎÅÊ ÎÅÔ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,


Pn(y) = ny
m∏


k=1


(
1− y2


sin2(k�=n)


)
:


úÄÅÓØ ÎÏÒÍÉÒÏ×ÏÞÎÙÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ n × ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÐÏÄÏÂÒÁÎ ÉÚ ÔÅÈ
ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, ÞÔÏ lim


y→0
Pn(y)=y = n. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,


sinnx = n sinx
m∏


k=1


(
1− sin2 x


sin2(k�=n)


)
:


ðÒÉÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉ x3 ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊ ôÅÊÌÏÒÁ × ÎÕÌÅ ÌÅ×ÏÊ É
ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÅÊ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ


−n3


6 = −n
6 − n


m∑


k=1


1
sin2(k�=n)


;







óÕÍÍÁ ÏÂÒÁÔÎÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× 145


É ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,
1
6 −


m∑


k=1


1
n2 sin2(k�=n)


= 1
6n2 : (5)


ôÅÐÅÒØ ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ M É ÂÕÄÅÍ ÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ
m, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ×ÙÂÒÁÌÉ Ó ÓÁÍÏÇÏ ÎÁÞÁÌÁ, ÂÏÌØÛÅ ÞÅÍ M . ôÏÇÄÁ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ


1
6 −


M∑


k=1


1
n2 sin2(k�=n)


= 1
6n2 +


m∑


k=M+1


1
n2 sin2(k�=n)


:


÷ ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ×ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ sinx > 2
�x, ×ÅÒÎÙÍ ÐÒÉ 0 <


< x < �=2:


0 < 1
6 −


M∑


k=1


1
n2 sin2(k�=n)


< 1
6n2 +


m∑


k=M+1


1
4k2 :


ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ m → +∞ (É ×ÍÅÓÔÅ Ó ÎÉÍ n = 2m + 1 ÔÏÖÅ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ
Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ), × ÐÒÅÄÅÌÅ ÐÏÌÕÞÉÍ


0 < 1
6 −


M∑


k=1


1
k2�2 6


∞∑


k=M+1


1
4k2 :


îÁËÏÎÅÃ, ÕÓÔÒÅÍÉÍ É M Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ. ðÏÓËÏÌØËÕ × ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÎÁ-
ÐÉÓÁÎ È×ÏÓÔ ÓÈÏÄÑÝÅÇÏÓÑ ÒÑÄÁ, ÍÙ ÓÒÁÚÕ ÐÏÌÕÞÁÅÍ (4). ðÅÒ×ÏÉÓÔÏÞÎÉË
ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ | [14].


* * * * * *
á ÔÅÐÅÒØ ÞÕÔØ ÍÅÎÅÅ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ. ÷ÅÒÏÑÔÎÏ, ÞÉÔÁÔÅÌØ


ÕÞÉÌ ËÏÇÄÁ-ÔÏ × ÛËÏÌÅ ÆÏÒÍÕÌÕ
tg 2� = 2 tg�


1− tg2 �
:


úÎÁÅÔÅ, ÞÔÏ ÚÁ Ä×ÏÊËÁ ÓÔÏÉÔ × ÞÉÓÌÉÔÅÌÅ? üÔÏ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ
C1


2 . á ÚÎÁÅÔÅ, ÞÔÏ ÚÁ ÍÉÎÕÓ ÅÄÉÎÉÃÁ ÓÔÏÉÔ × ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅ? üÔÏ, ËÏÎÅÞÎÏ
ÖÅ (−1)k+1Ck2 ÐÒÉ k = 2. ïÂÝÁÑ ÖÅ ÆÏÒÍÕÌÁ, ËÏÔÏÒÕÀ ÞÉÔÁÔÅÌØ, ×ÅÒÏÑÔ-
ÎÏ, × ÛËÏÌÅ ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÉÌ, ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË (ÍÙ ÅÅ Ë ÔÏÍÕ ÖÅ ÚÁÐÉÛÅÍ ÄÌÑ
ËÏÔÁÎÇÅÎÓÏ×, Á ÎÅ ÄÌÑ ÔÁÎÇÅÎÓÏ×):


ctgn� = 1− C2
n ctgn−2 �+ C4


n ctgn−4 �− : : :
C1
n ctgn−1 �− C3


n ctgn−3 �+ C5
n ctgn−5 �− : : :


: (6)


îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÁ ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ: ÐÏÄÓÔÁ×ØÔÅ
cosnx = Re(cosx+ i sinx)n; sinnx = Im(cosx+ i sinx)n


É ×ÓÅ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ. äÌÑ ÎÁÛÉÈ ÃÅÌÅÊ ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÈÏÒÏÛÁ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÓÒÁÚÕ
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ÖÅ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÕËÁÚÁÔØ ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ
C1


2m+1xm − C3
2m+1xm−1 + C5


2m+1xm−2 − : : : :
÷ÏÔ ÜÔÉ ËÏÒÎÉ:


ctg2 �
2m+ 1 ; ctg2 2�


2m+ 1 ; ctg2 3�
2m+ 1 ; : : : ; ctg2 m�


2m+ 1 :


äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÐÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ n = 2m+ 1, � = k�=(2m+ 1) × (6), ÍÙ ×ÉÄÉÍ,
ÞÔÏ ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁ É ÐÒÉ ÜÔÏÍ ×ÓÅ ËÏÔÁÎÇÅÎÓÙ × ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ
ËÏÎÅÞÎÙ; ÜÔÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ.


ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÏÄÓÞÉÔÁÔØ ÓÕÍÍÕ ÜÔÉÈ ËÏÒÎÅÊ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÷ÉÅÔÁ


ctg2 �
2m+ 1+ctg2 2�


2m+ 1+ctg2 3�
2m+ 1+: : :+ctg2 m�


2m+ 1 = C3
2m+1


C1
2m+1


= m(2m− 1)
3 :


á ÚÁÏÄÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ 1
sin2 �


= ctg2 � + 1, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ É ÔÁËÏÅ
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï


1
sin2 �


2m+ 1
+ 1


sin2 2�
2m+ 1


+ 1
sin2 3�


2m+ 1
+ : : :+ 1


sin2 m�
2m+ 1


=


= m(2m− 1)
3 +m = m(2m+ 2)


3 :


(ëÓÔÁÔÉ, ÜÔÏ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (5).)
îÕ ×ÏÔ, Á ÓÅÊÞÁÓ ÍÙ ×ÙÔÁÝÉÍ ÉÚ ÛÌÑÐÙ ÚÁÊÃÁ. ðÏÓËÏÌØËÕ ctg� <


< 1
� < 1


sin� ÐÒÉ 0 < � < �
2 , ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÚÁËÌÀÞÉÔØ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ Ä×ÕÈ


ÆÏÒÍÕÌ, ÞÔÏ
m(2m− 1)


3 <
(2m+ 1


�


)2
+


(2m+ 1
2�


)2
+


(2m+ 1
3�


)2
+ : : :+


(2m+ 1
m�


)2
<


< m(2m+ 2)
3 :


óÏËÒÁÝÁÑ ÎÁ (2m+ 1)2


�2 É ÐÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÐÒÅÄÅÌÕ ÐÒÉ n → +∞, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁ-
×ÅÎÓÔ×Ï (4). üÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÍÙ ×ÚÑÌÉ ÉÚ [10, ÚÁÄÁÞÁ 143].


3. ëÏÔÁÎÇÅÎÓ
÷ÏÔ ÅÝÅ ÏÄÎÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÏÔ üÊÌÅÒÁ. ðÒÏÌÏÇÁÒÉÆÍÉÒÕÅÍ ÒÁ×ÅÎ-


ÓÔ×Ï (3), ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ×ÏÚØÍÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ, ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ


ctg x = : : :+ 1
x+ 2� + 1


x+ � + 1
x + 1


x− � + 1
x− 2� + : : : (7)


äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÚÁËÏÎÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÒÑÄ 1
x+∑ 2x


x2 − �2k2 ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÁ×-
ÎÏÍÅÒÎÏ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ x 6= �k. íÅÖÄÕ ÐÒÏÞÉÍ, ÐÏÌÕÞÉÌÏÓØ
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ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÒÁÚÕÍÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, ÔÉÐÉÞÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÅ, ÓÒÁ×-
ÎÉÔÅ Ó ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑÍÉ


1
x3 − x


= 1=2
x− 1 −


1
x + 1=2


x+ 1 ÉÌÉ 1
P (x) =


n∑


k=1


P ′(xk)
x− xk


(× ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Å P (x) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ n, xk | ÅÇÏ (ËÏÍ-
ÐÌÅËÓÎÙÅ) ËÏÒÎÉ). ÷ ËÕÒÓÅ ôæëð, ÜÔÏ ÔÁË É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ: �ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ
ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÄÒÏÂÉ�.


ôÅÐÅÒØ ÂÕÄÅÍ ÐÏÖÉÎÁÔØ ÐÌÏÄÙ. òÁÚÌÏÖÉÍ ËÁÖÄÕÀ ÉÚ ÄÒÏÂÅÊ 1
x+ �k ,


k ∈ Z \ {0} ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ÓÕÍÍÙ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ:
1


x+ �k = 1
�k ·


1
1 + x


�k
= 1


�k


(
1− x


�k + x2


�2k2 + : : :
)
:


óÕÍÍÉÒÕÑ ÔÁËÉÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÐÏ ×ÓÅÍ k, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ


ctg x = 1
x −


2x
�2


(
1 + 1


4 + 1
9 + : : :


)
− 2x3


�4


(
1 + 1


24 + 1
34 + : : :


)
− : : : :


þÔÏÂÙ × ÏÞÅÒÅÄÎÏÊ ÒÁÚ ÕÚÎÁÔØ, ÞÅÍÕ ÖÅ, ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏ, ÒÁ×ÎÁ ÓÕÍÍÁ 1 + 1
4 +


+ 1
9 + : : : , ÏÓÔÁÌÏÓØ ÔÏÌØËÏ ÐÏÄÓÞÉÔÁÔØ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ x × ÔÅÊÌÏÒÏ×ÓËÏÍ


ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x0 = 0 ÆÕÎËÃÉÉ ctg x− 1
x . üÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ


ÔÏÌØËÏ Ó ×ÉÄÕ ×ÅÄÅÔ ÓÅÂÑ × ÎÕÌÅ ÎÅ ÏÞÅÎØ ÈÏÒÏÛÏ, ÎÏ ÅÓÌÉ ÐÏÌÏÖÉÔØ f(0) =
= 0, ÔÏ ÏÎÁ ÏËÁÖÅÔÓÑ × ÎÕÌÅ É ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ, É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ, É ÄÁÖÅ
ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ; ÉÓËÏÍÙÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÒÁ×ÅÎ


lim
x→0


(
ctg x− 1


x


)′
= lim


x→0


(
− 1


sin2 x
+ 1


x2


)
= −1


3 : (8)


é ÍÙ ÓÎÏ×Á ÐÏÌÕÞÁÅÍ (4). ëÓÔÁÔÉ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÍÏÖÎÏ ÕÚÎÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÍ-
ÍÁ ÏÂÒÁÔÎÙÈ ÞÅÔ×ÅÒÔÙÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÒÁ×ÎÁ �4=90 (ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÔÁËÖÅ
ÕÚÎÁÔØ, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ×ÓÅÍÉ ÏÓÔÁÌØÎÙÍÉ ÉÚÌÏÖÅÎÎÙÍÉ ÚÄÅÓØ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ ÉÌÉ
ÉÈ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑÍÉ).


÷ ËÎÉÇÅ [4], ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ ÍÙ ×ÚÑÌÉ ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ ÅÝÅ
É ÔÁËÏÊ ×ÁÒÉÁÎÔ:


cosx
1− sinx = ctg


(�
4 −


x
2


)
=


= −2



 1
x− �


2
+ 1


x+ 3�
2


+ 1
x− 5�


2
+ 1


x+ 7�
2


+ : : :



 =


= 4
�


(
1− 1


3 + 1
5 −


1
7 + 1


9 − : : :
)


+ (9)
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+8x
�2


(
1 + 1


9 + 1
25 + 1


49 + 1
81 + : : :


)
+


+16x2


�3


(
1− 1


27 + 1
125 −


1
343 + : : :


)
+ : : : :


ðÒÉÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉ x × ÌÅ×ÏÊ É ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÑÈ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï


1 + 1
9 + 1


25 + 1
49 + 1


81 + : : : = �2


8 : (10)


îÏ ÓÕÍÍÁ ÏÂÒÁÔÎÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÎÅÞÅÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÌÅÇËÏ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ
ÓÕÍÍÕ ÏÂÒÁÔÎÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ×ÓÅÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ:


1 + 1
9 + 1


25 + 1
49 + : : : =


=
(


1 + 1
4 + 1


9 + 1
16 + : : :


)
−


(1
4 + 1


16 + 1
36 + 1


64 + : : :
)


=


= 3
4


(
1 + 1


4 + 1
9 + 1


16 + : : :
)
:


4. áÒËÔÁÎÇÅÎÓ
÷ÁÍ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÎÁÐÏÍÉÎÁÅÔ, Õ×ÁÖÁÅÍÙÊ ÞÉÔÁÔÅÌØ, ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ (9)?
îÕ ËÏÎÅÞÎÏ ÖÅ, ÜÔÏ �ËÕÓÏÞÅË� ÚÎÁÍÅÎÉÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ çÒÅÇÏÒÉ { ìÅÊÂÎÉ-


ÃÁ, ÐÅÒ×ÏÇÏ × ÉÓÔÏÒÉÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÒÑÄÁ, ÚÁÄÁÀÝÅÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁ �:
�
4 = 1− 1


3 + 1
5 −


1
7 + 1


9 − : : : :


÷ÏÚ×ÅÄÅÍ ÜÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï × Ë×ÁÄÒÁÔ! ôÏÞÎÅÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÓÎÁÞÁÌÁ ÚÁÐÉÛÅÍ ÅÇÏ
× ×ÉÄÅ � =


+∞∑
m=−∞


(−1)m


m+ 1
2


, Á ÕÖ ÐÏÔÏÍ ×ÏÚ×ÅÄÅÍ × Ë×ÁÄÒÁÔ


�2 =
+∞∑


m=−∞


(−1)m


m+ 1
2


+∞∑
r=−∞


(−1)r


r + 1
2


=
n:=r−m


=
+∞∑


m=−∞


+∞∑
n=−∞


(−1)n


(m+ 1
2)(m+ n+ 1


2)
= (11)


=
+∞∑


n=−∞


+∞∑
m=−∞


(−1)n


(m+ 1
2)(m+ n+ 1


2)
(12)


úÁËÏÎÎÏÓÔØ ÐÅÒÅÍÅÎÙ ÐÏÒÑÄËÁ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ (ÐÅÒÅÈÏÄ ÏÔ (11) Ë (12))
ÚÄÅÓØ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÁ, ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÜÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ (Õ ÎÁÓ ÐÏÐÕÌÑÒÎÁÑ ÓÔÁ-
ÔØÑ), ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÞÅÓÔØ × [5, x 1.66], Á ÐÏËÁ ÚÁËÏÎÞÉÍ ×ÙÞÉ-
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ÓÌÅÎÉÅ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ ÓÕÍÍÁÈ ÐÒÉ n 6= 0 ÍÙ ÉÍÅÅÍ
+∞∑


m=−∞


(−1)n


(m+ 1
2)(m+ n+ 1


2)
= 1


n


+∞∑
m=−∞



 1
m+ 1


2
− 1


m+ n+ 1
2



 = 0 :


ðÏÜÔÏÍÕ Ä×ÏÊÎÁÑ ÓÕÍÍÁ (12) ÒÁ×ÎÁ
+∞∑


m=−∞


1
(m+ 1


2)2
= 8


(
1 + 1


9 + 1
25 + 1


49 + : : :
)
:


íÙ ÏÐÑÔØ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÆÏÒÍÕÌÕ (10).


5. ôÅÏÒÅÍÁ Ï ×ÙÞÅÔÁÈ
åÝÅ ÏÄÉÎ ÐÏÄÈÏÄ Ë ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÀ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÅÊ ÎÁÓ ÓÕÍÍÙ, ÒÏÄÓÔ×ÅÎ-


ÎÙÊ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÀ ÆÏÒÍÕÌÙ (7), ÏÓÎÏ×ÁÎ ÎÁ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÉ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ×Ù-
ÞÅÔÁÈ. öÅÌÁÅÔÅ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÓÕÍÍÕ? åÓÔØ ÆÉÒÍÅÎÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ!
ðÏÄÂÅÒÉÔÅ ÔÁËÕÀ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ, ×ÙÞÅÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ × ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞ-
ËÁÈ ÒÁ×ÎÙ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍ ÜÔÏÊ ÓÕÍÍÙ, É ×ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏ ËÏÎÔÕÒÕ,
ÏÈ×ÁÔÙ×ÁÀÝÅÍÕ ×ÓÅ ÏÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ!


îÁÐÒÉÍÅÒ, ×ÙÞÉÓÌÉÍ-ËÁ, ÞÅÍÕ ÒÁ×ÎÏ 2+2. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ (7) ÐÏÄÓËÁÚÙ×Á-
ÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÔØ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÕÄÏÂÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÍÎÏÇÏ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË É
×ÓÅ ×ÙÞÅÔÙ × ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞËÁÈ ÒÁ×ÎÙ ÅÄÉÎÉÃÅ. üÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ | ËÏÔÁÎÇÅÎÓ!
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏÇÄÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌ


∫


CR


2 ctg z dz;


ÇÄÅ ËÏÎÔÕÒ CR ÉÚÏÂÒÁÖÅÎ ÎÁ ÒÉÓ. 1 ÓÌÅ×Á. ÷ÎÕÔÒÉ ËÏÎÔÕÒÁ Ä×Å ÏÓÏÂÙÅ
ÔÏÞËÉ, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ×ÙÞÅÔÁÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÒÁ×ÅÎ 2�i(2 + 2). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏ-
ÒÏÎÙ, × ÓÉÌÕ �-ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ËÏÔÁÎÇÅÎÓÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÐÏ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÍ
ÓÔÏÒÏÎÁÍ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÏËÒÁÝÁÀÔÓÑ, Á × ÓÉÌÕ ÎÅÞÅÔÎÏÓÔÉ ÓÕÍÍÁ ÉÎ-
ÔÅÇÒÁÌÏ× ÐÏ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÍ ÓÔÏÒÏÎÁÍ ÒÁ×ÎÁ ÕÄ×ÏÅÎÎÏÍÕ ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ ÐÏ
×ÅÒÈÎÅÊ ÓÔÏÒÏÎÅ. éÔÁË,


2�i(2 + 2) = 2


−�2 +Ri∫


3�
2 +Ri


2 ctg z dz = 2


−�2 +Ri∫


3�
2 +Ri


2 cos z
sin z dz = 4i


−�2 +Ri∫


3�
2 +Ri


1 + e−2iz


1− e−2iz dz :


ìÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ R, Á × ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÐÏÄÙÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ ×ÙÒÁ-
ÖÅÎÉÅ ÐÒÉ R → +∞ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë −1, Á ÓÁÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌ | Ë 2�. ðÅÒÅÈÏÄÑ
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x


y


0 �−�
2


3�
2


−Ri


Ri


x


y


0


(N + 1
2 )�i


òÉÓ. 1. ë ×ÏÐÒÏÓÕ Ï ÔÏÍ, ÞÅÍÕ ÒÁ×ÎÏ 2+2


Ë ÐÒÅÄÅÌÕ, ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ
2 + 2 = 4: (13)


ëÁË ×Ù ÐÏÎÉÍÁÅÔÅ, ÔÅÐÅÒØ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÓÕÍÍÙ 1 + 1
4 + 1


9 + 1
16 + 1


25 + : : :
ÄÌÑ ÎÁÓ ÎÅ ÐÒÏÂÌÅÍÁ. ðÒÁ×ÄÁ, ÕÄÏÂÎÅÅ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ ÕÄ×ÏÅÎÎÕÀ ÓÕÍÍÕ


∞∑
n=−∞


′ 1
n2 ; (14)


ÇÄÅ ÛÔÒÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ × ÓÕÍÍÅ ÐÒÏÐÕÝÅÎÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÄÌÑ n = 0. òÁÓ-
ÓÍÏÔÒÉÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌ


∫


CN


�2


z2 ctg z dz;


ÇÄÅ ËÏÎÔÕÒ CN ÉÚÏÂÒÁÖÅÎ ÎÁ ÒÉÓ. 1 ÓÐÒÁ×Á (ÚÄÅÓØ N | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ
ÞÉÓÌÏ). íÙ ÄÏÂÁ×ÉÌÉ × ÐÏÄÙÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ �2=z2,
ÞÔÏÂÙ ×ÙÞÅÔÙ ÐÏÄÙÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÔÁÌÉ ÒÁ×ÎÙ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍ ÎÁÛÅÊ
ÓÕÍÍÙ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÀ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÐÏ ×ÅÒÔÉËÁÌØ-
ÎÙÍ ÓÔÏÒÏÎÁÍ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÓÏËÒÁÝÁÀÔÓÑ, Á ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÐÏ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÍ
ÓÔÏÒÏÎÁÍ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ, ËÓÔÁÔÉ, ÔÏÖÅ ÉÚ-ÚÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ 1=z2.
ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÐÒÉ N → +∞ × ËÏÎÔÕÒ ÐÏÐÁÄÁÅÔ ×ÓÅ ÂÏÌØÛÅ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË
ËÏÔÁÎÇÅÎÓÁ. ðÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÐÒÅÄÅÌÕ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ


resz=0
�2


z2 ctg z +
∞∑


n=−∞


′ 1
n2 = 0


óÁÍ ×ÙÞÅÔ ÍÙ ÕÖÅ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÐÏÄÓÞÉÔÁÌÉ × (8). é ÜÔÏ ÄÁÅÔ ÎÁÍ ÅÝÅ
ÏÄÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÆÏÒÍÕÌÙ (4).
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6. �-ÆÕÎËÃÉÑ
ðÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ, ÎÅÓÏÍÎÅÎÎÏ, ÏÓÔÁ×ÉÔ ÎÅÐÒÉÑÔÎÙÊ ÏÓÁÄÏË ×


ÄÕÛÅ ÎÁÓÔÏÑÝÅÇÏ ÜÓÔÅÔÁ. ðÒÏÚÒÁÞÎÁÑ ÉÄÅÑ, ËÒÁÔËÏÓÔØ, ÎÅÓÌÏÖÎÙÅ ÉÌÉ ÈÏ-
ÒÏÛÏ ÚÁÍÁÓËÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ, | ×ÓÅ ÜÔÏ ÐÒÅËÒÁÓÎÏ,
ÎÏ ÏÄÉÎ ÛÔÒÉÈ (Á ÉÍÅÎÎÏ: ÛÔÒÉÈ × ÆÏÒÍÕÌÅ (14)) Ó×ÏÄÉÔ ÎÁ ÎÅÔ ×ÓÅ ÎÁÛÉ
ÕÓÉÌÉÑ: Ó ÓÁÍÏÇÏ ÎÁÞÁÌÁ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÎÁÍ ÐÒÉÛÌÏÓØ ÕÄ×ÏÉÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï
ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ!


| îÅÔ ÌÉ Õ ÷ÁÓ ÔÁËÏÇÏ ÖÅ ÈÁÌÁÔÁ, ÎÏ Ó ÐÅÒÌÁÍÕÔÒÏ×ÙÍÉ ÐÕÇÏ×ÉÃÁ-
ÍÉ? | ÓÐÒÏÓÉÔ ÎÁÓ ÜÔÏÔ ÞÉÔÁÔÅÌØ. | ô. Å. ÎÅÔ ÌÉ Õ ÷ÁÓ ÔÁËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ,
ÏÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ × ÔÏÞËÁÈ n ∈ N, Á ×ÙÞÅÔÙ ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ
ÒÁ×ÎÙ ÅÄÉÎÉÃÅ?


åÓÔØ. åÓÔØ ÔÁËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ! üÔÏ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ �-ÆÕÎ-
ËÃÉÉ üÊÌÅÒÁ! îÕ. . . , ÐÏÞÔÉ.


óÁÍÕ �-ÆÕÎËÃÉÀ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅÍ


�(z) =
+∞∫


0


xz−1e−x dx;


ËÏÔÏÒÏÅ ÚÁÄÁÅÔ ÅÅ ÐÒÉ Re z > 0. îÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ z ÅÅ
ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÉÔØ, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÐÏÎÉÖÅÎÉÑ


�(z + 1) = z�(z): (15)
éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ, ËÏÔÏÒÕÀ ÐÏÌÕÞÁÀÔ, ÏÔ-
ÔÁÌËÉ×ÁÑÓØ ÏÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ É ÐÒÏÓÔÙÈ Ó×ÏÊÓÔ× �-ÆÕÎËÃÉÉ, ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÚÁÍÙ-
ÓÌÏ×ÁÔÙÍÉ ÍÁÎÉÐÕÌÑÃÉÑÍÉ Ó ÉÎÔÅÇÒÁÌÁÍÉ (ÓÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ [8, x535{537]):


�′(z + 1)
�(z + 1) + C =


1∫


0


1− tz
1− t dt =


∞∑


n=1


( 1
n −


1
z + n


)
: (16)


úÄÅÓØ C | ÜÔÏ ÎÅ ËÁËÁÑ ÐÏÐÁÌÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ, Á ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ üÊÌÅÒÁ. üÔÁ ÆÏÒ-
ÍÕÌÁ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ �′(z + 1)


�(z + 1) ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÎÕÖÎÙÍÉ
ÎÁÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ: ÅÅ ÏÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ, ÐÒÁ×ÄÁ, ÎÅ × ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ,
Á × ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÃÅÌÙÈ ÔÏÞËÁÈ, ÎÕ ÔÁË É ×ÙÞÅÔÙ ÒÁ×ÎÙ ÎÅ ÅÄÉÎÉÃÅ, Á
ÍÉÎÕÓ ÅÄÉÎÉÃÅ.


íÅÖÄÕ ÐÒÏÞÉÍ, ×ÓÅ ÔÒÉ ÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (16) ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÉÆÆÅÒÅÎ-
ÃÉÒÏ×ÁÔØ ÐÏ z, Á ÐÏÔÏÍ ÐÏÄÓÔÁ×ÉÔØ z = 0, ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÐÅÒÓÐÅËÔÉ×ÎÁÑ ÄÌÑ
ÎÁÛÉÈ ÃÅÌÅÊ ÆÏÒÍÕÌÁ


d
dz


�′(z + 1)
�(z + 1)


∣∣∣∣
z=0


=
1∫


0


ln t
t− 1 dt =


∞∑


n=1


1
n2 ; (17)







152 ë. ð. ëÏÈÁÓØ


x


y


0− 1
2


N�i


0− 1
2


Ri


òÉÓ. 2.


ËÏÔÏÒÁÑ ×ÙÒÁÖÁÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÕÀ ÎÁÓ ÓÕÍÍÕ, ×ÐÒÏÞÅÍ, ÎÅ ×ÐÏÌÎÅ ÐÏÎÑÔÎÏ
ÞÅÒÅÚ ÞÔÏ (É ËÓÔÁÔÉ, ÉÎÔÅÇÒÁÌ × ÓÒÅÄÎÅÊ ÞÁÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ÍÙ ÕÖÅ ×ÓÔÒÅÞÁ-
ÌÉ × ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ 1). îÅ ÂÕÄÅÍ ÐÏËÁ ÄÕÍÁÔØ ÏÂ ÜÔÏÍ, ÍÙ ÐÏÇÌÏÝÅÎÙ ÄÒÕÇÏÊ
ÉÄÅÅÊ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌ


∫


SN


�′(z + 1)
z2�(z + 1)


dz;


ÇÄÅ SN | Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÊ ËÏÎÔÕÒ, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÙÊ ÎÁ ÒÉÓ. 2 ÓÌÅ×Á.
ëÁË ×ÅÄÕÔ ÓÅÂÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÐÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍ ÜÔÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ, ËÏÇÄÁ N ÒÁ-


ÓÔÅÔ? éÎÔÅÇÒÁÌÙ ÐÏ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÍ ÓÔÏÒÏÎÁÍ É ÐÏ ÌÅ×ÏÊ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÊ
ÓÔÏÒÏÎÅ ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ, ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ÍÎÏÖÉÔÅÌÀ z2 × ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅ, ÐÏ-
ÓËÏÌØËÕ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (16) ÐÏÄÙÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ × ÜÔÉÈ ÍÅÓÔÁÈ ÎÅ×Å-
ÌÉËÁ. ðÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÐÒÅÄÅÌÕ ÐÒÉ N → +∞, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï


−
∞∑


n=1


1
n2 = 1


2�i


∫


Re z=−1
2


�′(z + 1)
z2�(z + 1)


dz:


ïÔÍÅÔÉÍ ÅÝÅ ÏÄÎÏ ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÅ ÞÅÌÏ×ÅÞÅÓËÏÊ ÍÙÓÌÉ, ÆÏÒÍÕÌÕ ÷ÅÊÅÒ-
ÛÔÒÁÓÓÁ (ÓÍ. [8])


1
�(z) = zeCz


∞∏


n=1


(
1 + z


n


)
e−z=n; z ∈ C; z 6= −1;−2;−3 : : :


(ÚÄÅÓØ C | ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ üÊÌÅÒÁ). éÚ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ × ÞÁÓÔ-
ÎÏÓÔÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �(z+ 1) 6= 0 ÐÒÉ Re z > −1


2 É ÐÏÜÔÏÍÕ × ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ
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Re z > −1
2 ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÁÑ ×ÅÔ×Ø ÆÕÎËÃÉÉ log �(z+1). ôÏÇÄÁ ÐÒÏ-


ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍ ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ
1


2�i


∫


Re z=−1
2


�′(z + 1)
z2�(z + 1)


dz = 1
�i


∫


Re z=−1
2


log �(z + 1)
z3 dz;


É ÞÔÏÂÙ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌ × ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ, ÉÚÏÂÒÅÔÅÍ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÊ ËÏÎ-
ÔÕÒ (ÒÉÓ. 2 ÓÐÒÁ×Á):


1
�i


∫


Re z=−1
2


log �(z + 1)
z3 dz =


= − 1
�i lim


R→+∞






−1
2 +Ri∫


−1
2−Ri


log �(z + 1)
z3 dz +


∫


Re z>−1
2


|z|=
q
R2+ 1


4


log �(z + 1)
z3 dz






=


= −2 resz=0
log �(z + 1)


z3 : (18)


÷ÔÏÒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÐÏÄ ÐÒÅÄÅÌÏÍ | ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏ ÐÏÌÕÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ | ÓÔÒÅ-
ÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÐÒÉ R → +∞ ÏÐÑÔØ × ÓÉÌÕ ÏÃÅÎÏË, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÌÅÄÕÀÔ ÉÚ
ÆÏÒÍÕÌÙ (16), Á ÍÉÎÕÓ ÐÅÒÅÄ ÐÒÅÄÅÌÏÍ ÓÔÏÉÔ ÉÚ-ÚÁ ÎÅÐÒÁ×ÉÌØÎÏÊ ÏÒÉÅÎ-
ÔÁÃÉÉ ËÏÎÔÕÒÁ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÄ ÐÒÅÄÅÌÏÍ ÓÔÏÉÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏ ÇÒÁÎÉÃÅ
ÐÏÌÕËÒÕÇÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ×ÙÞÉÓÌÉÌÉ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ×ÙÞÅÔÁÈ.


ïÓÔÁÌÏÓØ ÐÏÄÓÞÉÔÁÔØ ×ÙÞÅÔ (18) É ÔÕÔ ÎÁÛÁ ÎÁÅÚÖÅÎÎÁÑ ÍÁÇÉÓÔÒÁÌØ
ÕÐÉÒÁÅÔÓÑ × ÔÕÐÉË: ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ×ÙÞÅÔÏ× ÐÒÉ×ÏÄÉÔ
Ë ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÎÁÊÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ


(�′(z + 1)
�(z + 1)


)′
ÐÒÉ z = 0, Ô. Å. Ë


ÐÒÏÉÇÎÏÒÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÎÁÍÉ ÞÕÔØ ÒÁÎØÛÅ ÆÏÒÍÕÌÅ (17)!


7. îÅÍÎÏÇÏ ÚÄÒÁ×ÏÇÏ ÓÍÙÓÌÁ, ×ÅÚÅÎÉÑ
É ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ


íÙ ÅÇÏ ×ÓÅ-ÔÁËÉ ×ÙÞÉÓÌÉÍ, ÜÔÏÔ ×ÙÞÅÔ. ÷ÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ (1).
óÄÅÌÁÅÍ ÚÁÍÅÎÕ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x = e−t:


1∫


0


lnx
x− 1 dx =


+∞∫


0


x dx
ex − 1 :
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x


y


0
R


−�i


�i


òÉÓ. 3.


òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÎÔÕÒ Cr;R , ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÙÊ ÎÁ ÒÉÓ. 3. ðÒÏÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍ
ÆÕÎËÃÉÀ z2


−ez − 1 ÐÏ ÜÔÏÍÕ ËÏÎÔÕÒÕ.
÷ ÔÏÞËÁÈ ±�i ÐÏÄÙÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÓÔÏÊ ÐÏÌÀÓ Ó ÇÌÁ×-


ÎÏÊ ÞÁÓÔØÀ ÒÑÄÁ ìÏÒÁÎÁ −�2


x∓ �i . ðÏÜÔÏÍÕ ÓÕÍÍÁ ÐÒÅÄÅÌÏ× ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× ÐÏ
ÄÕÇÁÍ, ÏÂÈÏÄÑÝÉÍ ÏÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ ±�i, ÒÁ×ÎÁ �3i. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ×ÙÞÅÔÁÈ
ÉÍÅÅÍ


0 = �3i+ lim
r→+0
R→+∞


∫


Cr;R


z2 dz
−e−z − 1


= �3i+ lim
r→+0
R→+∞






∫


→
+


∫


↑
+


∫


←
+


∫


↓



 z2 dz
−e−z − 1


:


òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÕÍÍÕ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× ÐÏ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÍ ÓÔÏÒÏÎÁÍ ËÏÎÔÕÒÁ:


lim
r→+0
R→+∞






∫


→
+


∫


←



 z2 dz
−ez − 1 =


= lim
r→+0
R→+∞


R∫


r


(t− �i)2 dt
−et−�i − 1


− lim
r→+0
R→+∞


R∫


r


(t+ �i)2 dt
−et+�i − 1


=
+∞∫


0


−4�it dt
et − 1


:


éÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏ ÐÒÁ×ÏÊ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÅ ËÏÎÔÕÒÁ Cr;R ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕ-
ÌÀ ÉÚ-ÚÁ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÙ × ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï


0 = �3i− 4�i
+∞∫


0


t dt
et − 1


− lim
r→+0


(�−r)i∫


(−�+r)i


z2 dz
ez + 1 : (19)


ôÅÐÅÒØ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ
z2


ez + 1 = −z2


2 · e
z − 1
ez + 1 + z2


2 ;


ÐÒÉÞÅÍ ÆÕÎËÃÉÑ −z2


2 · e
z − 1
ez + 1 | ÎÅÞÅÔÎÁ, É ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ
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ÎÅÅ ÐÏ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÕ [(−� + r)i; (� − r)i] ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ. úÎÁÞÉÔ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ
ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (19) × ×ÉÄÅ


4�i
+∞∫


0


t dt
et − 1


= �3i−
�i∫


−�i


z2


2 dz :


ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏ
+∞∫


0


t dt
et − 1


= �2


6 :


üÔÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÎÁÍ ÐÏÄÓËÁÚÁÌ å. çÏÒÑÞËÏ.


úÁËÁÎÞÉ×ÁÑ ÔÅÍÕ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ, ÍÙ ÐÒÉ×ÅÄÅÍ ÅÝÅ ÏÄÎÏ
×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ, Ó×ÑÚÁÎÎÏÅ Ó ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ


∫ ln(1− x)
x dx, ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ËÏÔÏÒÏ-


ÇÏ ÍÏÖÎÏ ÓÏ×ÓÅÍ ÌÅÇËÏ ÎÁÊÔÉ ÓÕÍÍÕ ÏÂÒÁÔÎÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÎÅÞÅÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ
(ÍÙ ÐÏÞÅÒÐÎÕÌÉ ÜÔÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ × [16]).


úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ
+∞∑


k=1


1
(2k + 1)2 = 1


2


+∞∑


k=1


∫ 1


−1


zk
k dz = 1


2


∫ 1


−1


+∞∑


k=1


zk
k dz =


= −1
2


∫ 1


−1


log(1− z)
z dz = −1


2


∫ −1


1


log(1 + z)
z dz :


íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ × ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÍÙ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍ ÎÅ ÐÏ ÏÔÒÅÚËÕ [−1; 1],
Á ÐÏ ÐÏÌÕÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ |z| = 1, Im z > 0. ôÏÇÄÁ ××ÅÄÅÍ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÀ
z = e2it, t ∈ [0; �2 ] É, ÉÚÂÅÇÁÑ ÎÅ ÏÞÅÎØ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÙÈ × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕ-
ÞÁÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÊ Ï ×ÙÂÏÒÅ ×ÅÔ×É ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ, ÕÞÔÅÍ, ÞÔÏ log(1 + e2it) =
= ln |1 + e2it|+ i arg(1 + e2it) = ln 2 cos t+ it. ôÏÇÄÁ


+∞∑


k=1


1
(2k + 1)2 = −1


2


∫ −1


1


log(1 + z)
z dz =


= −i
∫ �


2
0


log(1 + e2it) dt = −i
∫ �


2
0


ln 2 cos t dt+ �2


8 :


óÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÁÓÔÉ ÓÁÍÏÇÏ ÌÅ×ÏÇÏ É ÓÁÍÏÇÏ ÐÒÁ×ÏÇÏ ×ÙÒÁÖÅ-
ÎÉÑ, ÍÙ ÏÐÑÔØ ÎÁÈÏÄÉÍ ÎÁÛÕ ÓÕÍÍÕ, Á ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ÍÎÉÍÙÅ ÞÁÓÔÉ, ÐÏÌÕ-
ÞÁÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï


∫ �=2
0 ln cosx dx = −�


2 ln 2, ËÏÔÏÒÏÅ, ×ÐÒÏÞÅÍ, ÎÁÍ ÎÅ ÐÏ-
ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ.
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8. æÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÄÌÑ ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎËÃÉÉ
äÏ ÓÉÈ ÐÏÒ ÍÙ ÓÔÁÒÁÔÅÌØÎÏ ÏÂÈÏÄÉÌÉ ÅÝÅ ÏÄÉÎ ÐÏÄÈÏÄ, ÞÕÔØ ÌÉ ÎÅ


ÓÁÍÙÊ ×ÁÖÎÙÊ, Ë ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÀ ÎÁÛÅÊ ÓÕÍÍÙ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ


�(s) =
+∞∑


n=1


1
ns :


üÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÚÁÄÁÅÔ ÆÕÎËÃÉÀ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ �(s) | ÄÚÅÔÁ-
ÆÕÎËÃÉÀ òÉÍÁÎÁ | ÐÒÉ Re z > 1. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÆÕÎË-
ÃÉÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ × ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÓÌÏÖÎÙÍ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅÍ
ÄÌÑ ×ÔÏÒÏËÕÒÓÎÉËÁ. æÕÎËÃÉÑ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÎÁ
×ÓÀ ËÏÍÐÌÅËÓÎÕÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ. ðÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÉÍÅÀÝÁÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ-
ÎÙÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÐÏÌÀÓ × ÎÕÌÅ. îÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ �(2). ëÓÔÁÔÉ, ×ÏÐÒÏÓ,
ÞÅÍÕ ÒÁ×ÎÏ �(3), ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ ×ÓÅ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉ×ÎÏÅ ÞÅÌÏ×ÅÞÅÓÔ×Ï.


éÚ×ÅÓÔÎÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÄÌÑ ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎËÃÉÉ:
�(1− s) = 21−s�−s cos 1


2�s�(s)�(s):
õÒÁ×ÎÅÎÉÅ, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÅ ÎÁÐÉÓÁÎÎÏÍÕ, ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ (ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-
ÓÔ×Á) × ÏÄÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ üÊÌÅÒÁ 1749 Ç. ä×Á ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ
ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÞÅÓÔØ × [5, x4.44{4.45]. ÷ÙÒÁÚÉ× �(s) ÉÚ ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ É ÐÏÄÓÔÁ-
×É× s = 2, ÍÙ ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏ


�(2) = �(−1)
2−1�−2 cos� �(2)


= −2�2�(−1):


îÁÍ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÎÁÊÔÉ, ÞÅÍÕ ÖÅ ÒÁ×ÎÏ �(−1). á ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÔ×ÅÔ ÍÙ ÕÖÅ
ÚÎÁÅÍ, ÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ


1 + 2 + 3 + 4 + 5 + : : : = − 1
12 : (20)


ðÏÑ×ÌÅÎÉÅ ÚÄÅÓØ ÒÁÓÈÏÄÑÝÅÇÏÓÑ ÒÑÄÁ, ÄÁ ÅÝÅ ÔÁËÏÇÏ, ÎÅ ÄÏÌÖÎÏ ÛÏËÉ-
ÒÏ×ÁÔØ ÞÉÔÁÔÅÌÑ. òÁÂÏÔÁ Ó ÒÁÓÈÏÄÑÝÉÍÉÓÑ ÒÑÄÁÍÉ É ×ÏÏÂÝÅ c ÓÏÍÎÉÔÅÌØ-
ÎÙÍÉ ÏÂßÅËÔÁÍÉ | ÜÔÏ ÏÄÎÁ ÉÚ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÈ ÞÅÒÔ ÒÁÂÏÔÙ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ.
÷ÓÐÏÍÎÉÔÅ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Ï ÐÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÑÈ, ÐÒÉ ÒÁÂÏÔÅ Ó ËÏÔÏÒÙ-
ÍÉ ÄÁÌÅËÏ ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ×ÏÐÒÏÓÏÍ, Á ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÌÉ ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÈÏÔÑ
ÂÙ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ (ËÒÏÍÅ ÎÕÌÑ; ×ÐÒÏÞÅÍ, ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ
× ÎÕÌÅ ÍÁÌÏ ËÏÇÏ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ).


óÁÍÁ ÆÏÒÍÕÌÁ (20) ÂÙÌÁ ÉÚ×ÅÓÔÎÁ ÅÝÅ üÊÌÅÒÕ. ÷ ËÎÉÇÅ èÁÒÄÉ [9,
x13.10] ÄÁÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÌÁ-
ÇÁÅÔÓÑ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÒÑÄÏ× | ÍÅÔÏÄ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ
òÁÍÁÎÕÄÖÁÎÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÄÌÑ ÓÈÏÄÑÝÉÈÓÑ ÒÑÄÏ× ÄÁÅÔ ÉÈ ÏÂÙÞÎÕÀ ÓÕÍÍÕ, ÎÏ
ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ ÄÁÅÔ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÓÕÍÍÕ ÄÌÑ ÃÅÌÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÒÁÓÈÏÄÑÝÉÈÓÑ ÒÑÄÏ×,
× ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ÄÌÑ ÒÑÄÁ (20). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÓÏÍÎÅÎÉÊ,
ÞÔÏ ÍÙ ×ÙÞÉÓÌÑÅÍ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ �(−1).
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íÙ ÖÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ËÒÁÓÉ×ÙÍ, ÎÏ ÔÒÕÄÎÏ ÆÏÒÍÁÌÉÚÕÅÍÙÍ ×Ù×ÏÄÏÍ
ÆÏÒÍÕÌÙ (20), ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ × ÓÔÉÌÅ [9, x13.12], ËÏÔÏÒÙÊ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ D. Pi-
poni (ÍÙ ÐÒÏÞÌÉ ÏÂ ÜÔÏÍ × ÚÁÍÅÔËÅ J. Baez × [18]).


òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ D = d
dx . æÏÒÍÁÌØÎÏÅ ×Ù-


ÞÉÓÌÅÎÉÅ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÙ ÄÁÅÔ ÎÁÍ ÆÏÒÍÕÌÕ ôÅÊÌÏÒÁ


(ecDf)(x) = f(x) + cf ′(x) + c2
2 f


′′(x) + : : : = f(x+ c):


üÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÈÏÒÏÛÏ ÚÎÁËÏÍÁ ÔÅÍ, ËÔÏ ÓÌÙÛÁÌ Ï ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑÈ ÇÒÕÐÐÙ
çÅÊÚÅÎÂÅÒÇÁ É ÅÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ. óÕÍÍÉÒÕÑ ÎÁÊÄÅÎÎÙÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÐÏ c É
ÐÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ x = 0, ÐÏÌÕÞÁÅÍ


f(0) + f(1) + f(2) + : : : =
(
(1 + eD + e2D + : : :)f


)
(0) =


(
1


1− eD
f
)


(0):


ðÕÓÔØ f(x) = x, F (x) = x2=2 | ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÉ f(x). ôÏÇÄÁ ÍÙ
ÉÍÅÅÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ


1 + 2 + 3 + : : : =
( D


1− eD
F


)
(0):


äÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÏÓÔÁÌÏÓØ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÏÂÙÞÎÙÍ ÒÁÚÌÏ-
ÖÅÎÉÅÍ ôÅÊÌÏÒÁ


t
1− et


= −1 + t
2 −


t2
12 + : : :


É ÔÅÍ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ, ÞÔÏ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ Ä×ÕËÒÁÔÎÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÆÕÎ-
ËÃÉÉ F (x) = x2=2 ÄÁÅÔ ÎÕÌØ. æÏÒÍÕÌÁ (20) �ÄÏËÁÚÁÎÁ�.


9. éÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ
óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÍÙ ÐÏÞÅÒÐÎÕÌÉ × [3], ÐÅÒ×ÏÉÓÔÏÞÎÉË | [15].


ðÕÓÔØ


Ik = 4
� ·


(2k)!!
(2k − 1)!!


�=2∫


0


x2 cos2k x dx:


ïÂÙÞÎÏÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ ÄÁÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï


Ik = 4
� ·


(2k)!!
(2k − 1)!!


�=2∫


0


x2 cos2k−2 x(1− sin2 x) dx =


= 2k
2k − 1 Ik−1 − 4


� ·
(2k)!!


(2k − 1)!!


�=2∫


0


x2 sinx · (cos2k−2 x sinx) dx =
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= 2k
2k − 1 Ik−1 − 1


2k − 1 ·
4
� ·


(2k)!!
(2k − 1)!!


�=2∫


0


cos2k−1 x(2x sinx+ x2 cosx) dx =


= · · · = 2k
2k − 1Ik−1 − 1


2k − 1Ik −
2


2k(2k − 1) ·
4
� ·


(2k)!!
(2k − 1)!!


�=2∫


0


cos2k x dx:


ðÏÌØÚÕÑÓØ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ
�=2∫


0


cos2k x dx = �
2 ·


(2k − 1)!!
(2k)!! ; (21)


ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ
Ik−1 − Ik = 1


k2 :


óÕÍÍÉÒÕÑ ÜÔÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÐÏ k, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ
I0 − IN = 1 + 1


4 + : : :+ 1
N2 :


ðÏÓËÏÌØËÕ IN → 0 ÐÒÉ N → +∞, ÍÙ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ


1 + 1
4 + : : :+ 1


N2 + : : : = I0 = �2


6 :


10. áÒËÓÉÎÕÓ
úÎÁÅÔÅ, ËÁË ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÀÔ × ÒÑÄ ôÅÊÌÏÒÁ arcsinx × ÎÕÌÅ? ïÞÅÎØ ÐÒÏ-


ÓÔÏ. óÎÁÞÁÌÁ ÅÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÀÔ, ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ (1−x2)−1=2. üÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ
ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÀÔ ÐÏ ÂÉÎÏÍÕ:


(1− x2)−1=2 = 1−
(
−1


2


)
x2 +


(−1
2) · (−3


2)
2! x4 −


(−1
2) · (−3


2) · (−5
2)


3! x6 + : : : ;
Á ÐÏÔÏÍ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÀÔ, ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ


arcsinx = x+ 1
2 · 3 x


3 + 1 · 3
2 · 4 · 5 x


5 + 1 · 3 · 5
2 · 4 · 6 · 7 x


7 + : : : :


îÕ ÈÏÒÏÛÏ, ÐÏÄÓÔÁ×ÉÍ × ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ x = sin t É ÐÒÏÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍ ÐÏ t ÏÔ 0
ÄÏ �=2:


�=2∫


0


t dt =


=
�=2∫


0


sin t dt+ 1
2 · 3


�=2∫


0


sin3 t dt+ 1 · 3
2 · 4 · 5


�=2∫


0


sin5 t dt+ 1 · 3 · 5
2 · 4 · 6 · 7


�=2∫


0


sin7 t dt+: : : :
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÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ × ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÏÓÔÁ×ÉÍ ÞÉÔÁÔÅÌÀ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÕÐÒÁÖ-
ÎÅÎÉÑ, Á ÄÌÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× × ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÇÏÄÉÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁ (21). éÔÏÇÏ


�2


8 = 1 + 1
9 + : : :+ 1


(2n+ 1)2 + : : : :


æÁÎÔÁÓÔÉËÁ! íÙ ×ÚÑÌÉ ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ × [4] (ÔÁËÖÅ ËÁË É ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ
Ó ÆÏÒÍÕÌÏÊ (3)).


11. ä×ÏÊÎÏÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ
óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÅ ëÁÌÁÂÉ, ÍÙ ÐÒÉ×ÏÄÉÍ


ÐÏ [13]. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÕÍÍÕ ∑+∞
k=0


1
(2k + 1)2 . úÁÐÉÛÅÍ ËÁÖÄÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ


(2k+1)−2 × ×ÉÄÅ
∫ 1


0
∫ 1


0 (xy)2k dxdy, ÔÏÇÄÁ ÓÕÍÍÕ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔØ ÓÌÅ-
ÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ


+∞∑


k=0


1
(2k + 1)2 =


+∞∑


k=0


∫ 1


0


∫ 1


0
(xy)2k dxdy =


=
∫ 1


0


∫ 1


0


(+∞∑


k=0
(xy)2k


)
dxdy =


∫ 1


0


∫ 1


0


dxdy
1− (xy)2


(ÓÕÍÍÕ É ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÍÏÖÎÏ ÐÏÍÅÎÑÔØ ÍÅÓÔÁÍÉ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, × ÓÉÌÕ ÐÏÌÏÖÉ-
ÔÅÌØÎÏÓÔÉ). ôÅÐÅÒØ ÓÄÅÌÁÅÍ ÚÁÍÅÎÕ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ


x = sinu
cos v ; y = sin v


cosu :


úÁÇÁÄÏÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÐÏÄ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ÐÒÅ×ÒÁÔÉÔØÓÑ × 1 dudv,
Á ÏÂÌÁÓÔØ, ÐÏ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ, | × ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË{


(u; v) ∈ R2 : u; v > 0; u + v < �
2
}


. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÉÎÔÅ-
ÇÒÁÌ ÒÁ×ÅÎ �2=8.


* * * * * *
óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ×ÚÑÔÏ ÉÚ ÒÁÂÏÔÙ [11] ÓÏ ÓËÒÏÍÎÙÍ ÎÁÚ×ÁÎÉ-


ÅÍ: �äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï, ËÏÔÏÒÏÅ ÕÐÕÓÔÉÌ üÊÌÅÒ: ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ �(2)�. îÁ ÓÁÍÏÍ
ÄÅÌÅ, üÊÌÅÒ ÕÐÕÓÔÉÌ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï.


úÁÐÉÛÅÍ ÓÕÍÍÕ ÎÁÛÅÇÏ ÒÑÄÁ × ×ÉÄÅ Ä×ÏÊÎÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ:
∞∑


n=1


1
n2 =


∫ 1


0


∫ 1


0


(+∞∑


n=1
(xy)n−1


)
dxdy =


∫ 1


0


∫ 1


0


dxdy
1− xy :


íÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÐÒÏÓÌÅÖÉ×ÁÔØ ÓÕÄØÂÕ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÓÔÒÁÄÁÌØÎÏÇÏ ÉÎ-
ÔÅÇÒÁÌÁ × ÄÅÔÁÌÑÈ, ÏÂ ÜÔÏÍ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÞÅÓÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ × ÃÉÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ
ÒÁÂÏÔÅ, ÎÏ É × ÉÎÔÅÒÎÅÔÅ, ÎÁ ÓÔÒÁÎÉÞËÅ


http://mathworld.wolfram.com/RiemannZetaFunctionZeta2.html,
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× [12] É × ÄÒÕÇÉÈ ÍÅÓÔÁÈ. óËÁÖÅÍ ÔÏÌØËÏ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅ ÚÁÍÅÎÙ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ
x = u− v, y = u+ v É ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÐÏ v, ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌ


∫
1√


1− u2 arctg
( u√


1− u2


)
du;


ëÏÔÏÒÙÊ, Ü-Ü-Ü, ÂÅÒÅÔÓÑ.


12. òÑÄÙ æÕÒØÅ


óÒÁÚÕ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÐÏÓÏÂÏ× ÐÏÄÓÞÅÔÁ ÓÕÍÍÙ ÏÂÒÁÔÎÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÄÁÅÔ
ÔÅÏÒÉÑ ÒÑÄÏ× æÕÒØÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ


x2 = �2


3 +
∞∑


n=1


4 · (−1)n


n2 cosnx; x ∈ [−�; �];


|x| = �
2 −


4
�


∞∑


n=1


cos(2n+ 1)x
(2n+ 1)2 ; x ∈ [−�; �];


1
12(3x2 − 6�x+ 2�2) =


∞∑


n=1


cosnx
n2 ; x ∈ [0; 2�]


É Ô. Ä. éÚ ÎÉÈ ÍÏÖÎÏ ÓÒÁÚÕ ÎÁÊÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÁÛÅÊ ÓÕÍÍÙ, ÐÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÐÏÄ-
ÈÏÄÑÝÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ x.


á ÉÚ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊ


� − x
2 =


∞∑


n=1


sinnx
n ; x ∈ (0; 2�);


�
4 =


∞∑


n=0


sin(2n+ 1)x
2n+ 1 ; x ∈ (−�; �)


É Ô. Ä., ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÁÛÅÊ ÓÕÍÍÙ, ÅÓÌÉ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
ðÁÒÓÅ×ÁÌÑ.


* * * * * *
óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ (ÉÚ [12]) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ E. óÔÁÒËÕ. éÚ ÏÐÒÅÄÅ-


ÌÅÎÉÑ ÑÄÒÁ æÅÊÅÒÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ
(


sinnx=2
sinx=2


)2
=


n∑


k=−n
(n− |k|)eikx = n+ 2


n∑


k=1
(n− k) cos kx:


ðÏÌØÚÕÑÓØ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ, ÐÒÏÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍ ÐÏ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÕ [0; �] ÆÕÎ-
ËÃÉÀ x


( sinnx=2
sinx=2


)2, ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÕÄÏÂÎÅÅ ×ÚÑÔØ × ËÁÞÅÓÔ×Å n ÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ,
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n = 2N , ÔÏÇÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ
∫ �


0
x
(


sinNx
sinx=2


)2
dx = N�2 − 8N


N−1∑


r=0


1
(2r + 1)2 + 4


N−1∑


r=0


1
2r + 1 :


éÌÉ
∫ �


0


x
8N


(
sinNx
sinx=2


)2
dx = �2


8 −
N−1∑


r=0


1
(2r + 1)2 +O


( logN
N


)
: (22)


ðÏÓËÏÌØËÕ sin x
2 > x=� ÐÒÉ 0 < x < �, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÏÃÅÎÉÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ×


ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ
∫ �


0


x
8N


(
sinNx
sinx=2


)2
dx < �2


8N


∫ �


0
sin2Nxdxx = �2


8N


∫ N�


0
sin2 y dyy = O


( logN
N


)
:


ðÅÒÅÈÏÄÑ × (22) Ë ÐÒÅÄÅÌÕ ÐÒÉ N →∞, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (10).
äÒÕÇÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ óÔÁÒËÁ, ÎÉÞÕÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÉÚÑÝÎÏÅ, ÍÏÖÎÏ ÐÒÏ-


ÞÅÓÔØ × [17].


13. æÏÒÍÕÌÁ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ ðÕÁÓÓÏÎÁ
üÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ


+∞∑
n=−∞


f(n) =
+∞∑


n=−∞


∫ +∞


−∞
f(x)e2�nixdx ; (23)


ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÒÁÚÕÍÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÏÓÔÉ (× ÜÔÏÍ
ÓÌÕÞÁÅ ÅÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÀÔ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÔÅÈÎÉËÏÊ, ÎÁÐÏÍÉÎÁÀÝÅÊ ÒÁÓÓÕÖÄÅ-
ÎÉÑ x 5; ÓÍ. [2]) ÉÌÉ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÏÓÔÉ (ÔÏÇÄÁ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ
æÕÒØÅ; ÓÍ. [6]).


æÕÎËÃÉÑ f(x) = 1
x2 ÎÉ ÔÏÍÕ, ÎÉ ÄÒÕÇÏÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÎÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ,


ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÆÏÒÍÕÌÕ (23) Ë ÆÕÎËÃÉÉ f(x) = 1
x2 + a2 , a > 0, Á ÐÏÔÏÍ


ÐÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÐÒÅÄÅÌÕ ÐÒÉ a→ 0. éÍÅÅÍ:
∫ +∞


−∞
e2�nix dx
x2 + a2 = �


a e
−2�|n|a


(ÏÐÑÔØ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÐÏ ×ÙÞÅÔÁÍ). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÕÍÍÁ × ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ
(23) ÒÁ×ÎÁ


+∞∑
n=−∞


�
a e


−2�|n|a = �
a + 2�


a


+∞∑


n=1
e−2�na = �


a + 2�
a · e−2�a


1− e−2�a :







162 ë. ð. ëÏÈÁÓØ


ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÆÏÒÍÕÌÁ (23) ÐÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï


1
a2 + 2


+∞∑


n=1


1
n2 + a2 = �


a + 2�
a · e−2�a


1− e−2�a :


þÔÏ ÖÅ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÔÅÐÅÒØ ÐÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÐÒÅÄÅÌÕ? äÕÍÁÅÍ, ÞÉÔÁ-
ÔÅÌØ, ÎÉ ÓÅËÕÎÄÙ ÎÅ ÓÏÍÎÅ×ÁÑÓØ, ÏÔ×ÅÔÉÔ: �∑ 1


n2 = �2


6 �. ðÒÁ×ÉÌØÎÏ!


14. ôÅÏÒÉÑ ÞÉÓÅÌ
óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ | ÏÐÑÔØ ÉÚ [12]. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ r(n) ËÏÌÉ-


ÞÅÓÔ×Ï ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ
x2 + y2 + z2 + t2 = n:


èÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ r(n) (ÓÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ, [1, ÐÒÅÄÌ. 17.7.2]):
r(0) = 1; r(n) = 8


∑


m|n;
4-n


m:


ðÏÌÏÖÉÍ R(N) =
N∑
n=0


r(n). ôÏÇÄÁ


R(N) = 1 + 8
N∑


n=0


∑


m|n;
4-n


m = 1 + 8
∑


m6N;
4-n


m
⌊
N
m


⌋
= 1 + 8


(
�(N)− 4�(N=4)


)
; (24)


ÇÄÅ


�(N) =
∑


m6N


⌊
N
m


⌋
=


∑


mr6N
m =


∑


r6N


bN=rc∑


m=1
m = 1


2
∑


r6N


(⌊
N
r


⌋2
+


⌊
N
r


⌋)
(25)


îÁÊÄÅÍ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÕ ÌÅ×ÏÊ É ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÅÊ (24) ÐÒÉ N →∞. ïÞÅ×ÉÄÎÏ,
R(N) | ÜÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË Ó ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ × ÞÅÔÙ-
ÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÛÁÒÅ ÒÁÄÉÕÓÁ


√
N , ÜÔÁ ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÒÁ×ÎÁ ÏÂß-


ÅÍÕ ÛÁÒÁ, Ô. Å. �2N2=2. áÓÉÍÐÔÏÔÉËÁ �(N) ×ÉÄÎÁ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (25): �(N) ∼
∼ �(2)N2=2. ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÜÔÉ ×ÅÌÉÞÉÎÙ × (24), ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ �(2) = �2=6.
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