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ëÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÏÄÎÏÚÎÁÞ-
ÎÏ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ × ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ. èÏÒÏÛÏ ÉÚ-
×ÅÓÔÎÁ ÔÁËÖÅ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ

ôÅÏÒÅÍÁ 1. íÎÏÇÏÞÌÅÎ xn − 1 ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ × ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÅÐÒÉ×Ï-
ÄÉÍÙÈ ÎÁÄ Q ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× �d:

xn − 1 =
∏

d|n
�d(x)

ðÒÉ ÜÔÏÍ ËÏÒÎÑÍÉ �d Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ËÏÒÎÉ d-Ê ÓÔÅÐÅÎÉ ÉÚ
ÅÄÉÎÉÃÙ É deg(�d) = '(d).

úÄÅÓØ '(d) ÅÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ üÊÌÅÒÁ, ×ÙÒÁÖÁÀÝÁÑ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ
ÏÓÔÁÔËÏ× ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ d, ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ Ó d. ëÏÒÅÎØ d-Ê ÓÔÅÐÅÎÉ ÉÚ
ÅÄÉÎÉÃÙ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÉÚ ÅÄÉ-
ÎÉÃÙ, ÓÔÅÐÅÎÉ Í�ÅÎØÛÅÊ ÞÅÍ d.

üÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÞÁÓÔÏ ÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ (ÓÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁ-
ÄÁÞÉ 2.7 ÉÚ ÚÁÄÁÞÎÉËÁ �íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÑ�, �6, Ó. 140{142).
ó ÅÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ ÍÏÖÎÏ ÏÚÎÁËÏÍÉÔØÓÑ ÐÏ ËÎÉÇÁÍ [1,2]. íÙ ÐÒÉ×ÏÄÉÍ
ÚÄÅÓØ ÄÒÕÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï, ËÏÔÏÒÏÅ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ËÒÁÓÉ×Ï É ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÏ.
(á×ÔÏÒ ÂÌÁÇÏÄÁÒÉÔ á. ÷. ûÁÐÏ×ÁÌÏ×Á, ÒÁÓÓËÁÚÁ×ÛÅÇÏ ÅÍÕ ÜÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-
ÓÔ×Ï.)

åÓÌÉ ÞÉÓÌÏ d | ÐÒÏÓÔÏÅ, ÔÏ �d(x) = xd−1 + xd−2 + · · · + 1 É ÄÏËÁ-
ÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ �d(x) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÕÔÅÍ ÐÒÉÍÅ-
ÎÅÎÉÑ ËÒÉÔÅÒÉÑ üÊÚÅÎÛÔÅÊÎÁ Ë ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ �d(x + 1) (ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔØ
ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔÉ �d(x)). îÁÐÏÍÎÉÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-
ÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1 (ËÒÉÔÅÒÉÊ üÊÚÅÎÛÔÅÊÎÁ). ðÕÓÔØ
P (x) = xn + a1xn−1 + · · ·+ an;

ÐÒÉÞÅÍ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ a1; : : : ; an ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÒÏÓÔÏÅ p É
an ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p2. ôÏÇÄÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍ ÎÁÄ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ
ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÇÏ ËÒÉÔÅÒÉÑ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÇÏ ÓÒÁ×ÎÅÎÉ-
ÅÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× P (x) É P1(x)P2(x) É ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÌÅÍÍÙ çÁÕÓÓÁ, ËÏ-
ÔÏÒÁÑ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔØ ÎÁÄ Z ×ÌÅÞÅÔ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔØ
ÎÁÄ Q. íÙ ÐÒÅÄÏÓÔÁ×ÌÑÅÍ ÞÉÔÁÔÅÌÀ ÐÒÏ×ÅÓÔÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÓÁÍÏÍÕ,
ÌÉÂÏ ÏÂÒÁÔÉÔØÓÑ Ë ÌÀÂÏÍÕ ÷õúÏ×ÓËÏÍÕ ÕÞÅÂÎÉËÕ ÐÏ ÁÌÇÅÂÒÅ.

âÙÔÕÅÔ ÍÎÅÎÉÅ (× ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ÓÒÅÄÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÓÔÏ×), ÞÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ 1 ÓÔÁÎ-
ÄÁÒÔÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ ÉÚ ÜÔÏÇÏ Ó×ÏÅÇÏ ÞÁÓÔÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ (d | ÐÒÏ-
ÓÔÏÅ) Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÅÏÒÉÉ çÁÌÕÁ. ïÄÎÁËÏ ÔÁËÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 1
ÎÁÍ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏ.

îÅÓËÏÌØËÏ ÐÏÌÅÚÎÙÈ ÆÁËÔÏ×
ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ

�d(x) = xd − 1Q
s|d;s<d

�s(x) : (1)

åÓÌÉ ÞÁÓÔÎÏÅ Ä×ÕÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ É ÓÏ ÓÔÁÒ-
ÛÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ 1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ, ÔÏ ÜÔÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÔÁËÖÅ
ÉÍÅÅÔ ÃÅÌÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ É ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ 1. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÜÔÏ ÎÁ-
ÂÌÀÄÅÎÉÅ Ë ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ (1), ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ÞÔÏ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× �d | ÃÅÌÙÅ.

ëÉÔÁÊÓËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÓÔÁÔËÁÈ. ðÕÓÔØ z1; : : : ; zk | ËÏÎÅÞÎÙÊ
ÎÁÂÏÒ ÐÏÐÁÒÎÏ ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ, a1; : : : ; ak | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØ-
ÎÙÅ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ. ôÏÇÄÁ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ x, ÞÔÏ x ≡ ai (mod zi),
1 6 i 6 k.

ôÅÏÒÅÍÁ ÷ÉÅÔÁ. ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ak ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ xn+a1xn−1+· · ·+an
×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÅÇÏ ËÏÒÎÉ xi ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

ak = (−1)k
∑

i1<···<ik
xi1 · : : : · xik :

óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ | ÜÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅ
ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ-
ÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ

sk =
∑

i1<···<ik
xi1 · : : : · xik :

ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÈ. ìÀÂÏÊ ÓÉÍ-
ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ x1; : : : ; xn Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÍÏÖÎÏ
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÏÔ ÜÌÅÍÅÎ-
ÔÁÒÎÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× sk, 1 6 k 6 n.

óÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
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ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ Q(x) = (x− x1) · : : : · (x− xn) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ÃÅÌÙ-
ÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ. ôÏÇÄÁ ÐÒÉ ×ÓÅÈ k ∈ N ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ
~Qk(x) = (x− xk1) · : : : · (x− xkn) ÔÁËÖÅ ÃÅÌÙÅ.

ðÕÓÔØ �Q(x), �~Q | ÐÏËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÎÙÅ ÒÅÄÕËÃÉÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Q(x),
~Q(x) ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ p; �1; : : : ; �n | ËÏÒÎÉ �Q × ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÍ
ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÉ Zp. ôÏÇÄÁ �k1 ; : : : ; �kn | ËÏÒÎÉ �~Q.

óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÓÌÁÂÌÅÎÉÅÍ ÔÅÏÒÅÍÙ äÉÒÉÈÌÅ Ï ÐÒÏÓÔÙÈ
ÞÉÓÌÁÈ × ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ, ÒÁÚÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÊ ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÁ
Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ. þÅÒÅÚ Z∗q ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÁ ÐÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ ÏÓÔÁÔ-
ËÏ× ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ q ÞÉÓÅÌ, ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ Ó q.

ìÅÍÍÁ 2. ðÕÓÔØ G 6= Z∗q | ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÇÒÕÐÐÙ Z∗q. ôÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔ-
×Ï ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÏÓÔÁÔËÉ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁ q ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ
ÇÒÕÐÐÅ G, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ.

÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÎÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÈ × ×ÉÄÅ
qk + 1, (ÎÁÐÒÉÍÅÒ 6k − 1 ÉÌÉ 4k − 1) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÅ. ðÕÓÔØ P | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
×ÓÅÈ p, ÏÓÔÁÔËÉ ÏÔ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ q ÎÅ ÌÅÖÁÔ × G, Á x =∈ G. ÷ ÓÉÌÕ
ËÉÔÁÊÓËÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÏÓÔÁÔËÁÈ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÔÁËÏÅ y, ÞÔÏ y ≡ x (mod q),
y ≡ 1 (mod pi) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ pi ∈ P.

ôÏÇÄÁ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ q ∏
pi∈P

pi+y ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÒÏÓÔÏÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ, ÎÅ ÓÒÁ×ÎÉ-

ÍÙÊ Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ G ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ q, É ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÊ P. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.
é ÅÝÅ ÏÄÎÏ ÐÏÌÅÚÎÏÅ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ:
ìÅÍÍÁ 3. ðÕÓÔØ p | ÐÒÏÓÔÏÅ. ÷ ÌÀÂÏÍ ËÏÌØÃÅ ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅ-

ÄÕÀÝÉÅ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p: a) (a + b)p ≡ ap + bp, b) (ab)p = apbp,
c) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Q Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Q(�)p ≡ Q(�p).

ðÐ. a) É b) ÐÒÏ×ÅÒÑÀÔÓÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ, c) ÉÚ ÎÉÈ ÓÌÅÄÕÅÔ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔÉ �d(x)
ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ �d ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ × ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÍÎÏ-

ÇÏÞÌÅÎÏ× Qi, ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ: �d(x) = ∏s
i=1Qi(x) É s > 1. ðÕÓÔØ

m = min degQi, ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ deg(Q1) = m.
ðÕÓÔØ x1; : : : ; xm | ËÏÒÎÉ Q1. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k, ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ

Ó d, ÞÉÓÌÁ xki ÂÕÄÕÔ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÍÉ ËÏÒÎÑÍÉ d-Ê ÓÔÅÐÅÎÉ ÉÚ ÅÄÉÎÉÃÙ, Á
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ~Qk = ∏

i(x − xki ) ÐÏ ÌÅÍÍÅ 1 ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÃÅÌÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎ-
ÔÙ. ðÏÓËÏÌØËÕ îïä Ä×ÕÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÅÓÔØ
ÓÎÏ×Á ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ, Á Qi | ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ É
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degQi > deg ~Qk = m, ÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Qi É ~Qk ÌÉÂÏ ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÈ ÄÅÌÉ-
ÔÅÌÅÊ, ÌÉÂÏ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ.

ìÀÂÏÊ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ ËÏÒÅÎØ d-Ê ÓÔÅÐÅÎÉ ÉÚ ÅÄÉÎÉÃÙ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ xr1,
ÇÄÅ îïä(d; r) = 1 É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ~Qr. úÎÁÞÉÔ, ÌÀ-
ÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ Qi ÉÍÅÅÔ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ Ó
ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ~Qr. ðÏÜÔÏÍÕ, × ÓÉÌÕ ×ÙÛÅÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ, Qi ÄÏÌÖÅÎ ÓÏ×ÐÁÄÁÔØ Ó
ËÁËÉÍ-ÔÏ ~Qr. éÔÁË, ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ �d ÎÁ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÄÏÌÖÎÏ
ÉÍÅÔØ ×ÉÄ �d = ∏ ~Qk.

úÁÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÐÏÓËÏÌØËÕ ×ÓÅ ËÏÒÎÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅ-
ÎÏ× ÓÕÔØ ËÏÒÎÉ d-Ê ÓÔÅÐÅÎÉ ÉÚ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ~Qk ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ
ÏÔ ÏÓÔÁÔËÁ k ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ d. åÓÌÉ ÐÒÉ ÜÔÏÍ îïä(k; d) = 1, ÔÏ ×ÓÅ ËÏÒÎÉ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ~Qk ÓÕÔØ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ËÏÒÎÉ d-Ê ÓÔÅÐÅÎÉ ÉÚ ÅÄÉÎÉÃÙ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ ÏÓÔÁÔËÏ× k ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ d, ÞÔÏ ~Qk = Q1 =
= ~Q1. ïÎÏ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ G × ÇÒÕÐÐÅ Z∗d. ÷ ÓÉÌÕ ÎÁÛÅÇÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏ-
ÖÅÎÉÑ Ï ÐÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔÉ �d ÇÒÕÐÐÁ G ÎÅ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ×ÓÅÊ ÇÒÕÐÐÏÊ Z∗d.

ðÒÉ ×ÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ p ÒÅÄÕËÃÉÉ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p ÄÌÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ
Qi ÂÕÄÕÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙ É, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÒÅÄÕËÃÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ xd−1 (Á, ÚÎÁÞÉÔ,
É �d) ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ËÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ (ÉÂÏ ÂÕÄÅÔ ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÁ ÓÏ Ó×ÏÅÊ
ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ dxd−1 ÅÓÌÉ p > d).

éÚ ÌÅÍÍÙ 2 ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÁÌÉÞÉÅ ÔÁËÏÇÏ k : ~Qk 6= Q1, ÞÔÏ ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ
ÎÁÂÏÒÁ ÐÒÏÓÔÙÈ p ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ p ≡ k (mod d).

îÏ ÔÏÇÄÁ, Ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, × ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 3 É ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ∀i : xdi = 1
×ÓÅ ËÏÒÎÉ ÒÅÄÕËÃÉÉ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ~Qk ÓÏ×ÐÁÄÕÔ Ó ËÏÒÎÑÍÉ Q1
Á ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÒÅÄÕËÃÉÉ, × ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 1 ÂÕÄÕÔ ÒÁ×ÎÙ ÒÅÄÕËÃÉÉ ÐÏ
ÍÏÄÕÌÀ p ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ~Qk.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, Q1 6= ~Qk É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÐÒÉ ×ÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ
ÂÏÌØÛÉÈ p ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ Q1 ≡ ~Qk ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p ÍÅÓÔÏ ÎÅ ÉÍÅÅÔ. ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ
ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÔÅÏÒÅÍÕ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ. a) ÷ÏÓÐÏÌØÚÏ×Á×ÛÉÓØ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ìÁÇÒÁÎÖÁ, ÕÔ×ÅÒÖÄÁ-
ÀÝÅÊ, ÞÔÏ ÐÏÒÑÄÏË ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÄÅÌÉÔ ÐÏÒÑÄÏË ÇÒÕÐÐÙ, ÄÏËÁÖÉÔÅ ÞÔÏ ÌÀ-
ÂÏÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ �d(n) ÐÒÉ ÃÅÌÏÍ n ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ
kd+ 1.

b) ðÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ ÌÅÍÍÙ 2 ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÂÅÓ-
ËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆ-
ÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ × ÃÅÌÙÈ ÔÏÞËÁÈ, ÅÓÌÉ ÜÔÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ.
÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ ×ÉÄÁ dk + 1.
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