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6.2. õÓÌÏ×ÉÅ. äÁÎÁ ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ (aij) ÒÁÚÍÅ-
ÒÁ 3 × 3, ÐÒÉÞÅÍ ×ÓÅ aij 6= 0. ðÕÓÔØ B = (bij) = (a−1

ij ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ detB = 0.
òÅÛÅÎÉÅ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ

3∏

i;j=1
aij · detB =

∣∣∣∣∣∣

a12a13 a11a13 a11a12
a22a23 a21a23 a21a22
a32a33 a31a33 a31a32

∣∣∣∣∣∣
;

Á Õ ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÓÕÍÍÁ ÓÔÒÏË ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÓÔÏÌÂÃÙ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÏÒ-
ÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ. úÎÁÞÉÔ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.

(÷. ÷. äÏÃÅÎËÏ)
6.3. õÓÌÏ×ÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ó n ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ a1; : : : ; an





a1x1 + : : :+ anxn = 0;
a1x2

1 + : : :+ anx2
n = 0;
: : :

a1xn1 + : : :+ anxnn = 0
ÉÍÅÅÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÍÍÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÉÚ ai
ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ.

òÅÛÅÎÉÅ. íÙ ÐÒÉ×ÅÄÅÍ ÄÁÖÅ Ä×Á ÒÅÛÅÎÉÑ. úÁÍÅÔÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÕÍ-
ÍÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ai ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ, ÔÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÅÓÔØ: ÐÏÌÏÖÉÍ
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ xi ÒÁ×ÎÙÍÉ ÅÄÉÎÉÃÅ, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ | ÎÕÌÀ. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÎÔÅÒÅÓ-
ÎÏ ÌÉÛØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ. éÔÁË, ÐÕÓÔØ ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÍÅÅÔ
ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ.

ðÅÒ×ÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ. (�ìÉÎÅÊÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ�1)) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÁË ÌÉÎÅÊ-
ÎÕÀ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ai. åÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÷ÁÎÄÅÒÍÏÎÄÁ
ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ x1x2 · : : : · xn. åÓÌÉ ÜÔÏÔ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÎÅ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ, ÔÏ ÏÔÎÏ-
ÓÉÔÅÌØÎÏ ai ÎÁÛÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÍÅÅÔ ÌÉÛØ ÎÕÌÅ×ÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ, Ô. Å. ×ÓÅ ai ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ,
ÞÔÏ ÄÁÖÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ. ÷ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÌÉÂÏ ÓÒÅÄÉ xi ÅÓÔØ ÎÕÌÉ,
ÌÉÂÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ xi ÒÁ×ÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ. ÷ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÅ× ÎÅÓËÏÌØËÏ
ÐÅÒ×ÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÍÅÎØÛÅÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ËÏÜÆÆÉ-
ÃÉÅÎÔÙ × ËÏÔÏÒÏÊ | ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ai (× ÐÅÒ×ÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÅ×) ÉÌÉ ÓÕÍÍÙ
ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ× ai (×Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ; ÞÔÏÂÙ × ÜÔÏÍ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÎÁÄÏ ÓÇÒÕÐÐÉÒÏ×ÁÔØ
ÒÁ×ÎÙÅ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ xi), É ÍÏÖÎÏ ×ÅÓÔÉ ÉÎÄÕËÃÉÀ ÐÏ n.

1)óÍ. ÏÂÚÏÒ á. á. ëÉÒÉÌÌÏ×Á �éÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÎÁÄ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ×ÅÌÉÞÉÎÁÍÉ�,
÷éîéôé, 1980, Ó. 11{12; ÔÁÍ ÜÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ ÓÏ ÓÓÙÌËÏÊ ÎÁ ò. õ. âÉÇÌÏ×Á.
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÷ÔÏÒÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ. (�ôÅÏÒÅÍÁ ÷ÉÅÔÁ�) ðÕÓÔØ �k | k-ÁÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑ ÓÉÍÍÅ-
ÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ x1; : : : ; xn. õÍÎÏÖÉÍ l-ÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÎÁ (−1)n−l�n−l (l =
= 1; : : : ; n − 1) É ÓÌÏÖÉÍ ×ÓÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ: ∑n

k=1 ak(xnk + ∑n−1
l=1 (−1)n−l�n−lxlk) = 0.

÷ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ÷ÉÅÔÁ:
(x− x1) · : : : · (x− xn) = xn − �1xn−1 + : : :+ (−1)k�kxn−k + : : :+ (−1)n�n:

ïÎÁ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Ë ÏÞÅÎØ ÐÒÏÓÔÏÍÕ ×ÉÄÕ:
(−1)n(a1 + : : :+ an)�n = 0 (ÎÕÖÎÏ ÐÏÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÙÐÉÓÁÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ x = xk,
ÕÍÎÏÖÉÔØ ÎÁ ak É ÓÌÏÖÉÔØ). üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÌÉÂÏ ÓÕÍÍÁ ×ÓÅÈ ai ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ
(ÏÔÌÉÞÎÏ!), ÌÉÂÏ 0 = �n = x1x2 · : : : · xn. á ÅÓÌÉ ÏÄÎÁ ÉÚ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ,
ÔÏ ÐÅÒ×ÙÅ n − 1 ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÍÅÎØÛÅÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ
(ÓÎÏ×Á ÉÎÄÕËÃÉÑ). (÷. ÷. äÏÃÅÎËÏ)

6.4. õÓÌÏ×ÉÅ. Á) íÏÖÎÏ ÌÉ ÒÁÚÂÉÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ? á ÐÌÏÓ-
ËÏÓÔØ?

Â) íÏÖÎÏ ÌÉ ÐÏËÒÙÔØ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÍÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÌÀÂÁÑ ÔÏÞËÁ ÂÙÌÁ
ÐÏËÒÙÔÁ ÒÏ×ÎÏ ÔÒÉ ÒÁÚÁ? á Ä×Á ÒÁÚÁ?

òÅÛÅÎÉÅ. Á) ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. ðÒÉ×ÅÄÅÍ Ñ×ÎÕÀ
ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÕÀ ä. æÏÍÉÎÕ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÐÏÌÎÏÔÏÒÉÅ T ÎÁ ÏËÒÕÖ-
ÎÏÓÔÉ ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ (×ÎÕÔÒÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ÎÁ ËÏÔÏÒÕÀ ÎÁÎÉÚÁÎÙ ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ).
ðÕÓÔØ T | ÐÏÌÎÏÔÏÒÉÅ; S′ | ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÃÅÎÔÒ T ÔÁË, ÞÔÏ
ÃÅÎÔÒ O ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S′ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × T , Á ÒÁÄÉÕÓ S′ ÂÏÌØÛÅ ×ÎÅÛÎÅÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ
ÐÏÌÎÏÔÏÒÉÑ T ; T ′ | ÎÏ×ÏÅ ÐÏÌÎÏÔÏÒÉÅ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÅÅÓÑ ÉÚ T ×ÒÁÝÅÎÉÅÍ ×ÄÏÌØ ÏÓÉ
~̀, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ O É ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S′. ñÓÎÏ, ÞÔÏ
T ∪S ÄÏÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÍÉ ÄÏ T ′. éÔÅÒÉÒÕÑ ÜÔÕ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ, ÌÅÇËÏ ÐÏÌÕ-
ÞÉÔØ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÐÏÌÎÏÔÏÒÉÊ T (k), T (k+1) = T (k)′ , ÚÁÐÏÌÎÑÀÝÅÅ ×Ó£ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï.
ðÏÌÕÞÉÔÓÑ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ.

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÎÅÌØÚÑ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÐÒÏ-
ÔÉ×ÎÏÅ. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Pi ×ÌÏÖÅÎÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ,
ÒÁÄÉÕÓÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ. ðÅÒ×ÕÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ P0 ×ÙÂÅÒÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØ-
ÎÏ. ïËÒÕÖÎÏÓÔØ Pi+1 ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÃÅÎÔÒ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Pi. ðÏÓËÏÌØËÕ ÏËÒÕÖÎÏ-
ÓÔÉ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, ÒÁÄÉÕÓ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ × ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ×Ä×ÏÅ ÍÅÎØÛÅ ÒÁÄÉÕÓÁ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ. ïÞÅ-
×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ Pi ÌÅÖÉÔ ×ÎÕÔÒÉ Pk ÐÒÉ i > k. ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÔØ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÁ ÏÂÝÁÑ ÔÏÞËÁ
Õ ËÒÕÇÏ×, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÍÉ Pi. ïËÒÕÖÎÏÓÔØ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ
ÞÅÒÅÚ ÜÔÕ ÔÏÞËÕ, ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ×ÓÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Pk ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÍ k, ÞÔÏ
ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ.

Â) ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÐÒÉÍÅÒ ÔÁËÏÇÏ ÐÏËÒÙÔÉÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÍÉ, ÞÔÏ ËÁÖ-
ÄÁÑ ÔÏÞËÁ ÐÏËÒÙÔÁ ÒÏ×ÎÏ 2 ÒÁÚÁ. üÔÏÔ ÐÒÉÍÅÒ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ î. â. ÷ÁÓÉÌØÅ×Õ.
ïÎ ÓÔÒÏÉÔÓÑ × Ä×Á ÛÁÇÁ. ÷ÎÁÞÁÌÅ ×ÏÚØÍÅÍ ×ÓÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÄÉÁÍÅ-
ÔÒÁ, ÌÅÖÁÝÉÅ × ÐÏÌÏÓÅ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÛÉÒÉÎÙ. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÞÅÒÅÚ ËÁÖÄÕÀ
×ÎÕÔÒÅÎÎÀÀ ÔÏÞËÕ ÐÏÌÏÓÙ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÒÏ×ÎÏ 2 ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, Á ÞÅÒÅÚ ËÁÖÄÕÀ ÇÒÁ-
ÎÉÞÎÕÀ | ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÁ. ôÅÐÅÒØ ÚÁËÏÎÞÉÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ, ÄÏÂÁ×ÌÑÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ËÏ-



òÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ×ÙÐÕÓËÏ× 227

ÔÏÒÙÅ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ÓÄ×ÉÇÁÍÉ ÎÁ ÃÅÌÙÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ × ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÉ,
ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÍ ÐÏÌÏÓÅ.

äÏËÁÖÅÍ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÔÁËÏÇÏ ÐÏËÒÙÔÉÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÍÉ, ÞÔÏ
ËÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ ÐÏËÒÙÔÁ ÒÏ×ÎÏ 3 ÒÁÚÁ. îÁÚÏ×ÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÐÒÁ×ÉÌØ-
ÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÁÑ ÔÏÞËÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÐÏËÒÙÔÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÔÒÅÍÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÍÉ ÉÚ
ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á.

ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ P , ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ
ÍÅÎÅÅ ËÏÎÔÉÎÕÕÍÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ A ÍÏÖÎÏ ÄÏÐÏÌÎÉÔØ
P ËÏÎÅÞÎÙÍ (ÏÔ 0 ÄÏ 3) ÞÉÓÌÏÍ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ
ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÏÓÔÁÌÁÓØ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÊ, Á ÞÅÒÅÚ A ÐÒÏÈÏÄÉÌÏ ÂÙ ÒÏ×ÎÏ ÔÒÉ ÏËÒÕÖ-
ÎÏÓÔÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ôÏÞÅË ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÉÚ P ÍÅÎÅÅ ËÏÎÔÉÎÕÕÍÁ,
ÔÁË ËÁË ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ × Ä×ÕÈ ÔÏÞËÁÈ. þÅÒÅÚ A É ÌÀÂÕÀ
ÔÏÞËÕ, ÐÏËÒÙÔÕÀ ÔÒÅÍÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÍÉ ÉÚ P , ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ Ä×ÕÈ ÏËÒÕÖÎÏ-
ÓÔÅÊ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ. úÎÁÞÉÔ, ×ÓÅÇÏ ÔÁËÉÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÍÅÎÅÅ ËÏÎÔÉÎÕÕÍÁ.
á ×ÓÅÇÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ | ËÏÎÔÉÎÕÕÍ. úÎÁÞÉÔ, ÍÏÖÎÏ, ÓÏÈÒÁ-
ÎÑÑ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ, ÄÏÂÁ×ÉÔØ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÕÀ
ÞÅÒÅÚ A. ðÏ×ÔÏÒÑÑ ÜÔÕ ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ ÎÕÖÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÓËÏÍÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅ-
ÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ.

÷ÏÚØÍÅÍ ÐÅÒ×ÙÊ ÏÒÄÉÎÁÌ ÍÏÝÎÏÓÔÉ ËÏÎÔÉÎÕÕÍÁ C. ðÅÒÅÎÕÍÅÒÕÅÍ Ó ÐÏÍÏÝØÀ
C ÔÏÞËÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÐÁÒÙ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ É ÔÒÏÊËÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ. äÌÑ
ËÁÖÄÏÇÏ ÏÒÄÉÎÁÌÁ � 6 C ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÔÒÁÎÓÆÉÎÉÔÎÏÊ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÅ ÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×Ï ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ P�. äÌÑ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÏÒÄÉÎÁÌÁ 0 ÐÏÌÁÇÁÅÍ P0 = ∅. åÓÌÉ
� = � + 1 | ÎÅÐÒÅÄÅÌØÎÙÊ ÏÒÄÉÎÁÌ, ÔÏ P� ÂÕÄÅÔ ÐÏÌÕÞÁÔØÓÑ ÉÚ P� ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ
ÌÅÍÍÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ p� , ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ �. äÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ ÓÞÉÔÁ-
ÅÍ, ÞÔÏ × P� ×ËÌÀÞÁÅÔÓÑ C-ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊ
ÕÓÌÏ×ÉÀ ÌÅÍÍÙ. åÓÌÉ ÖÅ �| ÐÒÅÄÅÌØÎÙÊ ÏÒÄÉÎÁÌ, � = ⋃

i∈I �i, ÔÏ P� = ⋃
i∈I P�i .

íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ PC ÄÁÅÔ ÉÓËÏÍÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.
úÁÍÅÞÁÎÉÅ. äÁÎÎÁÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÔÁËÖÅ ÒÅÛÉÔØ ÐÕÎËÔ Á), Á ÔÁËÖÅ

ÒÅÛÁÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÓÉÓÔÅÍÕ ÐÒÑÍÙÈ ÎÁ ÐÌÏÓËÏ-
ÓÔÉ, ÎÉËÁËÉÅ Ä×Å ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ, Á ËÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ ÐÏËÒÙÔÁ ÒÏ×ÎÏ
2004 ÐÒÑÍÙÍÉ). ïÓÔÁÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ ×ÏÐÒÏÓ, ÍÏÖÎÏ ÌÉ ÐÒÅÄßÑ×ÉÔØ ËÏÎÓÔÒÕË-
ÃÉÀ, ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÝÕÀ ÁËÓÉÏÍÕ ×ÙÂÏÒÁ (ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÔÒÁÎÓÆÉÎÉÔÎÕÀ
ÉÎÄÕËÃÉÀ). (á. ñ. ëÁÎÅÌØ)

6.11. õÓÌÏ×ÉÅ. òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÓÌÏ×Á ÉÚ ÂÕË× ÒÕÓÓËÏÇÏ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ. óÌÏ×Á
×ÉÄÁ sut É suut ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÊ ÓÍÙÓÌ (ÚÄÅÓØ s, u, t | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÓÌÏ×Á,
×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÐÕÓÔÙÅ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÍÙÓÌÏ× ËÏÎÅÞÎÏ.

òÅÛÅÎÉÅ. äÁÎÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÔÁË: ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÎÁÑ
ËÏÎÅÞÎÏ-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÁ ËÏÎÅÞÎÁ.

ðÏÌÕÇÒÕÐÐÁ P ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ËÏ-
ÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÏ× {a1; : : : ; as} ⊆ P , ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÒÅÄ-
ÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× (ÏÎÉ ÍÏÇÕÔ ÉÄÔÉ × ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ
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ÐÏÒÑÄËÅ, É ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÏÖÅÔ ×ÓÔÒÅÞÁÔØÓÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÚ). ðÏÌÕÇÒÕÐÐÁ P
ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÎÁ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a ∈ P ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÅÎ, Ô. Å. a2 = a.

÷×ÅÄÅÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÐÏÒÑÄËÁ É ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ:
s 6 v; ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ t1; t2 st1 = st2 ⇒ vt1 = vt2; (6)

s ∼ v; ÅÓÌÉ s 6 v É v 6 s: (∼)
þÅÒÅÚ � ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÐÕÓÔÏÅ ÓÌÏ×Ï (ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÙ).

ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ××ÅÄÅÎÎÙÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ.

ìÅÍÍÁ 1. Á) s 6 us; Â) auas ∼ uas; ×) s ∼ t ⇔ st = s.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Á) ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï uas 6 auas ÓÌÅ-

ÄÕÅÔ ÉÚ Á). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,
auas 6 uauas = (ua)2s = uas;

ÐÏÜÔÏÍÕ auas ∼ uas. ïÓÔÁÌÏÓØ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ×): t� = t2 = tt, ÏÔËÕÄÁ s2 = s = s� =
= st.

âÕÄÅÍ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÞÉÓÌÕ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ,
Ô. Å. ÂÕË× ÁÌÆÁ×ÉÔÁ. íÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÉÓÌÏ ËÌÁÓÓÏ× ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ËÏÎÅÞÎÏ.
äÌÑ ÏÄÎÏÊ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ ÏÎÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. ðÕÓÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÄÌÑ
ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÎÙÈ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐ Ó n ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔ-
ÎÕÀ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÕ Ó n+ 1 ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ.

óÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ ËÁÖÄÏÍÕ ËÌÁÓÓÕ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ × P ÅÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÑ, ÉÍÅÀ-
ÝÅÇÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÕÀ ÄÌÉÎÕ. ðÕÓÔØ a | ÓÁÍÁÑ ÌÅ×ÁÑ ÂÕË×Á ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÑ v. ôÏ-
ÇÄÁ × ÓÉÌÕ Ð. Â) ÌÅÍÍÙ 1 ÂÕË×Á a × ÓÌÏ×Å v ÂÏÌØÛÅ ÎÅ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ. ðÏÜÔÏÍÕ
ËÌÁÓÓÏ× ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ: ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌØ ËÁÖÄÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÍÏÖÅÔ
ÂÙÔØ ÐÏÌÕÞÅÎ ÄÏÐÉÓÙ×ÁÎÉÅÍ Ë ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÂÕË×Å a0 ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÐÏÄÐÏÌÕÇÒÕÐÐÙ,
ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ a1; : : : ; an, Á ÉÈ | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ
ÉÎÄÕËÃÉÉ.

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÄÌÉÎÎÏÅ ÓÌÏ×Ï × P ÍÏÖÎÏ ÓÏËÒÁÔÉÔØ, Ô. Å.
ÕËÁÚÁÔØ ÓÌÏ×Ï ÍÅÎØÛÅÊ ÄÌÉÎÙ, ËÏÔÏÒÏÅ ÚÁÄÁÅÔ ÔÏÔ ÖÅ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÙ P .
óÌÏ×Ï ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÓÏËÒÁÔÉÍÏ, ÅÓÌÉ × ÎÅÍ ÒÑÄÏÍ ÎÁÐÉÓÁÎÙ Ä×Á ÐÏÄÓÌÏ×Á, ÏÔÎÏÓÑÝÉ-
ÅÓÑ Ë ÏÄÎÏÍÕ ËÌÁÓÓÕ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ (ÓÍ. ÌÅÍÍÕ 1, ÐÕÎËÔ ×).

ðÏÓÔÒÏÉÍ ÐÏ ÓÌÏ×Õ ÇÒÁÆ, ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÏÚÉÃÉÉ ÓÌÏ×Á, Á
ÒÅÂÒÕ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÍÕ Ä×Å ÐÏÚÉÃÉÉ, ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÅÎ ËÌÁÓÓ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÐÏÄÓÌÏ-
×Á, ËÏÎÃÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ × ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ ÐÏÚÉÃÉÑÈ. ðÏÌÕÞÉÌÉ ÒÁÓËÒÁÛÅÎÎÙÊ
ÐÏÌÎÙÊ ÇÒÁÆ. éÚ×ÅÓÔÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ òÁÍÓÅÑ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎ-
ÎÏÍ ÞÉÓÌÅ Ã×ÅÔÏ× É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÍ ÞÉÓÌÅ ×ÅÒÛÉÎ × ÇÒÁÆÅ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÏÄ-
ÎÏÃ×ÅÔÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË. îÏ ÏÄÎÏÃ×ÅÔÎÏÍÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ Ä×Á ÚÁ-
ÐÉÓÁÎÎÙÈ ÐÏÄÒÑÄ ÐÏÄÓÌÏ×Á, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÏÄÎÏÍÕ ËÌÁÓÓÕ ÜË×É×ÁÌÅÎÔ-
ÎÏÓÔÉ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ
òÁÍÓÅÑ, ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ: ÐÕÓÔØ ×ÓÅ ÓÌÏ×Á ËÏÎÅÞÎÏÊ
ÄÌÉÎÙ ÒÁÓËÒÁÛÅÎÙ × ÎÅÓËÏÌØËÏ Ã×ÅÔÏ×, ÔÏÇÄÁ ÌÀÂÏÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ×ÐÒÁ×Ï ÓÌÏ×Ï
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ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ ËÕÓËÉ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ×ÓÅ ËÕÓËÉ, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ
ÂÙÔØ ÍÏÖÅÔ ÐÅÒ×ÏÇÏ, ÂÙÌÉ ÒÁÓËÒÁÛÅÎÙ × ÏÄÉÎ Ã×ÅÔ. (á. ñ. ëÁÎÅÌØ)

7.1. õÓÌÏ×ÉÅ. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ x1 6 x2 6 · · · 6 xn É |xi − yi| 6 " ÐÒÉ ×ÓÅÈ i;
z1 6 z2 6 · · · 6 zn | ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÅÒÅÕÐÏÒÑÄÏÞÉ×ÁÎÉÑ ÎÁÂÏÒÁ {yi}ni=1 × ÐÏÒÑÄËÅ
×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ |xi − zi| 6 " ÐÒÉ ×ÓÅÈ i.

òÅÛÅÎÉÅ. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÁËÏÍÕ: ÅÓÌÉ ÄÌÑ Ä×ÕÈ ÎÅÕÂÙ-
×ÁÀÝÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ x1 6 x2 6 · · · 6 xn É z1 6 z2 6 · · · 6 zn ÐÒÉ
ÎÅËÏÔÏÒÏÍ i ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï |xi − zi| > ", ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ
� : [1; n] → [1; n] ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ k, ÞÔÏ |xk − z�(k)| > ".

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ xi < zi. îÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ k ∈ [1; i], ÞÔÏ �(k) > i. äÌÑ ÜÔÏÇÏ
k ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ

|xk − z�(k)| = z�(k) − xk > zi − xi > ":
óÌÕÞÁÊ xi > zi ÒÁÚÂÉÒÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ: ÎÕÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÔÁËÏÅ k ∈ [i; n], ÞÔÏ

�(k) 6 i. ôÏÇÄÁ
xk − z�(k) > xi − zi > ": (í. î. ÷ÑÌÙÊ)

7.3. õÓÌÏ×ÉÅ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÙ AAT É ATA ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ
ÎÁÂÏÒ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÇÄÅ A | ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ, AT |
ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ.

òÅÛÅÎÉÅ. âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÍÁÔÒÉÃÕ A ËÁË ÍÁÔÒÉÃÕ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏ-
ÒÁ ÉÚ V = Rn × W = Rm. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ (Ax; y) = (x;AT y) (ÞÅÒÅÚ (·; ·) ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÏ
ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ), ÐÏÜÔÏÍÕ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ V = kerA ⊕ imAT ,
W = kerAT ⊕ imA. îÁÐÒÉÍÅÒ,

v ∈ kerA⇔ (∀u ∈ V )(Av; u) = 0 ⇔ (∀u ∈ V )(v;ATu) = 0 ⇔ v⊥ imAT :
äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ kerATA = kerA. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,

AATx = 0 ⇒ (ATx;ATx) = 0 ⇔ ATx = 0 ⇒ AATx = 0:
úÁ×ÅÒÛÉÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÍÏÖÎÏ ÔÁË. óÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ x ÄÌÑ ATA Ó ÎÅ-

ÎÕÌÅ×ÙÍ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ � ÌÅÖÉÔ × ÏÂÒÁÚÅ AT , ÐÏÓËÏÌØËÕ x = AT ( 1
�Ax).

éÚ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ x ÍÏÖÎÏ ÄÁÖÅ ×ÙÂÒÁÔØ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ
x = AT y, ÇÄÅ y⊥ kerAT , Ô. Å. y ∈ imA. éÍÅÅÍ: ATAAT y = �AT y, Ô. Å.
AT (AAT y − �y) = 0. ðÒÉ ÜÔÏÍ ×ÅËÔÏÒ AAT y − �y ÌÅÖÉÔ × ÏÂÒÁÚÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A,
É ÐÏÔÏÍÕ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÅÎ ÑÄÒÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ AT . úÎÁÞÉÔ, ÏÎ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ, Ô. Å. y |
ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ AAT Ó ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ �, ÞÔÏ É ÔÒÅ-
ÂÏ×ÁÌÏÓØ (ÏÂÒÁÔÎÏÅ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÔÁË ÖÅ). (÷. ÷. äÏÃÅÎËÏ)

7.4. õÓÌÏ×ÉÅ. x; y > 0. äÏËÁÚÁÔØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï: xy + yx > 1.
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òÅÛÅÎÉÅ. åÓÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ x É y ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 1, ÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ 0 < x; y < 1. ðÒÉ 0 < y < 1
ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á âÅÒÎÕÌÌÉ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ

x1−y = (1 + (x− 1))1−y < 1 + (x− 1)(1− y) = x+ y − xy < x+ y:
óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, xy > x

x+ y . óÔÁÌÏ ÂÙÔØ,

xy + yx > x
x+ y + y

x+ y = 1: (á. é èÒÁÂÒÏ×)

7.9. õÓÌÏ×ÉÅ. ôÒÉ ÞÅÌÏ×ÅËÁ ÉÍÅÀÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÏ n1, n2, n3 ÄÏÌÌÁÒÏ×.
ëÁÖÄÙÊ ÂÒÏÓÁÅÔ ÍÏÎÅÔËÕ É ÐÏÌÕÞÁÅÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ | �ÏÒÅÌ� ÉÌÉ �ÒÅÛËÕ�. åÓÌÉ Õ
ÏÄÎÏÇÏ ÎÅ ÔÏÔ ÖÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ÞÔÏ Õ Ä×ÕÈ ÄÒÕÇÉÈ, ÔÏ ÔÅ Ä×ÏÅ ÐÌÁÔÑÔ ÅÍÕ ÐÏ ÄÏÌ-
ÌÁÒÕ. åÓÌÉ ÖÅ ×ÓÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÏÄÉÎÁËÏ×Ù, ÔÏ ÄÅÎØÇÉ ÎÅ ÄÅÌÑÔ, ÎÏ �ÔÁËÔ� ÉÇÒÙ
ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ. éÇÒÁ ËÏÎÞÁÅÔÓÑ, ËÏÇÄÁ Õ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÉÇÒÏËÏ× ÎÅÔ ÂÏÌØÛÅ ÄÅÎÅÇ. ðÏÄ-
ÓÞÉÔÁÔØ ÓÒÅÄÎÀÀ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÇÒÙ.

òÅÛÅÎÉÅ. ïÔ×ÅÔ: 4n1n2n3
3(n1 + n2 + n3)− 6 :

÷ ÒÅÛÅÎÉÉ ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÀÔÓÑ Ä×Å ÌÅÍÍÙ.
ðÅÒ×ÁÑ | ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÉÚ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ.
ìÅÍÍÁ 1. îÅÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ N ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ó N ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙ-

ÍÉ ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ
ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÍÅÅÔ ÔÏÌØËÏ ÎÕÌÅ×ÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ.

ìÅÍÍÁ 2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ1) V Ó ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÍ ÐÏÄÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×ÏÍ ×ÅÒÛÉÎ G (×ÅÒÛÉÎÙ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á G ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÇÒÁÎÉÞÎÙÍÉ, Á
ÏÓÔÁÌØÎÙÅ | ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÍÉ) . ðÕÓÔØ ÇÒÁÎÉÃÁ ÄÏÓÔÉÖÉÍÁ ÉÚ ËÁÖÄÏÊ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ
ÔÏÞËÉ (Ô. Å. ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÐÕÔØ ÉÚ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ × ÏÄÎÕ ÉÚ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ
ÔÏÞÅË). ðÕÓÔØ ÄÁÌÅÅ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ ÐÒÉÐÉÓÁÎÏ (ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ) ÞÉÓÌÏ ÔÁË, ÞÔÏ

1) ÞÉÓÌÏ × ËÁÖÄÏÊ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ×ÅÒÛÉÎÅ ÒÁ×ÎÏ ÓÒÅÄÎÅÍÕ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÞÉ-
ÓÅÌ × ËÏÎÃÁÈ ×ÙÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚ ÎÅÅ ÒÅÂÅÒ;

2) ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ × ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ.

ôÏÇÄÁ É ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ ×Ï ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÅÒÛÉÎÕ A, × ËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÏÉÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ

ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÞÉÓÌÏ M . ÷ ÓÉÌÕ 1) × ËÏÎÃÁÈ ËÁÖÄÏÇÏ ×ÙÈÏÄÑÝÅÇÏ ÉÚ ÎÅÅ ÒÅÂÒÁ ÔÁË-
ÖÅ ÓÔÏÉÔ M . ðÏ×ÔÏÒÑÑ ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ M ÓÔÏÉÔ ×Ï ×ÓÅÈ
×ÅÒÛÉÎÁÈ, ÄÏÓÔÉÖÉÍÙÈ ÉÚ A. ðÏÓËÏÌØËÕ ÉÚ A ÄÏÓÔÉÖÉÍÁ ÇÒÁÎÉÞÎÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ,
ÔÏ M = 0.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. õÓÌÏ×ÉÅ 1) ÍÏÖÎÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÏÓÌÁÂÉÔØ, ÎÏ ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ É
ÔÁËÏÊ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ.

1)÷ ÇÒÁÆÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÐÅÔÌÉ.
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íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÉÇÒÁ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å V ÐÏÚÉÃÉÊ ×ÉÄÁ
(n1; n2; n3), ÇÄÅ n1, n2, n3 | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ Ó ÄÁÎ-
ÎÏÊ ÓÕÍÍÏÊ

n1 + n2 + n3 = n:
îÁÚÏ×ÅÍ ÇÒÁÎÉÞÎÙÍÉ ÐÏÚÉÃÉÉ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÉÇÒÁ ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ, Ô. Å. ÇÄÅ ÐÏ ËÒÁÊ-
ÎÅÊ ÍÅÒÅ ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ n1, n2, n3 ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ, É ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÇÒÁÆ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ-
×ÏÍ ×ÅÒÛÉÎ V , ÓÏÅÄÉÎÉ× ×ÙÈÏÄÑÝÉÍÉ ÒÅÂÒÁÍÉ ËÁÖÄÕÀ ×ÎÕÔÒÅÎÎÀÀ ÐÏÚÉÃÉÀ
á(n1; n2; n3) Ó ÐÏÚÉÃÉÑÍÉ, ËÕÄÁ ÉÚ ÎÅÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÐÁÓÔØ ÚÁ ÏÄÉÎ ÔÁËÔ, Ô. Å. Ó ÓÁ-
ÍÏÊ ÐÏÚÉÃÉÅÊ á É ÐÏÚÉÃÉÑÍÉ á′(n1 − 1; n2 − 1; n3 + 2), á′′(n1 − 1; n2 + 2; n3 − 1),
á′′′(n1 +2; n2−1; n3−1). îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÚÁ ÏÄÉÎ
ÔÁËÔ ÉÚ ÐÏÚÉÃÉÉ A × ËÁÖÄÕÀ ÉÚ ÜÔÉÈ ÞÅÔÙÒÅÈ ÐÏÚÉÃÉÊ ÒÁ×ÎÁ 1=4. éÚ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ
ÐÏÚÉÃÉÊ (ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ G) ÒÅÂÒÁ ÎÅ ×ÙÈÏÄÑÔ.

1) óÎÁÞÁÌÁ ×ÙÞÉÓÌÉÍ ÓÒÅÄÎÀÀ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔÅÌØÎÏÓÔØ l(A) ÉÇÒÙ, ÎÁÞÁ×ÛÅÊÓÑ
× ÐÏÚÉÃÉÉ A, × ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÉ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÏÚÉÃÉÉ ËÏÎÅÞÎÁ. ÷ ÓÉÌÕ
×ÙÛÅÉÚÌÏÖÅÎÎÏÇÏ

l(á) = 1 + 1
4
(
l(á) + l(á′) + l(á′′) + l(á′′′)

)
: (∗)

(íÙ ÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ l(á) = 0 ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÇÒÁÎÉÞÎÏÊ ÐÏÚÉÃÉÉ).
ðÏÌÕÞÉÌÁÓØ ÓÉÓÔÅÍÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ó ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ É ÎÅÉÚ-

×ÅÓÔÎÙÈ, ÒÁ×ÎÙÍ ÞÉÓÌÕ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ×ÅÒÛÉÎ. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÓÉ-
ÓÔÅÍÁ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

l(á) = 1
4
(
l(á) + l(á′) + l(á′′) + l(á′′′)

)
:

÷ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 2 ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÔÏÌØËÏ ÎÕÌÅ×ÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ. ÷ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 1 ÉÓÈÏÄÎÁÑ
ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÐÒÉÔÏÍ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ. ïÓÔÁÌÏÓØ �ÕÇÁÄÁÔØ� ÜÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ.
ðÏÓËÏÌØËÕ l(A) ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ × ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÐÏÚÉÃÉÑÈ, ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÏÐÒÏ-
ÂÏ×ÁÔØ ÐÏÄÏÂÒÁÔØ ÅÇÏ × ×ÉÄÅ an1n2n3. ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ × (*) É ÒÁÓËÒÙ×ÁÑ ÓËÏÂËÉ,
ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ (3n− 6)a = 4, Ô. Å. a = 4

3n− 6 .
2) äÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÎÑÑ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÇÒÙ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ËÏ-

ÎÅÞÎÁ.

l(á) =
∞∑

k=1
kpk(A);

ÇÄÅ pk(A) | ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÉÇÒÁ, ÎÁÞÁ×ÛÉÓØ Ó ÐÏÚÉÃÉÉ A, ÚÁËÏÎÞÉÔÓÑ
ÒÏ×ÎÏ ÞÅÒÅÚ k ÔÁËÔÏ×. îÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ.

÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ pk(A), ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ

pk+1(á) = 1
4 (pk(á) + pk(á′) + pk(á′′) + pk(á′′′)); (∗∗)

ËÏÔÏÒÙÅ, ÎÁÒÑÄÕ Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ

p0(á) =
{

0; A =∈ G;
1; A ∈ G

É ÇÒÁÎÉÞÎÙÍÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ pk(á) = 0 ÐÒÉ A ∈ G É k > 0, ÐÏÚ×ÏÌÑÀÔ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ ÉÈ
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ.
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òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÅËÔÏÒÙ pk Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ pk(á) (ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÒÁ×ÎÏ
ÞÉÓÌÕ ×ÓÅÈ ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ V ). óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (**) ×ÍÅÓÔÅ Ó ÇÒÁÎÉÞÎÙÍÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ
ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ pk+1 = Upk, ÇÄÅ U | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÕÀÝÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å. ôÏÇÄÁ

pk = Ukp0:
ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÑÄ ∑∞

k=1 Uk. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏ-
ÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ U (× ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É ËÏÍÐÌÅËÓ-
ÎÙÅ) ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÍÅÎØÛÅ 1. (îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏÓÌÅ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃÙ Ë ÖÏÒÄÁÎÏ×ÏÊ
ÆÏÒÍÅ ÍÏÖÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ × ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ).

ðÕÓÔØ x | ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ U , ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏ-
ÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ �:

�x(á) = 1
4
(
x(á) + x(á′) + x(á′′) + x(á′′′)

)
ÐÒÉ A =∈ G; (***)

�x(á) = 0 ÐÒÉ A ∈ G:
åÓÌÉ |�| > 1, ÎÏ � 6= 1, ÔÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅ× ÎÁÉÂÏÌØÛÕÀ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ x(á)
×ÅËÔÏÒÁ x, ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÐÒÉÄÅÍ Ë ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÀ | ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ

(
�− 1

4
)
x(A) = 1

4
(
x(á′) + x(á′′) + x(á′′′)

)
;

ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÇÏ (***), ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÂÏÌØÛÅ ÐÒÁ×ÏÊ. åÓÌÉ ÖÅ � = 1, ÔÏ ËÏÏÒÄÉÎÁ-
ÔÙ ×ÅËÔÏÒÁ x ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÌÅÍÍÙ 2, É ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ.
ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ. (ì. íÅÄÎÉËÏ×)

7.11. õÓÌÏ×ÉÅ. BÓÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ËÏÒÎÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ
A0Xn +A1Xn−1 + · · ·+An = 0

ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ 1. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ
{vk = A0uk+n +A1uk+n−1 + · · ·+Anuk}

ÓÈÏÄÉÔÓÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {uk} ÔÏÖÅ ÓÈÏÄÉÔÓÑ.
òÅÛÅÎÉÅ. âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ A0 = 1.
òÁÚÌÏÖÉÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P (x) = xn + A1xn−1 + · · ·+ An ÎÁ

ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ:
P (x) = (x− �1)(x− �2) · : : : · (x− �n); �i ∈ C; |�i| < 1:

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ �� × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ:
u 7→ ��(u); (��(u))i = ui+1 − �ui:

ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ v ÅÓÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ��i
Ë ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ u:

v =
n∏

i=1
��iu :
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ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ: ÐÕÓÔØ |�| < 1, Á v = ��u |
ÓÈÏÄÉÔÓÑ. ôÏÇÄÁ É u ÔÁËÖÅ ÓÈÏÄÉÔÓÑ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ lim

k→∞
vk =

= 0, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÚÁÍÅÎÁ �vk = vk − c, �uk = uk − c=(1 − �) ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÅ
ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ vk = uk+1 − �uk. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ lim

k→∞
uk = 0, É ÚÁÄÁÞÁ

ÂÕÄÅÔ ÒÅÛÅÎÁ.
éÎÄÕËÃÉÅÊ ÌÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ

uN+r = �ruN + �r−1vN+1 + · · ·+ �vN+r−1 + vN+r: (*)
åÓÌÉ vk ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0 É ×ÓÅÈ k, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ N ,
×ÙÐÏÌÎÅÎÏ |vk| < ". éÚ (*) ÐÏÌÕÞÁÅÍ

|uN+r| 6 |�|r|uN |+ "
(|�|r−1 + · · ·+ � + 1

)
< |�|r|uN |+ "

1− |�| :

éÚ ÜÔÏÊ ÏÃÅÎËÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ C > 1=(1 − |�|) É ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ r
×ÙÐÏÌÎÅÎÏ

|uN+r| < C";
Á ÜÔÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ uk ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ. (á. ñ. ëÁÎÅÌØ)

8.8. õÓÌÏ×ÉÅ. ÷ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ËÌÅÔËÁÈ ÔÁÂÌÉÃÙ n× n ÒÁÓÓÔÁ×ÌÅÎÙ ÞÉÓÌÁ. äÏ-
ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏÐÉÓÁÔØ ÞÉÓÌÁ × ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ËÌÅÔËÉ ÔÁÂÌÉÃÙ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ
ËÁÖÄÏÅ ÞÉÓÌÏ1) ÒÁ×ÎÑÌÏÓØ ÓÒÅÄÎÅÍÕ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÍÕ Ó×ÏÉÈ ÓÏÓÅÄÅÊ2).

òÅÛÅÎÉÅ. õÓÌÏ×ÉÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ (ËÏ-
ÌÉÞÅÓÔ×Ï ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ É ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÒÁ×ÎÏ ÞÉÓÌÕ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ËÌÅÔÏË). óÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ × ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ËÌÅÔËÁÈ ÚÁÐÉÓÁÔØ
ÎÕÌÉ. ÷ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 2 ÉÚ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ 7.9 (Ó. 230) (×ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÕÀÔ ËÌÅÔËÁÍ ÔÁÂÌÉÃÙ, ÒÅÂÒÁ ÓÏÅÄÉÎÑÀÔ ÓÏÓÅÄÎÉÅ ÔÏÞËÉ) ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÔÏÌØËÏ
ÎÕÌÅ×ÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ. ÷ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 1 ÉÚ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ 7.9 (Ó. 230) ÉÓÈÏÄÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ
ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÐÒÉÔÏÍ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. ÷ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅ ÒÅÞØ ÛÌÁ Ï Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÊ ÔÁÂÌÉÃÅ. îÏ ÕÔ×ÅÒ-
ÖÄÅÎÉÅ ×ÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÒÁÚÕÍÎÏÊ� ÔÁÂÌÉÃÙ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÊ.

(ì. íÅÄÎÉËÏ×)

1)éÍÅÀÔÓÑ × ×ÉÄÕ ÞÉÓÌÁ ×Ï ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ËÌÅÔËÁÈ. ÷ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÎÅ×ÅÒÎÏ.
2)íÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÓÏÓÅÄÓÔ×Ï �ÐÏ ÓÔÏÒÏÎÅ�, ÔÁË É �ÐÏ ×ÅÒÛÉÎÅ�.


