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úÁÄÁÞÎÙÊ ÒÁÚÄÅÌ


÷ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ×ÎÉÍÁÎÉÀ ÞÉÔÁÔÅÌÅÊ ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ ÐÏÄÂÏÒËÁ ÚÁÄÁÞ ÒÁÚÎÏÊ
ÓÔÅÐÅÎÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, × ÏÓÎÏ×ÎÏÍ ÔÒÕÄÎÙÈ. îÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ÚÁÄÁÞ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØ-
ÎÏ ÓÁÍÙÅ ÓÌÏÖÎÙÅ!) ÔÒÅÂÕÀÔ ÚÎÁÎÉÑ �ÎÅÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ� ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ | ÁÎÁÌÉÚÁ,
ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ É Ô. Ð.


óÏÓÔÁ×ÉÔÅÌÑÍ ÜÔÏÊ ÐÏÄÂÏÒËÉ ËÁÖÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÍÙÅ ÎÉÖÅ ÚÁÄÁÞÉ ÏËÁ-
ÖÕÔÓÑ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÍÉ ËÁË ÄÌÑ ÓÉÌØÎÙÈ ÛËÏÌØÎÉËÏ×, ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÉÈÓÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉ-
ËÏÊ, ÔÁË É ÄÌÑ ÓÔÕÄÅÎÔÏ×-ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ×.


íÙ ÏÂÒÁÝÁÅÍÓÑ Ó ÐÒÏÓØÂÏÊ ËÏ ×ÓÅÍ ÞÉÔÁÔÅÌÑÍ, ÉÍÅÀÝÉÍ Ó×ÏÉ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ
ÐÏÄÂÏÒËÉ ÔÁËÉÈ ÚÁÄÁÞ, ÐÒÉÓÙÌÁÔØ ÉÈ × ÒÅÄÁËÃÉÀ. é, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÍÙ Ó ÕÄÏ×ÏÌØ-
ÓÔ×ÉÅÍ ÂÕÄÅÍ ÐÕÂÌÉËÏ×ÁÔØ Ó×ÅÖÉÅ Á×ÔÏÒÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ.


÷ ÓËÏÂËÁÈ ÐÏÓÌÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ÐÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ ÆÁÍÉÌÉÑ Á×ÔÏÒÁ (ÕÔÏÞÎÅÎÉÑ ÓÏ
ÓÔÏÒÏÎÙ ÞÉÔÁÔÅÌÅÊ ÐÒÉ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔÓÑ). åÓÌÉ Á×ÔÏÒ ÚÁÄÁÞÉ ÎÁÍ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÅÎ, ÔÏ ×
ÓËÏÂËÁÈ ÕËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÆÏÌØËÌÏÒ�.


1. ÷ ×ÅÒÛÉÎÁÈ ËÕÂÁ ÎÁÐÉÓÁÎÙ ÞÉÓÌÁ. ÷ÍÅÓÔÏ ËÁÖÄÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÚÁÐÉÓÙ-
×ÁÀÔ ÓÒÅÄÎÅÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÅ ÞÉÓÅÌ, ÓÔÏÑÝÉÈ × ÔÒÅÈ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ×ÅÒ-
ÛÉÎÁÈ (ÞÉÓÌÁ ÚÁÍÅÎÑÀÔ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ). ðÏÓÌÅ 10 ÔÁËÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ×
×ÅÒÛÉÎÁÈ ÏËÁÚÁÌÉÓØ ÉÓÈÏÄÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÔÁËÉÅ ÞÉÓÌÁ.


(á. ë. ëÏ×ÁÌØÄÖÉ)


2. ëÒÉ×ÁÑ C ÚÁÄÁÎÁ × R4 ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ xi = Pi(�),
i = 1; 2; 3; 4, ÇÄÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Pi(�) ÉÍÅÀÔ ÓÔÅÐÅÎØ 3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
C ÖÉ×ÅÔ × ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ (Ô. Å. ÎÁÊÄÅÔÓÑ 3-ÍÅÒÎÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ
ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ËÏÔÏÒÏÅ ÅÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ). (á. ñ. âÅÌÏ×)


3. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÅ ÓÌÏ×Á Ó ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÍ ÎÁÞÁÌÏÍ ÉÚ 0 É 1 Ó
ÞÅÔÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÎÕÌÅÊ. ðÒÉÐÉÛÅÍ ÅÄÉÎÉÃÁÍ ÓÌÏ×Á ÚÎÁËÉ + É − ÔÁË,
ÞÔÏÂÙ ÚÎÁËÉ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÅÄÉÎÉÃ ÓÏ×ÐÁÄÁÌÉ ÉÌÉ ÏÔÌÉÞÁÌÉÓØ × ÚÁ×ÉÓÉÍÏ-
ÓÔÉ ÏÔ ÞÅÔÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁ ÎÕÌÅÊ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÉÄÕÝÉÅ ÐÏÄÒÑÄ
ÅÄÉÎÉÃÙ ÂÅÒÕÔÓÑ Ó ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍ ÚÎÁËÏÍ). óÉÇÎÁÔÕÒÏÊ ÓÌÏ×Á ÎÁÚÏ×ÅÍ
ÁÂÓÏÌÀÔÎÕÀ ×ÅÌÉÞÉÎÕ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÓÕÍÍÙ ÅÄÉÎÉÃ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
ÞÉÓÌÏ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ n É ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ n− 2k ÒÁ×ÎÏ ÞÉÓÌÕ ÓÏÞÅÔÁÎÉÊ ÉÚ n
ÐÏ k ÐÒÉ n− 2k > 0 É ×Ä×ÏÅ ÍÅÎØÛÅ ÐÒÉ n− 2k = 0.


(ü. â. ÷ÉÎÂÅÒÇ)


4. îÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÐÒÏ×ÅÄÅÎÙ n ÓÉÓÔÅÍ ÒÁ×ÎÏÏÔÓÔÏÑÝÉÈ ÐÒÑÍÙÈ; i-Ñ ÓÉ-
ÓÔÅÍÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ ÐÒÑÍÙÈ ×ÉÄÁ aix + biy = ci + k, k ∈ Z. ðÒÉ
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ÜÔÏÍ ÎÉËÁËÉÅ ÔÒÉ ÐÒÑÍÙÈ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ, É ÎÉËÁ-
ËÉÅ Ä×Å ÓÉÓÔÅÍÙ ÎÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ. üÔÉ ÓÉÓÔÅÍÙ ÒÁÚÂÉ×ÁÀÔ ÐÌÏÓËÏÓÔØ
ÎÁ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÉ. ðÕÓÔØ S | ÓÒÅÄÎÑÑ ÐÌÏÝÁÄØ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ,
Sij | ÐÌÏÝÁÄØ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ ÒÅÛÅÔËÉ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ i-Ê É j-Ê ÓÉ-
ÓÔÅÍÁÍÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ


S−1 =
∑


i<j
S−1
ij


(óÒÅÄÎÑÑ ÐÌÏÝÁÄØ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ | ÜÔÏ ×ÅÌÉÞÉÎÁ S = lim
t→+∞St=Nt,


ÇÄÅ St | ÏÂÝÁÑ ÐÌÏÝÁÄØ ×ÓÅÈ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ, ÃÅÌÉËÏÍ
ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈÓÑ × ËÒÕÇÅ ÒÁÄÉÕÓÁ t Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, Nt |
ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÜÔÉÈ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏ×.) (á. ñ. ëÁÎÅÌØ)


5. îÁ ÂÅÒÅÇÕ ËÒÕÇÌÏÇÏ ÏÓÔÒÏ×Á çÄÅÔÏÔÁÍ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÏ n ÄÅÒÅ×ÅÎØ, × ËÁ-
ÖÄÏÊ ÖÉ×ÕÔ ÂÏÒÃÙ. âÙÌ ÐÒÏ×ÅÄÅÎ ÔÕÒÎÉÒ, × ËÏÔÏÒÏÍ ËÁÖÄÙÊ ÂÏÒÅÃ
×ÓÔÒÅÔÉÌÓÑ ÓÏ ×ÓÅÍÉ ÂÏÒÃÁÍÉ ÉÚ ×ÓÅÈ ÄÒÕÇÉÈ ÄÅÒÅ×ÅÎØ. äÅÒÅ×ÎÑ á
ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÓÉÌØÎÅÅ ÄÅÒÅ×ÎÉ â, ÅÓÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ (1−�)-Ñ ÞÁÓÔØ ÐÏÅÄÉÎËÏ×
ÍÅÖÄÕ ÂÏÒÃÁÍÉ ÉÚ ÜÔÉÈ ÄÅÒÅ×ÅÎØ ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÂÅÄÏÊ ÂÏÒÃÁ ÉÚ ÄÅ-
ÒÅ×ÎÉ á. (õ ×ÓÅÈ ÂÏÒÃÏ× ÒÁÚÎÁÑ ÓÉÌÁ, É × ÐÏÅÄÉÎËÅ ×ÓÅÇÄÁ ÐÏÂÅÖÄÁÅÔ
ÓÉÌØÎÅÊÛÉÊ.) ÷ÙÑÓÎÉÌÏÓØ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÄÅÒÅ×ÎÑ ÓÉÌØÎÅÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÚÁ
ÎÅÊ ÐÏ ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ � 6 �0 = 1


4 cos2 �
n+ 2


, ÐÒÉÞÅÍ


ÞÉÓÌÏ �0 ÎÅÌØÚÑ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÍÅÎØÛÅÅ.
(é. âÏÇÄÁÎÏ×)


6. ÷ÎÕÔÒÉ ×ÙÐÕËÌÏÇÏ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ ×ÚÑÔÁ ÔÏÞËÁ, ÒÁ×ÎÏÕÄÁÌÅÎÎÁÑ
ÏÔ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎ. ïËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ,
ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÊ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØ-
ÎÉË Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÂÏ ×ÐÉÓÁÎÎÙÍ, ÌÉÂÏ ÏÐÉÓÁÎÎÙÍ, ÌÉÂÏ ÔÒÁÐÅÃÉÅÊ.


(á. úÁÓÌÁ×ÓËÉÊ)
7. ïÔ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÏÔÒÅÚÁÀÔ Ë×ÁÄÒÁÔ, Á Ó ÏÓÔÁ×ÛÉÍÓÑ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØ-


ÎÉËÏÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÑÔ ÔÕ ÖÅ ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ. íÏÖÅÔ ÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ
ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÓÔÏÒÏÎ Õ ÜÔÉÈ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÂÙÔØ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ, ÅÓ-
ÌÉ ÏÄÎÁ ÉÚ ÓÔÏÒÏÎ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÁ×ÎÁ 1, Á ÄÒÕÇÁÑ ÒÁ×ÎÁ
Á)
√


2, Â) 3√2, ×)
√


2005. (÷. á. õÆÎÁÒÏ×ÓËÉÊ, á. ñ. âÅÌÏ×)
8. íÏÖÎÏ ÌÉ ÐÏËÒÁÓÉÔØ ÓÆÅÒÕ ÂÅÌÏÊ É ËÒÁÓÎÏÊ ËÒÁÓËÁÍÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ


ÌÀÂÙÅ ÔÒÉ ÉÓÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚ ÃÅÎÔÒÁ ÓÆÅÒÙ ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÈ
ÌÕÞÁ ÐÅÒÅÓÅËÁÌÉ ÅÅ × ÏÄÎÏÊ ËÒÁÓÎÏÊ É Ä×ÕÈ ÂÅÌÙÈ ÔÏÞËÁÈ?


(S. Kochen, M. Specker)
9. G | ÇÒÕÐÐÁ ÐÏÒÑÄËÁ 2n(2k + 1), ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÏÒÑÄËÁ 2n.


äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÎÅÞÅÔÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ. (úÁÏÞÎÙÊ ËÏÎËÕÒÓ ÐÁÍÑÔÉ ëÉÒÉÌÌÁ äÏÞÅ×Á)
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10. óÒÅÄÉ k ÍÏÎÅÔ ÅÓÔØ ÏÄÎÁ ÆÁÌØÛÉ×ÁÑ, ÐÒÉÞÅÍ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÌÅÇÞÅ ÏÎÁ
ÉÌÉ ÔÑÖÅÌÅÅ. úÁ ËÁËÏÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÊ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÉÔØ ÆÁÌØÛÉ×ÕÀ ÍÏÎÅÔÕ ÎÁ ÞÁÛÅÞÎÙÈ ×ÅÓÁÈ ÂÅÚ ÇÉÒØ, ÅÓÌÉ ÐÒÉ
ÜÔÏÍ Á) ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÕÚÎÁÔØ, ÌÅÇÞÅ ÏÎÁ ÉÌÉ ÔÑÖÅÌÅÅ; Â) ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ
ÕÚÎÁÔØ ÜÔÏ. (á. í. ñÇÌÏÍ, é. í. ñÇÌÏÍ)


11. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ (Fn), ÇÄÅ n-Ñ ÆÕÎËÃÉÑ ÚÁ-
×ÉÓÉÔ ÏÔ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÒÅÄÎÅÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ
ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ:
1) äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ n ÆÕÎËÃÉÑ Fn ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ, ÏÄÎÏÒÏÄÎÁ
(Ô. Å. ÐÒÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÅ Fn ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ É


Fn(� · x1; : : : ; � · xn) = � · Fn(x1; : : : ; xn)
ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÞÉÓÅÌ �; x1; : : : ; xn), ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ Fn(x; : : : ; x) = x ÄÌÑ ÌÀ-
ÂÏÇÏ x, F2(1; 0) = 1=2.
2) äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ n É k ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï


Fn+k(x1; : : : ; xn; xn+1; : : : ; xn+k) = Fn+k(x1; : : : ; xn; Y; : : : ; Y )
ÇÄÅ Y = Fk(xn+1; : : : ; xn+k), ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÞÉÓÅÌ x1; : : : ; xn+k.
äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ Fn ÅÓÔØ ÓÒÅÄÎÅÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÅ:


Fn(x1; : : : ; xn) = x1 + · · ·+ xn
n : (á. ñ. ëÁÎÅÌØ)


12. ë×ÁÄÒÁÔ ÒÁÚÂÉÔ ÎÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ÒÁ×ÎÏÊ ÐÌÏÝÁÄÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
ÉÈ ÞÉÓÌÏ ÞÅÔÎÏ. (æÏÌØËÌÏÒ)






