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ôÅÏÒÅÍÁ Ï ×ÙÓÏÔÁÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ É ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï
ñËÏÂÉ

í. â. óËÏÐÅÎËÏ×∗

ãÅÌØ ÄÁÎÎÏÊ ÓÔÁÔØÉ � ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÐÏÚÎÁËÏÍÉÔØ ÞÉÔÁÔÅÌÅÊ Ó ËÒÁÓÉ×ÏÊ
ÉÄÅÅÊ ÁËÁÄÅÍÉËÁ ÷. é. áÒÎÏÌØÄÁ Ï Ó×ÑÚÉ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ×ÙÓÏÔÁÈ ÔÒÅÕÇÏÌØ-
ÎÉËÁ Ó ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏÍ ñËÏÂÉ [1]. ïÓÎÏ×ÎÏÅ ÏÔÌÉÞÉÅ ÎÁÛÅÊ ÓÔÁÔØÉ ÏÔ ÓÔÁ-
ÔØÉ ÷. é. áÒÎÏÌØÄÁ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÄÅÌÏ × ÏÓÎÏ×ÎÏÍ ÓÏ ÓÆÅÒÉÞÅ-
ÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÅÊ, Á ÎÅ Ó ÇÅÏÍÅÔÒÉÅÊ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ, É ÜÔÏ ÄÅÌÁÅÔ ÏÓÎÏ×ÎÕÀ
ÉÄÅÀ ÂÏÌÅÅ ÐÏÎÑÔÎÏÊ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÂÏÌØÛÁÑ ÞÁÓÔØ ÎÁÛÅÊ ÓÔÁÔØÉ ÄÏÓÔÕÐÎÁ
ÛËÏÌØÎÉËÕ-ÓÔÁÒÛÅËÌÁÓÓÎÉËÕ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÎÕÖÎÏ ÉÍÅÔØ × ×ÉÄÕ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ
ÅÄÉÎÏÏÂÒÁÚÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ×ÙÓÏÔÁÈ × ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ É ×
ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ.

íÙ ÒÁÓÓËÁÖÅÍ Ï Ä×ÕÈ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÈ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑÈ ÉÄÅÉ ÷. é. áÒÎÏÌØÄÁ �
Ä×ÕÈ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑÈ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ×ÙÓÏÔÁÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.

ðÅÒ×ÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ � ÜÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ×ÙÓÏÔÁÈ ÎÁ ËÒÉ×Ï-
ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ. ëÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÙÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏÍ ÍÙ ÎÁÚÙ×ÁÅÍ
ÆÉÇÕÒÕ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÕÀ ÉÚ ÔÒÅÈ ÄÕÇ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ a, b É c (ÒÉÓ. 1a). ÷ÙÓÏ-
ÔÏÊ ha ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÍÙ ÎÁÚÙ×ÁÅÍ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ÐÒÏÈÏ-
ÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÏÂÅ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ b É c, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒ-
ÎÕÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ a (ÓÍÏÔÒÉ ÒÉÓÕÎÏË 1b). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ Ä×Å
ÄÒÕÇÉÅ ×ÙÓÏÔÙ hb É hc. (íÙ ÉÓËÌÀÞÁÅÍ ÉÚ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÙÅ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ Ó Ä×ÕÍÑ ÐÒÑÍÙÍÉ ÕÇÌÁÍÉ.)
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b c
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òÉÓ. 1.

∗á×ÔÏÒ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÐÏÄÄÅÒÖÁÎ ÇÒÁÎÔÁÍÉ òææé �05-01-00993 É �06-01-72551.
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ôÅÏÒÅÍÁ Ï ×ÙÓÏÔÁÈ ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ1). åÓÌÉ Ä×Å
×ÙÓÏÔÙ ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ,
ÔÏ É ÔÒÅÔØÑ ×ÙÓÏÔÁ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÜÔÕ ÔÏÞËÕ (ÓÍ. ÒÉÓ. 1c).

üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ × ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ×ÙÓÏÔÁÈ ÔÒÅÕÇÏÌØ-
ÎÉËÁ, ÅÓÌÉ ÒÁÄÉÕÓÙ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ a, b É c Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÔØ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏ.

÷ÔÏÒÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ � ÜÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ×ÙÓÏÔÁÈ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ
ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á:

ôÅÏÒÅÍÁ ðÅÔÅÒÓÅÎÁ { íÏÒÌÉ. ðÕÓÔØ a, b É c � ÔÒÉ ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÐÁ-
ÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÐÒÑÍÙÅ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ a′ ÏÂÝÉÊ ÐÅÒÐÅÎ-
ÄÉËÕÌÑÒ Ë ÐÁÒÅ ÐÒÑÍÙÈ b É c. äÁÌÅÅ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ a′′ ÏÂÝÉÊ ÐÅÒÐÅÎ-
ÄÉËÕÌÑÒ Ë ÐÁÒÅ ÐÒÑÍÙÈ a É a′ (ÄÁÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÐÒÑÍÙÅ ÎÅÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ).
áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÒÑÍÙÅ b′′ É c′′. ôÏÇÄÁ ÔÒÉ ÐÒÑÍÙÅ a′′, b′′ É c′′
ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎ ÏÂÝÉÊ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒ (Ô. Å. ÐÒÑÍÕÀ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÕÀ ÉÈ ×ÓÅ É
ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÕÀ ÉÍ ×ÓÅÍ).

üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÐÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ×ÙÓÏÔÁÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÅÓÌÉ
ÐÒÑÍÙÅ a, b É c ÌÅÖÁÔ × ÏÄÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. ôÅÏÒÅÍÁ ðÅÔÅÒÓÅÎÁ { íÏÒÌÉ �
ÔÒÕÄÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÓÔÅÒÅÏÍÅÔÒÉÉ, É ÏÄÎÁ ÉÚ ÎÁÛÉÈ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÃÅÌÅÊ � ÒÁÓ-
ÓËÁÚÁÔØ ÅÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï.

éÄÅÑ ÷. é. áÒÎÏÌØÄÁ ÎÁÉÂÏÌÅÅ Ñ×ÎÏ ÐÒÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ × ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅ-
ÔÒÉÉ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÎÁÞÎÅÍ ÓÏ ÚÎÁËÏÍÓÔ×Á Ó ÇÅÏÍÅÔÒÉÅÊ ÎÁ ÓÆÅÒÅ.

îÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÄÕÍÁÔØ, ÞÔÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÎÁ ÓÆÅÒÅ ÓÌÏÖÎÅÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÎÁ
ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. îÁÐÒÏÔÉ×, ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ×Ï ÍÎÏÇÏÍ ÜÔÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÕÓÔÒÏÅÎÁ
ÐÒÏÝÅ! íÎÏÇÉÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÉÎÕÓÏ× É ËÏÓÉÎÕ-
ÓÏ×, ÂÙÌÉ ÏÔËÒÙÔÙ × ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÒÁÎØÛÅ, ÞÅÍ × ÐÌÁÎÉÍÅÔÒÉÉ
(ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÎÉ ÂÙÌÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙ ÄÌÑ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÊ × ÁÓÔÒÏÎÏÍÉÉ).

óÀÖÅÔ ÐÅÒ×ÙÊ. óÆÅÒÉÞÅÓËÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ É
×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÓÆÅÒÕ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ O ÔÒÅÈ-
ÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. îÁÚÏ×ÅÍ ÂÏÌØÛÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ (ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÊ
ÐÒÑÍÏÊ) ÓÅÞÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÓÆÅÒÙ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅ-
ÒÅÚ ÔÏÞËÕ O.

ëÁÖÄÏÍÕ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÍÕ ×ÅËÔÏÒÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÍÏÖÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÔØ Ä×Á
ÏÂßÅËÔÁ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ: ÔÏÞËÕ ÎÁ ÓÆÅÒÅ É ÂÏÌØÛÕÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ.

1)üÔÁ ÜÌÅÇÁÎÔÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ×ÙÓÏÔÁÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ × ÎÅÅ×ËÌÉÄÏ×ÏÊ
ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÂÙÌÁ ÎÁÊÄÅÎÁ ÕÞÁÓÔÎÉËÏÍ ìÅÔÎÅÊ ËÏÎÆÅÒÅÎÃÉÉ ôÕÒÎÉÒÁ çÏÒÏÄÏ× á. íÁÆÕ-
ÓÁÌÏ×ÙÍ.



ôÅÏÒÅÍÁ Ï ×ÙÓÏÔÁÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ É ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ñËÏÂÉ 81

O

~A

A

b

~b

a) b)

òÉÓ. 2.

á ÉÍÅÎÎÏ, ×ÅËÔÏÒÕ ÍÏÖÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÔØ ÔÏÞËÕ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÓÆÅÒÙ Ó ÌÕÞÏÍ,
ÉÓÈÏÄÑÝÉÍ ÉÚ ÔÏÞËÉ O × ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÉ ÄÁÎÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ (ÒÉÓ. 2a), É ÍÏÖ-
ÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÔØ ÓÅÞÅÎÉÅ ÓÆÅÒÙ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ O É
ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÊ ÜÔÏÍÕ ×ÅËÔÏÒÕ (ÒÉÓ. 2b).

âÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÔÏÞËÉ ÎÁ ÓÆÅÒÅ ÂÏÌØÛÉÍÉ ÂÕË×ÁÍÉ, ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÅ
ÐÒÑÍÙÅ � ÍÁÌÅÎØËÉÍÉ. ôÏÞËÕ (ÓÆÅÒÉÞÅÓËÕÀ ÐÒÑÍÕÀ), ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ
ÄÁÎÎÏÍÕ ×ÅËÔÏÒÕ, ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÔÏÊ ÖÅ ÂÕË×ÏÊ, ÞÔÏ É ÓÁÍ ×ÅËÔÏÒ,
ÔÏÌØËÏ ÂÅÚ ÚÎÁÞËÁ ×ÅËÔÏÒÁ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ~A É ~b � Ä×Á ×ÅËÔÏÒÁ, ÔÏ A
ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÔÏÞËÕ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ×ÅËÔÏÒÕ ~A, Á b ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÆÅÒÉÞÅ-
ÓËÕÀ ÐÒÑÍÕÀ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ×ÅËÔÏÒÕ ~b.

éÓÓÌÅÄÕÅÍ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÊ.

õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 1. (òÉÓÕÎÏË 3a) åÓÌÉ ×ÅËÔÏÒÙ ~A É~b ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙ,
ÔÏ ÔÏÞËÁ A ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÑÍÏÊ b.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÐÒÏ×ÅÄÅÍ ÉÚ ÔÏÞËÉ O ÌÕÞ × ÎÁÐÒÁ-
×ÌÅÎÉÉ ×ÅËÔÏÒÁ ~A. ðÏ ÎÁÛÅÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÔÏÞËÁ A � ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ
ÎÁÛÅÇÏ ÌÕÞÁ ÓÏ ÓÆÅÒÏÊ. ðÒÏ×ÅÄÅÍ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ O ÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÐÅÒÐÅÎÄÉ-
ËÕÌÑÒÎÕÀ ×ÅËÔÏÒÕ ~b. ðÏ ÎÁÛÅÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÓÆÅÒÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÑÍÁÑ b �
ÓÅÞÅÎÉÅ ÓÆÅÒÙ ÎÁÛÅÊ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ. ðÏÓËÏÌØËÕ ~A É ~b ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙ, ÔÏ
ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÌÕÞ ÌÅÖÉÔ × ÎÁÛÅÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÔÏÞËÁ A ÌÅÖÉÔ ÎÁ
ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÐÒÑÍÏÊ b, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.

âÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ [ ~A; ~B] ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ×ÅËÔÏÒÏ×
~A É ~B. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ~A É ~B �
ÜÔÏ ×ÅËÔÏÒ, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÊ ÄÁÎÎÙÍ ×ÅËÔÏÒÁÍ É ÒÁ×ÎÙÊ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ
ÐÌÏÝÁÄÉ ÎÁÔÑÎÕÔÏÇÏ ÎÁ ÎÉÈ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ. îÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ
ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÒÁ×ÉÌÏÍ ÐÒÁ×ÏÊ ÒÕËÉ.

õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 2. (òÉÓÕÎÏË 3b) ÷ÅËÔÏÒ [ ~A; ~B] ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÓÆÅÒÉ-
ÞÅÓËÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ A É B.
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òÉÓ. 3.

äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ×ÅËÔÏÒ [ ~A; ~B] ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÅÎ ÏÂÏÉÍ ×ÅËÔÏÒÁÍ ~A É ~B.
ðÏÜÔÏÍÕ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ 1 ÏÂÅ ÔÏÞËÉ A É B ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÊ
ÐÒÑÍÏÊ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ×ÅËÔÏÒÕ [ ~A; ~B].

õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 3. (òÉÓÕÎÏË 3c) ÷ÅËÔÏÒ [~A;~b] (ÅÓÌÉ ÏÎ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ) ÓÏ-
ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÕ, ÏÐÕÝÅÎÎÏÍÕ ÉÚ ÔÏÞËÉ A ÎÁ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÕÀ
ÐÒÑÍÕÀ b.

äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ ×ÅËÔÏÒÕ [~A;~b] ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÑ-
ÍÁÑ c. ðÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÏÔ ×ÅËÔÏÒ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÅÎ ×ÅËÔÏÒÕ ~A, ÔÏ ÓÏÇÌÁÓÎÏ
ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ 1 ÓÆÅÒÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÑÍÁÑ c ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ A. á ÐÏ-
ÓËÏÌØËÕ ÏÎ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÅÎ~b, ÔÏ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÑÍÁÑ c ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁ
ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÑÍÏÊ b. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, c � ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒ, ÏÐÕÝÅÎÎÙÊ
ÉÚ ÔÏÞËÉ A ÎÁ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÕÀ ÐÒÑÍÕÀ b.

õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 4. (òÉÓÕÎÏË 4) åÓÌÉ ~a+~b+~c = 0, ÔÏ ÔÒÉ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÅ
ÐÒÑÍÙÅ a, b É c ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ.

~c~a ~b

òÉÓ. 4.
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ~a+~b+~c = 0 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒÙ ~a, ~b
É ~c ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÅËÔÏÒ ~P , ÐÅÒÐÅÎÄÉ-
ËÕÌÑÒÎÙÊ ÜÔÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 1, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ
P ÌÅÖÉÔ ÎÁ ×ÓÅÈ ÔÒÅÈ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÑÍÙÈ a, b É c.

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÇÏÔÏ×Ù Ë ×Ù×ÏÄÕ ÂÏÌÅÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×. äÌÑ
ÌÀÂÙÈ ÔÒÅÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅ-
ÓÔ×Ï ñËÏÂÉ:

[ ~A; [ ~B; ~C]] + [ ~B; [~C; ~A]] + [~C; [ ~A; ~B]] = 0:
üÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÂÅÚ ×ÓÑËÉÈ ÕÓÉÌÉÊ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÎÅÏÞÅ-
×ÉÄÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ:

ôÅÏÒÅÍÁ 5. ÷ÙÓÏÔÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÁ ÓÆÅÒÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ
ÔÏÞËÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ ~A, ~B É ~C | ÔÒÉ ×ÅËÔÏÒÁ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ
×ÅÒÛÉÎÁÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÁ ÓÆÅÒÅ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ 2 ×ÅËÔÏÒ [ ~A; ~B]
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ A É B. ôÏ-
ÇÄÁ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ 3 ×ÅËÔÏÒ [ ~A; [ ~B; ~C]] ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÐÅÒÐÅÎÄÉ-
ËÕÌÑÒÕ, ÏÐÕÝÅÎÎÏÍÕ ÉÚ ÔÏÞËÉ A ÎÁ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÕÀ ÐÒÑÍÕÀ BC, Ô. Å. ÓÆÅÒÉ-
ÞÅÓËÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ×ÙÓÏÔÕ hA ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ
×ÅËÔÏÒÙ [ ~B; [~C; ~A]] É [~C; [ ~A; ~B]] ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÑÍÙÍ, ÓÏ-
ÄÅÒÖÁÝÉÍ Ä×Å ÄÒÕÇÉÅ ×ÙÓÏÔÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC. ðÏÜÔÏÍÕ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï
ñËÏÂÉ, ××ÉÄÕ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ 4, ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÅ ÔÒÉ ÐÒÑÍÙÅ ÐÅ-
ÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ. ôÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

ðÏÌØÚÕÑÓØ ÜÔÉÍ ÍÅÔÏÄÏÍ, ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÍÏÖÎÏ ÂÕË×ÁÌØÎÏ
�ÓÞÉÔÙ×ÁÔØ� Ó ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÔÏÖÄÅÓÔ× � × ËÏÎÃÅ ÓÔÁÔØÉ ÍÙ ÐÒÉ×ÏÄÉÍ
ÎÅÓËÏÌØËÏ ÚÁÄÁÞ ÎÁ ÜÔÕ ÔÅÍÕ.

ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ 5 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ×ÙÓÏÔÁÈ
ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ (ÎÁ ÓÆÅÒÅ). åÅ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ É ÐÒÏÝÅ: ÐÒÉ ÃÅÎ-
ÔÒÁÌØÎÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÉÚ ÃÅÎÔÒÁ ÓÆÅÒÙ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ, ËÁÓÁÀÝÕÀÓÑ ÓÆÅÒÙ × ÏÄÎÏÊ
ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÔÅÏÒÅÍÁ 5 ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÏÂÙÞÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ×ÙÓÏÔÁÈ.

ôÏÖÄÅÓÔ×Ï ñËÏÂÉ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÔÁËÖÅ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÓÌÁÂÌÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅ-
ÍÙ ðÅÔÅÒÓÅÎÁ { íÏÒÌÉ: ÐÒÑÍÙÅ a′′, b′′ É c′′ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ ÏÄÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. äÌÑ
ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ñËÏÂÉ ÄÌÑ ×ÅËÔÏÒÏ× ~a, ~b É ~c,
ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÉÓÈÏÄÎÙÍ ÐÒÑÍÙÍ a, b É c.

÷ÏÔ ÅÝÅ ÏÄÎÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ñËÏÂÉ: ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÞÅÔÙ-
ÒÅÈ ÔÏÞÅË O, A, B É C ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï −→OA · S(4BOC) +
+−−→OB · S(4COA) +−−→OC · S(4AOB) = 0.

ï ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÉ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ñËÏÂÉ × ÔÅÏÒÉÉ ÕÚÌÏ× ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÞÉÔÁÔØ × [4].
óÌÅÄÕÀÝÉÅ Ä×Á ÓÀÖÅÔÁ ÎÅ ÏÐÉÒÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÎÁ ÄÒÕÇÁ É ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÞÉ-

ÔÁÔØ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ. óÀÖÅÔ ×ÔÏÒÏÊ ÐÏÓ×ÑÝÅÎ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï
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×ÙÓÏÔÁÈ ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, Á ÓÀÖÅÔ ÔÒÅÔÉÊ � ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-
ÓÔ×Õ ÔÅÏÒÅÍÙ ðÅÔÅÒÓÅÎÁ { íÏÒÌÉ.

óÀÖÅÔ ×ÔÏÒÏÊ. ïËÒÕÖÎÏÓÔÉ
îÁÚÏ×ÅÍ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ ÓÅÞÅÎÉÅ ÓÆÅÒÙ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ, ÎÅ

ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÃÅÎÔÒ ÓÆÅÒÙ. ôÏÞËÁ ÎÁ ÓÆÅÒÅ É ÓÆÅÒÉÞÅ-
ÓËÁÑ ÐÒÑÍÁÑ � ÞÁÓÔÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.

ïËÒÕÖÎÏÓÔØ ÎÁ ÓÆÅÒÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ
( ~A; ~X) = �;

ÇÄÅ ~A � ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ, � � ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, Á ~X � ÒÁ-
ÄÉÕÓ-×ÅËÔÏÒ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÎÁ ÓÆÅÒÅ. üÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÚÁÄÁÅÔ ÓÅÞÅÎÉÅ
ÓÆÅÒÙ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÊ ×ÅËÔÏÒÕ ~A É ÎÁÈÏÄÑÝÅÊÓÑ ÎÁ ÒÁÓ-
ÓÔÏÑÎÉÉ �=| ~A| ÏÔ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ � = 0, ÔÏ ÎÁÛÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÏÌØÛÏÊ
ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ ÓÆÅÒÙ, Á ÅÓÌÉ � = | ~A|, ÔÏ ÏÎÁ ×ÙÒÏÖÄÁÅÔÓÑ × ÔÏÞËÕ.

óÌÅÄÕÀÝÅÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÐÏÞÔÉ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ:
õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 6. åÓÌÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ( ~A; ~X) = � É ( ~B; ~X) = � ÐÅÒÅÓÅ-

ËÁÀÔÓÑ, ÔÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ( ~A + ~B; ~X) = � + � ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÏÂÅ ÉÈ ÔÏÞ-
ËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ.

äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ ~X � ÒÁÄÉÕÓ-×ÅËÔÏÒ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÔÏÞÅË ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ
ÐÅÒ×ÙÈ Ä×ÕÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ. ôÏÇÄÁ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ( ~A; ~X) = � É ( ~B; ~X) = �.
óËÌÁÄÙ×ÁÑ ÜÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ÐÏÌÕÞÉÍ ( ~A + ~B; ~X) = � + �, ÔÏ ÅÓÔØ ÔÒÅÔØÑ
ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÔÏÖÅ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ X.

îÁ ÑÚÙËÅ ÎÁÛÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÌÅÇËÏ ×ÙÒÁÚÉÔØ ÔÁËÖÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÐÅÒÐÅÎÄÉ-
ËÕÌÑÒÎÏÓÔÉ Ä×ÕÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ:

õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 7. ïËÒÕÖÎÏÓÔÉ ( ~A; ~X) = � É ( ~B; ~X) = � ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕ-
ÌÑÒÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ �� − ( ~A; ~B) = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ( ~A; ~X) = � É
( ~B; ~X) = � ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙ. ðÕÓÔØ ~X � ÒÁÄÉÕÓ-×ÅËÔÏÒ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÔÏ-
ÞÅË ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ. ôÏÇÄÁ ×ÅËÔÏÒÙ [ ~A; ~X] É [ ~X; ~B] ÐÁÒÁÌ-
ÌÅÌØÎÙ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ Ë ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÍ A É B × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ
ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï

([ ~A; ~X]; [ ~X; ~B]) = ( ~A; ~X)( ~B; ~X)− ( ~A; ~B)( ~X; ~X):
åÇÏ ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ × ÓÉÌÕ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÓÔÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ A É
B, Á ÐÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÒÁ×ÎÁ ��−( ~A; ~B). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ × ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ
ÎÕÖÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ. ïÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÔ
ÐÒÏÔÉ×ÎÏÇÏ.
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üÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÏÔÉ×ÉÒÏ×ËÏÊ ÄÌÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅ-
ÎÉÑ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÁÒ ×ÉÄÁ (�; ~A), ÇÄÅ � � ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ,
Á ~A � ×ÅËÔÏÒ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. óËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ Ä×ÕÈ
ÔÁËÉÈ ÐÁÒ A = (�; ~A) É B = (�; ~B) ÎÁÚÏ×ÅÍ ÞÉÓÌÏ (A;B) := �� − ( ~A; ~B).

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÓÌÏÖÅÎÉÅ ÐÁÒ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÐÁÒÙ ÎÁ ÞÉÓÌÏ ÐÏËÏÍÐÏÎÅÎÔÎÏ:
A+ B := (�+ �; ~A+ ~B), �A := (��;� ~A).

âÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÕÀ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ ( ~A; ~X) = �,
ÔÏÊ ÖÅ ÂÕË×ÏÊ, ÞÔÏ É ÓÁÍÕ ÐÁÒÕ (�; ~A).

ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ××ÅÄÅÎÎÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÕÒÁ×-
ÎÅÎÉÅ ×ÙÓÏÔÙ ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÅÇÏ ÓÔÏ-
ÒÏÎ:

õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 8. ðÁÒÅ B(A; C) − C(A;B) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ×ÙÓÏÔÁ hA
ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÇÏ ÉÚ ÄÕÇ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ A, B
É C.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÁÒÁH = B(A; C)−C(A;B) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ-
ÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ ÐÁÒ B É C, ÔÏ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ 6 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-
ÝÁÑ ÅÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØH ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÏÂÅ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ
B É C. á ÐÏÓËÏÌØËÕ

(H;A) = (B;A)(A; C)− (C;A)(A;B) = 0;
ÔÏ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ 7 ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ H ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ
A. ôÏ ÅÓÔØ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, H � ×ÙÓÏÔÁ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ,
ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÇÏ ÉÚ ÄÕÇ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ A, B É C.

÷ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ A, B É C � ÂÏÌØÛÉÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÓÆÅÒÙ, ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒ-
ÖÄÅÎÉÅ ÓÏÇÌÁÓÕÅÔÓÑ Ó ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÓÀÖÅÔÁ, ××ÉÄÕ ÚÁÍÅÞÁ-
ÔÅÌØÎÏÇÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á [ ~A; [ ~B; ~C]] = ~B( ~A; ~C)− ~C( ~A; ~B).

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÇÏÔÏ×Ù ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ×ÙÓÏÔÁÈ ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÔÒÅ-
ÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÁ ÓÆÅÒÅ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ ÎÁÛ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎ
ÉÚ ÄÕÇ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ A, B É C, ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÕÔ×ÅÒ-
ÖÄÅÎÉÀ 8 ÐÁÒÅ HA = B(A; C) − C(A;B) É Ä×ÕÍ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅ-
ÍÙÍ ÐÁÒÁÍ HB É HC ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ×ÙÓÏÔÙ ÜÔÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. ðÒÅÄ-
ÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ HA É HB ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ. îÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ
HC = −HA − HB, ÐÏÜÔÏÍÕ ××ÉÄÕ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ 6 ×ÙÓÏÔÁ HC ÐÒÏÈÏÄÉÔ
ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ×ÙÓÏÔ HA É HB, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.

ôÅÏÒÅÍÁ Ï ×ÙÓÏÔÁÈ ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÌÅÇËÏ
Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ×ÙÓÏÔÁÈ ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÁ ÓÆÅÒÅ,
ÅÓÌÉ ÒÁÄÉÕÓ ÓÆÅÒÙ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÔØ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÎÁÍÉ ÏÂßÅËÔ (ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÁÒ Ó ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ, ÕÍÎÏ-
ÖÅÎÉÑ ÎÁ ÞÉÓÌÏ É ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ íÉÎËÏ×-
ÓËÏÇÏ É ÉÇÒÁÅÔ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÕÀ ÒÏÌØ × ÔÅÏÒÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ [2].
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a) b) c)

òÉÓ. 5.

÷ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ×ÙÓÏÔÁÈ ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÏÇÏ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÔÏÌØËÏ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÓÀÖÅÔÁ.

á ÉÍÅÎÎÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ 3 ÓÌÕÞÁÑ:
óÌÕÞÁÊ 1. óÕÍÍÁ ÕÇÌÏ× ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÂÏÌØÛÅ 2� (ÒÉÓÕÎÏË

5Á). ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÛÁ ÔÅÏÒÅÍÁ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÔÅÏÒÅÍÅ 5. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÕÖÎÏ ÓÄÅ-
ÌÁÔØ ÓÔÅÒÅÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÕÀ ÐÒÏÅËÃÉÀ ÎÁ ÓÆÅÒÕ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ, ËÁÓÁÀÝÕÀÓÑ
ÐÌÏÓËÏÓÔÉ × ÒÁÄÉËÁÌØÎÏÍ ÃÅÎÔÒÅ ÔÒÅÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ a, b É c.

óÌÕÞÁÊ 2. óÕÍÍÁ ÕÇÌÏ× ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÁ×ÎÁ 2� (ÒÉÓÕÎÏË
5Â). ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ a, b É c ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ.
îÁÛÁ ÔÅÏÒÅÍÁ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÏÂÙÞÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ×ÙÓÏÔÁÈ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÉÎ×ÅÒÓÉÉ Ó
ÃÅÎÔÒÏÍ × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ.

óÌÕÞÁÊ 3. óÕÍÍÁ ÕÇÌÏ× ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÍÅÎØÛÅ 2� (ÒÉÓÕÎÏË
5×). ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ d, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁÑ ×ÓÅÍ ÔÒÅÍ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÍ
a, b É c. îÁÛÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÅÓÔØ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ×ÙÓÏÔÁÈ × ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ìÏÂÁÞÅ×-
ÓËÏÇÏ, ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ × ÍÏÄÅÌÉ ðÕÁÎËÁÒÅ (× ËÏÔÏÒÏÊ d � ÁÂÓÏÌÀÔ). ôÅÏÒÅÍÕ
Ï ×ÙÓÏÔÁÈ × ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÅÒ×ÏÍÕ ÓÀÖÅ-
ÔÕ, ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ñËÏÂÉ ÄÌÑ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ [ ~A; ~B] := ∗( ~A ∧ ~B)
× ÐÓÅ×ÄÏÅ×ËÌÉÄÏ×ÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å [1].

óÀÖÅÔ ÔÒÅÔÉÊ. ðÒÑÍÙÅ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å
ðÒÑÍÕÀ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ:

[u; x] = v:

úÄÅÓØ u É v � ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ, Á x � ÒÁÄÉÕÓ-×ÅËÔÏÒ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ
ÔÏÞËÉ. ÷ÅËÔÏÒÙ u É v ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÐÏ ÄÁÎÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÔÁË: ×ÚÑÔØ Ä×Å
ÔÏÞËÉ A É B ÎÁ ÜÔÏÊ ÐÒÑÍÏÊ É ÐÏÌÏÖÉÔØ u = AB, v = [OA;OB].

÷ÅËÔÏÒ u ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÓÔÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ �
ÜÔÏ ÎÁÐÒÁ×ÌÑÀÝÉÊ ×ÅËÔÏÒ ÄÁÎÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ. ïÔÓÀÄÁ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÌÅÄÕ-
ÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÒÑÍÁÑ [u; x] = v ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁ ÐÒÑÍÏÊ [u′; x] = v′, ÔÏ
(u; u′) = 0.

ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÕÓÌÏ×ÉÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÙÈ ÔÏÖÅ ÌÅÇËÏ ÍÏÖÎÏ ×ÙÒÁ-
ÚÉÔØ ÎÁ ÑÚÙËÅ ÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ:
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õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 9. ðÒÑÍÙÅ [u; x] = v É [u′; x] = v′ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ (ÉÌÉ
ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ), ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ (u; v′) + (v; u′) = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏËÁÖÅÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ × ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ. ðÕÓÔØ ÎÁ-
ÛÉ ÐÒÑÍÙÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ Ó ÒÁÄÉÕÓ-×ÅËÔÏÒÏÍ x. ôÏÇÄÁ
(u; v′) + (v; u′) = (u; [u′; x]) + ([u; x]; u′) = 0 × ÓÉÌÕ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÇÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á.

äÏËÁÖÅÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ × ÄÒÕÇÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ. ðÕÓÔØ (u; v′) + (v; u′) = 0.
÷ÙÂÅÒÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ x ÎÁ ÐÅÒ×ÏÊ ÐÒÑÍÏÊ É ÔÏÞËÕ x′ ÎÁ ×ÔÏÒÏÊ.
ôÏÇÄÁ (u; v′) + (v; u′) = (u; [u′; x′]) + ([u; x]; u′) = (u; [u′; x′ − x]) × ÓÉÌÕ ×ÓÅ
ÔÏÇÏ ÖÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á. úÎÁÞÉÔ, (u; [u′; x′−x]) = 0. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ x′−x =
= �u+�′u′ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÞÉÓÅÌ � É �′. ôÏÇÄÁ x+�u = x′−�′u′ � ÉÓËÏÍÁÑ
ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÎÁÛÉÈ ÐÒÑÍÙÈ.

îÁÛÁ ÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÃÅÌØ � ÐÏÎÑÔØ, ËÁË ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ä×ÕÈ ÐÒÑ-
ÍÙÈ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÉÈ ÏÂÝÅÇÏ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÁ. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÎÁÍ
ÎÕÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÔÁËÉÅ ×ÅËÔÏÒÙ u′′ É v′′, ÞÔÏÂÙ ÐÒÑÍÁÑ [u′′; x] = v′′ ÐÅÒÅÓÅËÁÌÁ
ÐÒÑÍÙÅ [u; x] = v É [u′; x] = v′ É ÂÙÌÁ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁ ÉÍ.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÁÑ Ó ÎÁÐÒÁ×ÌÑÀÝÉÍ ×ÅËÔÏÒÏÍ [u; u′] ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁ
ÏÂÅÉÍ ÎÁÛÉÍ ÐÒÑÍÙÍ. ðÏÌÏÖÉÍ u′′ = [u; u′].

ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÄÌÑ ×ÅËÔÏÒÁ v′′ ÔÏÖÅ ÅÓÔØ ÐÒÏÓÔÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å
×ÅËÔÏÒÁ v′′ ÎÕÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÐÒÏÅËÃÉÀ ×ÅËÔÏÒÁ [u; v′] + [v; u′] ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ,
ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÕÀ ×ÅËÔÏÒÕ u′′. ôÏ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÁÑ [u′′; x] = v′′ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ
ÐÒÑÍÙÅ [u; x] = v É [u′; x] = v′, ÐÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ 9.

üÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÏÔÉ×ÉÒÏ×ËÏÊ ÄÌÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.
ðÕÓÔØ (u; v) É (u′; v′) � Ä×Å ÐÁÒÙ ×ÅËÔÏÒÏ×. îÁÚÏ×ÅÍ ÉÈ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ

ÐÁÒÕ (u′′; v′′), ÇÄÅ u′′ = [u; u′] É v′′ = [u; v′] + [v; u′].
ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÓÕÍÍÕ ÐÁÒ ×ÅËÔÏÒÏ× ÐÏËÏÍÐÏÎÅÎÔÎÏ: (u; v) + (u′; v′) =

= (u+ u′; v + v′).
úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ïÄÎÏÊ ÉÚ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÊ ÔÁËÉÈ ÐÁÒ

Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓËÏÌØÚÑÝÉÅ ×ÅËÔÏÒÙ [3].
íÙ ÉÍÅÅÍ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÐÁÒ ×ÅËÔÏÒÏ× ×

ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÒÑÍÙÈ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å: ÐÁÒÅ (u; v) ÓÔÁ×ÉÔÓÑ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ
ÐÒÑÍÁÑ [u; x] = pr v, ÇÄÅ pr v � ÐÒÏÅËÃÉÑ ×ÅËÔÏÒÁ v ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÐÅÒÐÅÎ-
ÄÉËÕÌÑÒÎÕÀ ×ÅËÔÏÒÕ u. æÁËÔÉÞÅÓËÉ ÍÙ ÐÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ
ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ × ÏÂÝÉÊ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒ (ÓÔÒÏÇÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÔÏÌØËÏ
× ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ u ⊥ v É u′ ⊥ v′, ÎÏ Ë ÎÅÍÕ ×ÓÅ Ó×ÏÄÉÔÓÑ � ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ
v → v + �u, v′ → v′ + �′u′ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÚÁÍÅÎÁ v′′ → v′′ + (�+ �′)u).

ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÏÄÎÏ ÐÒÏÓÔÏÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÎÁÛÅÇÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÑ: ÐÒÑÍÁÑ
[u+ u′; x] = v+ v′ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÏÂÝÉÊ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒ Ë ÐÒÑÍÙÍ [u; x] = v É
[u′; x] = v′ (ÐÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ 9).

ó ÐÏÍÏÝØÀ ÎÁÛÅÇÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÑ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÔÅÏÒÅÍÁ ðÅÔÅÒ-
ÓÅÎÁ { íÏÒÌÉ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÐÁÒ ×ÅËÔÏÒÏ× ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ



88 í. â. óËÏÐÅÎËÏ×

ÔÏÖÄÅÓÔ×Õ ñËÏÂÉ. åÓÌÉ ÐÏÓÍÏÔÒÅÔØ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ, ÐÏ-
ÌÕÞÉÍ ÔÅÏÒÅÍÕ ðÅÔÅÒÓÅÎÁ { íÏÒÌÉ.

üÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÓËÁÚÁÔØ ÎÁ ÂÏÌÅÅ ÎÁÕÞÎÏÍ ÑÚÙËÅ. äÅÌÏ × ÔÏÍ,
ÞÔÏ ÔÏÔ ÏÂßÅËÔ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÌÉ (ÐÁÒÙ ×ÅËÔÏÒÏ× Ó ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ÕÍÎÏ-
ÖÅÎÉÑ) � ÜÔÏ × ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ ÇÒÕÐÐÙ Ä×ÉÖÅÎÉÊ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÇÏ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ûÁÌÑ ÌÀÂÏÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔ×Á � ÜÔÏ ×ÉÎÔÏ×ÏÅ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ×ÄÏÌØ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÌÉÂÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ
ÐÅÒÅÎÏÓ. óÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ ËÁÖÄÏÍÕ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÏÍÕ Ä×ÉÖÅÎÉÀ, ÔÏ ÅÓÔØ ÜÌÅÍÅÎ-
ÔÕ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ ÇÒÕÐÐÙ Ä×ÉÖÅÎÉÊ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÔÁËÕÀ ÐÒÑÍÕÀ.
ëÌÀÞÅ×ÏÊ ÆÁËÔ: ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ ÐÒÉ ÔÁËÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÏÂÝÉÊ ÐÅÒ-
ÐÅÎÄÉËÕÌÑÒ. üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÁÑ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÕ,
ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÁ ÐÒÉ ÌÀÂÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ, ÍÅÎÑÀÝÅÊ ÍÅÓÔÁÍÉ ÐÒÑÍÙÅ,
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÉÓÈÏÄÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ. ôÅÐÅÒØ ÔÅÏÒÅÍÁ ðÅÔÅÒÓÅÎÁ { íÏÒÌÉ ÎÅ-
ÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ñËÏÂÉ.

÷ ÔÁËÏÍ ×ÉÄÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÂÅÚ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ É ÄÌÑ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ � ÔÅÏÒÅÍÁ ðÅÔÅÒÓÅÎÁ { íÏÒÌÉ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÐÒÁ-
×ÅÄÌÉ×ÏÊ É × ÎÅÅ×ËÌÉÄÏ×ÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å [5].

úÁÄÁÞÉ
÷Ï ×ÓÅÈ ÚÁÄÁÞÁÈ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ~A, ~B É ~C � ÅÄÉÎÉÞÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ,

ÉÄÕÝÉÅ × ×ÅÒÛÉÎÙ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ÉÚ ÃÅÎÔÒÁ ÓÆÅÒÙ.
þÅÒÅÚ AB, BC É CA ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ ÄÌÉÎÙ ÓÔÏÒÏÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÔÏ ÅÓÔØ
ÄÌÉÎÙ ÄÕÇ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÂÏÌØÛÉÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ.
1. òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ ×ÅËÔÏÒ ~A+ ~B+ ~C, ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÅÄÉÁÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ
ÎÁ ÓÆÅÒÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ.
2. ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ([ ~A; ~B]; [ ~B; ~C]) = ( ~A; ~B)( ~B; ~C)− ( ~A; ~C)( ~B; ~B) ÐÏ-
ÌÕÞÉÔÅ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ ËÏÓÉÎÕÓÏ×:

sinAB sinBC cos\ABC = cosAB cosBC − cosAC:

3. ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ([ ~A; ~B]; ~C) = ([ ~B; ~C]; ~A) = ([~C; ~A]; ~B) ÄÏËÁÖÉÔÅ
ÓÆÅÒÉÞÅÓËÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ ÓÉÎÕÓÏ×:

sinAB
sin∠ACB

= sinBC
sin∠BAC

= sinCA
sin∠CBA

:

4. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÁÈ ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÏÇÏ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

âÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔÉ. á×ÔÏÒ ÂÌÁÇÏÄÁÒÅÎ ÷. ðÒÁÓÏÌÏ×Õ ÚÁ ÐÏÍÏÝØ × ÐÏÄ-
ÇÏÔÏ×ËÅ ÄÁÎÎÏÊ ÓÔÁÔØÉ, ÷. áÒÎÏÌØÄÕ ÚÁ ×ÁÖÎÙÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ, ÷. äÒÅÍÏ×Õ,
ËÏÔÏÒÏÍÕ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÃÅÎÎÙÈ ÉÄÅÊ, ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÎÎÙÈ × ÄÁÎÎÏÍ
ÃÉËÌÅ ÚÁÄÁÞ, Á ÔÁËÖÅ á. ëÁÎÅÌÀ, ï. ëÁÒÐÅÎËÏ×Õ, é. ìÏÓÅ×Õ É á. óËÏÐÅÎ-
ËÏ×Õ ÚÁ ÐÏÌÅÚÎÙÅ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÑ.
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í. â. óËÏÐÅÎËÏ×, ÍÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÆÁËÕÌØÔÅÔ íçõ



îÏ×ÙÅ ÉÚÄÁÎÉÑ

éÚÄÁÔÅÌØÓÔ×Ï íãîíï
á. ë. ú×ÏÎËÉÎ. íÁÌÙÛÉ É ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ. äÏÍÁÛÎÉÊ ËÒÕÖÏË ÄÌÑ ÄÏÛËÏÌØÎÉËÏ×.

2006. 240 Ó.
á×ÔÏÒ ÜÔÏÊ ËÎÉÇÉ � ÐÒÏÆÅÓÓÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË � ÒÁÓÓËÁÚÙ×ÁÅÔ Ï Ó×ÏÅÍ ÏÐÙÔÅ

ÚÁÎÑÔÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏÊ Ó ÄÏÛËÏÌØÎÉËÁÍÉ. öÁÎÒ ËÎÉÇÉ ÓÍÅÛÁÎÎÙÊ: ÄÎÅ×ÎÉËÏ×ÙÅ ÚÁÐÉÓÉ
ÐÅÒÅÍÅÖÁÀÔÓÑ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÍÉ Ï ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÉÌÉ Ï ÐÓÉÈÏÌÏÇÉÉ, ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÑ ÚÁ ÄÅÔØÍÉ
É ÚÁ ÉÈ ÒÅÁËÃÉÅÊ ÎÁ ÐÒÏÉÓÈÏÄÑÝÅÅ ÓÌÕÖÁÔ ÉÓÔÏÞÎÉËÏÍ ÄÌÑ ÎÏ×ÙÈ ÚÁÄÁÞ, Á ÔÅ × Ó×ÏÀ ÏÞÅ-
ÒÅÄØ ÐÏÚ×ÏÌÑÀÔ ÕÇÌÕÂÉÔØ É ÒÁÚ×ÉÔØ ËÁË ÂÙ ÎÁÍÅÞÅÎÎÙÅ ÐÕÎËÔÉÒÏÍ ÉÄÅÉ. ëÎÉÇÁ ÂÕÄÅÔ
ÉÎÔÅÒÅÓÎÁ ÒÏÄÉÔÅÌÑÍ ÄÏÛËÏÌØÎÉËÏ× (Á ÔÁËÖÅ ÉÈ ÂÁÂÕÛËÁÍ É ÄÅÄÕÛËÁÍ), ×ÏÓÐÉÔÁÔÅ-
ÌÑÍ ÄÅÔÓËÉÈ ÓÁÄÏ×, ÕÞÉÔÅÌÑÍ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ×, É ×ÏÏÂÝÅ ×ÓÅÍ ÔÅÍ, ËÏÇÏ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ
ÐÒÏÃÅÓÓ ÒÁÚ×ÉÔÉÑ ÄÅÔÓËÏÇÏ ÉÎÔÅÌÌÅËÔÁ.

á. í. òÁÊÇÏÒÏÄÓËÉÊ. ðÒÏÂÌÅÍÁ âÏÒÓÕËÁ. â-ËÁ �íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓ×ÅÝÅ-
ÎÉÅ�, ×ÙÐ. 33. 2006. 56 Ó.

âÒÏÛÀÒÁ ÎÁÐÉÓÁÎÁ ÐÏ ÍÁÔÅÒÉÁÌÁÍ ÌÅËÃÉÉ, ÐÒÏÞÉÔÁÎÎÏÊ ÎÁ íÁÌÏÍ ÍÅÈÍÁÔÅ íçõ
ÄÌÑ ÛËÏÌØÎÉËÏ× 9{11 ËÌÁÓÓÏ×. ÷ ÎÅÊ ÒÁÓÓËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÚÎÁÍÅÎÉÔÙÈ ÚÁÄÁÞ ËÏÍ-
ÂÉÎÁÔÏÒÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ � ÇÉÐÏÔÅÚÅ âÏÒÓÕËÁ. íÎÏÇÉÅ ÇÌÁ×Ù ÓÎÁÂÖÅÎÙ ÚÁÄÁÞÁÍÉ. âÒÏ-
ÛÀÒÁ ÒÁÓÓÞÉÔÁÎÁ ÎÁ ÛÉÒÏËÉÊ ËÒÕÇ ÞÉÔÁÔÅÌÅÊ, ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÉÈÓÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏÊ: ÛËÏÌØ-
ÎÉËÏ× ÓÔÁÒÛÉÈ ËÌÁÓÓÏ×, ÓÔÕÄÅÎÔÏ× ÍÌÁÄÛÉÈ ËÕÒÓÏ×, ÕÞÉÔÅÌÅÊ. ïÔ ÞÉÔÁÔÅÌÑ ÐÏÔÒÅÂÕ-
ÅÔÓÑ ÚÎÁÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÐÏÎÑÔÉÊ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÉ, Á, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÂÕÄÅÔ ÐÏÌÅÚÎÙÍ (ÎÏ
ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÙÍ) ÚÎÁËÏÍÓÔ×Ï Ó ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÅÊ É ÎÁÞÁÌÁÍÉ ÁÎÁÌÉÚÁ.

÷. á. õÓÐÅÎÓËÉÊ. þÅÔÙÒÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÈ ÌÉÃÁ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ. 2006. 48 Ó.
âÒÏÛÀÒÁ ÎÁÐÉÓÁÎÁ ÐÏ ÍÁÔÅÒÉÁÌÁÍ ÌÅËÃÉÉ, ÐÒÏÞÉÔÁÎÎÏÊ Á×ÔÏÒÏÍ × ÌÅÔÎÅÊ ÛËÏÌÅ

�óÏ×ÒÅÍÅÎÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ�. ïÎÁ ÐÏÓ×ÑÝÅÎÁ ÆÏÒÍÁÌÉÚÁÃÉÉ ÔÁËÏÇÏ ÉÎÔÕÉÔÉ×ÎÏ ÑÓÎÏÇÏ
ÔÅÒÍÉÎÁ, ËÁË �ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔØ�. ÷ ÂÒÏÛÀÒÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÞÅÔÙÒÅ ÒÁÚÎÙÈ ÐÏÄÈÏÄÁ Ë
ÜÔÏÍÕ ÐÏÎÑÔÉÀ, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÙÈ ÎÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÎÙÈ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-
ÓÔÅÊ: ÞÁÓÔÏÔÏÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÓÔØ, ÈÁÏÔÉÞÎÏÓÔØ, ÔÉÐÉÞÎÏÓÔØ É ÎÅÐÒÅÄÓËÁÚÕÅÍÏÓÔØ. âÒÏÛÀÒÁ
ÁÄÒÅÓÏ×ÁÎÁ ÓÔÁÒÛÉÍ ÛËÏÌØÎÉËÁÍ É ÓÔÕÄÅÎÔÁÍ ÍÌÁÄÛÉÈ ËÕÒÓÏ×. ðÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÙÈ ÚÎÁ-
ÎÉÊ ÏÔ ÞÉÔÁÔÅÌÑ ÎÅ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ, ÏÄÎÁËÏ ÂÕÄÅÔ ÐÏÌÅÚÎÙÍ ÚÎÁËÏÍÓÔ×Ï Ó ÔÅÏÒÉÅÊ ÁÌÇÏ-
ÒÉÔÍÏ×, Á ÄÌÑ ÞÔÅÎÉÑ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÇÌÁ×Ù � Ó ÏÓÎÏ×ÎÙÍÉ ÐÏÎÑÔÉÑÍÉ ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ.

á. ç. èÏ×ÁÎÓËÉÊ. ôÅÏÒÉÑ çÁÌÕÁ, ÎÁËÒÙÔÉÑ É ÒÉÍÁÎÏ×Ù ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ. 2006.
96 Ó.

÷ ÂÒÏÛÀÒÅ ÉÚÌÏÖÅÎÁ ÔÅÏÒÉÑ çÁÌÕÁ É ÅÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ Ë ×ÏÐÒÏÓÁÍ Ï ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÁÌ-
ÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ. òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÑ ÍÅÖÄÕ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ÔÅÏÒÉÉ
çÁÌÕÁ É ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÅÊ ÎÁËÒÙÔÉÊ ÎÁÄ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ. ÷ ÐÏÓÌÅÄ-
ÎÅÊ ÞÁÓÔÉ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ
ÐÏÌÑ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÒÉÍÁÎÏ×ÙÈ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÑÈ. äÌÑ ÓÔÕÄÅÎÔÏ×, ÁÓÐÉÒÁÎÔÏ×
É ÓÐÅÃÉÁÌÉÓÔÏ× × ÏÂÌÁÓÔÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ.

á. ûÅÎØ. ï �ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÒÏÇÏÓÔÉ� É ÛËÏÌØÎÏÍ ËÕÒÓÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ.
2006. 72 Ó.

íÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÔÒÁÄÉÃÉÏÎÎÏ (É ÎÅ ÂÅÚ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÊ) ÇÏÒÄÑÔÓÑ �ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÒÏ-
ÇÏÓÔØÀ� � ÔÏÞÎÏÓÔØÀ É ÐÏÌÎÏÔÏÊ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ× ÔÅÏÒÅÍ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ É ÁË-
ÓÉÏÍ. îÁÓËÏÌØËÏ ÜÔÏÔ ÉÄÅÁÌ ÄÏÓÔÉÇÎÕÔ × ÛËÏÌØÎÏÍ ËÕÒÓÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ? íÏÖÎÏ ÌÉ ÅÇÏ
ÄÏÓÔÉÇÎÕÔØ? é ÎÕÖÎÏ ÌÉ Ë ÜÔÏÍÕ ÓÔÒÅÍÉÔØÓÑ? ÷ ÂÒÏÛÀÒÅ ÒÁÚÂÉÒÁÀÔÓÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÄÅ-
ÌÉËÁÔÎÙÈ ×ÏÐÒÏÓÏ× ÛËÏÌØÎÏÇÏ ËÕÒÓÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ (× Þ£Í ÐÒÏÂÌÅÍÁ, ËÁË ÅÅ ÐÙÔÁÀÔÓÑ
ÒÅÛÉÔØ × ÛËÏÌØÎÙÈ ÕÞÅÂÎÉËÁÈ É ËÁË ÅÅ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÒÅÛÁÔØ). éÚÌÏÖÅÎÉÅ ÒÁÓÓÞÉÔÁ-
ÎÏ ÎÁ ÌÀÂÏÚÎÁÔÅÌØÎÙÈ ÛËÏÌØÎÉËÏ×, Ë×ÁÌÉÆÉÃÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÕÞÉÔÅÌÅÊ É ÄÏÂÒÏÓÏ×ÅÓÔÎÙÈ
ÜËÚÁÍÅÎÁÔÏÒÏ×.


