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ï ÔÒÉÓÅË�ÉÉ É ÂÉÓÅË�ÉÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÁ�ÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏð. ÷. âÉÂÉËÏ× é. ÷. �ËÁÞÅÎËÏ÷ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ �ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË� × ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ�ÂÏÌØÛÅ�, ÞÅÍ × Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ. ÷ ÄÁÎÎÏÊ ÓÔÁÔØÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×Á-ÀÔÓÑ ÔÒÉÓÅËÔÏÒ É ÔÏÞËÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÂÉÓÅË�ÉÏÎÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ×. �ÏÞËÁT ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÒÉÓÅËÔÏÒÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC, ÅÓÌÉ �ÌÏÝÁÄÉ ÔÒÅ-ÕÇÏÌØÎÉËÏ× TAB, TAC, TBC ÒÁ×ÎÙ ÏÄÎÏÊ ÔÒÅÔÉ �ÌÏÝÁÄÉ ÔÒÅÕÇÏÌØ-ÎÉËÁ ABC. âÉÓÅË�ÉÏÎÎÙÍ ÏÔÒÅÚËÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÔÒÅÚÏË, ËÏÔÏÒÙÊ�ÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ×ÅÒÛÉÎÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ É ÄÅÌÉÔ ÅÇÏ ÎÁ Ä×Á ÒÁ×ÎÏ×ÅÌÉ-ËÉÈ. ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÂÉÓÅË�ÉÏÎÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ �ÅÒÅÓÅËÁ-ÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ. ÷ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÏÂÅ ÜÔÉ ÔÏÞËÉ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔÓ ÔÏÞËÏÊ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÍÅÄÉÁÎ.1. ï�ÉÓÁÎÉÅ ÍÏÄÅÌÉ ðÕÁÎËÁÒÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏçÅÏÍÅÔÒÉÀ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÔÅÒ-ÍÉÎÏ× É ÏÂßÅËÔÏ× ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ å×ËÌÉÄÁ (ÉÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ×ÎÕÔÒÉ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÍÏÄÅÌØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ). ðÅÒ×ÁÑÉÚ �ÏÄÏÂÎÙÈ ÍÏÄÅÌÅÊ (ÍÏÄÅÌØ ëÜÌÉ { ëÌÅÊÎÁ) ÂÙÌÁ ÓÏÚÄÁÎÁ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁ-ÔÅÌØÓÔ×Á ÎÅ�ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×ÏÓÔÉ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ. úÄÅÓØ ÍÙ ÂÕÄÅÍÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÄÒÕÇÕÀ ÍÏÄÅÌØ � ÍÏÄÅÌØ ðÕÁÎËÁÒÅ. üÔÁ ÍÏÄÅÌØ ×Ï ÍÎÏÇÏÍÕÄÏÂÎÅÅ ÍÏÄÅÌÉ ëÜÌÉ { ëÌÅÊÎÁ. BA M

O x
y

òÉÓ. 1.ðÌÏÓËÏÓÔØ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ × ÍÏÄÅÌÉ ðÕÁÎËÁÒÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ×ÅÒÈ-ÎÀÀ �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔØ f(x; y) j y > 0g ÂÅÚ ÇÒÁÎÉ�Ù fy = 0g. ðÒÑÍÕÀ fy = 0gíÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, ÓÅÒ. 3, ×Ù�. 11, 2007(113{126)



114 ð. ÷. âÉÂÉËÏ×, é. ÷. �ËÁÞÅÎËÏ×ÍÅÓÔÅ Ó ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÎÁÚÏ×ÅÍ ÁÂÓÏÌÀÔÏÍ. ðÒÑÍÙÍÉ ×ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ×ÅÒÈÎÉÅ �ÏÌÕÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ó �ÅÎÔÒÁ-ÍÉ ÎÁ ÁÂÓÏÌÀÔÅ É ÌÕÞÉ, �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÅ ÁÂÓÏÌÀÔÕ. �ÏÞËÉ ÁÂÓÏÌÀÔÁÎÁÚÏ×ÅÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÙÍÉ. ðÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ �ÒÑÍÙÍÉ × ÇÅÏÍÅÔÒÉÉìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÒÑÍÙÅ, ÉÍÅÀÝÉÅ ÏÂÝÕÀ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÕÀÔÏÞËÕ. ðÒÑÍÙÅ, ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÅ ÏÂÝÉÈ (× ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÙÈ)ÔÏÞÅË, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ Ó×ÅÒÈ�ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ.îÅÔÒÕÄÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÍÏÄÅÌØ ðÕÁÎËÁÒÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ×ÓÅÍ ÁËÓÉÏ-ÍÁÍ É �ÏÓÔÕÌÁÔÁÍ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ËÒÏÍÅ �ÑÔÏÇÏ �ÏÓÔÕÌÁÔÁ (ÞÅÒÅÚÔÏÞËÕ, ÎÅ ÌÅÖÁÝÕÀ ÎÁ ÄÁÎÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ, �ÒÏÈÏÄÑÔ Ä×Å �ÒÑÍÙÅ, �ÁÒÁÌÌÅÌØ-ÎÙÅ ÄÁÎÎÏÊ, É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÒÑÍÙÈ, Ó×ÅÒÈ�ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ Ó ÄÁÎ-ÎÏÊ), É �ÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÎÅ�ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×ÏÊ (ÅÓÌÉ ÎÅ�ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×Á Å×ËÌÉÄÏ×Á ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ).õÇÌÙ ÍÅÖÄÕ �ÒÑÍÙÍÉ × ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ ÒÁ×ÎÙ ÕÇÌÁÍ ÍÅÖ-ÄÕ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍÉ, �ÒÏ×ÅÄÅÎÎÙÍÉ × ÔÏÞËÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ�ÏÌÕÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ. ðÒÉÚÎÁËÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× × ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ìÏÂÁ-ÞÅ×ÓËÏÇÏ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ Ó ÔÒÅÍÑ �ÒÉÚÎÁËÁÍÉ × Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ. ëÒÏÍÅÔÏÇÏ, Ë ÎÉÍ ÄÏÂÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÝÅ É ÞÅÔ×ÅÒÔÙÊ �ÒÉÚÎÁË: ÒÁ×ÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉÓ �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁ×ÎÙÍÉ ÕÇÌÁÍÉ.ðÌÏÝÁÄØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ × ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ ÒÁ×ÎÁ� � �� � � 
;ÇÄÅ �, �, 
 � ÕÇÌÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.äÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ ÕÄÏÂÎÏ ××ÅÓÔÉ× ÍÏÄÅÌÉ ðÕÁÎËÁÒÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÁÑÏÓØ ÓÏ×�ÁÄÁÌÁ Ó ÁÂÓÏÌÀÔÏÍ, Á �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÌÕÞ ÍÎÉÍÏÊ ÏÓÉ ÂÙÌ ÎÁ�ÒÁ-×ÌÅÎ × �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔØ ÍÏÄÅÌÉ ðÕÁÎËÁÒÅ. òÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁ-ÞÅ×ÓËÏÇÏ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ z1 É z2 ÒÁ×ÎÏ�(z1; z2) = ln jz1 � �z2j+ jz1 � z2jjz1 � �z2j � jz1 � z2j : (1)(óÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [2℄.) 2. üË×ÉÄÉÓÔÁÎÔÙüË×ÉÄÉÓÔÁÎÔÁ ÅÓÔØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÍÅÓÔÏ ÔÏÞÅË, ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÙÈ �ÏÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ ÏÔ �ÒÑÍÏÊ u (ÜÔÕ ÓÔÏÒÏÎÕ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÏÌÕ�ÌÏÓ-ËÏÓÔØÀ ÜË×ÉÄÉÓÔÁÎÔÙ) ÎÁ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑÈ ÏÔ ÎÅÅ. ðÒÑÍÁÑ uÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÁÚÏÊ ÜË×ÉÄÉÓÔÁÎÔÙ, ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ h � ×ÙÓÏÔÏÊ.�ÅÏÒÅÍÁ 1. äÌÑ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÈ ÁÂÓÏÌÀÔÕ ÌÕÞÅÊ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ × ÔÏÞ-ËÅ O ÜË×ÉÄÉÓÔÁÎÔÁÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÁËÌÏÎÎÙÅ ÌÕÞÉ Ó ÔÅÍ ÖÅ ÎÁÞÁÌÏÍ ×ÔÏÞËÅ O.
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òÉÓ. 2.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ O ÓÏ×�Á-ÄÁÅÔ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (ÆÏÒÍÕÌÁ (1) ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÄ×É-ÇÏ× ×ÄÏÌØ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÊ ÏÓÉ). ÷ÏÚØÍÅÍ ÎÁ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÍ ÁÂÓÏÌÀÔÕÌÕÞÅ ` �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ z1 É �ÒÏ×ÅÄÅÍ ÞÅÒÅÚ ÎÅÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ Ó �ÅÎ-ÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ O (× ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ ÜÔÏ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒ Ë �ÒÑ-ÍÏÊ `). ðÕÓÔØ ÏÎÁ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÎÁËÌÏÎÎÙÊ ÌÕÞ � × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ z2. éÚÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ �ÏÄÏÂÉÑ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÁ ÄÌÑ ÌÀ-ÂÏÊ ÔÏÞËÉ pz2 ÎÁ ÌÕÞÅ � ÂÕÄÅÔ ÔÏÞËÁ pz1. �ÁË ËÁË�(z1; z2) = ln jz1 � �z2j+ jz1 � z2jjz1 � �z2j � jz1 � z2j = ln jpz1 � p�z2j+ jpz1 � pz2jjpz1 � p�z2j � jpz1 � pz2j = �(pz1; pz2);ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÌÕÞÁÍÉ ` É � �ÏÓÔÏÑÎÎÏ. úÎÁÞÉÔ, � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜË×ÉÄÉ-ÓÔÁÎÔÏÊ ÄÌÑ �ÒÑÍÏÊ l (ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÄÒÕÇÉÈ ÔÏÞÅË × �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔÉ ÜË×É-ÄÉÓÔÁÎÔÙ, ÕÄÁÌÅÎÎÙÈ ÎÁ ÔÏ ÖÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ `, ÎÅÔ).�ÅÏÒÅÍÁ 2. äÌÑ ×ÅÒÈÎÉÈ �ÏÌÕÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÂÅÓËÏ-ÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ A É B, ÜË×ÉÄÉÓÔÁÎÔÁÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÅÒÈÎÉÅ ÄÕÇÉÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ A É B.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÏÚØÍÅÍ ÌÕÞ `, �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÊ ÁÂÓÏÌÀÔÕ, Ó ÎÁ-ÞÁÌÏÍ × ÔÏÞËÅ A, É �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÅÇÏ ÜË×ÉÄÉÓÔÁÎÔÕ �. ðÒÏ×ÅÄÅÍ ÉÎ×ÅÒÓÉÀÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ B É ÒÁÄÉÕÓÏÍ BA. ðÏ Ó×ÏÊ-ÓÔ×ÁÍ ÉÎ×ÅÒÓÉÉ ÌÕÞ ` �ÅÒÅÊÄÅÔ × ×ÅÒÈÎÀÀ �ÏÌÕÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, �ÒÏÈÏÄÑÝÕÀÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ A É B, Á ÜË×ÉÄÉÓÔÁÎÔÁ � � × ÄÕÇÕ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, �ÒÏÈÏÄÑÝÅÊÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ A É B. ðÏÓËÏÌØËÕ ÉÎ×ÅÒÓÉÑ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÕÇÌÙ, ÏÎÁ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÉÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ. úÎÁÞÉÔ, ÜË×ÉÄÉÓÔÁÎÔÁ �ÅÒÅÊÄÅÔ × ÜË×ÉÄÉÓÔÁÎÔÕ.�ÅÏÒÅÍÁ 3. ëÁÖÄÁÑ �ÒÑÍÁÑ ÉÍÅÅÔ Ó ÜË×ÉÄÉÓÔÁÎÔÏÊ ÎÅ ÂÏÌÅÅ Ä×ÕÈÏÂÝÉÈ ÔÏÞÅË.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÓËÏÌØËÕ × ÍÏÄÅÌÉ ðÕÁÎËÁÒÅ �ÒÑÍÙÅ É ÜË×ÉÄÉ-ÓÔÁÎÔÙ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ Å×ËÌÉÄÏ×ÙÍÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÍÉ ÉÌÉ �ÒÑÍÙÍÉ, ÔÏ ÜÔÏÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ �ÒÑÍÙÅ É ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÍÏÇÕÔ �Å-ÒÅÓÅËÁÔØÓÑ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ × Ä×ÕÈ ÔÏÞËÁÈ.



116 ð. ÷. âÉÂÉËÏ×, é. ÷. �ËÁÞÅÎËÏ3. þÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË èÁÊÁÍÁ { óÁËËÅÒÉ÷ ÉÓÔÏÒÉÉ ×Ï�ÒÏÓÁ Ï �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÌÉÎÉÑÈ ÂÏÌØÛÕÀ ÒÏÌØ ÓÙÇÒÁÌ ÞÅ-ÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË Ó Ä×ÕÍÑ �ÒÑÍÙÍÉ ÕÇÌÁÍÉ �ÒÉ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ É ÒÁ×ÎÙÍÉ ÂÏ-ËÏ×ÙÍÉ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ. ÷�ÅÒ×ÙÅ ÜÔÏÔ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌ ïÍÁÒèÁÊÁÍ (1048{1122). üÔÁ ÖÅ ÆÉÇÕÒÁ ÂÙÌÁ �ÏÌÏÖÅÎÁ × ÏÓÎÏ×Õ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑÔÅÏÒÉÉ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÉÔÁÌØÑÎÓËÉÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏÍ óÁËËÅÒÉ (1667{1733), ËÏ-ÔÏÒÏÍÕ ÕÄÁÌÏÓØ �ÏÌÕÞÉÔØ ÒÑÄ ÔÅÏÒÅÍ ÎÅÅ×ËÌÉÄÏ×ÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ. ïÄÎÁËÏóÁËËÅÒÉ ÏÛÉÂÏÞÎÏ ÓÞÉÔÁÌ, ÞÔÏ ÅÍÕ ÕÄÁÌÏÓØ ÏÂÎÁÒÕÖÉÔØ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅÓÒÅÄÉ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÊ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ, ÏÔÒÉ�ÁÀÝÅÇÏ �ÏÓÔÕÌÁÔ å×ËÌÉÄÁ, É ÔÅÍ ÓÁ-ÍÙÍ ÄÏËÁÚÁÔØ ÜÔÏÔ �ÏÓÔÕÌÁÔ. ìÏÂÁÞÅ×ÓËÉÊ ÎÅ ÚÎÁÌ Ï ÒÁÂÏÔÁÈ èÁÊÁÍÁ ÉóÁËËÅÒÉ, ÏÄÎÁËÏ É ÏÎ × Ó×ÏÉÈ ÒÁÂÏÔÁÈ ÞÁÓÔÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌ ÔÏÔ ÖÅ Ó�Å-�ÉÁÌØÎÙÊ ×ÉÄ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÂÕÄÅÍ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÎÁ-ÚÙ×ÁÔØ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÏÍ èÁÊÁÍÁ { óÁËËÅÒÉ ÉÌÉ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÏÍóÁËËÅÒÉ.éÔÁË, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË ABCD Ó Ä×ÕÍÑ �ÒÑÍÙÍÉ ÕÇÌÁÍÉ�ÒÉ ×ÅÒÛÉÎÁÈ A É B É Ó ÒÁ×ÎÙÍÉ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ AD = BC. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ-×ÁÔØ ÓÔÏÒÏÎÕ AB ÂÁÚÏÊ, ÓÔÏÒÏÎÕ CD ÁÎÔÉÂÁÚÏÊ ÜÔÏÇÏ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉ-ËÁ, Á ÓÔÏÒÏÎÙ AD É BC ÅÇÏ ÂÏËÏ×ÙÍÉ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ. ïÔÍÅÔÉÍ ÏÄÎÏ ×ÁÖÎÏÅÓ×ÏÊÓÔ×Ï ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ óÁËËÅÒÉ: ÕÇÌÙ �ÒÉ ÁÎÔÉÂÁÚÅ ÒÁ×ÎÙ. éÚ ÎÅÇÏÓÌÅÄÕÅÔ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ÕÇÌÙ �ÒÉ ÁÎÔÉÂÁÚÅ ÏÓÔÒÙÅ.ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ ABC � �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË, Á MN � �ÒÑÍÁÑ,�ÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÓÅÒÅÄÉÎÙ M É N ÓÔÏÒÏÎ AC É BC. ðÒÏ×ÅÄÅÍ �ÅÒ�ÅÎ-ÄÉËÕÌÑÒÙ AP , BQ É CR Ë �ÒÑÍÏÊ MN É ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÒÁ×ÎÙ ÄÒÕÇÄÒÕÇÕ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ APM É CMR. ïÎÉ ÒÁ×ÎÙ �Ï ÇÉ�ÏÔÅ-ÎÕÚÅ É ÏÓÔÒÏÍÕ ÕÇÌÕ, ÚÎÁÞÉÔ, AP = CR. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ BNQÉ CNR. ïÎÉ ÒÁ×ÎÙ �Ï ÇÉ�ÏÔÅÎÕÚÅ É ÏÓÔÒÏÍÕ ÕÇÌÕ, ÚÎÁÞÉÔ, BQ = CR.ðÏÜÔÏÍÕ AP = BQ = CR. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ABQP � ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËóÁËËÅÒÉ Ó ÂÁÚÏÊ PQ. âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË �ÒÉÓÏ-ÅÄÉÎÅÎ Ë ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ ABC �Ï ÓÔÏÒÏÎÅ AB.
A B

CRP QM N
òÉÓ. 3.



ï ÔÒÉÓÅË�ÉÉ É ÂÉÓÅË�ÉÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ 117�ÅÏÒÅÍÁ 4. ëÁÖÄÙÊ ÉÚ ÏÓÔÒÙÈ ÕÇÌÏ× ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ óÁËËÅÒÉ,�ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÇÏ Ë ÄÁÎÎÏÍÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ ABC, ÒÁ×ÅÎ �=2, ÇÄÅ � � ÓÕÍÍÁÕÇÌÏ× ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ ABQP � ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË óÁËËÅÒÉ, �ÒÉ-ÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÊ Ë ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕABC �Ï ÓÔÏÒÏÎÅAB. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ \BAP == \ABQ = �=2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÓÅÒÅÄÉÎÙ M É N ÂÏËÏ×ÙÈÓÔÏÒÏÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ PQ (ÄÒÕÇÉÅ ÓÌÕÞÁÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙ).ðÕÓÔØ CR � �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒ Ë �ÒÑÍÏÊ MN . �ÁË ËÁË 4APM = 4CRMÉ 4BQN = 4CRN , ÔÏ \ACR = \PAM É \BCR = \QBN . îÏ \PAB ++\QBA = \PAM+\CAB+\ABC+\NBQ = \CAB+\ACB+\ABC = �.õÞÉÔÙ×ÁÑ, ÞÔÏ \PAB = \QBA, �ÏÌÕÞÁÅÍ \PAB = \QBA = �=2.�ÅÏÒÅÍÁ 5. þÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË óÁËËÅÒÉ, �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÊ Ë ÔÒÅÕÇÏÌØ-ÎÉËÕ ABC, ÒÁ×ÎÏ×ÅÌÉË Ó ÎÉÍ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ ABQP � ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË óÁËËÅÒÉ, �ÒÉ-ÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÊ Ë ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ ABC �Ï ÓÔÏÒÏÎÅ AB. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ �ÌÏÝÁ-ÄÉ ÜÔÏÇÏ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ É ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÁ×ÎÙ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ,ËÏÇÄÁ ÓÅÒÅÄÉÎÙ M É N ÂÏËÏ×ÙÈ ÓÔÏÒÏÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅPQ (ÄÒÕÇÉÅ ÓÌÕÞÁÉ ÒÁÚÂÉÒÁÀÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ). ðÕÓÔØ CR � �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕ-ÌÑÒ Ë �ÒÑÍÏÊ MN . �ÁË ËÁË 4APM = 4CRM É 4BQN = 4CRN , ÔÏS(ABQP ) = S(AMNB) +S(APM) +S(BQN) = S(AMNB) +S(CMR) ++ S(CNR) = S(ABC), ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.�ÅÏÒÅÍÁ 6. ðÕÓÔØ ÁÎÔÉÂÁÚÁ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ óÁËËÅÒÉ ÒÁ×ÎÁ a, ÂÏ-ËÏ×ÁÑ ÓÔÏÒÏÎÁ ÒÁ×ÎÁ h, Á �ÌÏÝÁÄØ ÒÁ×ÎÁ S. �ÏÇÄÁthh = sin S2 
th a2 : (2)úÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÆÁËÔÙ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉ-ÞÅÓËÊ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÉ. îÁÊÔÉ ÉÚ ÍÏÖÎÏ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, × [1, 5℄.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ ÄÁÎ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË óÁËËÅÒÉ ABQP Ó ÁÎ-ÔÉÂÁÚÏÊ AB = a É ÕÇÌÏÍ � �ÒÉ ÎÅÊ. ÷×ÅÄÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ: AQ == x, \AQB = '. �ÏÇÄÁ shhshx = 
os' = 
hh 
hx� 
hashh shx(�ÅÒ×ÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï � ÔÅÏÒÅÍÁ ÓÉÎÕÓÏ× × ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ APQ, ×ÔÏÒÏÅ � ÔÅÏ-ÒÅÍÁ ËÏÓÉÎÕÓÏ× × ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ABQ). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ ËÏÓÉÎÕÓÏ×× ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ABQ �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ
hx = 
h h 
h a� shh sh a 
os �;ÇÄÅ � � ÏÓÔÒÙÊ ÕÇÏÌ × ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÅ óÁËËÅÒÉ. ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÜÔÏ



118 ð. ÷. âÉÂÉËÏ×, é. ÷. �ËÁÞÅÎËÏÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï × �ÅÒ×ÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ É Õ�ÒÏÝÁÑ, �ÏÌÕÞÁÅÍthh = 
os � 
th a2 :ïÓÔÁÌÏÓØ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ �ÌÏÝÁÄÉ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ: S == 2� � (� + 2�) = � � 2�. 4. �ÒÉÓÅËÔÏÒ4.1. ïÄÎÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÍÅÓÔÏ ÔÏÞÅËîÁÊÄÅÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÍÅÓÔÏ ÔÏÞÅË, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ Ó ÄÁÎÎÙÍ ÏÔÒÅÚËÏÍÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ÄÁÎÎÏÊ �ÌÏÝÁÄÉ.�ÅÏÒÅÍÁ 7. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÍÅÓÔÏÍ ÔÏÞÅË, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ Ó ÄÁÎÎÙÍÏÔÒÅÚËÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ÄÁÎÎÏÊ �ÌÏÝÁÄÉ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜË×ÉÄÉÓÔÁÎÔÁ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÏÚØÍÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË AB ÎÁ �ÒÑÍÏÊ `.ðÏÓÔÒÏÉÍ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË óÁËËÅÒÉ ABCD Ó ÁÎÔÉÂÁÚÏÊ AB É ÄÁÎÎÏÊ�ÌÏÝÁÄØÀ S. ÷ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ H �ÒÑÍÏÊ p, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÏÔÒÅÚÏË CD, ×�ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔØ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ ÔÏÞËÉ A ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÒÑÍÏÊ p, ×ÏÓÓÔÁ-ÎÏ×ÉÍ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒ HX = AC (ÒÉÓ. 4). ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈÔÏÞÅË X ÅÓÔØ ÜË×ÉÄÉÓÔÁÎÔÁ Ó ÂÁÚÏÊ p. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, �ÌÏÝÁÄØ ËÁÖÄÏ-ÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ AXB ÒÁ×ÎÁ �ÌÏÝÁÄÉ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ óÁËËÅÒÉ ABDCÉ ÄÒÕÇÉÈ ÉÓËÏÍÙÈ ÔÏÞÅË Y × �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔÉ ÜË×ÉÄÉÓÔÁÎÔÙ ÎÅÔ. äÅÊÓÔ×É-ÔÅÌØÎÏ, ×ÚÑ× ÔÏÞËÕ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÜË×ÉÄÉÓÔÁÎÔÙ Ó �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÏÍ Ë �ÒÑ-ÍÏÊ `, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÍ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ Y , �ÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ÌÉÂÏ 4AXB � 4AY B,ÌÉÂÏ 4AY B � 4AXB, Ô. Å. S(AXB) 6= S(AY B). úÎÁÞÉÔ, ÜË×ÉÄÉÓÔÁÎÔÁÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÓËÏÍÙÍ çí�.X
HA BC D p`òÉÓ. 4.



ï ÔÒÉÓÅË�ÉÉ É ÂÉÓÅË�ÉÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ 119÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜË×ÉÄÉÓÔÁÎÔÁ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÅÔ ÔÒÅ-ÕÇÏÌØÎÉËÉ ÄÁÎÎÏÊ �ÌÏÝÁÄÉ S. éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (2) ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ×ÙÓÏÔÁ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÀÝÅÊ ÜË×ÉÄÉÓÔÁÎÔÙ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅthh = sin S2 
th a2 ;ÇÄÅ AB = a � ÄÌÉÎÁ ÄÁÎÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ.4.2. óÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÔÒÉÓÅËÔÏÒÁ�ÅÏÒÅÍÁ 8. ÷ ËÁÖÄÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÒÉÓÅËÔÏÒ, ÌÅÖÁ-ÝÉÊ ×ÎÕÔÒÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÁ Ä×ÕÈ ÓÔÏÒÏÎÁÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC �ÏÓÔÒÏÉÍÜË×ÉÄÉÓÔÁÎÔÙ �1 É �2, ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÀÝÉÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ �ÌÏÝÁÄÉ, ÒÁ×ÎÏÊÏÄÎÏÊ ÔÒÅÔÉ �ÌÏÝÁÄÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÉ �ÅÒÅÓÅËÕÔÓÑ×ÎÕÔÒÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �ÕÓÔØ ÜË×ÉÄÉÓÔÁÎÔÙ �ÏÓÔÒÏ-ÅÎÙ ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ AB É AC, ÔÏÞËÉ M1, N2 ÌÅÖÁÔ ÎÁ BC, ÔÏÞËÁ M2 � ÎÁAB, Á ÔÏÞËÁ N1 � ÎÁ AC, �ÒÉ ÜÔÏÍ S(ABM1) = S(ABN1) = S(ACM2) == S(ACN2) = S(ABC)=3, É �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÅ ÜË×ÉÄÉÓÔÁÎÔÙ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉM1,N1 ÉM2,N2, ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ. �ÏÇÄÁ BN2<< BM1. ïÔÓÀÄÁ �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ 2S(ABC)=3 = S(ACM1) < S(ACN2) == S(ABC)=3 � �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ, ÚÎÁÞÉÔ, ÜË×ÉÄÉÓÔÁÎÔÙ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÉÓ-ËÏÍÏÊ ÔÏÞËÅ T .�ÅÏÒÅÍÁ 9. äÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ÔÒÉ-ÓÅËÔÏÒ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÀÔ Ä×Á ÔÒÉÓÅËÔÏÒÁ T É T1. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ A0, B0, C 0 ÔÏÞËÉ, ËÏÔÏÒÙÅÌÅÖÁÔ ÎÁ �ÒÑÍÙÈ AT , BT , CT ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, �ÒÉÞÅÍ ÔÏÞËÁ T ÌÅÖÉÔÍÅÖÄÕ A É A0, B É B0, C É C 0. ðÌÏÓËÏÓÔØ ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ ÌÕÞÁÍÉ TA0, TB0,TC 0 ÎÁ ÔÒÉ ÕÇÌÁ. �ÏÞËÁ T1 �Ï�ÁÄÁÅÔ × ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ, ÄÏ�ÕÓÔÉÍ, ÜÔÏ ÕÇÏÌA0TB0. �ÏÇÄÁ S(ABC)=3 = S(ABT ) < S(ABT1) = S(ABC)=3 � �ÒÏÔÉ×Ï-ÒÅÞÉÅ. 5. �ÏÞËÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÂÉÓÅË�ÉÏÎÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ×ðÒÏ×ÅÄÅÍ × ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ABC ÂÉÓÅË�ÉÏÎÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË CX. âÕÄÅÍ ÉÓ-�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ Ó ÒÉÓ. 5.ðÏÓËÏÌØËÕ �ÌÏÝÁÄØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ CXB ÒÁ×ÎÁ �ÏÌÏ×ÉÎÅ �ÌÏÝÁÄÉ ÔÒÅ-ÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC, ÔÏ � � (x+ u+ �) = � � (�+ � + 
)2 ;



120 ð. ÷. âÉÂÉËÏ×, é. ÷. �ËÁÞÅÎËÏ
� �x u� � u
 � x aA B

C
XòÉÓ. 5.ÏÔËÕÄÁ x+ u+ � = � + �+ � + 
2 : (3)÷×ÅÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ' = � + �� � + 
2 ; ! = � + �+ � + 
2 :ìÅÍÍÁ 1. 
tg x = 
os�+ 
os � 
os 
 � sin' sin 
sin 
(
os'+ 
os �) :äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (3) �ÏÌÕÞÁÅÍ x + u = '. ðÏ ×ÔÏÒÏÊÔÅÏÒÅÍÅ ËÏÓÉÎÕÓÏ× ÄÌÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ CXB
h a = 
os u+ 
os x 
os �sinx sin � ;
h a sinx sin� = 
os' 
os x+ sin' sinx+ 
os x 
os �;
tg x = 
h a sin � � sin'
os'+ 
os � : (4)ðÏ ×ÔÏÒÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ËÏÓÉÎÕÓÏ× ÄÌÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC
h a = 
os�+ 
os � 
os 
sin � sin 
 :ðÏÄÓÔÁ×ÉÍ × (4) É �ÏÌÕÞÉÍ
tg x = 
os�+ 
os � 
os 
sin 
 � sin'
os'+ 
os � = 
os�+ 
os � 
os 
 � sin' sin 
sin 
(
os'+ 
os �) : (5)ìÅÍÍÁ 2. sin xsin(
 � x) = 
os(!=2 � �)
os(!=2 � �) :äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅsinxsin(
 � x) = sinxsin 
 
os x� sinx 
os 
 = 1sin 
 
tg x� 
os 
 =



ï ÔÒÉÓÅË�ÉÉ É ÂÉÓÅË�ÉÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ 121= 1
os�+ 
os � 
os 
 � sin' sin 

os'+ 
os � � 
os 
 = 
os'+ 
os �
os�� 
os('� 
) == 
os(! � �) + 
os �
os�+ 
os(! � �) = 
os(!=2� �)
os(!=2� �) :ðÒÅÄ�ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ'� 
 = � + �� � � 
2 = � � � � �+ � + 
2 = � � (! � �):�ÅÏÒÅÍÁ 10. âÉÓÅË�ÉÏÎÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ þÅ×Ù ÄÌÑÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ [1℄: ÅÓÌÉsinxsin(
 � x) � sin ysin(� � y) � sin zsin(�� z) = 1; (6)ÔÏ ÏÔÒÅÚËÉ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÎÁ ÒÉÓ. 6).
z �� z

x
y� � y


 � x
A B

C
X

ZY S
òÉÓ. 6.ðÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ ÌÅ×ÕÀ ÞÁÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ (6) Ó �ÏÍÏÝØÀ ÌÅÍÍÙ 2. ðÏÌÕÞÁÅÍsinxsin(
 � x) � sin ysin(� � y) � sin zsin(�� z) == 
os(!=2� �)
os(!=2� �) � 
os(!=2� �)
os(!=2� 
) � 
os(!=2� 
)
os(!=2� �) = 1;ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.6. �ÒÉÓÅËÔÏÒ, ÔÏÞËÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÂÉÓÅË�ÉÏÎÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ×É ÄÒÕÇÉÅ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ÷ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ �ÒÏ×ÅÒÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÅÎÎÙÅ ×ÙÛÅ ÔÏÞËÉ � ÔÒÉÓÅËÔÏÒÉ ÔÏÞËÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÂÉÓÅË�ÉÏÎÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ× � × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅ ÓÏ×�Á-ÄÁÀÔ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ É Ó ÄÒÕÇÉÍÉ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ:



122 ð. ÷. âÉÂÉËÏ×, é. ÷. �ËÁÞÅÎËÏÎÉ Ó ÔÏÞËÏÊ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÍÅÄÉÁÎ (ËÁË × ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ å×ËÌÉÄÁ), ÎÉ Ó ÔÏÞËÏÊ�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓ, ÎÉ Ó ÔÏÞËÏÊ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ×ÙÓÏÔ.äÌÑ ÁÎÁÌÉÚÁ ×ÚÁÉÍÎÏÇÏ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÔÏÞÅË ÎÁÍ �ÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÉÚÕ-ÞÉÔØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÍÅÓÔÏ ÔÏÞÅË, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ Ó Ä×ÕÍÑ ÄÁÎÎÙÍÉ ÏÔÒÅÚ-ËÁÍÉ Ó ÏÂÝÉÍ ËÏÎ�ÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ÒÁ×ÎÏÊ �ÌÏÝÁÄÉ É ÌÅÖÁÝÉÈ ×ÎÕÔÒÉÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÜÔÉÍÉ ÏÔÒÅÚËÁÍÉ ÕÇÌÁ. îÁÚÏ×ÅÍ ÜÔÏ çí� �. (âÕÄÅÍ ÔÁË-ÖÅ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ �O ÉÌÉ �AOB, ÅÓÌÉ ÎÕÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ×ÅÒÛÉÎÕÕÇÌÁ ÉÌÉ ×ÅÓØ ÕÇÏÌ, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ËÒÉ×ÁÑ �.)äÏËÁÖÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ×ÁÖÎÙÊ ÆÁËÔ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÊÓÑ Ë ÓÔÒÕËÔÕÒÅ �.�ÅÏÒÅÍÁ 11. ÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÌÀÂÁÑ �ÒÑÍÁÑ, �ÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ×ÅÒ-ÛÉÎÕ ÕÇÌÁ, �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ � ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÒÁÚÁ (�ÏÍÉÍÏ ×ÅÒÛÉÎÙ ÕÇÌÁ).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ �ÒÏÔÉ×ÎÏÅ: �ÕÓÔØ ÅÓÔØ ÕÇÏÌ\AOB,�ÒÑÍÁÑ ` �ÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ×ÅÒÛÉÎÕ O ÕÇÌÁ É �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ �AOB × Ä×ÕÈ ÔÏÞ-ËÁÈ M É N , ÔÏÇÄÁ S(OAM) = S(OBM), S(OAN) = S(OBN), S(AMN) == S(BMN). ïÔÒÁÚÉÍ ÔÏÞËÕB ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÒÑÍÏÊ `, �ÏÌÕ-ÞÉÍ ÔÏÞËÕ B1, ÎÅ ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÕÀ Ó A, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ×ÅÒÎÙ ÜÔÉ ÖÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á(ÒÉÓ. 7; ÅÓÌÉ ÔÏÞËÉ A É B1 ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ, ÔÏ OA = OB É �AOB Ñ×ÌÑÅÔÓÑÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÏÊ ÕÇÌÁ\OAB).äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Õ ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÏÂÝÁÑ ÓÒÅÄÎÑÑ ÌÉÎÉÑ. äÅÊ-ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÔÁË ËÁË S(OAM) = S(OB1M), ÔÏ Õ ÎÉÈ ÏÂÝÁÑ ÓÒÅÄÎÑÑ ÌÉÎÉÑp, �ÒÏÈÏÄÑÝÁÑ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, É ÞÅÒÅÚ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÓÔÏÒÏÎ AM É B1M , Á ÚÎÁ-ÞÉÔ, É ÞÅÒÅÚ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÓÔÏÒÏÎ AN É B1N (ÓÍ. ÒÉÓ. 7 É ÔÅÏÒÅÍÕ 7).òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÉ óÁËËÅÒÉ, �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÅ Ë ÔÒÅÕÇÏÌØ-ÎÉËÁÍ AOM É AMN �Ï ÓÔÏÒÏÎÁÍ OM É MN ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. õ ÜÔÉÈ
O

A
B

B1
M Np `
òÉÓ. 7.



ï ÔÒÉÓÅË�ÉÉ É ÂÉÓÅË�ÉÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ 123ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÅÓÔØ ÏÂÝÁÑ ÂÏËÏ×ÁÑ ÓÔÏÒÏÎÁ, �ÏÜÔÏÍÕ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÏÔÔÏÞÅË O, M É N ÄÏ �ÒÑÍÏÊ p ÒÁ×ÎÙ. ðÒÉÛÌÉ Ë �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÀ, ÔÁË ËÁË�ÒÑÍÁÑ l ÎÅ ÍÏÖÅÔ �ÅÒÅÓÅËÁÔØ ÜË×ÉÄÉÓÔÁÎÔÕ × ÔÒÅÈ ÔÏÞËÁÈ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. �ÒÉÓÅËÔÏÒ É ÔÏÞËÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÂÉÓÅË�ÉÏÎÎÙÈ ÏÔÒÅÚ-ËÏ× × ÎÅÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ÎÅ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ.�ÅÏÒÅÍÁ 12. ðÕÓÔØ AB < BC, BL � ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÁ ÕÇÌÁ\ABC. �ÏÇÄÁËÒÉ×ÁÑ �ABC �ÅÌÉËÏÍ ÌÅÖÉÔ × ÕÇÌÅ[LBC.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ N � �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ �ABC . ðÒÅÄ�ÏÌÏ-ÖÉÍ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ N ÌÅÖÉÔ × ÕÇÌÅ [ABL. ïÔÒÁÚÉÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ABN ÏÔ-ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÙ BL É �ÏÌÕÞÉÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË A1BN1, ÇÄÅ ÔÏÞËÁA1 ÌÅÖÉÔ ÎÁ BC, Á ÔÏÞËÁ N1 � ×ÎÕÔÒÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ A1BN . ðÒÉÈÏÄÉÍ Ë�ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÀ:S(ABN) = S(A1BN1) < S(A1BN) < S(CBN);ÎÏ S(ABN) = S(CBN) �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ �.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. �ÒÉÓÅËÔÏÒ É ÔÏÞËÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÂÉÓÅË�ÉÏÎÎÙÈ ÏÔÒÅÚ-ËÏ× × ÎÅÒÁ×ÎÏÓÔÒÏÎÎÅÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ÎÅ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ Ó ÔÏÞËÏÊ �ÅÒÅÓÅÞÅ-ÎÉÑ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. �ÒÉÓÅËÔÏÒ É ÔÏÞËÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÂÉÓÅË�ÉÏÎÎÙÈ ÏÔÒÅÚ-ËÏ× × ÎÅÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ÎÅ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ Ó ÔÏÞËÏÊ �ÅÒÅÓÅÞÅ-ÎÉÑ ×ÙÓÏÔ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ ÔÁË ÖÅ, ËÁË × ÔÅÏÒÅÍÅ, AB < BC, Á BL �ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÁ, BH � ×ÙÓÏÔÁ × ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ABC. �ÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ, ËÁË ×Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ H ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ AL. ïÔÒÁÚÉÍA ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ BH, �ÏÌÕÞÉÍ ÔÏÞËÕ A1 ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÅ AC. �ÒÅÕÇÏÌØÎÉËABA1 ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÊ, �ÏÜÔÏÍÕ BH Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÇÏ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÏÊ. �ÁË ËÁË\ABA1 < \ABC, ÔÏ \ABH < \ABL.�ÅÏÒÅÍÁ 13. ðÕÓÔØ AB < BC, M � ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ ÍÅÄÉÁÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØ-ÎÉËÁ ABC, �ÒÏ×ÅÄÅÎÎÏÊ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙ B. �ÏÇÄÁ ÞÁÓÔØ �ABC , ÎÁÈÏÄÑÝÁÑÓÑ×ÎÕÔÒÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC, ÌÅÖÉÔ × ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ABM .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ T1 ÔÏÞËÕ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÕÀ B ÏÔ-ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉM . ìÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ T1 ÌÅÖÉÔ ÎÁ �ABC . åÓÌÉ ÎÁÊÔÉÎÁ ÌÕÞÅ BM ÔÁËÕÀ ÔÏÞËÕ X, ÞÔÏ S(ABX) > S(CBX), ÔÏ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 11�ÏÌÕÞÉÍ ÉÓËÏÍÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.ðÒÏ×ÅÄÅÍ ÓÒÅÄÎÀÀ ÌÉÎÉÀ × ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ABC, ËÏÔÏÒÁÑ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔÍÅÄÉÁÎÕ × ÔÏÞËÅ K. ÷ÏÚØÍÅÍ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ BT1 ÔÏÞËÕ N ÔÁË, ÞÔÏÂÙ BK == KN . ÷ÏÚÍÏÖÎÙ Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ.



124 ð. ÷. âÉÂÉËÏ×, é. ÷. �ËÁÞÅÎËÏ1. �ÏÞËÁ N ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ KM . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �1 É �2 ÏÓÔÒÙÅÕÇÌÙ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÏ× óÁËËÅÒÉ, �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÈ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ËÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÍ ABC É ABM . �ÁË ËÁË �1 > �2, ÔÏS(ABC)� 2S(ABM) == (� � 2�1)� 2(� � 2�2) = 2(2�2 � �1)� � << 2�2 � � < 0:úÎÁÞÉÔ, S(ABM) > S(BCM) É ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ X =M .2. �ÏÞËÁ N ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ MT1. �ÏÇÄÁ AN > CN É �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ (2)�ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏsin S(ABN)2sin S(BCN)2 = thANthCN > 1; ÏÔËÕÄÁ S(ABN) > S(BCN):íÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ X = N .óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. �ÒÉÓÅËÔÏÒ É ÔÏÞËÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÂÉÓÅË�ÉÏÎÎÙÈ ÏÔÒÅÚ-ËÏ× × ÎÅÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ÎÅ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ Ó ÔÏÞËÏÊ �ÅÒÅÓÅÞÅ-ÎÉÑ ÍÅÄÉÁÎ. 7. ïÂÏÂÝÅÎÉÅó �ÏÍÏÝØÀ � ÍÏÖÎÏ ÏÂÏÂÝÉÔØ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ÂÉÓÅË�ÉÏÎÎÙÈÏÔÒÅÚËÏ× É ÍÅÄÉÁÎ × ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ.�ÅÏÒÅÍÁ 14. åÓÌÉ ÎÁ �A, �B É �C × ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ABC ÏÔÍÅÔÉÔØÔÏÞËÉ A1, B1 É C1, ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ S(ABB1) = S(BCC1) = S(CAA1), ÔÏ�ÒÑÍÙÅ (AA1), (BB1) É (CC1) �ÅÒÅÓÅËÕÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ ÄÁÎ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËABC É �ÒÏ-×ÅÄÅÎÙ �A, �B É �C . ÷ÏÚØÍÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ B1 2 �B. ÷×ÅÄÅÍ ÓÌÅ-ÄÕÀÝÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ: AB = 2a, BC = 2b, \ABB1 = �, \CBB1 = B � �,S(ABB1) = S(CBB1) = ��2�. ðÒÏ×ÅÄÅÍ ÓÒÅÄÎÉÅ ÌÉÎÉÉ `1 É `2 × ÔÒÅÕÇÏÌØ-ÎÉËÁÈ ABB1 É CBB1, �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ BB1 É �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅ ÓÔÏÒÏÎÕ AB ×ÔÏÞËÅ K, Á ÓÔÏÒÏÎÕ BC � × ÔÏÞËÅ L (ÒÉÓ. 8). ï�ÕÓÔÉÍ ÎÁ ÎÉÈ �ÅÒ�ÅÎÄÉ-ËÕÌÑÒÙ BH1 É BH2, ÔÏÇÄÁ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ (2) É �Ï ÆÏÒÍÕÌÁÍ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÉ× ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÈ BKH1 É BLH2 �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á:
os(� � �) th a = thBH1 = thBH2 = 
os�� � (B � �)� th b:ïÔÓÀÄÁ ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏ
tg � = sin(� �B) th b+ sin� tha
os(� �B) th b� 
os � th a ;
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òÉÓ. 8.ÚÎÁÞÉÔ, sin(B � �)sin� = 
os(� �B) tha� 
os � th b
os(� �B) th b� 
os� tha :ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅsin(B � �)sin� = M1 
tg � +N1M 01 
tg � +N 01 :áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ×ÅÒÎÙ É ÄÌÑ Ä×ÕÈ ÄÒÕÇÉÈ ÕÇÌÏ× ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.ðÅÒÅÍÎÏÖÉÍ ÔÒÉ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ, ÔÏÇÄÁ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïsin(B � �)sin� � sin(C � �)sin � � sin(A� 
)sin 
 = f(x)g(x) ;ÇÄÅ x = 
tg � É deg f = deg g = 3. îÁÍ ÎÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ f � g. îÏ ÍÙÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ f = g �ÒÉ ÞÅÔÙÒÅÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ � (ÏÎÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÓÌÕÞÁÑÍÔÒÉÓÅËÔÏÒÁ, ÂÉÓÅË�ÉÏÎÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ×, ÍÅÄÉÁÎ É ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ, �ÒÏ×ÅÄÅÎÎÙÈ× ×ÅÒÛÉÎÁÈ, Ô. Å. ËÏÇÄÁ � = �=2), Á ÚÎÁÞÉÔ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �sin(B � �)sin� � sin(C � �)sin � � sin(A� 
)sin 
 = f(x)g(x) = 1;É �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ þÅ×Ù �ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ.úÁÄÁÞÉ1. òÁÓÓÞÉÔÁÊÔÅ ÄÌÉÎÕ ÂÉÓÅË�ÉÏÎÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ, ÓÞÉÔÁÑ ÕÇÌÙ ÔÒÅÕÇÏÌØ-ÎÉËÁ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ.



126 ð. ÷. âÉÂÉËÏ×, é. ÷. �ËÁÞÅÎËÏ2. òÁÓÓÞÉÔÁÊÔÅ, × ËÁËÏÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ ÂÉÓÅË�ÉÏÎÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË ÄÅÌÉÔ ÓÔÏ-ÒÏÎÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.3. òÁÓÓÞÉÔÁÊÔÅ, × ËÁËÏÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ ÂÉÓÅË�ÉÏÎÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË ÄÅÌÉÔÓÑÔÏÞËÏÊ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÂÉÓÅË�ÉÏÎÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ×.4. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÌÅÍÍÏÊ 2 (Ó. 120), ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÂÉÓÅË�ÉÏÎÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË× ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÌÅÖÉÔ ÍÅÖÄÕ ÍÅÄÉÁÎÏÊ É ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÏÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÎÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÔÏÞËÉT1, T2, T3, ÞÔÏ �ÌÏÝÁÄÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ABC, ABT1, ACT1, BCT1, ABT2,ACT2, BCT2, ABT3, ACT3 É BCT3 ÒÁ×ÎÙ.6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÒÉ×ÁÑ � × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÉ �ÒÑÍÏÊ, ÎÉÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ, ÎÉ ÜË×ÉÄÉÓÔÁÎÔÏÊ, ÎÉ ÏÒÉ�ÉËÌÏÍ.7. ðÕÓÔØ 
 � ÜÔÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÍÅÓÔÏ ÔÏÞÅË, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ Ä×Å ÓÔÏ-ÒÏÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ×ÉÄÎÙ �ÏÄ ÒÁ×ÎÙÍÉ ÕÇÌÁÍÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 
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