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ðÒÅÄÉÓÌÏ×ÉÅ

÷ ÐÏÓÌÅÄÎÉÅ ÇÏÄÙ ÉÎÔÅÒÅÓ Ë ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �Ë×ÁÎÔÏ×ÙÅ ËÏÍ-

ÐØÀÔÅÒÙ�, ÎÅÏÂÙÞÁÊÎÏ ×ÏÚÒÏÓ. éÄÅÑ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ Ë×ÁÎ-

ÔÏ×ÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÉ ÐÒÉ ÏÒÇÁÎÉÚÁÃÉÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ×ÙÇÌÑÄÉÔ ×Ó£ ÂÏÌÅÅ ÐÒÉ-

×ÌÅËÁÔÅÌØÎÏÊ, ÎÁÞÁÔÙ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ÒÁÂÏÔÙ × ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ.

ïÄÎÁËÏ ÐÅÒÓÐÅËÔÉ×Ù ÆÉÚÉÞÅÓËÏÊ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÈ ËÏÍÐØÀÔÅ-

ÒÏ× ÐÏËÁ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÎÅÑÓÎÙ. óËÏÒÅÅ ×ÓÅÇÏ, ÜÔÏ ÄÅÌÏ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÄÅÓÑ-

ÔÉÌÅÔÉÊ. ïÓÎÏ×ÎÙÅ ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÑ × ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÎÏÓÑÔ ÐÏËÁ ÞÉÓÔÏ ÍÁÔÅ-

ÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ.

üÔÁ ËÎÉÇÁ ÐÒÅÄÎÁÚÎÁÞÅÎÁ ÄÌÑ ÐÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÚÎÁËÏÍÓÔ×Á Ó ÍÁÔÅ-

ÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÅÊ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ. äÌÑ ÕÄÏÂÓÔ×Á ÞÉÔÁÔÅÌÑ

×ÎÁÞÁÌÅ ÄÁ£ÔÓÑ ËÒÁÔËÏÅ ××ÅÄÅÎÉÅ × ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÕÀ ÔÅÏÒÉÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ×Ù-

ÞÉÓÌÅÎÉÊ. úÁÔÅÍ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÉÚÌÁÇÁÀÔÓÑ ÏÓÎÏ×Ù ÔÅÏÒÉÉ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÈ ×ÙÞÉ-

ÓÌÅÎÉÊ, ×ËÌÀÞÁÑ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ Ë ÎÁÓÔÏÑÝÅÍÕ ×ÒÅÍÅÎÉ

ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÈ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×.

ïÓÎÏ×Õ ËÎÉÇÉ ÓÏÓÔÁ×ÉÌÉ ÍÁÔÅÒÉÁÌÙ ËÕÒÓÁ �ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÅ É Ë×ÁÎÔÏ-

×ÏÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ�, ÐÒÏÞÉÔÁÎÎÏÇÏ á. ûÅÎÅÍ (ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ) É

á. ëÉÔÁÅ×ÙÍ (Ë×ÁÎÔÏ×ÙÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ) × ÷ÙÓÛÅÍ ËÏÌÌÅÄÖÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ

îÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÇÏ íÏÓËÏ×ÓËÏÇÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ × ×ÅÓÅÎÎÅÍ ÓÅÍÅÓÔÒÅ 1998 Ç.

ðÒÉ ÐÏÄÇÏÔÏ×ËÅ ËÎÉÇÉ ÔÁËÖÅ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÌÉÓØ ÍÁÔÅÒÉÁÌÙ ËÕÒÓÁ Physics

229 { Advanced Mathematical Methods of Physics (Quantum computation),

ËÏÔÏÒÙÊ ×ÅÌÉ äÖ. ðÒÅÓËÉÌÌ (John Preskill) É á. ëÉÔÁÅ× (ÐÒÉ ÕÞÁÓÔÉÉ

á. ìÁÎÄÁÌÁ (Andrew Landahl)) × ëÁÌÉÆÏÒÎÉÊÓËÏÍ ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ ÉÎ-

ÓÔÉÔÕÔÅ × 1998{1999 ÕÞ. Ç.

îÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÄÌÑ ÞÔÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ËÎÉÇÉ ÚÎÁÎÉÑ ÎÅ×ÅÌÉËÉ. ÷ ÓÕÝÎÏÓÔÉ,

ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÎÁÎÉÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ × ÏÂßÅÍÅ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÉ-

ÔÅÔÓËÏÇÏ ËÕÒÓÁ, ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ, ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÔÅÏ-

ÒÉÉ ÞÉÓÅÌ É ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ Ï ÔÅÏÒÉÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× (ÎÁÐÒÉ-

ÍÅÒ, ÉÍÅÔØ ÎÁ×ÙËÉ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÈ

ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×).

ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ

_ ÄÉÚßÀÎËÃÉÑ (ÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ éìé)

^ ËÏÎßÀÎËÃÉÑ (ÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ é)

: ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ

� ÓÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 2 (Á ÔÁËÖÅ ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ

ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×)

=) ÉÍÐÌÉËÁÃÉÑ (ÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ)

() ÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ

A

�

ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÎÅÞÎÙÈ ÓÌÏ× × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ A

ÐÕÓÔÏÊ ÓÉÍ×ÏÌ (ÐÒÏÂÅÌ) × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ ÍÁÛÉÎÙ

ôØÀÒÉÎÇÁ

�(�; �; �) ÆÕÎËÃÉÑ ÐÅÒÅÈÏÄÏ× ÍÁÛÉÎÙ ôØÀÒÉÎÇÁ

L

1

/ L

2

Ó×ÏÄÉÍÏÓÔØ ÐÒÅÄÉËÁÔÏ× ÐÏ ëÁÒÐÕ (L

1

Ó×ÏÄÉÔÓÑ

Ë L

2

) (Ó. 30)

f(n) = O(g(n)) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ C, ÞÔÏ f(n) 6 Cg(n)

f(n) = 
(g(n)) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ C, ÞÔÏ f(n) > Cg(n)

f(n) = poly(n) ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ f(n) = O(n

O(1)

)

F

q

ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÌÅ ÉÚ q ÜÌÅÍÅÎÔÏ×

Z=nZ ËÏÌØÃÏ ×ÙÞÅÔÏ× ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n

Z

n

ÁÄÄÉÔÉ×ÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ËÏÌØÃÁ Z=nZ

(Z=nZ)

�

ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉ×ÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ

ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Z=nZ

E

�

(= Hom(E;U(1))) | ÇÒÕÐÐÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÏ× ÁÂÅÌÅ×ÏÊ

ÇÒÕÐÐÙ E

Sp

2

(n) ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F

2

ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n (Ó. 131)

ESp

2

(n) ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÁÑ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ

F

2

ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n (Ó. 130)

C ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ

z

�

ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ

U(M) ÇÒÕÐÐÁ ÕÎÉÔÁÒÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÎÁ

ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å M



6
SU(M) ÓÐÅÃÉÁÌØÎÁÑ ÕÎÉÔÁÒÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÎÁ

ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å M

SO(M) ÓÐÅÃÉÁÌØÎÁÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÎÁ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ

ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å M

C (a; b; : : : ) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÐÏÒÏÖÄ£ÎÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ a; b; : : :

M

�

ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏ×

ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å M

M


n

n-Ñ ÔÅÎÚÏÒÎÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ

L(M) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÎÁ M

L(N ;M) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ N ×M

B ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊ ÂÉÔ (ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï f0; 1g)

B Ë×ÁÎÔÏ×ÙÊ ÂÉÔ (q-ÂÉÔ, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï C

2

| Ó. 48)

h�j ÂÒÁ-×ÅËÔÏÒ (Ó. 51)

j�i ËÅÔ-×ÅËÔÏÒ (Ó. 50)

h�j�i ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ

A

y

ÜÒÍÉÔÏ×Ï ÓÏÐÒÑÖ£ÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ

he

ÏÂÒÁÔÉÍÏÅ ËÏÐÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÂÉÔÁ (Controlled NOT)

(Ó. 55)

f

�

ÏÂÒÁÔÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÂÕÌÅ×ÏÊ

ÆÕÎËÃÉÉ f (Ó. 54)

I

L

ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å L

^

G ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ

ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÅ G (Ó. 54)

�(U ) ÏÐÅÒÁÔÏÒ U Ó Ë×ÁÎÔÏ×ÙÍ ÕÐÒÁ×ÌÅÎÉÅÍ (Ó. 58)

�

M

ÐÒÏÅËÔÏÒ (ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÒÏÅËÔÉÒÏ×ÁÎÉÑ) ÎÁ

ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï M

�(�

1

; �

1

; : : : ; �

n

; �

n

) ÂÁÚÉÓÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å B


n

(Ó. 128)

A �B ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÍÁÔÒÉÃ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ � 7! A�B

(Ó. 123)

U [A] ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÎÁ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÊ ÒÅÇÉÓÔÒ

(ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï q-ÂÉÔÏ×) A (Ó. 52)

Tr

F

A ÞÁÓÔÉÞÎÙÊ ÓÌÅÄ ÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A ÐÏ

ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ F (Ó. 77)

k � k ÎÏÒÍÁ ×ÅËÔÏÒÁ (Ó. 62) ÉÌÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÁÑ ÎÏÒÍÁ

ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ (Ó. 62)

k � k

tr

ÓÌÅÄÏ×ÁÑ ÎÏÒÍÁ (Ó. 121)

k � k

}

ÎÏÒÍÁ ÄÌÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÍÁÔÒÉÃ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ

(Ó. 123)

j � j ÍÏÝÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÌÉ ÍÏÄÕÌØ ÞÉÓÌÁ

7

�

jk

ÓÉÍ×ÏÌ ëÒÏÎÅËÅÒÁ

�

S

(�) ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á S

(x; y) ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ x É y

a � b (mod q) ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ q

a mod q ÏÓÔÁÔÏË ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ q

a
b

ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ a=b × ×ÉÄÅ

ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÏÊ ÄÒÏÂÉ

Pr[A] ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÏÂÙÔÉÑ A

P(�j�) ÕÓÌÏ×ÎÁÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ (× ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÎÔÅËÓÔÁÈ)

P(�;M) Ë×ÁÎÔÏ×ÁÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ (Ó. 76)

ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃ:

H =

1

p

2

�

1 1

1 �1

�

; K =

�

1 0

0 i

�

;

ÍÁÔÒÉÃÙ ðÁÕÌÉ: �

x

=

�

0 1

1 0

�

; �

y

=

�

0 �i

i 0

�

; �

z

=

�

1 0

0 �1

�

ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ×:

P (Ó. 20) MA (Ó. 104) BQNP (Ó. 104)

P=poly (Ó. 23) �

k

(Ó. 42) PP (Ó. 72)

BPP (Ó. 36) �

k

(Ó. 42) PSPACE (Ó. 20)

NP (Ó. 28) BQP (Ó. 72)



÷×ÅÄÅÎÉÅ

÷ÓÅ ËÏÍÐØÀÔÅÒÙ, ÎÁÞÉÎÁÑ ÏÔ ÔÁË É ÎÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ �ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ

ÍÁÛÉÎÙ� þÁÒÌØÚÁ âÜÂÂÉÄÖÁ

1)

É ËÏÎÞÁÑ Cray'ÅÍ, ÏÓÎÏ×ÁÎÙ ÎÁ ÏÄÎÉÈ É

ÔÅÈ ÖÅ ÐÒÉÎÃÉÐÁÈ. ó ÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ËÏÍÐØÀÔÅÒ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ

ÂÉÔÏ× (ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ 0 ÉÌÉ 1), Á ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ |

ÜÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÐÅÒÁÃÉÊ, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÎÅ-

ÂÏÌØÛÏÅ ÞÉÓÌÏ ÂÉÔÏ×. ëÏÎÅÞÎÏ, ÎÏ×ÙÅ ËÏÍÐØÀÔÅÒÙ ÒÁÂÏÔÁÀÔ ÂÙÓÔÒÅÅ

ÓÔÁÒÙÈ, ÎÏ ÐÒÏÇÒÅÓÓ × ÜÔÏÍ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÉ ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌ. ôÒÕÄÎÏ ÐÒÅÄ-

ÐÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ ÒÁÚÍÅÒ ÔÒÁÎÚÉÓÔÏÒÁ ÉÌÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÂÕÄÅÔ

ÍÅÎØÛÅ 10

�8

ÓÍ (ÄÉÁÍÅÔÒ ÁÔÏÍÁ ×ÏÄÏÒÏÄÁ), Á ÒÁÂÏÞÁÑ ÞÁÓÔÏÔÁ | ÂÏÌØ-

ÛÅ 10

15

çÃ (ÞÁÓÔÏÔÁ ÁÔÏÍÎÙÈ ÐÅÒÅÈÏÄÏ×). ôÁË ÞÔÏ ÄÁÖÅ ÓÕÐÅÒËÏÍÐØÀ-

ÔÅÒÙ ÂÕÄÕÝÅÇÏ ÎÅ ÓÍÏÇÕÔ ÒÅÛÁÔØ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ, ÉÍÅÀÝÉÅ

ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÚÁÄÁÞÕ Ï ÒÁÚÌÏ-

ÖÅÎÉÉ ÃÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ x ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. ïÞÅ×ÉÄÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ |

ÜÔÏ ÐÏÐÒÏÂÏ×ÁÔØ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ x ÎÁ ÞÉÓÌÁ ÏÔ 2 ÄÏ

p

x. åÓÌÉ ÞÉÓÌÏ x ÉÍÅÅÔ

n ÚÎÁËÏ× × Ä×ÏÉÞÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ, ÔÏ ÐÒÉÄ£ÔÓÑ ÐÅÒÅÂÒÁÔØ �

p

x � 2

n=2

×Á-

ÒÉÁÎÔÏ×. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÈÉÔÒÏÕÍÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÒÅÛÁÀÝÉÊ ÔÕ ÖÅ ÚÁÄÁÞÕ

ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÚÁ exp(Ón

1=3

) ÛÁÇÏ× (c = const). äÁÖÅ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÞÔÏÂÙ

ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÞÉÓÌÏ ÉÚ ÍÉÌÌÉÏÎÁ ÚÎÁËÏ×, ÎÅ È×ÁÔÉÔ ×ÒÅÍÅÎÉ

ÖÉÚÎÉ ÷ÓÅÌÅÎÎÏÊ. (÷ÏÚÍÏÖÎÏ, ÅÓÔØ É ÂÏÌÅÅ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ,

ÎÏ ÏÔ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÙ, ÐÏ-×ÉÄÉÍÏÍÕ, ÉÚÂÁ×ÉÔØÓÑ ÎÅ ÕÄÁÓÔÓÑ.)

óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÏÄÎÁËÏ, ÄÒÕÇÏÊ ÓÐÏÓÏÂ ÕÓËÏÒÉÔØ ÐÒÏÃÅÓÓ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ

ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÚÁÄÁÞ. äÅÌÏ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÂÙÞÎÙÅ

ËÏÍÐØÀÔÅÒÙ ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔ ×ÓÅÈ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ, ÐÒÅÄÏÓÔÁ×ÌÑÅÍÙÈ ÐÒÉ-

ÒÏÄÏÊ. üÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÍÏÖÅÔ ÐÏËÁÚÁÔØÓÑ ÓÌÉÛËÏÍ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ: × ÐÒÉ-

ÒÏÄÅ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÒÏÃÅÓÓÏ×, ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÎÅÐÏÈÏÖÉÈ ÎÁ ÏÐÅÒÁÃÉÉ Ó

ÎÕÌÑÍÉ É ÅÄÉÎÉÃÁÍÉ. íÏÖÎÏ ÐÏÐÙÔÁÔØÓÑ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÜÔÉ ÐÒÏÃÅÓÓÙ

1)

âÜÂÂÉÄÖ ÎÁÞÁÌ ÒÁÂÏÔÕ ÎÁÄ ÐÒÏÅËÔÏÍ �ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÍÁÛÉÎÙ� × 1833 ÇÏÄÕ.

ðÒÅÐÏÌÁÇÁÌÏÓØ, ÞÔÏ, × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÕÖÅ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×Á×ÛÉÈ × ÔÏ ×ÒÅÍÑ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØ-

ÎÙÈ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×, ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÊ ËÏÍÐØÀÔÅÒ. âÜÂÂÉÄÖ ÐÏÓ×ÑÔÉÌ ÒÁÚÒÁÂÏÔËÅ

ËÏÍÐØÀÔÅÒÁ ×ÓÀ ÖÉÚÎØ, ÎÏ ÅÍÕ ÔÁË É ÎÅ ÕÄÁÌÏÓØ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÉÔØ Ó×ÏÀ ÍÅÞÔÕ. (âÏÌÅÅ

ÐÒÏÓÔÁÑ,ÎÏ ÎÅÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÁÑ �ÒÁÚÎÏÓÔÎÁÑÍÁÛÉÎÁ�ÂÙÌÁ ÐÏÓÔÒÏÅÎÁÞÁÓÔÉÞÎÏ,ÎÏ ÐÒÏ-

ÅËÔ ÂÙÌ ×ÐÏÌÎÅ ÒÅÁÌÉÓÔÉÞÅÎ| × 1991 ÇÏÄÕ ÍÁÛÉÎÁ ÂÙÌÁ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ×ÏÓÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÁ

ÐÏ ÞÅÒÔÅÖÁÍ âÜÂÂÉÄÖÁ.)

÷×ÅÄÅÎÉÅ 9

ÄÌÑ ÓÏÚÄÁÎÉÑ ÁÎÁÌÏÇÏ×ÏÊ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÍÁÛÉÎÙ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÉÎÔÅÒ-

ÆÅÒÅÎÃÉÑ Ó×ÅÔÁ ÍÏÖÅÔ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ

æÕÒØÅ. ïÄÎÁËÏ × ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Å ÓÌÕÞÁÅ× ×ÙÉÇÒÙÛ × ÓËÏÒÏÓÔÉ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

ÐÒÉÎÃÉÐÉÁÌØÎÙÍ, Ô. Å. ÓÌÁÂÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÒÁÚÍÅÒÁ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Á. ðÒÉÞÉÎÁ

ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÚÉËÉ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ,

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ íÁËÓ×ÅÌÌÁ) ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÒÅÛÁÀÔÓÑ ÎÁ ÏÂÙÞÎÏÍ ÃÉÆÒÏ×ÏÍ

ËÏÍÐØÀÔÅÒÅ. þÔÏ ÚÎÁÞÉÔ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ? ÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÉÎÔÅÒÆÅÒÅÎÃÉÏÎÎÏÊ

ËÁÒÔÉÎÙ ÍÏÖÅÔ ÚÁÎÑÔØ × ÍÉÌÌÉÏÎÙ ÒÁÚ ÂÏÌØÛÅ ×ÒÅÍÅÎÉ, ÞÅÍ ÒÅÁÌØÎÙÊ

ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÓËÏÒÏÓÔØ Ó×ÅÔÁ ×ÅÌÉËÁ, Á ÄÌÉÎÁ ×ÏÌÎÙ ÍÁÌÁ.

ïÄÎÁËÏ Ó Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÅÍ ÒÁÚÍÅÒÁ ÍÏÄÅÌÉÒÕÅÍÏÊ ÆÉÚÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏ-

ÌÉÞÅÓÔ×Ï ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÈ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÒÁÓÔ£Ô ÎÅ ÓÌÉÛËÏÍ

ÂÙÓÔÒÏ | ÓÔÅÐÅÎÎÙÍ, ÉÌÉ, ËÁË ÐÒÉÎÑÔÏ ÇÏ×ÏÒÉÔØ × ÔÅÏÒÉÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ,

ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. (ëÁË ÐÒÁ×ÉÌÏ, ÞÉÓÌÏ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏ-

ÎÁÌØÎÏ ×ÅÌÉÞÉÎÅ V t, ÇÄÅ V | ÏÂß£Í, Á t|×ÒÅÍÑ.) ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÌÁÓ-

ÓÉÞÅÓËÁÑ ÆÉÚÉËÁ ÓÌÉÛËÏÍ �ÐÒÏÓÔÁ� Ó ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ.

ë×ÁÎÔÏ×ÁÑ ÍÅÈÁÎÉËÁ ÕÓÔÒÏÅÎÁ × ÜÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÇÏÒÁÚÄÏ ÉÎÔÅÒÅÓÎÅÅ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÉÓÔÅÍÕ ÉÚ n ÓÐÉÎÏ×. ëÁÖÄÙÊ ÓÐÉÎ ÏÂÌÁÄÁÅÔ

Ä×ÕÍÑ ÂÁÚÉÓÎÙÍÉ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ (0 = �ÓÐÉÎ ××ÅÒÈ� É 1 = �ÓÐÉÎ ×ÎÉÚ�), Á

×ÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÍÅÅÔ 2

n

ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ jx

1

; : : : ; x

n

i (ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÐÅ-

ÒÅÍÅÎÎÙÈ x

1

; : : : ; x

n

ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ 0 ÉÌÉ 1). óÏÇÌÁÓÎÏ ÏÂÝÉÍ

ÐÒÉÎÃÉÐÁÍ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÉ, ×ÏÚÍÏÖÎÙÍÉ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ ÓÉÓÔÅÍÙ

Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÉ ×ÉÄÁ

P

x

1

;:::;x

n

c

x

1

;:::;x

n

jx

1

; : : : ; x

n

i, ÇÄÅ

c

x

1

;:::;x

n

| ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÅ ÁÍÐÌÉÔÕÄÁÍÉ. úÎÁË ÓÕÍ-

ÍÙ ÚÄÅÓØ ÎÕÖÎÏ ÐÏÎÉÍÁÔØ ÞÉÓÔÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ. óÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

ÎÏ×ÙÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÍ ÏÂßÅËÔÏÍ | ×ÅËÔÏÒÏÍ × 2

n

-ÍÅÒÎÏÍ ËÏÍÐÌÅËÓ-

ÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å. ë×ÁÄÒÁÔ ÍÏÄÕÌÑ ÁÍÐÌÉÔÕÄÙ, jÓ

x

1

;:::;x

n

j

2

, ÒÁ×ÅÎ ×Å-

ÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÏÂÎÁÒÕÖÉÔØ ÓÉÓÔÅÍÕ × ÂÁÚÉÓÎÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ jx

1

; : : : ; x

n

i ÐÒÉ

ÉÚÍÅÒÅÎÉÉ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x

j

. (ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÉÚÍÅÒÅÎÉÅ

ÒÁÚÒÕÛÁÅÔ ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÀ.) óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÏÌÖÎÏ ×ÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ ÕÓÌÏ-

×ÉÅ

P

x

1

;:::;x

n

jÓ

x

1

;:::;x

n

j

2

= 1. éÔÁË, ÏÂÝÅÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ (Ô. Å. ÓÕ-

ÐÅÒÐÏÚÉÃÉÑ) | ÜÔÏ ×ÅËÔÏÒ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ × 2

n

-ÍÅÒÎÏÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍ

ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å. éÚÍÅÎÅÎÉÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÚÁ ÏÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÊ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏË ×ÒÅ-

ÍÅÎÉ ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÎÉÔÁÒÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÒÁÚÍÅÒÁ 2

n

� 2

n

. åÓÌÉ ÐÒÏÍÅ-

ÖÕÔÏË ×ÒÅÍÅÎÉ ÏÞÅÎØ ÍÁÌ (� ~=J , ÇÄÅ J | ÜÎÅÒÇÉÑ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÉÑ),

ÔÏ ÜÔÁ ÍÁÔÒÉÃÁ ÕÓÔÒÏÅÎÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏÓÔÏ; ËÁÖÄÙÊ ÉÚ Å£ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×

ÍÏÖÎÏ ÌÅÇËÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ, ÚÎÁÑ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ÓÐÉÎÁÍÉ. åÓÌÉ ÖÅ

ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÕÚÎÁÔØ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ÚÁ ÂÏÌØÛÏÊ ÐÒÏÍÅÖÕ-

ÔÏË ×ÒÅÍÅÎÉ, ÔÏ ÐÒÉÄ£ÔÓÑ ÐÅÒÅÍÎÏÖÁÔØ ÔÁËÉÅ ÍÁÔÒÉÃÙ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÔÒÅ-

ÂÕÅÔÓÑ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏ ÂÏÌØÛÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÐÅÒÁÃÉÊ. ÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ×ÒÅÍÑ

ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÎÉËÁËÏÇÏ ÓÐÏÓÏÂÁ ÕÐÒÏÓÔÉÔØ ÄÁÎÎÏÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ É, ÓËÏÒÅÅ

×ÓÅÇÏ, ÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÎÉÅ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏ



10 ÷×ÅÄÅÎÉÅ

ÓÌÏÖÎÏÊ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅÊ. ïÄÎÁËÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ

ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÉÎÁÞÅ: Ë×ÁÎÔÏ×ÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ �ÒÅÛÁ-

ÅÔ� ÓÌÏÖÎÕÀ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ | ÍÏÄÅÌÉÒÕÅÔ ÓÁÍÕ ÓÅÂÑ.

íÏÖÎÏ ÌÉ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÒÕÇÉÈ

×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÈ ÚÁÄÁÞ? ëÁËÏ×Á ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÍÏÄÅÌØ

Ë×ÁÎÔÏ×ÏÇÏ ËÏÍÐØÀÔÅÒÁ, × ÔÏÊ ÖÅ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÁÑ ÏÔ ÆÉÚÉÞÅÓËÏÊ

ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ, ÞÔÏ É ÍÏÄÅÌÉ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ

2)

? üÔÉ ×ÏÐÒÏÓÙ,

ÐÏ-×ÉÄÉÍÏÍÕ, ×ÐÅÒ×ÙÅ ÂÙÌÉ ÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÙ × ËÎÉÇÅ à. é. íÁÎÉÎÁ �÷ÙÞÉ-

ÓÌÉÍÏÅ É ÎÅ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÅ� (1980 Ç.). ïÎÉ ÏÂÓÕÖÄÁÌÉÓØ ÔÁËÖÅ × ÒÁÂÏÔÁÈ

ò. æÅÊÎÍÁÎÁ É ÄÒÕÇÉÈ Á×ÔÏÒÏ×. ÷ 1985 ÇÏÄÕ ä. äÏÊÞ [27] ÐÒÅÄÌÏÖÉÌ

ËÏÎËÒÅÔÎÕÀ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÕÀ ÍÏÄÅÌØ | Ë×ÁÎÔÏ×ÕÀ ÍÁÛÉÎÕ ôØÀÒÉÎÇÁ,

Á × 1989 ÇÏÄÕ | ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÕÀ, ÎÏ ÂÏÌÅÅ ÕÄÏÂÎÕÀ ÍÏÄÅÌØ | Ë×ÁÎÔÏ×ÙÅ

ÓÈÅÍÙ [28, 47].

þÔÏ ÔÁËÏÅ Ë×ÁÎÔÏ×ÁÑ ÓÈÅÍÁ? ðÕÓÔØ × ÎÁÛÅÍ ÒÁÓÐÏÒÑÖÅÎÉÉ ÉÍÅÅÔÓÑ

N ÓÐÉÎÏ×, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÏÔÄÅÌØÎÏÍ ÑÝÉÞËÅ É ÉÄÅ-

ÁÌØÎÏ ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎ ÏÔ ÏËÒÕÖÁÀÝÅÇÏ ÍÉÒÁ. ÷ ËÁÖÄÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ

ÍÙ ÍÏÖÅÍ ×ÙÂÒÁÔØ, ÐÏ ÎÁÛÅÍÕ ÕÓÍÏÔÒÅÎÉÀ, ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÓÐÉÎÁ É ÐÏÄÅÊ-

ÓÔ×Ï×ÁÔØ ÎÁ ÎÉÈ ÌÀÂÏÊ ÕÎÉÔÁÒÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ 4� 4. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

ÔÁËÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ ÓÈÅÍÏÊ. ëÁÖÄÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÏÐÒÅ-

ÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÁÒÏÊ ÎÏÍÅÒÏ× ÓÐÉÎÏ× É ÛÅÓÔÎÁÄÃÁÔØÀ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁ-

ÍÉ, ÐÏÜÔÏÍÕ Ë×ÁÎÔÏ×ÕÀ ÓÈÅÍÕ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÎÁ ÂÕÍÁÇÅ. üÔÏ Ó×ÏÅÇÏ

ÒÏÄÁ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ ÄÌÑ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÇÏ ËÏÍÐØÀÔÅÒÁ.

þÔÏÂÙ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ Ë×ÁÎÔÏ×ÕÀ ÓÈÅÍÕ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ

3)

F : B

n

! B

m

, ÎÕÖÎÏ ÕÍÅÔØ ××ÏÄÉÔØ ×ÈÏÄÎÙÅ ÄÁÎÎÙÅ, ÐÒÏÄÅÌÙ×ÁÔØ ×Ù-

ÞÉÓÌÅÎÉÑ É ÓÞÉÔÙ×ÁÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ. ÷×ÅÓÔÉ × Ë×ÁÎÔÏ×ÙÊ ËÏÍÐØÀÔÅÒ ÐÏ-

ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (x

1

; : : : ; x

n

) ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ | ÚÎÁÞÉÔ ÐÒÉÇÏÔÏ×ÉÔØ ÎÁ-

ÞÁÌØÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ jx

1

; : : : ; x

n

; 0; : : : ; 0i. (ïÂß£Í ×ÈÏÄÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈ n ÏÂÙÞ-

ÎÏ ÍÅÎØÛÅ ÏÂÝÅÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á �ÑÞÅÅË ÐÁÍÑÔÉ�, Ô. Å. ÓÐÉÎÏ×, N . ïÓÔÁ×ÛÉ-

ÅÓÑ ÑÞÅÊËÉ ÚÁÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÎÕÌÑÍÉ.) ë ÎÁÞÁÌØÎÏÍÕ ÓÏÓÔÏÑÎÉÀ ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ

Ë×ÁÎÔÏ×ÁÑ ÓÈÅÍÁ, ÚÁ×ÉÓÑÝÁÑ ÏÔ ÒÅÛÁÅÍÏÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÎÏ ÎÅ ÏÔ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ

×ÈÏÄÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈ. ÷ ÉÔÏÇÅ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ

j (x

1

; : : : ; x

n

)i =

X

y

1

;:::;y

N

c

y

1

;:::;y

N

(x

1

; : : : ; x

n

) jy

1

; : : : ; y

N

i;

2)

îÁÉÂÏÌÅÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÍÏÄÅÌØÀ ÏÂÙÞÎÏÇÏ ËÏÍÐØÀÔÅÒÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

ÍÁÛÉÎÁôØÀÒÉÎÇÁ. âÏÌØÛÉÎÓÔ×ÏÍÏÄÅÌÅÊ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ,

Ô. Å. ÚÁÄÁÞÁ, ÒÁÚÒÅÛÉÍÁÑ ÚÁ L ÛÁÇÏ× × ÏÄÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ, ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ ÚÁ cL

k

ÛÁÇÏ× ×

ÄÒÕÇÏÊ ÍÏÄÅÌÉ, ÇÄÅ c É k | ËÏÎÓÔÁÎÔÙ.

3)

ìÀÂÁÑ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÁ × ÔÁËÏÍ ×ÉÄÅ. îÁÐÒÉ-

ÍÅÒ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÒÅÛÁÔØ ÚÁÄÁÞÕ Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÃÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ x ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉ-

ÔÅÌÉ, ÔÏ (x

1

; : : : ; x

n

) = x (× Ä×ÏÉÞÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ), Á F (x) | ÓÐÉÓÏË ÐÒÏÓÔÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ

(× ÎÅËÏÔÏÒÏÊ Ä×ÏÉÞÎÏÊ ËÏÄÉÒÏ×ËÅ).

÷×ÅÄÅÎÉÅ 11

ÚÁ×ÉÓÑÝÅÅ ÏÔ (x

1

; : : : ; x

n

). ôÅÐÅÒØ ÎÕÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ. ðÒÅÄ-

ÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÏÔ×ÅÔ ÄÏÌÖÅÎ ÓÏÄÅÒÖÁÔØÓÑ × ÐÅÒ×ÙÈ m ÂÉÔÁÈ ÓÔÒÏ-

ËÉ (y

1

; : : : ; y

N

), Ô. Å. ÍÙ ÉÝÅÍ ÔÁËÉÅ (y

1

; : : : ; y

m

), ÞÔÏ (y

1

; : : : ; y

m

) =

= F (x

1

; : : : ; x

n

). äÌÑ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÏÔ×ÅÔÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÓÑ ÉÚÍÅÒÅÎÉÅ ÚÎÁ-

ÞÅÎÉÊ ×ÓÅÈ ÓÐÉÎÏ×. òÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÉÚÍÅÒÅÎÉÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÌÀÂÁÑ ÐÏÓÌÅ-

ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ (y

1

; : : : ; y

N

), ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÐÏÌÕÞÉÔØ Å£

ÒÁ×ÎÁ jc

y

1

;:::;y

N

(x

1

; : : : ; x

n

)j

2

. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Ë×ÁÎÔÏ×ÙÊ ËÏÍÐØÀÔÅÒ ÍÏ-

ÖÅÔ, Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ, ÄÁÔØ ÌÀÂÏÊ ÏÔ×ÅÔ. ë×ÁÎÔÏ×ÁÑ ÓÈÅÍÁ

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÊ� ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ F , ÅÓÌÉ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÏÔ-

×ÅÔ (y

1

; : : : ; y

m

) = F (x

1

; : : : ; x

n

) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ, ÄÏÓÔÁÔÏÞ-

ÎÏ ÂÌÉÚËÏÊ Ë ÅÄÉÎÉÃÅ. ðÏ×ÔÏÒÉ× ×Ó£ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÚ É ×Ù-

ÂÒÁ× ÔÏÔ ÏÔ×ÅÔ, ËÏÔÏÒÙÊ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÞÁÝÅ, ÍÏÖÎÏ ÓÎÉÚÉÔØ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ

ÏÛÉÂËÉ ÄÏ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ.

íÙ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÌÉ (ÏÐÕÓËÁÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ)

ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÕÀ ÍÏÄÅÌØ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÇÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ. ôÅÐÅÒØ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ

ÚÁÄÁÔØ Ä×Á ×ÏÐÒÏÓÁ.

1. äÌÑ ËÁËÉÈ ÚÁÄÁÞ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÄÁÅÔ ×ÙÉÇÒÙÛ ÐÏ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ

Ó ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍ?

2. ëÁËÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÄÌÑ ÆÉÚÉÞÅÓËÏÊ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ

Ë×ÁÎÔÏ×ÏÇÏ ËÏÍÐØÀÔÅÒÁ? (üÔÏ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÓÉÓÔÅÍÁ

ÓÐÉÎÏ×.)

ðÏ ÐÏ×ÏÄÕ ÐÅÒ×ÏÇÏ ×ÏÐÒÏÓÁ ÓÅÊÞÁÓ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ. ÷Ï-ÐÅÒ×ÙÈ,

ÎÁ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÍ ËÏÍÐØÀÔÅÒÅ ÍÏÖÎÏ ÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÔØ ÌÀÂÕÀ Ë×ÁÎÔÏ×ÕÀ ÓÉ-

ÓÔÅÍÕ ÚÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÛÁÇÏ×. üÔÏ ÐÏÚ×ÏÌÉÔ (ÐÒÉ ÎÁÌÉÞÉÉ

Ë×ÁÎÔÏ×ÏÇÏ ËÏÍÐØÀÔÅÒÁ) ÐÒÅÄÓËÁÚÙ×ÁÔØ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÍÏÌÅËÕÌ É ËÒÉÓÔÁÌ-

ÌÏ×, ÐÒÏÅËÔÉÒÏ×ÁÔØ ÍÉËÒÏÓËÏÐÉÞÅÓËÉÅ ÜÌÅËÔÒÏÎÎÙÅ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Á ÒÁÚÍÅ-

ÒÏÍ × ÎÅÓËÏÌØËÏ ÄÅÓÑÔËÏ× ÁÎÇÓÔÒÅÍ. (óÅÊÞÁÓ ÔÁËÉÅ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Á ÎÁÈÏ-

ÄÑÔÓÑ ÎÁ ÐÒÅÄÅÌÅ ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ, ÎÏ × ÂÕÄÕÝÅÍ ÏÎÉ,

×ÅÒÏÑÔÎÏ, ÂÕÄÕÔ ÐÒÉÍÅÎÑÔØÓÑ × ÏÂÙÞÎÙÈ ËÏÍÐØÀÔÅÒÁÈ.) ÷ÔÏÒÏÊ ÐÒÉ-

ÍÅÒ | ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-ÞÉÓÌÏ×ÙÅ

ÚÁÄÁÞÉ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÁÂÅÌÅ×ÙÍÉ ÇÒÕÐÐÁÍÉ. ÷ 1994 ÇÏÄÕ ð. ûÏÒ (P. Shor)

ÐÒÉÄÕÍÁÌ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ

4)

, ÐÏÚ×ÏÌÑÀÝÉÊ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ

ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÞÉÓÌÏ ÉÚ n ÚÎÁËÏ× ÚÁ n

3

(logn)

k

ÛÁÇÏ× (k = const). üÔÏÔ

ËÒÁÓÉ×ÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÓËÏÒÅÅ ×ÒÅÄÎÏÅ, ÞÅÍ ÐÏÌÅÚÎÏÅ ÐÒÉ-

ÍÅÎÅÎÉÅ: ÒÁÚÌÁÇÁÑ ÞÉÓÌÁ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÄÂÉÒÁÔØ ËÌÀÞÉ Ë ÛÉ-

ÆÒÁÍ, ÐÏÄÄÅÌÙ×ÁÔØ ÜÌÅËÔÒÏÎÎÙÅ ÐÏÄÐÉÓÉ É Ô.Ä. (÷ÐÒÏÞÅÍ, ÔÒÕÄÎÏÓÔÉ

ÎÁ ÐÕÔÉ ÓÏÚÄÁÎÉÑ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÇÏ ËÏÍÐØÀÔÅÒÁ ÓÔÏÌØ ×ÅÌÉËÉ, ÞÔÏ × ÔÅÞÅÎÉÅ

4)

åÓÌÉ ÎÅ ×ÄÁ×ÁÔØÓÑ × ÔÏÎËÏÓÔÉ, Ë×ÁÎÔÏ×ÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ | ÜÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ

Ë×ÁÎÔÏ×ÁÑ ÓÈÅÍÁ. ïÔÌÉÞÉÅ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÓÈÅÍÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÄÌÑ ÚÁÄÁÞÉ ÆÉËÓÉ-

ÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ (n = const), Á ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÏÐÒÅÄÅÌ£Î ÄÌÑ ×ÓÅÈ n ÓÒÁÚÕ.
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ÂÌÉÖÁÊÛÉÈ 10 ÌÅÔ ÐÏÌØÚÏ×ÁÔÅÌÉ ÛÉÆÒÏ× ÍÏÇÕÔ ÓÐÁÔØ ÓÐÏËÏÊÎÏ.) ôÒÅ-

ÔÉÊ ÐÒÉÍÅÒ | ÜÔÏ ÐÏÉÓË ÎÕÖÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ × ÎÅÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÊ ÂÁÚÅ ÄÁÎ-

ÎÙÈ. úÄÅÓØ ×ÙÉÇÒÙÛ ÎÅ ÓÔÏÌØ ÚÎÁÞÉÔÅÌÅÎ: ÄÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÏÄÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ

ÉÚ N ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÐÏÒÑÄËÁ

p

N ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÎÁ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÍ ËÏÍÐØÀÔÅÒÅ ×ÍÅ-

ÓÔÏ N ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÎÁ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÍ. îÁ ÜÔÏÍ ÓÐÉÓÏË ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÐÒÉÍÅÒÏ×

ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ | ÎÅ ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÅ ËÏÍÐØÀÔÅÒÙ ÂÅÓÐÏÌÅÚÎÙ

ÄÌÑ ÄÒÕÇÉÈ ÚÁÄÁÞ, Á ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÔÅÏÒÉÑ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÐÏËÁ ÎÅ

ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÎÁ. âÕÄÅÍ ÎÁÄÅÑÔØÓÑ, ÞÔÏ ÓËÏÒÏ ÐÏÑ×ÑÔÓÑ ÎÏ×ÙÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅ-

ÓËÉÅ ÉÄÅÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÚ×ÏÌÑÔ ÐÒÉÄÕÍÁÔØ ÎÏ×ÙÅ ÐÒÉÍÅÒÙ.

æÉÚÉÞÅÓËÁÑ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÑ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÇÏ ËÏÍÐØÀÔÅÒÁ|ÞÒÅÚ×ÙÞÁÊÎÏ ÉÎ-

ÔÅÒÅÓÎÁÑ, ÎÏ ÓÌÏÖÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ. åÝ£ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÌÅÔ ÎÁÚÁÄ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÌÉÓØ

ÓÏÍÎÅÎÉÑ × Å£ ÐÒÉÎÃÉÐÉÁÌØÎÏÊ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ. äÅÌÏ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ

ÕÎÉÔÁÒÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÌÉÛØ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞÎÏ-

ÓÔØÀ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÓÉÓÔÅÍÕ ÓÐÉÎÏ× ÉÌÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ Ë×ÁÎÔÏ×ÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ

ÎÅÌØÚÑ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÚÁÝÉÔÉÔØ ÏÔ ×ÏÚÍÕÝÅÎÉÊ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÙ ÏËÒÕÖÁÀÝÅÊ

ÓÒÅÄÙ. ÷Ó£ ÜÔÏ ÄÏÌÖÎÏ ÐÒÉ×ÏÄÉÔØ Ë ÐÏÇÒÅÛÎÏÓÔÑÍ, ËÏÔÏÒÙÅ ÂÕÄÕÔ ÎÁ-

ËÁÐÌÉ×ÁÔØÓÑ × ÐÒÏÃÅÓÓÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ. þÅÒÅÚ L � �

�1

ÛÁÇÏ× (ÇÄÅ � |

ÔÏÞÎÏÓÔØ ËÁÖÄÏÇÏ ÕÎÉÔÁÒÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ) ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÛÉÂËÉ

ÓÔÁÎÅÔ ÐÏÒÑÄËÁ ÅÄÉÎÉÃÙ. ë ÓÞÁÓÔØÀ, ÜÔÕ ÔÒÕÄÎÏÓÔØ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÏÄÏÌÅÔØ,

ÉÓÐÏÌØÚÕÑ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÅ ËÏÄÙ, ÉÓÐÒÁ×ÌÑÀÝÉÅ ÏÛÉÂËÉ. ÷ 1996 ÇÏÄÕ ð. ûÏÒ

ÐÒÅÄÌÏÖÉÌ ÓÈÅÍÕ ËÏÒÒÅËÃÉÉ ÏÛÉÂÏË × ÐÒÏÃÅÓÓÅ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÇÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ

(fault-tolerant quantum computation), ËÏÔÏÒÁÑ ÂÙÌÁ ×ÓËÏÒÅ ÕÓÏ×ÅÒÛÅÎ-

ÓÔ×Ï×ÁÎÁ. ïËÏÎÞÁÔÅÌØÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ

ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÒÏÇÏ×ÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÔÏÞÎÏÓÔÉ �

0

, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ÐÒÉ � < �

0

×ÏÚ-

ÍÏÖÎÏ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÄÌÉÎÎÏÅ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ. ïÄÎÁËÏ ÐÒÉ � > �

0

ÏÛÉÂËÉ ÎÁËÁÐÌÉ×ÁÀÔÓÑ ÂÙÓÔÒÅÅ, ÞÅÍ ÉÈ ÕÄÁ£ÔÓÑ ÉÓÐÒÁ×ÌÑÔØ. ðÏ ÒÁÚÎÙÍ

ÏÃÅÎËÁÍ, �

0

ÌÅÖÉÔ × ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ ÏÔ 10

�2

ÄÏ 10

�6

(ÔÏÞÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ

ÏÔ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ ×ÏÚÍÕÝÅÎÉÊ É ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÏÊ ÓÈÅÍÙ ËÏÒÒÅËÃÉÉ ÏÛÉÂÏË).

éÔÁË, ÐÒÉÎÃÉÐÉÁÌØÎÙÈ ÐÒÅÐÑÔÓÔ×ÉÊ ÄÌÑ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÇÏ ËÏÍ-

ÐØÀÔÅÒÁ ÎÅÔ. ïÄÎÁËÏ ÚÁÄÁÞÁ ÓÔÏÌØ ÔÒÕÄÎÁ, ÞÔÏ Å£ ÍÏÖÎÏ ÓÒÁ×ÎÉÔØ Ó ÚÁ-

ÄÁÞÅÊ ÏÂ ÕÐÒÁ×ÌÑÅÍÏÍ ÔÅÒÍÏÑÄÅÒÎÏÍ ÓÉÎÔÅÚÅ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ

ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÉÔØ ÎÅÓËÏÌØËÉÍ ÐÏÞÔÉ ÎÅÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙÍ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑÍ.

1. üÌÅÍÅÎÔÙ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÇÏ ËÏÍÐØÀÔÅÒÁ | Ë×ÁÎÔÏ×ÙÅ ÂÉÔÙ (ÓÐÉÎÙ ÉÌÉ

ÞÔÏ-ÔÏ ÐÏÄÏÂÎÏÅ) | ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÙ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ É ÏÔ

ÏËÒÕÖÁÀÝÅÊ ÓÒÅÄÙ.

2. îÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÉÍÅÔØ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÉÚÂÉÒÁÔÅÌØÎÏÇÏ ×ÏÚÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÎÁ ÐÁ-

ÒÕ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÈ ÂÉÔÏ×. (÷ÏÚÍÏÖÎÏ, ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÔÉÐÏ× ×ÏÚ-

ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÎÁ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÐÁÒÕ, ÏÐÉÓÙ×ÁÅÍÙÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÕÎÉÔÁÒ-

ÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ.)

3. ëÁÖÄÙÊ ÉÚ ÕÎÉÔÁÒÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÎ Ó ÔÏÞ-

ÎÏÓÔØÀ � < �

0

(ÓÍ. ×ÙÛÅ).
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4. òÅÁÌÉÚÕÅÍÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙ.

ôÏÞÎÅÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÏÎÉ ÄÏÌÖÎÙ ÏÂÒÁÚÏ×Ù×ÁÔØ ÐÏÌÎÙÊ ÂÁÚÉÓ, ÞÔÏÂÙ ÌÀ-

ÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ × ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ×ÙÒÁÖÁÌÓÑ ÞÅÒÅÚ ÎÉÈ.

÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ×ÒÅÍÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÏÄÈÏÄÏ× Ë ÐÒÏÂÌÅÍÅ ÒÅÁ-

ÌÉÚÁÃÉÉ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÇÏ ËÏÍÐØÀÔÅÒÁ.

1. ïÔÄÅÌØÎÙÅ ÁÔÏÍÙ ÉÌÉ ÉÏÎÙ. üÔÏ ÐÅÒ×ÁÑ É ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÈÏÒÏÛÏ ÒÁÚÒÁ-

ÂÏÔÁÎÎÁÑ ÉÄÅÑ, ÏÎÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ × ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ×ÁÒÉÁÎÔÁÈ. äÌÑ ÐÒÅÄÓÔÁ-

×ÌÅÎÉÑ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÇÏ ÂÉÔÁ ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ËÁË ÏÂÙÞÎÙÅ ÜÌÅËÔÒÏÎÎÙÅ

ÕÒÏ×ÎÉ, ÔÁË É ÕÒÏ×ÎÉ ÔÏÎËÏÊ É Ó×ÅÒÈÔÏÎËÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ. éÍÅÅÔÓÑ ÜËÓ-

ÐÅÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÔÅÈÎÉËÁ, ÐÏÚ×ÏÌÑÀÝÁÑ ÕÄÅÒÖÉ×ÁÔØ ÏÔÄÅÌØÎÙÊ ÉÏÎ ÉÌÉ

ÁÔÏÍ × ÌÏ×ÕÛËÅ ÉÚ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÇÏ ÍÁÇÎÉÔÎÏÇÏ ÉÌÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ ÜÌÅËÔÒÉ-

ÞÅÓËÏÇÏ ÐÏÌÑ × ÔÅÞÅÎÉÅ ÄÌÉÔÅÌØÎÏÇÏ ×ÒÅÍÅÎÉ (ÐÏÒÑÄËÁ 1 ÞÁÓÁ). éÏÎ

ÍÏÖÎÏ �ÏÈÌÁÄÉÔØ� (Ô. Å. ÐÏÇÁÓÉÔØ ËÏÌÅÂÁÔÅÌØÎÏÅ Ä×ÉÖÅÎÉÅ) ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ

ÌÁÚÅÒÎÏÇÏ ÌÕÞÁ. ðÏÄÂÉÒÁÑ ÄÌÉÔÅÌØÎÏÓÔØ É ÞÁÓÔÏÔÕ ÌÁÚÅÒÎÙÈ ÉÍÐÕÌØ-

ÓÏ×, ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÇÏÔÏ×ÉÔØ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÀ ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ É ×ÏÚ-

ÂÕÖÄ£ÎÎÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÕÐÒÁ×ÌÑÔØ ÏÔÄÅÌØÎÙÍ ÉÏÎÏÍ

ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÌÅÇËÏ. ÷ ÌÏ×ÕÛËÕ ÍÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÐÏÍÅÓÔÉÔØ Ä×Á ÉÌÉ ÂÏÌØÛÅÅ

ÞÉÓÌÏ ÉÏÎÏ× ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÍÉËÒÏÎ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ É ÕÐÒÁ×ÌÑÔØ

ËÁÖÄÙÍ ÉÚ ÎÉÈ × ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ. ïÄÎÁËÏ ÏÒÇÁÎÉÚÏ×ÁÔØ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÉÅ

ÍÅÖÄÕ ÉÏÎÁÍÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÔÒÕÄÎÏ. äÌÑ ÜÔÏÊ ÃÅÌÉ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ-

×ÁÔØ ËÏÌÌÅËÔÉ×ÎÙÅ ËÏÌÅÂÁÔÅÌØÎÙÅ ÍÏÄÙ ÉÏÎÏ× (ÏÂÙÞÎÙÅ ÍÅÈÁÎÉÞÅÓËÉÅ

ËÏÌÅÂÁÎÉÑ Ó ÞÁÓÔÏÔÏÊ × ÎÅÓËÏÌØËÏ ÍÅÇÁÇÅÒÃ). äÒÕÇÏÊ ÓÐÏÓÏÂ (ÄÌÑ ÎÅÊ-

ÔÒÁÌØÎÙÈ ÁÔÏÍÏ×): ÐÏÍÅÓÔÉÔØ ÁÔÏÍÙ × ÏÔÄÅÌØÎÙÅ ÜÌÅËÔÒÏÍÁÇÎÉÔÎÙÅ

ÒÅÚÏÎÁÔÏÒÙ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ (ÐÏËÁ ÎÅÐÏÎÑÔÎÏ, ËÁË ÜÔÏ ÒÅÁÌÉ-

ÚÏ×ÁÔØ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉ). îÁËÏÎÅÃ, ÔÒÅÔÉÊ ÓÐÏÓÏÂ: ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ

ÌÁÚÅÒÎÙÈ ÌÕÞÅÊ ÍÏÖÎÏ ÓÏÚÄÁÔØ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÊ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌ (�ÏÐÔÉÞÅÓËÕÀ

ÒÅÛ£ÔËÕ�), ÕÄÅÒÖÉ×ÁÀÝÉÊ ÎÅ×ÏÚÂÕÖÄ£ÎÎÙÅ ÁÔÏÍÙ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ×ÏÚÍÏÖ-

ÎÁ ÓÉÔÕÁÃÉÑ, ËÏÇÄÁ ×ÏÚÂÕÖÄ£ÎÎÙÅ ÁÔÏÍÙ ÍÏÇÕÔ Ó×ÏÂÏÄÎÏ Ä×ÉÇÁÔØÓÑ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÏÚÂÕÖÄÁÑ ÎÁ ËÏÒÏÔËÏÅ ×ÒÅÍÑ ÏÄÉÎ ÉÚ ÁÔÏÍÏ×, ÍÙ ÚÁ-

ÓÔÁ×ÌÑÅÍ ÅÇÏ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ Ó ÓÏÓÅÄÑÍÉ. üÔÏ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ ÜËÓÐÅÒÉ-

ÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÆÉÚÉËÉ ÓÅÊÞÁÓ ÂÙÓÔÒÏ ÒÁÚ×É×ÁÅÔÓÑ É, ÐÏ-×ÉÄÉÍÏÍÕ, ÉÍÅÅÔ

ÂÏÌØÛÉÅ ÐÅÒÓÐÅËÔÉ×Ù.

2. ñÄÅÒÎÙÊ ÍÁÇÎÉÔÎÙÊ ÒÅÚÏÎÁÎÓ. ÷ ÍÏÌÅËÕÌÅ Ó ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙ-

ÍÉ ÑÄÅÒÎÙÍÉ ÓÐÉÎÁÍÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÕÎÉÔÁÒÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÍÏÖÎÏ

ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÍÐÕÌØÓÏ× ÍÁÇÎÉÔÎÏÇÏ

ÐÏÌÑ. üÔÏ ÂÙÌÏ ÐÒÏ×ÅÒÅÎÏ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÏ ÐÒÉ ËÏÍÎÁÔÎÏÊ ÔÅÍÐÅ-

ÒÁÔÕÒÅ. ïÄÎÁËÏ ÄÌÑ ÐÒÉÇÏÔÏ×ÌÅÎÉÑ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÁ

ÔÅÍÐÅÒÁÔÕÒÁ < 10

�3

K. ðÏÍÉÍÏ ÔÒÕÄÎÏÓÔÅÊ Ó ÏÈÌÁÖÄÅÎÉÅÍ, ÐÒÉ ÔÁËÏÊ

ÔÅÍÐÅÒÁÔÕÒÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÔ ÎÅÖÅÌÁÔÅÌØÎÙÅ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÍÏÌÅËÕÌ ÄÒÕÇ

Ó ÄÒÕÇÏÍ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÎÅÐÏÎÑÔÎÏ, ËÁË ÉÚÂÉÒÁÔÅÌØÎÏ ×ÏÚÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ ÎÁ

ÄÁÎÎÙÊ ÓÐÉÎ, ÅÓÌÉ × ÍÏÌÅËÕÌÅ ÅÓÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÓÐÉÎÏ×.
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3. óÉÓÔÅÍÙ Ó×ÅÒÈÐÒÏ×ÏÄÑÝÉÈ ÇÒÁÎÕÌ. ðÒÉ Ó×ÅÒÈÎÉÚËÉÈ ÔÅÍÐÅÒÁÔÕÒÁÈ

ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎØÀ Ó×ÏÂÏÄÙ ÍÉËÒÏÓËÏÐÉÞÅÓËÏÊ Ó×ÅÒÈÐÒÏ×ÏÄÑÝÅÊ

ÇÒÁÎÕÌÙ (ÄÉÁÍÅÔÒÏÍ × ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÏÔÅÎ ÁÎÇÓÔÒÅÍ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Å£ ÚÁÒÑÄ.

ïÎ ÍÏÖÅÔ ÉÚÍÅÎÑÔØÓÑ ÎÁ ×ÅÌÉÞÉÎÕ, ËÒÁÔÎÕÀ Ä×ÕÍ ÚÁÒÑÄÁÍ ÜÌÅËÔÒÏ-

ÎÁ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÜÌÅËÔÒÏÎÙ × Ó×ÅÒÈÐÒÏ×ÏÄÎÉËÅ Ó×ÑÚÁÎÙ × ÐÁÒÙ). íÅÎÑÑ

×ÎÅÛÎÉÊ ÜÌÅËÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌ, ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÔÁËÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ,

ËÏÇÄÁ Ä×Á ÚÁÒÑÄÏ×ÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÂÕÄÕÔ ÉÍÅÔØ ÐÏÞÔÉ ÏÄÉÎÁËÏ×ÕÀ ÜÎÅÒ-

ÇÉÀ. üÔÉ Ä×Á ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÓÏ-

ÓÔÏÑÎÉÊ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÇÏ ÂÉÔÁ. çÒÁÎÕÌÙ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ÐÏ-

ÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ ÄÖÏÚÅÆÓÏÎÏ×ÓËÉÈ ËÏÎÔÁËÔÏ× É ×ÚÁÉÍÎÏÊ ÜÌÅËÔÒÉÞÅÓËÏÊ £Í-

ËÏÓÔÉ. üÔÉÍ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÍÏÖÎÏ ÕÐÒÁ×ÌÑÔØ. ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÒÕÄÎÏÓÔØ

ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÎÕÖÎÏ ÕÐÒÁ×ÌÑÔØ ËÁÖÄÏÊ ÇÒÁÎÕÌÏÊ × ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ,

ÐÒÉÞÅÍ Ó ×ÙÓÏËÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ. ðÏ-×ÉÄÉÍÏÍÕ, ÜÔÏÔ ÐÏÄÈÏÄ ÐÅÒÓÐÅËÔÉ×ÅÎ,

ÎÏ ÄÌÑ ÅÇÏ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÓÏÚÄÁÎÉÅ ÎÏ×ÏÊ ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÉ.

4. áÎÉÏÎÙ. áÎÉÏÎÙ | ÜÔÏ ÏÓÏÂÙÅ ×ÏÚÂÕÖÄÅÎÉÑ × Ä×ÕÍÅÒÎÙÈ Ë×ÁÎÔÏ-

×ÙÈ ÓÉÓÔÅÍÁÈ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, × Ä×ÕÍÅÒÎÏÊ ÜÌÅËÔÒÏÎÎÏÊ ÖÉÄËÏÓÔÉ × ÍÁÇ-

ÎÉÔÎÏÍ ÐÏÌÅ. ïÄÉÎ ÉÚ Á×ÔÏÒÏ× (á.ë.) ÓÞÉÔÁÅÔ ÜÔÏÔ ÐÏÄÈÏÄ ÎÁÉÂÏÌÅÅ

ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÍ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÎ ÖÅ ÅÇÏ É ÐÒÉÄÕÍÁÌ [32]), ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÐÉÛÅÍ

ÅÇÏ ÂÏÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ.

ïÓÎÏ×ÎÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÏÊ ÐÒÉ ÓÏÚÄÁÎÉÉ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÇÏ ËÏÍÐØÀÔÅÒÁ Ñ×ÌÑÅÔ-

ÓÑ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ ÕÎÉÔÁÒÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ

� < �

0

� 10

�2

� 10

�6

. äÌÑ ÜÔÏÇÏ, ËÁË ÐÒÁ×ÉÌÏ, ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ËÏÎÔÒÏÌÉ-

ÒÏ×ÁÔØ ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ ÓÉÓÔÅÍÙ Ó ÅÝ£ ÂÏÌØÛÅÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ. ïÄÎÁËÏ ÍÏÖÎÏ

ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÓÉÔÕÁÃÉÀ, ËÏÇÄÁ ×ÙÓÏËÁÑ ÔÏÞÎÏÓÔØ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ Á×ÔÏÍÁ-

ÔÉÞÅÓËÉ, Ô. Å. ÉÓÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ ÏÛÉÂÏË ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÎÁ ÆÉÚÉÞÅÓËÏÍ ÕÒÏ×ÎÅ.

ðÒÉÍÅÒÏÍ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ Ä×ÕÍÅÒÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ Ó ÁÎÉÏÎÎÙÍÉ ×ÏÚÂÕÖÄÅÎÉÑÍÉ.

÷ÓÅ ÞÁÓÔÉÃÙ × ÔÒ£ÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÌÉÂÏ ÂÏÚÏÎÁÍÉ,

ÌÉÂÏ ÆÅÒÍÉÏÎÁÍÉ. ÷ÏÌÎÏ×ÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÂÏÚÏÎÏ× ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÐÅÒÅÓÔÁ-

ÎÏ×ËÅ Ä×ÕÈ ÞÁÓÔÉÃ, Á ×ÏÌÎÏ×ÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÆÅÒÍÉÏÎÏ× ÕÍÎÏÖÁÅÔÓÑ ÎÁ �1.

÷ ÌÀÂÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÉ ×ÏÚ×ÒÁÝÅÎÉÉ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÞÁÓÔÉÃ ÎÁ ÐÒÅÖÎÅÅ ÍÅÓÔÏ

ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ. ÷ Ä×ÕÍÅÒÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍÁÈ ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÂÏ-

ÌÅÅ ÓÌÏÖÎÏÅ ÐÏ×ÅÄÅÎÉÅ. ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÅÞØ ÐÏÊÄ£Ô ÎÅ ÏÂ

ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÞÁÓÔÉÃÁÈ ÔÉÐÁ ÜÌÅËÔÒÏÎÁ, Á Ï ×ÏÚÂÕÖÄÅÎÉÑÈ, ÉÌÉ ÄÅÆÅË-

ÔÁÈ × Ä×ÕÍÅÒÎÏÊ ÜÌÅËÔÒÏÎÎÏÊ ÖÉÄËÏÓÔÉ. ôÁËÉÅ ×ÏÚÂÕÖÄÅÎÉÑ ÐÏÈÏÖÉ ÎÁ

�ÎÁÓÔÏÑÝÉÅ� (Ô. Å. ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ) ÞÁÓÔÉÃÙ, ÎÏ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ

ÎÅÏÂÙÞÎÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ. ÷ÏÚÂÕÖÄÅÎÉÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÄÒÏÂÎÙÊ ÜÌÅËÔÒÉ-

ÞÅÓËÉÊ ÚÁÒÑÄ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, 1=3 ÏÔ ÚÁÒÑÄÁ ÜÌÅËÔÒÏÎÁ). ðÒÉ Ä×ÉÖÅÎÉÉ ÏÄÎÏ-

ÇÏ ×ÏÚÂÕÖÄÅÎÉÑ ×ÏËÒÕÇ ÄÒÕÇÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÏËÒÕÖÁÀÝÅÊ ÉÈ ÜÌÅËÔÒÏÎÎÏÊ

ÖÉÄËÏÓÔÉ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÓÔÒÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÚÁ×ÉÓÑÝÉÍ ÏÔ ÔÉÐÁ

×ÏÚÂÕÖÄÅÎÉÊ É ÏÔ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÐÕÔÉ, ÎÏ ÎÅ ÏÔ ËÏÎËÒÅÔÎÏÊ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ.

÷ ÐÒÏÓÔÅÊÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÏÌÎÏ×ÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÄÏÍÎÏÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ÞÉÓÌÏ (e

2�i=3
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ÄÌÑ ÁÎÉÏÎÏ× × Ä×ÕÍÅÒÎÏÊ ÜÌÅËÔÒÏÎÎÏÊ ÖÉÄËÏÓÔÉ × ÍÁÇÎÉÔÎÏÍ ÐÏÌÅ ÐÒÉ

ÆÁËÔÏÒÅ ÚÁÐÏÌÎÅÎÉÑ 1=3). ÷ÏÚÂÕÖÄÅÎÉÑ Ó ÔÁËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ-

ÓÑ ÁÂÅÌÅ×ÙÍÉ ÁÎÉÏÎÁÍÉ. äÒÕÇÏÊ ÐÒÉÍÅÒ ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÁÎÉÏÎÏ× ÏÐÉÓÁÎ (ÎÁ

ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ ÑÚÙËÅ) × ÒÁÚÄÅÌÅ 14.11.

âÏÌÅÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙ ÎÅÁÂÅÌÅ×Ù ÁÎÉÏÎÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏËÁ ÎÅ ÎÁÂÌÀÄÁÌÉÓØ

ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÏ. (ôÅÏÒÉÑ ÐÒÅÄÓËÁÚÙ×ÁÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÎÅÁÂÅÌÅ×ÙÈ

ÁÎÉÏÎÏ× × Ä×ÕÍÅÒÎÏÊ ÜÌÅËÔÒÏÎÎÏÊ ÖÉÄËÏÓÔÉ × ÍÁÇÎÉÔÎÏÍ ÐÏÌÅ ÐÒÉ ÆÁË-

ÔÏÒÅ ÚÁÐÏÌÎÅÎÉÑ 5=2.) ðÒÉ ÎÁÌÉÞÉÉ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÎÅÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÁÎÉÏÎÏ× ÓÏ-

ÓÔÏÑÎÉÅ ÜÌÅËÔÒÏÎÎÏÊ ÖÉÄËÏÓÔÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍ, ÐÒÉÞÅÍ ËÒÁÔ-

ÎÏÓÔØ ×ÙÒÏÖÄÅÎÉÑ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÞÉÓÌÁ ÁÎÉÏÎÏ×. äÒÕ-

ÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ ÏÄÎÏ, Á ÍÎÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏ-

ÇÕÔ ÏÂÒÁÚÏ×Ù×ÁÔØ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÅ ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÉ. îÁ ÔÁËÕÀ

ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÀ ÎÅÌØÚÑ ÎÉËÁË ×ÏÚÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ, ÎÅ ÐÅÒÅÍÅÝÁÑ ÁÎÉÏÎÙ, ÐÏ-

ÜÔÏÍÕ ÏÎÁ ÉÄÅÁÌØÎÏ ÚÁÝÉÝÅÎÁ ÏÔ ×ÏÚÍÕÝÅÎÉÊ. åÓÌÉ ÏÂ×ÅÓÔÉ ÏÄÉÎ ÁÎÉÏÎ

×ÏËÒÕÇ ÄÒÕÇÏÇÏ, ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÑ ÐÏÄ×ÅÒÇÎÅÔÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÍÕ ÕÎÉÔÁÒÎÏ-

ÍÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÀ. üÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÔÏÞÎÙÍ.

(ïÛÉÂËÁ ÍÏÖÅÔ ×ÏÚÎÉËÎÕÔØ, ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÁÎÉÏÎ �×ÙÒ×ÅÔÓÑ Õ ÎÁÓ ÉÚ ÒÕË�

×ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÇÏ ÔÕÎÎÅÌÉÒÏ×ÁÎÉÑ).

îÁ ÐÅÒ×ÙÊ ×ÚÇÌÑÄ, ÐÒÏÅËÔ Ó ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÁÎÉÏÎÏ× ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÎÁÉ-

ÍÅÎÅÅ ÒÅÁÌÉÓÔÉÞÎÏ. ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, ÁÂÅÌÅ×Ù ÁÎÉÏÎÙ ÎÅ ÇÏÄÑÔÓÑ ÄÌÑ Ë×ÁÎ-

ÔÏ×ÙÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ, Á ÎÅÁÂÅÌÅ×Ù ÅÝ£ ÔÏÌØËÏ ÐÒÅÄÓÔÏÉÔ ÎÁÊÔÉ × ÜËÓÐÅÒÉ-

ÍÅÎÔÅ. äÌÑ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÇÏ ËÏÍÐØÀÔÅÒÁ ÎÕÖÎÏ ËÏÎÔÒÏÌÉÒÏ×ÁÔØ

ËÁÖÄÕÀ ÉÚ ÞÁÓÔÉÃ, ËÏÔÏÒÙÅ ÂÕÄÕÔ Ä×ÉÇÁÔØÓÑ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑÈ ÐÏÒÑÄËÁ

ÄÏÌÅÊ ÍÉËÒÏÎÁ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ. üÔÏ ÞÒÅÚ×ÙÞÁÊÎÏ ÓÌÏÖÎÁÑ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÁÑ

ÚÁÄÁÞÁ. ïÄÎÁËÏ, Ó ÕÞ£ÔÏÍ ×ÙÓÏËÉÈ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÊ Ë ÔÏÞÎÏÓÔÉ, ÏÓÕÝÅÓÔ×ÉÔØ

ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ×ÙÛÅ ÐÏÄÈÏÄÏ× ÎÉÞÕÔØ ÎÅ ÌÅÇÞÅ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ,

ÉÄÅÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÇÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ, ÌÅÖÁÝÁÑ × ÏÓÎÏ×Å ÐÏÄ-

ÈÏÄÁ Ó ÁÎÉÏÎÁÍÉ, ÍÏÖÅÔ ×ÏÐÌÏÔÉÔØÓÑ ËÁËÉÍ-ÌÉÂÏ ÄÒÕÇÉÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ. îÁ-

ÐÒÉÍÅÒ, ÚÁÝÉÝ£ÎÎÁÑ ÏÔ ×ÏÚÍÕÝÅÎÉÊ Ë×ÁÎÔÏ×ÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ Ó×ÏÂÏÄÙ ÍÏÖÅÔ

×ÏÚÎÉËÎÕÔØ ÎÁ ËÏÎÃÅ �Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ ÐÒÏ×ÏÌÏËÉ� (ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏ×ÏÄÎÉËÁ

Ó ÎÅÞ£ÔÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÑÀÝÉÈÓÑ ÜÌÅËÔÒÏÎÎÙÈ ÍÏÄ, ÎÁÈÏÄÑÝÅ-

ÇÏÓÑ × ËÏÎÔÁËÔÅ Ó ÔÒ£ÈÍÅÒÎÙÍ Ó×ÅÒÈÐÏ×ÏÄÎÉËÏÍ).

éÔÁË, ÉÄÅÑ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÇÏ ËÏÍÐØÀÔÅÒÁ ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÓÔÏÌØ ÖÅ ÚÁÍÁÎÞÉ×Ï,

ÓËÏÌØ ÎÅÒÅÁÌÉÓÔÉÞÎÏ. îÁ×ÅÒÎÏÅ, ÔÁË ÖÅ ×ÏÓÐÒÉÎÉÍÁÌÓÑ ÐÒÏÅËÔ ÏÂÙÞÎÏ-

ÇÏ ËÏÍÐØÀÔÅÒÁ ×Ï ×ÒÅÍÅÎÁ þÁÒÌØÚÁ âÜÂÂÉÄÖÁ, ÉÚÏÂÒÅÔÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ

ÂÙÌÏ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÎÏ ÌÉÛØ ÓÔÏ ÌÅÔ ÓÐÕÓÔÑ. âÕÄÅÍ ÎÁÄÅÑÔØÓÑ, ÞÔÏ × ÎÁÛÅ

×ÒÅÍÑ ÎÁÕÞÎÏ-ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓ ÉÄÅÔ ÂÙÓÔÒÅÅ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÅ ÐÒÉÄ£Ô-

ÓÑ ÖÄÁÔØ ÔÁË ÄÏÌÇÏ. ÷ÏÚÍÏÖÎÏ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÄÎÏÊ Ó×ÅÖÅÊ ÉÄÅÉ ÐÌÀÓ

ÎÅÓËÏÌØËÏ ÌÅÔ ÎÁ ÒÁÚÒÁÂÏÔËÕ ÎÏ×ÏÊ ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÉ: : :



þÁÓÔØ I

ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ

1. þÔÏ ÔÁËÏÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍ?

îÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ | ÜÔÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÁÑ ÓÏ×ÏËÕÐ-

ÎÏÓÔØ ÉÎÓÔÒÕËÃÉÊ ÐÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÀ ÉÓÈÏÄÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔ,

ÐÒÉÞ£Í ×ÓÅ ÉÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙ, Ô. Å. ÐÒÉ ÉÈ ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÉ �ÎÁÍ

ÐÒÉÄ£ÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÍÅÈÁÎÉÞÅÓËÉ ÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÐÒÅÄÐÉÓÁÎÉÑÍ, ËÁË ÅÓÌÉ ÂÙ ÍÙ

ÂÙÌÉ ÒÏÂÏÔÁÍÉ: ÏÔ ÎÁÓ ÎÅ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÉ ÐÏÎÉÍÁÎÉÑ, ÎÉ ÉÓËÕÓÓÔ×Á,

ÎÉ ÉÚÏÂÒÅÔÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ� [5, Ó. 270]. æÏÒÍÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÜÔÏ ÐÏÎÑÔÉÅ ÍÏÖÎÏ

ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ.

1.1. íÁÛÉÎÙ ôØÀÒÉÎÇÁ. íÁÛÉÎÁ ôØÀÒÉÎÇÁ (ÓÏËÒÁÝ£ÎÎÏ íô) ÏÄ-

ÎÏÚÎÁÞÎÏ ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÕËÁÚÁÎÉÅÍ ÎÁÂÏÒÁ (S; ;A;Q; q

0

; �), ÇÄÅ S, A, Q |

ËÏÎÅÞÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÐÒÉÞ£Í A � S; | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ SnA; q

0

|

ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Q, Á � | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ (ÞÁÓÔÉÞÎÁÑ

5)

, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ)

ÆÕÎËÃÉÑ ÉÚ Q� S × Q� S � f�1; 0; 1g.

óÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÅ ÞÁÓÔÉ íô ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÔÁË:

S | ÁÌÆÁ×ÉÔ,

| ÐÕÓÔÏÊ ÓÉÍ×ÏÌ (ÉÌÉ ÐÒÏÂÅÌ),

A | ×ÎÅÛÎÉÊ ÁÌÆÁ×ÉÔ,

Q | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÕÐÒÁ×ÌÑÀÝÅÇÏ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Á,

q

0

| ÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ,

� | ÆÕÎËÃÉÑ ÐÅÒÅÈÏÄÏ×.

óÏÓÔÏÑÎÉÅ íô ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÔÒÏÊËÏÊ (�; p; q), ÇÄÅ � | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÓÌÏ-

×Ï × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ S, Ô. Å. ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ s

0

; : : : ; s

n

; : : :

ÜÌÅÍÅÎÔÏ× S; p | ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ; q 2 Q. óÉÍ×ÏÌÙ ÓÌÏ×Á

� ÂÕÄÅÍ, ËÁË ÜÔÏ ÐÒÉÎÑÔÏ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÚÁÐÉÓÁÎÎÙÍÉ ÎÁ ÌÅÎÔÅ, ÒÁÚÂÉ-

ÔÏÊ ÎÁ ÑÞÅÊËÉ, ÐÏ ÑÞÅÊËÅ ÎÁ ÓÉÍ×ÏÌ. îÁ ÌÅÎÔÅ ÔÁËÖÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÇÏÌÏ×ËÁ,

5)

ðÏÄ ÞÁÓÔÉÞÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å X ÚÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ,

ÏÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × X .

þÔÏ ÔÁËÏÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍ? 17

ËÏÔÏÒÁÑ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÁ ÎÁÄ ÑÞÅÊËÏÊ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ p. îÁÇÌÑÄÎÏ ÜÔÏ ÉÚÏÂÒÁ-

ÖÁÅÔÓÑ ÔÁË:

ðÏÌÏÖÅÎÉÅ ÇÏÌÏ×ËÉ O

ñÞÅÊËÉ s

0

s

1

: : : s

p

: : :

îÏÍÅÒÁ ÑÞÅÅË 0 1 p

ðÏÍÉÍÏ ÌÅÎÔÙ ÍÁÛÉÎÁ ôØÀÒÉÎÇÁ ÉÍÅÅÔ ÕÐÒÁ×ÌÑÀÝÅÅ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Ï, ÓÏ-

ÓÔÏÑÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ q ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Q.

óÏÓÔÏÑÎÉÑ íô ÍÅÎÑÀÔÓÑ ÄÉÓËÒÅÔÎÏ. úÁ ÏÄÉÎ ÔÁËÔ ÒÁÂÏÔÙ ÕÐÒÁ×ÌÑ-

ÀÝÅÅ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Ï ×ÙÐÏÌÎÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ (ÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ íô

ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ (�; p; q)):

Á) ÞÉÔÁÅÔ ÓÉÍ×ÏÌ, ÎÁÈÏÄÑÝÉÊÓÑ ÐÏÄ ÇÏÌÏ×ËÏÊ (Ô. Å. ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ s

p

);

Â) ×ÙÞÉÓÌÑÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÅÒÅÈÏÄÏ×: �(q; s

p

) = (q

0

; s;�p) (ÅÓÌÉ

ÆÕÎËÃÉÑ ÐÅÒÅÈÏÄÏ× ÎÁ ÐÁÒÅ (q; s

p

) ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ, ÔÏ ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔ

ÍÁÛÉÎÕ ôØÀÒÉÎÇÁ);

×) ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÔ ÎÁ ÌÅÎÔÕ × ÑÞÅÊËÕ p ÓÉÍ×ÏÌ s, ÓÄ×ÉÇÁÅÔ ÇÏÌÏ×ËÕ ÎÁ �p

É ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ q

0

(ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÎÏ×ÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÍÁ-

ÛÉÎÙ ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÔÒÏÊËÏÊ ((s

0

; : : : ; s

p�1

; s; s

p+1

; : : : ); p+�p; q

0

));

Ç) ÅÓÌÉ p+�p < 0, ÔÏ ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔ ÍÁÛÉÎÕ.

ðÏÖÁÌÕÊ, ×ÓÑËÉÊ ÓÏÇÌÁÓÉÔÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÎÅ ÔÒÅÂÕÀÔ ÎÉ ÐÏÎÉ-

ÍÁÎÉÑ, ÎÉ ÉÓËÕÓÓÔ×Á, ÎÉ ÉÚÏÂÒÅÔÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ.

òÁÂÏÔÁ ÍÁÛÉÎÙ ôØÀÒÉÎÇÁ ÂÕÄÅÔ ×ÓÅÇÄÁ ÎÁÞÉÎÁÔØÓÑ ÉÚ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ

(� : : : ; 0; q

0

), ÇÄÅ ÚÁ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÓÌÏ×ÏÍ �, ÓÏÓÔÏÑÝÉÍ ÉÚ ÓÉÍ×ÏÌÏ× ×ÎÅÛ-

ÎÅÇÏ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ (ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ ÓÌÏ× ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ A

�

), ÓÌÅÄÕÅÔ ÂÅÓ-

ËÏÎÅÞÎÏÅ ÓÌÏ×Ï, ÃÅÌÉËÏÍ ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÐÕÓÔÙÈ ÓÉÍ×ÏÌÏ×. óÌÏ×Ï � ÂÕÄÅÍ

ÎÁÚÙ×ÁÔØ ×ÈÏÄÏÍ íô. ÷ ÌÀÂÏÊ ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ ÓÌÏ×Ï, ÚÁÐÉÓÁÎÎÏÅ ÎÁ

ÌÅÎÔÅ, ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ � : : : , ÇÄÅ ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÓÉÍ×ÏÌ

ÓÌÏ×Á � | ÎÅ ÐÕÓÔÏÊ, Á ÚÁ ÎÉÍ ÉÄÕÔ ÔÏÌØËÏ ÐÕÓÔÙÅ ÓÉÍ×ÏÌÙ. âÕÄÅÍ

ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÓÌÏ×Ï � ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÏÊ ÞÁÓÔØÀ ÌÅÎÔÙ.

÷ÙÐÏÌÎÑÑ ÏÄÉÎ ÔÁËÔ ÒÁÂÏÔÙ ÚÁ ÄÒÕÇÉÍ, ÍÁÛÉÎÁ ôØÀÒÉÎÇÁ ÐÏÒÏÖÄÁ-

ÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ

(�

0

; 0; q

0

); (�

1

; p

1

; q

1

); (�

2

; p

2

; q

2

); : : :

åÓÌÉ íô ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ, ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÁÑ ÞÁÓÔØ ÌÅÎÔÙ × ÄÏÓÔÉÇÎÕÔÏÍ

ÐÅÒÅÄ ÏÓÔÁÎÏ×ËÏÊ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÒÁÂÏÔÙ íô.

1.2. ÷ÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ É ÒÁÚÒÅÛÉÍÙÅ ÐÒÅÄÉËÁÔÙ. ëÁÖÄÁÑ ÍÁ-

ÛÉÎÁ ôØÀÒÉÎÇÁ í ×ÙÞÉÓÌÑÅÔ ÞÁÓÔÉÞÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ '

í

ÉÚ A

�

× A

�

,

ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÕÀ ×ÈÏÄ � × ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÒÁÂÏÔÙ íô ÎÁ ×ÈÏÄÅ � ÐÒÉ ÕÓÌÏ-

×ÉÉ, ÞÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÒÁÂÏÔÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÏ×ÏÍ ×Ï ×ÎÅÛÎÅÍ ÁÌÆÁ×ÉÔÅ. äÌÑ
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×ÈÏÄÏ×, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÁÛÉÎÁ ÎÅ ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÉÌÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÓÏÄÅÒ-

ÖÉÔ ÓÉÍ×ÏÌÙ ÉÚ S nA, ÆÕÎËÃÉÑ '

í

ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ. éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÑÓÎÏ,

ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ íô ×ÙÞÉÓÌÑÅÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÕ ÆÕÎËÃÉÀ (ÂÙÔØ ÍÏÖÅÔ, ÎÉÇÄÅ ÎÅ

ÏÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÕÀ).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.1. þÁÓÔÉÞÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ÉÚ A

�

× A

�

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×Ù-

ÞÉÓÌÉÍÏÊ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÁÛÉÎÁ ôØÀÒÉÎÇÁí , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ '

í

= f .

ðÒÉ ÜÔÏÍ ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ f ×ÙÞÉÓÌÉÍÁ ÎÁ í .

îÅ ×ÓÅ ÆÕÎËÃÉÉ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙ. üÔÏ ÑÓÎÏ ÉÚ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÍÏÝÎÏÓÔÉ ÍÎÏ-

ÖÅÓÔ×Á ÆÕÎËÃÉÊ (ËÏÎÔÉÎÕÕÍ) É ÍÏÝÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÍÁÛÉÎ ôØÀÒÉÎÇÁ

(ÓÞ£ÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï). âÏÌÅÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÅ ÐÒÉÍÅÒÙ ÓÍ. × ÚÁÄÁÞÁÈ 1.3{1.5.

ðÏÄ ÐÒÅÄÉËÁÔÏÍ ÂÕÄÅÍ ÐÏÎÉÍÁÔØ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ×Ù-

ÐÏÌÎÑÅÔÓÑ (ÐÒÅÄÉËÁÔ ÉÓÔÉÎÅÎ) ÉÌÉ ÎÅ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ (ÐÒÅÄÉËÁÔ ÌÏÖÅÎ)

ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÌÏ×Á ÉÚ A

�

. ïÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÅ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÅÄÉËÁÔÙ

ÌÅÇËÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÀÔÓÑ Ó ÑÚÙËÁÍÉ (ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ ÓÌÏ× × A

�

) | ÐÒÅ-

ÄÉËÁÔÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÌÏ×, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÎ ÉÓÔÉÎÅÎ. ëÁÖÄÏ-

ÍÕ ÐÒÅÄÉËÁÔÕ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ, ËÏÔÏÒÁÑ ÒÁ×-

ÎÁ 1 ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÓÌÏ×, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÅÄÉËÁÔ ÉÓÔÉÎÅÎ, É ÒÁ×ÎÁ 0 ÎÁ

ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÓÌÏ×, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÅÄÉËÁÔ ÌÏÖÅÎ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ

ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÔÁË ÖÅ, ËÁË É ÓÁÍ ÐÒÅÄÉËÁÔ. ðÒÅÄÉËÁÔ

ÒÁÚÒÅÛÉÍ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁ. ï ÍÁÛÉ-

ÎÅ ôØÀÒÉÎÇÁ, ×ÙÞÉÓÌÑÀÝÅÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÐÒÅÄÉËÁÔÁ,

ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÄÁ£Ô ÏÔ×ÅÔ (�ÄÁ� ÉÌÉ �ÎÅÔ�) ÎÁ ×ÏÐÒÏÓ �ÉÓÔÉÎÎÏ

ÌÉ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÒÅÄÉËÁÔÁ ÎÁ ×ÈÏÄÅ �?�

ðÏÎÑÔÉÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ É ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÇÏ ÐÒÅÄÉËÁÔÁ ÂÕÄÕÔ ÉÓ-

ÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ É ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ (ÐÒÅÄÉËÁÔÏ×) ÏÔ ÍÎÏÇÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

ðÕÓÔØ A | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÁÌÆÁ×ÉÔ, Á n | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ðÕÓÔØ

M | ÍÁÛÉÎÁ ôØÀÒÉÎÇÁ Ó ×ÎÅÛÎÉÍ ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ A [ f#g. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÞÁ-

ÓÔÉÞÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ '

M;n

ÉÚ (A

�

)

n

× A

�

ÔÁË: '

M;n

(�

1

; : : : ; �

n

) = y, ÅÓ-

ÌÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÒÁÂÏÔÙ ÍÁÛÉÎÙ M ÎÁ ×ÈÏÄÅ �

1

#�

2

# : : :#�

n

# ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ

ÓÏ ÓÌÏ×ÏÍ y. åÓÌÉ ÍÁÛÉÎÁ ÎÅ ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÉÌÉ ÎÁ ÌÅÎÔÅ ÚÁÐÉÓÁÎÏ

ÞÔÏ-ÎÉÂÕÄØ ÎÅ ÔÏ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÉÍ×ÏÌÙ ÎÅ ÉÚ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ A É Ô.Ð.), ÔÏ

'

M;n

(�

1

; : : : ; �

n

) ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.2. þÁÓÔÉÞÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ÉÚ (A

�

)

n

× A

�

ÎÁÚÙ×ÁÅÔ-

ÓÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÁÛÉÎÁ ôØÀÒÉÎÇÁ í , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ

'

í;n

= f .

ðÒÅÄÉËÁÔ ÏÔ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÒÁÚÒÅÛÉÍ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÈÁÒÁËÔÅ-

ÒÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁ.

îÁÓ ÂÕÄÕÔ ÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÔØ ÒÅÓÕÒÓÙ, ÔÒÅÂÕÀÝÉÅÓÑ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ. ä×Á

×ÁÖÎÅÊÛÉÈ ÒÅÓÕÒÓÁ | ×ÒÅÍÑ É ÐÁÍÑÔØ. âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÍÁÛÉÎÁ
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ôØÀÒÉÎÇÁ M ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÚÁ ×ÒÅÍÑ T

í

(n), ÅÓÌÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ (ÐÏ ×ÓÅÍ

×ÈÏÄÁÍ ÄÌÉÎÙ n) ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÔÁËÔÏ×, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÒÏÒÁÂÏÔÁÅÔ í ÄÏ ÏÓÔÁ-

ÎÏ×ËÉ, ÒÁ×ÎÏ T

í

(n). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÍÁÛÉÎÁ ôØÀÒÉÎÇÁ M ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÎÁ

ÐÁÍÑÔÉ S

í

(n), ÅÓÌÉ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÕÄÁÌ£ÎÎÏÅ ÏÔ ÎÁÞÁÌÁ ÌÅÎÔÙ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÇÏ-

ÌÏ×ËÉ ÐÒÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÈ ÎÁ ×ÈÏÄÁÈ ÄÌÉÎÙ n ÒÁ×ÎÏ S

í

(n).

1.3. ÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÎÁ ÍÁÛÉÎÁÈ ôØÀÒÉÎÇÁ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ íô ÚÁÄÁ-

£Ô ÁÌÇÏÒÉÔÍ × ÓÍÙÓÌÅ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ ÎÅÆÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.

ïÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÅÚÉÓÏÍ þ£ÒÞÁ:

�ÌÀÂÏÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÎ ÍÁÛÉÎÏÊ ôØÀÒÉÎÇÁ�.

îÅ ×ÄÁ×ÁÑÓØ × ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÅ ÔÅÚÉÓÁ þ£ÒÞÁ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ

×ÒÅÍÑ ÎÅÔ ÓÅÒØ£ÚÎÙÈ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÊ ÐÏÄ×ÅÒÇÁÔØ ÅÇÏ ÓÏÍÎÅÎÉÀ. ÷ÓÅ ÉÚ×ÅÓÔ-

ÎÙÅ × ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ×ÒÅÍÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÒÅÁÌÉÚÕÀÔÓÑ ÍÁÛÉÎÁÍÉ ôØÀÒÉÎ-

ÇÁ. ðÏÄÒÏÂÎÏÅ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ÔÅÏÒÉÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ÞÉÔÁÔÅÌØ ÍÏÖÅÔ ÎÁÊÔÉ ×

ËÎÉÇÁÈ [1, 5, 6, 10, 13, 16, 17]. íÙ ÖÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ËÒÁÔËÉÍÉ ÎÅÆÏÒ-

ÍÁÌØÎÙÍÉ ÐÏÑÓÎÅÎÉÑÍÉ ÐÒÉ£ÍÏ× ÐÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÎÁ ÍÁÛÉÎÁÈ ôØÀ-

ÒÉÎÇÁ.

÷ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÍÁÛÉÎÙ ôØÀÒÉÎÇÁ ÐÒÉ ÔÁËÏÍ ÎÅÆÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÏÂÓÕÖÄÅ-

ÎÉÉ| ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÞÅÌÏ×ÅËÁ Ó ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÐÁÍÑÔØÀ, ËÁÒÁÎÄÁÛÏÍ

É ÌÁÓÔÉËÏÍ, ËÏÔÏÒÏÍÕ ×ÒÕÞÉÌÉ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ (ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ) ÔÏÌÝÉÎÙ

ÔÅÔÒÁÄØ. óÔÒÁÎÉÃÙ ÔÅÔÒÁÄÉ ÉÍÅÀÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÒÁÚÍÅÒ (×ÓÅ ×ÏÚÍÏÖ-

ÎÙÅ ×ÁÒÉÁÎÔÙ ÚÁÐÏÌÎÅÎÉÑ ÓÔÒÁÎÉÃÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÁÌÆÁ×ÉÔ íô ÐÒÉ ÓÔÒÏ-

ÇÏÍ ÏÐÉÓÁÎÉÉ). îÁ ÐÅÒ×ÙÈ ÓÔÒÁÎÉÃÁÈ ÔÅÔÒÁÄÉ ÚÁÐÉÓÁÎÏ ×ÈÏÄÎÏÅ ÓÌÏ×Ï|

ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÓÉÍ×ÏÌÕ (ÉÚ ×ÎÅÛÎÅÇÏ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ) ÎÁ ÓÔÒÁÎÉÃÕ. þÅÌÏ×ÅË ÍÏÖÅÔ

ÌÉÓÔÁÔØ ÔÅÔÒÁÄØ, ÓÔÉÒÁÔØ ÓÉÍ×ÏÌÙ, ÚÁÐÉÓÙ×ÁÔØ ÎÏ×ÙÅ. úÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ

ÜÔÁ ÅÇÏ ÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÏÎ ÚÁËÒÙ×ÁÅÔ ÔÅÔÒÁÄØ (ÓÄ×ÉÇ ÇÏÌÏ×ËÉ

×ÌÅ×Ï × ÐÏÌÏÖÅÎÉÉ 0) É ×ÏÚ×ÒÁÝÁÅÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ Ó×ÏÅÊ ÒÁÂÏÔÙ.

ðÒÅÄÓÔÁ×É× ÓÅÂÑ × ÔÁËÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ, ÌÅÇËÏ ÓÏÏÂÒÁÚÉÔØ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ, ÚÁ-

ÐÏÍÉÎÁÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÉÍ×ÏÌÏ×, ×ÙÐÏÌÎÑÔØ ÌÀÂÙÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÎÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ-

ÎÏÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Å ÐÏÄÒÑÄ ÉÄÕÝÉÈ ÓÔÒÁÎÉÃ; ÍÏÖÎÏ ÓÔÁ×ÉÔØ ÎÁ ÓÔÒÁÎÉÃÁÈ

ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÐÏÍÅÔËÉ (ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÎÁ ËÁÖÄÏÊ); ÍÏÖÎÏ

ÌÉÓÔÁÔØ ÔÅÔÒÁÄØ, ÐÏËÁ ÎÅ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÎÕÖÎÁÑ ÐÏÍÅÔËÁ; ÍÏÖÎÏ ËÏÐÉÒÏ×ÁÔØ

ÓÉÍ×ÏÌÙ ÎÁ Ó×ÏÂÏÄÎÙÅ ÓÔÒÁÎÉÃÙ ÔÅÔÒÁÄÉ. ó×ÏÂÏÄÎÙÅ ÍÅÓÔÁ ÎÁ ÓÔÒÁ-

ÎÉÃÁÈ ÍÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÄÌÑ ÈÒÁÎÅÎÉÑ ×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÈ ÓÌÏ×

ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÄÌÉÎÙ (ËÁË É ×ÈÏÄÎÏÅ ÓÌÏ×Ï, ÏÎÉ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ

ÓÉÍ×ÏÌÕ ÎÁ ÓÔÒÁÎÉÃÕ), ÎÁÄ ËÏÔÏÒÙÍÉ ÍÏÖÅÔ ÐÏÒÁÂÏÔÁÔØ ÄÒÕÇÏÊ ÞÅÌÏ×ÅË

(ÜÔÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �×ÙÚÏ× ÐÏÄÐÒÏÇÒÁÍÍÙ�). ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÜÔÉ ×ÓÐÏÍÏÇÁ-

ÔÅÌØÎÙÅ ÓÌÏ×Á ÐÏÚ×ÏÌÑÀÔ ÐÏÄÄÅÒÖÉ×ÁÔØ ÓÞ£ÔÞÉËÉ (ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÐÅ-

ÒÅÍÅÎÎÙÅ). éÓÐÏÌØÚÕÑ ÓÞ£ÔÞÉËÉ, ÍÏÖÎÏ ÁÄÒÅÓÏ×ÁÔØÓÑ Ë ÑÞÅÊËÁÍ ÐÁÍÑÔÉ

ÐÏ ÉÈ ÎÏÍÅÒÕ.
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ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÌÀÂÏÊ ÍÁÛÉÎÙ ôØÀÒÉÎÇÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ

ÏÂßÅËÔÏÍ, ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÚÁËÏÄÉÒÏ×ÁÔØ ÓÌÏ×ÏÍ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÁÌÆÁ×ÉÔÅ. ÷ ÎÁ-

ÛÅÊ ÎÅÆÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÌÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØ-

ÎÁÑ ÍÁÛÉÎÁ ôØÀÒÉÎÇÁ U , ËÏÔÏÒÁÑ, ÐÏÌÕÞÁÑ ÎÁ ×ÈÏÄ ÐÁÒÕ ([í ]; x), ÄÁ£Ô

×ÙÈÏÄ '

M

(x). úÄÅÓØ ÞÅÒÅÚ [í ] ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÏ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÍÁÛÉÎÙ

ôØÀÒÉÎÇÁ í . äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÔÅÔÒÁÄØ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ

ÓÏ ÓÔÒÁÎÉÃ, ÇÄÅ ÚÁÐÉÓÁÎÙ ÉÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÐÏ ÒÁÂÏÔÅ. ôÏÇÄÁ ×ÙÐÏÌÎÑÔØ ÜÔÉ

ÉÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÍÏÖÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÐÏÍÅÔÉÍ ÔÅËÕÝÕÀ ÓÔÒÁÎÉÃÕ;

ÐÒÏÌÉÓÔÁÅÍ ÔÅÔÒÁÄØ ÄÏ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏ ÉÎÓÔÒÕËÃÉÉ;

ÎÁÊÄ£Í ÎÕÖÎÕÀ ÉÎÓÔÒÕËÃÉÀ; ×ÅÒÎ£ÍÓÑ ÎÁÚÁÄ É ×ÙÐÏÌÎÉÍ Å£.

1.4. óÌÏÖÎÏÓÔÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ. îÅ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ

ÍÏÖÎÏ ÒÅÁÌØÎÏ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÉÔØ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ Å£ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. óÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ

ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÎÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÁÍ ÐÏ ÓÉÌÁÍ ÐÒÏÄÅÌÁÔØ ×ÓÅ ÐÒÅÄÐÉÓÁÎ-

ÎÙÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ. ðÒÅÐÑÔÓÔ×ÉÅ ÍÏÖÅÔ ÚÁËÌÀÞÁÔØÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÔÒÅÂÕÅÍÙÅ

ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÒÅÓÕÒÓÙ ÓÌÉÛËÏÍ ×ÅÌÉËÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÓ ÉÎÔÅÒÅ-

ÓÕÅÔ ÎÅ ÓÔÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ, ÓËÏÌØËÏ

ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ.

æÏÒÍÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÜÔÏ ÐÏÎÑÔÉÅ ÎÅÐÒÏÓÔÏ. ðÒÉÎÑÔÙÊ ÓÅÊÞÁÓ ÓÐÏÓÏÂ ÓÏ-

ÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ×ÙÄÅÌÑÀÔÓÑ ËÌÁÓÓÙ ÔÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÌÉ ÐÒÅÄÉËÁÔÏ×,

×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÐÒÉ ÚÁÄÁ×ÁÅÍÙÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÈ ÎÁ ÐÏ-

ÔÒÅÂÌÑÅÍÙÅ ÒÅÓÕÒÓÙ. ðÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ ÔÏÍÕ ÉÌÉ ÉÎÏÍÕ ÓÌÏÖ-

ÎÏÓÔÎÏÍÕ ËÌÁÓÓÕ ÓÌÕÖÉÔ ÕÄÏÂÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÏÊ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ Å£

ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÇÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ, ÎÅ Ó×ÑÚÁÎÎÏÊ Ó ËÏÎËÒÅÔÎÙÍÉ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÑÍÉ

ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×.

îÁÉÂÏÌÅÅ ×ÁÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÎÁËÌÁÄÙ×ÁÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅ-

ÎÉÑ ÎÁ ÒÏÓÔ ×ÒÅÍÅÎÉ ÒÁÂÏÔÙ É/ÉÌÉ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÏÊ ÐÁÍÑÔÉ × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ

ÏÔ ÄÌÉÎÙ ×ÈÏÄÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á. á ÎÁÉÂÏÌÅÅ ×ÁÖÎÏÅ ÒÁÚÌÉÞÉÅ ÍÅÖÄÕ ÜÆÆÅË-

ÔÉ×ÎÙÍÉ É ÎÅÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÍÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÍÉ ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÐÏ-

ÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ ÒÏÓÔÁ. æÕÎËÃÉÑ f(n) | ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ ÒÏÓÔÁ, ÅÓÌÉ

ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ d ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ n ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ

ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï f(n) 6 n

d

. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÂÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ

f(n) = poly(n).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.3. ðÒÅÄÉËÁÔ f ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å B

�

ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓ-

ÓÕ P (É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÍ), ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ-

ÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁ ÎÁ ÍÁÛÉÎÅ ôØÀÒÉÎÇÁ í , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ

T

í

(n) = poly(n).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.4. ðÒÅÄÉËÁÔ f ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å B

�

ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ

PSPACE, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁ ÎÁ ÍÁÛÉÎÅ

ôØÀÒÉÎÇÁ í , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ S

í

(n) = poly(n).
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ðÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ÐÒÅÄÉËÁÔÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ É ÆÕÎËÃÉÉ, ×ÙÞÉ-

ÓÌÉÍÙÅ ÚÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ, É ÆÕÎËÃÉÉ, ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÎÁ ÐÏÌÉÎÏ-

ÍÉÁÌØÎÏÊ ÐÁÍÑÔÉ. äÌÑ ËÌÁÓÓÏ× ÔÁËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÔÁËÖÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ

ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ P É PSPACE, ÔÁË ÞÔÏ ÔÏÞÎÙÊ ÓÍÙÓÌ ÜÔÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ

ÎÕÖÎÏ ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÔØ ÉÚ ËÏÎÔÅËÓÔÁ.

1.5. óÈÅÍÙ. óÈÅÍÁ (ÂÕÌÅ×Á) | ÜÔÏ ÓÐÏÓÏÂ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÆÕÎËÃÉÀ

f : B

n

! B

m

. ðÏÍÉÍÏ ÉÓÈÏÄÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x

1

; : : : ; x

n

, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ

×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅ f , ÓÈÅÍÁ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÓÐÏ-

ÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ y

1

; : : : ; y

s

É ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÂÏÒ (ÂÁÚÉÓ) ÂÕÌÅ×ÙÈ

(Ô. Å. ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ 0 ÉÌÉ 1) ÆÕÎËÃÉÊ F . óÈÅÍÁ S × ÂÁÚÉÓÅ

F ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ÐÒÉÓ×ÁÉ×ÁÎÉÊ Y

1

; : : : ; Y

s

. ëÁÖÄÏÅ

ÐÒÉÓ×ÁÉ×ÁÎÉÅ Y

i

ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ y

i

:= f

j

(u

k

1

; : : : ; u

k

r

), ÇÄÅ f

j

(�) 2 F , Á ÐÅÒÅ-

ÍÅÎÎÁÑ u

k

p

(1 6 p 6 r) | ÜÔÏ ÌÉÂÏ ÏÄÎÁ ÉÚ ÉÓÈÏÄÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x

t

(1 6 t 6 n), ÌÉÂÏ ×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÁÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ y

l

Ó ÍÅÎØÛÉÍ ÎÏÍÅÒÏÍ

(1 6 l < i). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÉÓÈÏÄÎÙÈ

ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÅ ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÐÒÉÓ×ÁÉ×ÁÎÉÊ, ×ÈÏÄÑÝÉÈ ×

ÓÈÅÍÕ, ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ×ÓÅÈ ×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÈ ÐÅÒÅ-

ÍÅÎÎÙÈ. òÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ m

ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ y

s�m+1

; : : : ; y

s

.

óÈÅÍÁ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔ ÆÕÎËÃÉÀ f , ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ x

1

; : : : ; x

n

ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ f(x

1

; : : : ; x

n

).

óÈÅÍÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÁÑ ×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÁÑ ÐÅÒÅÍÅÎ-

ÎÁÑ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ × ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÐÒÉÓ×ÁÉ×ÁÎÉÊ ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ ÒÁÚ. (ïÂÙÞ-

ÎÙÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÍÅÎÎÏ ÔÁË ÚÁÄÁÀÔ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

ÐÒÉÓ×ÁÉ×ÁÎÉÊ: �×ÎÕÔÒÉ� ÆÏÒÍÕÌ ÎÅ ÐÒÉÎÑÔÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÓÓÙÌËÉ ÎÁ ÉÈ

ÞÁÓÔÉ ÉÌÉ ÄÒÕÇÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ.)

óÈÅÍÕ ÍÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ × ×ÉÄÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÁÃÉËÌÉ-

ÞÅÓËÏÇÏ ÇÒÁÆÁ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÅÒÛÉÎÙ ×ÈÏÄÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ 0 (×ÈÏÄÙ) ÐÏÍÅ-

ÞÅÎÙ ÉÓÈÏÄÎÙÍÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ; ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ (ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ

ÜÌÅÍÅÎÔÙ) ÐÏÍÅÞÅÎÙ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÉÚ ÂÁÚÉÓÁ (ÐÒÉ ÜÔÏÍ ×ÈÏÄÎÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ

×ÅÒÛÉÎÙ ÄÏÌÖÎÁ ÓÏ×ÐÁÄÁÔØ Ó ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× Å£ ÐÏÍÅÔËÉ); Ò£-

ÂÒÁ ÐÏÍÅÞÅÎÙ ÞÉÓÌÁÍÉ, ÕËÁÚÙ×ÁÀÝÉÍÉ ÎÏÍÅÒÁ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×; ×ÅÒÛÉÎÙ

×ÙÈÏÄÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ 0 (×ÙÈÏÄÙ) ÐÏÍÅÞÅÎÙ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ, ÏÐÉÓÙ×ÁÀÝÉ-

ÍÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÒÁÂÏÔÙ ÓÈÅÍÙ. ÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÎÁ ÇÒÁÆÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÉÎ-

ÄÕËÔÉ×ÎÏ: ËÁË ÔÏÌØËÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ×ÓÅÈ ×ÅÒÛÉÎ y

1

; : : : ; y

k

v

, ÉÚ

ËÏÔÏÒÙÈ ×ÅÄÕÔ Ò£ÂÒÁ × ÄÁÎÎÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ v, ×ÅÒÛÉÎÁ v ÐÏÌÕÞÁÅÔ ÚÎÁÞÅ-

ÎÉÅ y

v

= f

v

(y

1

; : : : ; y

k

v

), ÇÄÅ f

v

| ÂÁÚÉÓÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÍÅÞÅÎÁ

×ÅÒÛÉÎÁ. ðÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ Ë ÇÒÁÆÕ ÓÈÅÍÙ ÍÙ ÏÐÕÓËÁÅÍ ÎÅÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ

ÐÒÉÓ×ÁÉ×ÁÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÉ ÒÁÚÕ ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÎÁ ÐÕÔÉ Ë ×ÙÈÏÄÎÙÍ

×ÅÒÛÉÎÁÍ, ÔÁË ÞÔÏ ÏÎÉ ÎÉËÁË ÎÅ ×ÌÉÑÀÔ ÎÁ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ.
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âÁÚÉÓ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÌÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÂÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÅÓÔØ

ÓÈÅÍÁ × ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ, ×ÙÞÉÓÌÑÀÝÁÑ f . ñÓÎÏ, ÞÔÏ × ÐÏÌÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÏÖ-

ÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ f : B

n

! B

m

(ÔÁËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ

ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ËÁË ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÉÚ m ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ).

âÕÌÅ×Á ÆÕÎËÃÉÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÄÁÎÁ ÔÁÂÌÉÃÅÊ ÚÎÁÞÅÎÉÊ. ðÒÉ×ÅÄ£Í

ÔÁÂÌÉÃÙ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÄÌÑ ÔÒ£È ÆÕÎËÃÉÊ

NOT(x) = :x; OR(x

1

; x

2

) = x

1

_ x

2

; AND(x

1

; x

2

) = x

1

^ x

2

(ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ, ÄÉÚßÀÎËÃÉÑ, ËÏÎßÀÎËÃÉÑ), ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÐÏÌÎÙÊ ÂÁÚÉÓ, ËÏ-

ÔÏÒÙÊ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ. ÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÉÍÅÀÔÓÑ × ×ÉÄÕ ÓÈÅ-

ÍÙ ÉÍÅÎÎÏ × ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ, ÅÓÌÉ Ñ×ÎÏ ÎÅ ÕËÁÚÁÎÏ ÞÔÏ-ÌÉÂÏ ÉÎÏÅ.

x NOT x

1

x

2

OR x

1

x

2

AND

0 1 0 0 0 0 0 0

1 0 0 1 1 0 1 0

1 0 1 1 0 0

1 1 1 1 1 1

ëÏÎßÀÎËÃÉÑ É ÄÉÚßÀÎËÃÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ

ÂÕÌÅ×ÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ËÏÎßÀÎËÃÉÑ ÒÁ×ÎÁ 1 ÔÏÌØ-

ËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×ÓÅ ÁÒÇÕÍÅÎÔÙ ÒÁ×ÎÙ 1, Á ÄÉÚßÀÎËÃÉÑ ÒÁ×ÎÁ 0 ÔÏÌØËÏ

ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×ÓÅ ÁÒÇÕÍÅÎÔÙ ÒÁ×ÎÙ 0. ÷ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÏÎÉ ÏÞÅ×ÉÄ-

ÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ×ÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÓÈÅÍÁÍÉ (É ÄÁÖÅ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ) ÒÁÚÍÅÒÁ n�1.

ôÅÏÒÅÍÁ 1.1. âÁÚÉÓ fNOT;OR;ANDg | ÐÏÌÎÙÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ìÉÔÅÒÁÌÏÍ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ ÉÌÉ Å£

ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ. ëÏÎßÀÎËÃÉÅÊ ÌÉÔÅÒÁÌÏ× (ÜÔÏ ÓÈÅÍÁ É ÄÁÖÅ ÆÏÒÍÕÌÁ) ÌÅÇËÏ

ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÆÕÎËÃÉÀ �

u

(x), ËÏÔÏÒÁÑ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ 1 ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ

ÒÁÚ: ÐÒÉ x = u. åÓÌÉ u

i

= 1, ×ËÌÀÞÁÅÍ × ËÏÎßÀÎËÃÉÀ ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ x

i

,

ÅÓÌÉ u

i

= 0, ÔÏ ×ËÌÀÞÁÅÍ × ËÏÎßÀÎËÃÉÀ :x

i

. ðÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f

ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÁ × ×ÉÄÅ

f(x) =

_

u:f(u)=1

�

u

(x): (1.1)

÷ ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ f ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÁ × ÄÉÚßÀÎËÔÉ×ÎÏÊ ÎÏÒ-

ÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ (äîæ), Ô. Å. ËÁË ÄÉÚßÀÎËÃÉÑ ËÏÎßÀÎËÃÉÊ ÌÉÔÅÒÁÌÏ×.

6)

ëÁË ÕÖÅ ÇÏ×ÏÒÉÌÏÓØ, ÄÉÚßÀÎËÃÉÑ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ

ÆÏÒÍÕÌÏÊ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ. �

òÁÚÍÅÒÏÍ ÓÈÅÍÙ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÐÒÉÓ×ÁÉ×ÁÎÉÊ × ÓÈÅÍÅ. íÉ-

ÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÒÁÚÍÅÒ ÓÈÅÍÙ × ÂÁÚÉÓÅ F , ×ÙÞÉÓÌÑÀÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÀ f , ÎÁÚÙ×Á-

ÅÔÓÑ ÓÈÅÍÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÆÕÎËÃÉÉ f × ÂÁÚÉÓÅ F É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ c

F

(f).

6)

äÁÌÅÅ ÎÁÍ ÅÝ£ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ É ËÏÎßÀÎËÔÉ×ÎÁÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ (ëîæ) |

ËÏÎßÀÎËÃÉÑ ÄÉÚßÀÎËÃÉÊ ÌÉÔÅÒÁÌÏ×.
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ðÅÒÅÈÏÄ ÏÔ ÏÄÎÏÇÏ ÐÏÌÎÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ Ë ÄÒÕÇÏÍÕ ÐÏÌÎÏÍÕ ËÏÎÅÞ-

ÎÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ ÍÅÎÑÅÔ ÓÈÅÍÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ O(1).

ôÁË ÞÔÏ × ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÃÅÎËÁÈ ×ÙÂÏÒ ËÏÎËÒÅÔÎÏÇÏ ÐÏÌÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ

ÎÅ×ÁÖÅÎ É ÐÏÜÔÏÍÕ ÂÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ c(f) ÄÌÑ ÓÈÅÍÎÏÊ

ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ f × ËÏÎÅÞÎÏÍ ÐÏÌÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ.

ëÁÖÄÙÊ ÐÒÅÄÉËÁÔ f ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å B

�

ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-

ÎÏÓÔØ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ f

n

: B

n

! B ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

f

n

(x

1

; x

2

; : : : ; x

n

) = f(x

1

x

2

: : :x

n

);

ÇÄÅ ÓÐÒÁ×Á ÓÔÏÉÔ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÒÅÄÉËÁÔÁ f .

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.5. ðÒÅÄÉËÁÔ f ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ P=poly, ÅÓÌÉ

c(f

n

) = poly(n):

ôÅÏÒÅÍÁ 1.2. P � P=poly.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ íô ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÚÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ, ÔÏ É

ÐÁÍÑÔØ, ËÏÔÏÒÕÀ ÏÎÁ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÐÏÌÉÎÏÍÏÍ. ðÏÜÔÏÍÕ ×ÅÓØ

ÐÒÏÃÅÓÓ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÎÁ ×ÈÏÄÎÏÍ ÓÌÏ×Å x ÄÌÉÎÙ n ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ

ÔÁÂÌÉÃÅÊ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÒÁÚÍÅÒÁ T � S, ÇÄÅ T = poly(n), S = poly(n).

t = 0 �

0;1

t = 1

: : :

t = j �

0
Ì

�

0

�

0
Ð

t = j + 1 �

: : :

t = T : : :

| {z }

S ËÌÅÔÏË

óÔÒÏËÁ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ j ÔÁÂÌÉÃÙ ÚÁÄÁ£Ô ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ íô ÐÏÓÌÅ j ÔÁËÔÏ×

ÒÁÂÏÔÙ. óÉÍ×ÏÌÙ �

j;k

, ÚÁÐÉÓÁÎÎÙÅ × ÔÁÂÌÉÃÅ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÁÌÆÁ×É-

ÔÕ S � f? [ Qg. óÉÍ×ÏÌ �

j;k

ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÐÁÒÕ (ÓÉÍ×ÏÌ, ÚÁÐÉÓÁÎÎÙÊ ×

k-Ê ÑÞÅÊËÅ ÐÏÓÌÅ j ÔÁËÔÏ× ÒÁÂÏÔÙ; ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÕÐÒÁ×ÌÑÀÝÅÇÏ ÕÓÔÒÏÊ-

ÓÔ×Á ÐÏÓÌÅ j ÔÁËÔÏ× ÒÁÂÏÔÙ, ÅÓÌÉ ÇÏÌÏ×ËÁ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁÄ k-Ê ÑÞÅÊËÏÊ,

× ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÔÏÒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÁÒÙ | ?). äÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÔÁËÖÅ

ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ×ÈÏÄÅ ÚÁ

T

0

< T ÔÁËÔÏ×, ÔÏ ÓÔÒÏËÉ c ÎÏÍÅÒÁÍÉ, Â�ÏÌØÛÉÍÉ T

0

, ÐÏ×ÔÏÒÑÀÔ ÓÔÒÏËÕ

Ó ÎÏÍÅÒÏÍ T

0

.

ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÓÈÅÍÕ, ×ÙÞÉÓÌÑÀÝÕÀ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÒÅÄÉËÁÔÁ ÎÁ ÓÌÏ×ÁÈ ÄÌÉ-

ÎÙ n, ÍÏÖÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. óÏÓÔÏÑÎÉÅ ËÁÖÄÏÊ ËÌÅÔËÉ ÔÁÂÌÉÃÙ
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ÍÏÖÎÏ ÚÁËÏÄÉÒÏ×ÁÔØ ËÏÎÅÞÎÙÍ (ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÉÍ ÏÔ n) ÞÉÓÌÏÍ ÂÕÌÅ×ÙÈ

ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. éÍÅÀÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ÐÒÁ×ÉÌÁ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÉÑ, Ô. Å. ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ

ËÁÖÄÏÊ ËÌÅÔËÉ � × ÓÔÒÏËÅ ÎÉÖÅ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÏ-

ÓÔÏÑÎÉÑÍÉ ËÌÅÔÏË × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÓÔÒÏËÅ, ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁÄ

ÄÁÎÎÏÊ (�

0

), ÌÅ×ÅÅ ÄÁÎÎÏÊ (�

0
Ì

) É ÐÒÁ×ÅÅ ÄÁÎÎÏÊ (�

0
Ð

). ëÁÖÄÁÑ ÐÅÒÅÍÅÎ-

ÎÁÑ, ËÏÄÉÒÕÀÝÁÑ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ËÌÅÔËÉ �, ÅÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ,

ËÏÄÉÒÕÀÝÉÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ËÌÅÔÏË �

0
Ì

, �

0

, �

0
Ð

. ÷ÓÅ ÜÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ

×ÙÞÉÓÌÅÎÙ ÓÈÅÍÁÍÉ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ. ïÂßÅÄÉÎÑÑ ÜÔÉ ÓÈÅÍÙ, ÐÏÌÕÞÉÍ

ÓÈÅÍÕ, ×ÙÞÉÓÌÑÀÝÕÀ ×ÓÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ËÏÄÉÒÕÀÝÉÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ËÌÅÔÏË

ÔÁÂÌÉÃÙ; ÒÁÚÍÅÒ ÜÔÏÊ ÓÈÅÍÙ ÂÕÄÅÔ O(ST ) = O(n

O(1)

).

ïÓÔÁÌÏÓØ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ËÏÄÉÒÕÀÝÉÅ ÞÁÓÔØ ËÌÅÔÏË ÎÕ-

ÌÅ×ÏÊ ÓÔÒÏËÉ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ×ÈÏÄÎÙÍ ÓÌÏ×ÏÍ, Á ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ËÏÄÉÒÕÀ-

ÝÉÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ËÌÅÔËÉ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÓÔÒÏËÉ, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁÍÉ. þÔÏÂÙ

ÕÚÎÁÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ, ÎÕÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÓÉÍ×ÏÌ, ÚÁÐÉÓÁÎÎÙÊ ×

ÎÕÌÅ×ÏÊ ÑÞÅÊËÅ ÌÅÎÔÙ × ËÏÎÃÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ. âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ

ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ËÌÅÔÏË ÔÁÂÌÉÃÙ ËÏÄÉÒÕÀÔÓÑ ÔÁË, ÞÔÏ

ÏÄÎÁ ÉÚ ËÏÄÉÒÕÀÝÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÒÁ×ÎÁ 1 ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ

× ÑÞÅÊËÅ ÚÁÐÉÓÁÎÁ 1. ôÏÇÄÁ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÄÌÑ ËÏÄÁ �

T;0

É

ÂÕÄÅÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ. �

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1.1. ëÌÁÓÓ P=poly ÛÉÒÅ ËÌÁÓÓÁ P. ìÀÂÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔ

ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ '(n) ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ × B ÍÏÖÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÔØ

ÐÒÅÄÉËÁÔ f

'

ÐÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ f

'

(x) = '(jxj), ÇÄÅ jxj ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÄÌÉÎÕ ÓÌÏ-

×Á x. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÔÁËÏÇÏ ÐÒÅÄÉËÁÔÁ ÎÁ ÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ n ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ

ÒÁ×ÎÏ 0 ÉÌÉ 1 (× ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ n). óÈÅÍÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÔÁËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ

ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ. ðÏÜÔÏÍÕ ×ÓÅ ÔÁËÉÅ ÐÒÅÄÉËÁÔÙ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ

ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ P=poly, ÈÏÔÑ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÅÓÔØ É ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÙÅ ÐÒÅÄÉËÁÔÙ.

óÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÓÉÌÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1.3. f ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ P ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ

1) f 2 P=poly;

2) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ íô, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏ ÞÉÓÌÕ n ÚÁ ×ÒÅÍÑ poly(n) ÓÔÒÏÉÔ ÓÈÅ-

ÍÕ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ f

n

.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. =) äÁÎÎÏÅ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ 1.2 ÏÐÉÓÁ-

ÎÉÅ ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÅ×ÒÁÔÉÔØ × íô, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÔÒÏÉÔ ÓÈÅÍÕ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ f

n

ÚÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ÐÏ n ×ÒÅÍÑ (ÓÈÅÍÁ f

n

ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÓÔÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ: ËÁ-

ÖÄÁÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ Ó×ÑÚÁÎÁ Ó ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÍÉ ÏÄÎÉÍÉ É ÔÅÍÉ ÖÅ ÐÒÁ×ÉÌÁÍÉ

ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÉÑ).

(= óÔÏÌØ ÖÅ ÐÒÏÓÔÏ. ÷ÙÞÉÓÌÑÅÍ ÒÁÚÍÅÒ ×ÈÏÄÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á. úÁÔÅÍ

ÓÔÒÏÉÍ ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÒÁÚÍÅÒÕ ÓÈÅÍÕ S

jxj

×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ f

jxj

, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÕËÁÚÁÎ-

ÎÕÀ × ÕÓÌÏ×ÉÉ 2) ÍÁÛÉÎÕ. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ×ÙÞÉÓÌÑÅÍ S

jxj

(x) ÎÁ ÍÁÛÉÎÅ,

þÔÏ ÔÁËÏÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍ? 25

ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏ ÏÐÉÓÁÎÉÀ ÓÈÅÍÙ É ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ ×ÈÏÄÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ×ÙÞÉ-

ÓÌÑÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÓÈÅÍÙ ÚÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ÏÔ ÄÌÉÎÙ ×ÈÏÄÁ ×ÒÅÍÑ. �

úÁÄÁÞÉ

1.1. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÍÁÛÉÎÕ ôØÀÒÉÎÇÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÔ ×ÈÏÄÎÏÅ Ä×Ï-

ÉÞÎÏÅ ÓÌÏ×Ï × ÏÂÒÁÔÎÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ.

1.2. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÍÁÛÉÎÕ ôØÀÒÉÎÇÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔ Ä×Á ÞÉÓÌÁ,

ÚÁÐÉÓÁÎÎÙÅ × Ä×ÏÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ. äÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÓÔÉ ÓÞÉÔÁÊÔÅ, ÞÔÏ ÚÁ-

ÐÉÓÉ ÞÉÓÅÌ ÒÁÚÄÅÌÅÎÙ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÍ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ �+�.

1.3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏ ÍÁÛÉÎÅ

ôØÀÒÉÎÇÁ É ×ÈÏÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ, ÏÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÌÉ ÏÎÁ ÎÁ ÜÔÏÍ ×ÈÏÄÅ.

1.4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ×ÙÐÉÓÙ×ÁÅÔ

ÏÄÎÕ ÚÁ ÄÒÕÇÏÊ ×ÓÅ ÍÁÛÉÎÙ ôØÀÒÉÎÇÁ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÀÔÓÑ,

ÂÕÄÕÞÉ ÚÁÐÕÝÅÎÎÙÍÉ ÎÁ ÐÕÓÔÏÊ ÌÅÎÔÅ.

1.5. ðÕÓÔØ T (n) | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÅÔ ÐÒÏÊÔÉ ÄÏ

ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ ÍÁÛÉÎÙ ôØÀÒÉÎÇÁ Ó n ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ É n ÓÉÍ×ÏÌÁÍÉ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ,

ÅÓÌÉ Å£ ÚÁÐÕÓÔÉÔØ ÎÁ ÐÕÓÔÏÊ ÌÅÎÔÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ T (n) ÒÁÓÔ£Ô

ÂÙÓÔÒÅÅ ÌÀÂÏÊ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ×ÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ b(n), ÔÏ ÅÓÔØ

lim[T (n)=b(n)] = +1.

îÁÂÏÒ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÉÎÓÔÒÕËÃÉÊ Õ ÏÐÉÓÁÎÎÙÈ ×ÙÛÅ ÍÁÛÉÎ ôØÀ-

ÒÉÎÇÁ ËÒÁÊÎÅ ÂÅÄÅÎ. éÍÅÀÔÓÑ ÒÁÚÎÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ÉÈ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ,

ÍÎÏÇÏÌÅÎÔÏÞÎÙÅ ÍÁÛÉÎÙ ôØÀÒÉÎÇÁ. ÷ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ×ÙÛÅ, ÔÁ-

ËÁÑ íô ÉÍÅÅÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ (ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï) ÌÅÎÔ, ËÁÖÄÁÑ ÓÏ Ó×ÏÅÊ

ÇÏÌÏ×ËÏÊ, ÕÐÒÁ×ÌÑÀÝÅÍÕ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Õ ÄÏÓÔÕÐÎÙ ÓÉÍ×ÏÌÙ, ÎÁÈÏÄÑÝÉÅÓÑ ×

ÑÞÅÊËÁÈ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ ÇÏÌÏ×ËÉ ÌÅÎÔ. ÷ÙÄÅÌÅÎÙ Ä×Å ÌÅÎÔÙ:

×ÈÏÄÎÁÑ, Ó ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÞÉÔÁÔØ ÓÉÍ×ÏÌÙ, É ×ÙÈÏÄÎÁÑ,

ÎÁ ËÏÔÏÒÕÀ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÐÉÓÁÔØ ÓÉÍ×ÏÌÙ. ïÓÔÁÌØÎÙÅ ÌÅÎÔÙ ÎÁ-

ÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÒÁÂÏÞÉÍÉ. íÎÏÇÏÌÅÎÔÏÞÎÁÑ ÍÁÛÉÎÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ k-ÌÅÎÔÏÞÎÏÊ,

ÅÓÌÉ Õ ÎÅ£ k ÒÁÂÏÞÉÈ ÌÅÎÔ. äÅÊÓÔ×ÉÅ ÚÁ ÔÁËÔ ÒÁÂÏÔÙ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÉÚÍÅÎÅ-

ÎÉÉ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÕÐÒÁ×ÌÑÀÝÅÇÏ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Á, ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ÓÉÍ×ÏÌÏ× × ÑÞÅÊ-

ËÁÈ ÐÏÄ ÇÏÌÏ×ËÁÍÉ É ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ÐÏÌÏÖÅÎÉÊ ÇÏÌÏ×ÏË ÎÁ ÌÅÎÔÁÈ (ËÁÖÄÁÑ

ÇÏÌÏ×ËÁ ÓÄ×ÉÇÁÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ ÎÁ ÏÄÎÕ ÐÏÚÉÃÉÀ). üÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÏÄÎÏ-

ÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅÍ ÕÐÒÁ×ÌÑÀÝÅÇÏ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Á É ÎÁÂÏÒÏÍ

ÓÉÍ×ÏÌÏ× × ÑÞÅÊËÁÈ ÐÏÄ ÇÏÌÏ×ËÁÍÉ. åÓÌÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ×ÙÐÏÌÎÉÔØ ÎÅÌØÚÑ,

ÍÁÛÉÎÁ ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ.

÷ ÎÁÞÁÌÅ ÒÁÂÏÔÙ ÍÎÏÇÏÌÅÎÔÏÞÎÏÊ ÍÁÛÉÎÙ ôØÀÒÉÎÇÁ ×ÓÅ ÌÅÎÔÙ ÐÕ-

ÓÔÙ, ËÒÏÍÅ ×ÈÏÄÎÏÊ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÚÁÐÉÓÁÎ ×ÈÏÄ. òÅÚÕÌØÔÁÔ ÒÁÂÏÔÙ ÍÁ-

ÛÉÎÙ | ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ×ÙÈÏÄÎÏÊ ÌÅÎÔÙ × ËÏÎÃÅ ÒÁÂÏÔÙ.



26 ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ

åÓÌÉ ÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÔØÓÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÏÌÉ-

ÎÏÍÉÁÌØÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ, ÍÎÏÇÏÌÅÎÔÏÞÎÙÅ ÍÁÛÉÎÙ ÎÉÞÅ-

ÇÏ ÎÅ ÄÏÂÁ×ÌÑÀÔ ÐÏ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó ÏÐÉÓÁÎÎÙÍÉ ×ÙÛÅ ÍÁÛÉÎÁÍÉ Ó ÅÄÉÎ-

ÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÌÅÎÔÏÊ.

1.6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ä×ÕÈÌÅÎÔÏÞÎÕÀ ÍÁÛÉÎÕ ôØÀÒÉÎÇÁ, ÒÁÂÏÔÁÀÝÕÀ

ÚÁ ×ÒÅÍÑ T (n) > n ÎÁ ×ÈÏÄÁÈ ÄÌÉÎÙ n, ÍÏÖÎÏ ÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÔØ ÎÁ ÍÁÛÉÎÅ

Ó ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÌÅÎÔÏÊ ÚÁ ×ÒÅÍÑ O(T

2

(n)).

1.7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÒ£ÈÌÅÎÔÏÞÎÕÀ ÍÁÛÉÎÕ ôØÀÒÉÎÇÁ, ÒÁÂÏÔÁÀÝÕÀ

ÚÁ ×ÒÅÍÑ T (n) > n ÎÁ ×ÈÏÄÁÈ ÄÌÉÎÙ n, ÍÏÖÎÏ ÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÔØ ÎÁ Ä×ÕÈ-

ÌÅÎÔÏÞÎÏÊ ÚÁ ×ÒÅÍÑ O(T (n) logT (n)).

1.8. ðÕÓÔØ M | ÍÁÛÉÎÁ ôØÀÒÉÎÇÁ Ó ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÌÅÎÔÏÊ, ËÏÔÏÒÁÑ

ËÏÐÉÒÕÅÔ ×ÈÏÄÎÏÅ ÓÌÏ×Ï (ÐÒÉÐÉÓÙ×ÁÑ ÅÇÏ ËÏÐÉÀ ÓÐÒÁ×Á ÏÔ ÓÁÍÏÇÏ ÓÌÏ-

×Á). ðÕÓÔØ T (n) | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ Å£ ÒÁÂÏÔÙ ÎÁ ×ÈÏÄÁÈ ÄÌÉÎÙ n.

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ T (n) > "n

2

ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ " É ÄÌÑ ×ÓÅÈ n. þÔÏ ÍÏÖ-

ÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÐÒÏ T

0

(n), ËÏÔÏÒÏÅ ÅÓÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ Å£ ÒÁÂÏÔÙ ÎÁ

×ÈÏÄÁÈ ÄÌÉÎÙ n?

1.9. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÑÚÙË ÐÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÅÓÔØ ×ÓÅÇÏ 100

ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÒÁÚÒÅÛ£ÎÎÙÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ | ÐÒÉÂÁ×ÌÅÎÉÅ É ×Ù-

ÞÉÔÁÎÉÅ 1, ÒÁÚÒÅÛ£ÎÎÁÑ ÐÒÏ×ÅÒËÁ | ÎÅ ÒÁ×ÎÁ ÌÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ÎÕÌÀ. òÁÚ-

ÒÅÛÅÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ if-then-else É while, ÎÏ ÒÅËÕÒÓÉÑ ÎÅ ÒÁÚÒÅÛÅÎÁ.

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÒÏÇÒÁÍÍ ÎÁ ÔÁËÏÍ ÑÚÙËÅ ÐÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×Á-

ÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ ÌÀÂÕÀ ×ÙÞÉÓÌÉÍÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ.

1.10. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÊ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÄÁÎÎÙÊ ÂÁ-

ÚÉÓ ÐÏÌÎÙÍ. âÁÚÉÓÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÚÁÄÁÎÙ ÔÁÂÌÉÃÁÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÊ.

1.11. ðÕÓÔØ c

n

ÅÓÔØ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ c(f) ÐÏ ×ÓÅÍ ÂÕÌÅ×ÙÍ ÆÕÎ-

ËÃÉÑÍ f ÏÔ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 1;99

n

< c

n

< 2;01

n

ÐÒÉ ÄÏ-

ÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ n.

1.12. çÌÕÂÉÎÏÊ ÓÈÅÍÙ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÎÁ

ÐÕÔÉ ÏÔ ×ÈÏÄÏ× Ë ×ÙÈÏÄÕ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÍÏÖÎÏ ×Ù-

ÞÉÓÌÉÔØ ÓÈÅÍÏÊ ÇÌÕÂÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 3 ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× NOT É ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×

AND É OR Ó ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ×ÈÏÄÏ×.

1.13. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÉÚ ÓÈÅÍÙ ÇÌÕÂÉÎÙ O(logn), ×ÙÞÉÓÌÑÀÝÅÊ

ÆÕÎËÃÉÀ f : B

n

! B

m

, ×ÙÂÒÏÓÉÔØ ×ÓÅ ÎÅÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÐÒÉÓ×ÁÉ×ÁÎÉÑ,

ÔÏ ÐÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÓÈÅÍÁ ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ÐÏ n+m ÒÁÚÍÅÒ.

1.14. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÓÈÅÍÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÅÔ Ä×Á n-ÂÉÔÏ×ÙÈ ÞÉÓÌÁ É

ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒ O(n), Á ÇÌÕÂÉÎÕ O(logn).

1.15. Á) ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÓÈÅÍÕ ÓÌÏÖÅÎÉÑ Ä×ÕÈ n-ÂÉÔÏ×ÙÈ ÞÉÓÅÌ ÒÁÚÍÅÒÁ

O(n).
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Â) ôÏÔ ÖÅ ×ÏÐÒÏÓ, ÅÓÌÉ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÔÒÅÂÏ×ÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ÇÌÕÂÉÎÁ

ÓÈÅÍÙ ÂÙÌÁ O(logn).

1.16. æÕÎËÃÉÑ MAJ : B

n

! B ÒÁ×ÎÁ 1 ÎÁ Ä×ÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏ×ÁÈ, × ËÏ-

ÔÏÒÙÈ ÞÉÓÌÏ ÅÄÉÎÉÃ ÂÏÌØÛÅ ÞÉÓÌÁ ÎÕÌÅÊ, É 0 | ÎÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÏ×ÁÈ.

ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÓÈÅÍÕ, ×ÙÞÉÓÌÑÀÝÕÀ ÜÔÕ ÆÕÎËÃÉÀ, ÒÁÚÍÅÒ ÓÈÅÍÙ ÄÏÌÖÅÎ

ÂÙÔØ ÌÉÎÅÅÎ ÐÏ n, ÇÌÕÂÉÎÁ | O(logn log logn).

1.17. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÓÈÅÍÕ ÒÁÚÍÅÒÁ poly(n) É ÇÌÕÂÉÎÙ O(log

2

n), ËÏÔÏÒÁÑ

ÐÒÏ×ÅÒÑÅÔ, Ó×ÑÚÁÎÙ ÌÉ ÐÕÔ£Í Ä×Å ×ÅÒÛÉÎÙ × ÇÒÁÆÅ. çÒÁÆ ÎÁ m ×ÅÒÛÉ-

ÎÁÈ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÍÅÞÅÎÙ ÞÉÓÌÁÍÉ ÏÔ 1 ÄÏ m, ÚÁÄÁ£ÔÓÑ n = m(m � 1)=2

ÂÕÌÅ×ÙÍÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ. ðÅÒÅÍÅÎÎÁÑ x

ij

, ÇÄÅ i < j, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ, ÅÓÔØ ÌÉ

× ÇÒÁÆÅ ÒÅÂÒÏ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÅ ×ÅÒÛÉÎÙ i É j.

1.18. ðÕÓÔØ ÓÈÅÍÁ ÇÌÕÂÉÎÙ 3 ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× NOT É ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× AND

É OR Ó ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ×ÈÏÄÏ× ×ÙÞÉÓÌÑÅÔ ÓÌÏÖÅÎÉÅ n ÂÉÔÏ× ÐÏ ÍÏ-

ÄÕÌÀ 2 (ÆÕÎËÃÉÑ PARITY). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÁÚÍÅÒ ÓÈÅÍÙ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ c

n

ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ c > 1.

1.19. ðÕÓÔØ f

1

; f

2

; : : : | ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÔ

1; 2; : : : ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ä×Á Ó×ÏÊÓÔ×Á ÒÁ×ÎÏÓÉÌØ-

ÎÙ:

a) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ×ÙÞÉÓÌÑÀÝÉÈ ÜÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ ÆÏÒ-

ÍÕÌ, ÒÁÚÍÅÒ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÐÏÌÉÎÏÍÁ ÏÔ n;

Â) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ×ÙÞÉÓÌÑÀÝÉÈ ÜÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÈÅÍ

ÇÌÕÂÉÎÙ O(logn) ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× NOT, AND É OR (Ó Ä×ÕÍÑ ×ÈÏÄÁÍÉ).

1.20. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÁÚÒÅÛÉÍÙÊ ÐÒÅÄÉËÁÔ, ËÏÔÏÒÙÊ

ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ P=poly, ÎÏ ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ P.

2. ëÌÁÓÓ NP: Ó×ÏÄÉÍÏÓÔØ É ÐÏÌÎÏÔÁ

2.1. NP|ËÌÁÓÓ ÐÒÅÄÉËÁÔÏ×, ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÚÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ

ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ÍÁÛÉÎÁÍÉ ôØÀÒÉÎÇÁ. ôÅÒÍÉÎ �ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉ-

ÒÏ×ÁÎÎÙÊ� ÎÅÕÄÁÞÎÙÊ, ÎÏ ÏÎ ÕÖÅ ÓÔÁÌ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ.

ëÌÁÓÓ NP ÏÐÒÅÄÅÌ£Î ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÐÒÅÄÉËÁÔÏ×. çÏ×ÏÒÑÔ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÞÔÏ

�Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÇÒÁÆÁ

"

ÉÍÅÔØ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏ× ÃÉËÌ

7)

\ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ NP�.

íÙ ÄÁÄÉÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÜÔÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ. ðÅÒ×ÏÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ

ÐÏÎÑÔÉÅ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÍÁÛÉÎÙ ôØÀÒÉÎÇÁ. õÓÔÒÏÊÓÔ×Ï ÎÅÄÅÔÅÒ-

ÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÍÁÛÉÎÙ (îíô) ÔÁËÏÅ ÖÅ, ËÁË É ÏÂÙÞÎÏÊ (ÄÅÔÅÒÍÉÎÉ-

ÒÏ×ÁÎÎÏÊ), ÚÁ ÏÄÎÉÍ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ. õ ÕÐÒÁ×ÌÑÀÝÅÇÏ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Á îíô

7)

çÁÍÉÌØÔÏÎÏ× ÃÉËÌ | ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÐÕÔØ × ÇÒÁÆÅ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÊ ÞÅÒÅÚ ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ

ÇÒÁÆÁ ÒÏ×ÎÏ ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÒÁÚÕ. çÒÁÆ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÅÓÔØ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏ× ÃÉËÌ,

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏ×ÙÍ.
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ÅÓÔØ ÏÓÏÂÙÅ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ. îÁÈÏÄÑÓØ × ÔÁËÏÍ ÓÏÓÔÏ-

ÑÎÉÉ, îíô ÍÏÖÅÔ ×ÙÐÏÌÎÉÔØ ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ. ðÏÜÔÏÍÕ Õ

îíô ×ÍÅÓÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÅÒÅÈÏÄÏ× ÅÓÔØ ÔÁÂÌÉÃÁ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ

ÐÁÒÙ (ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÕÐÒÁ×ÌÑÀÝÅÇÏ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Á, ÔÅËÕÝÉÊ ÓÉÍ×ÏÌ ÎÁ ÌÅÎÔÅ)

×ÍÅÓÔÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÇÏ ×ÁÒÉÁÎÔÁ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ (ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ÓÏÓÔÏÑ-

ÎÉÑ ÕÐÒÁ×ÌÑÀÝÅÇÏ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Á, ÚÁÐÉÓØ ÓÉÍ×ÏÌÁ ÎÁ ÌÅÎÔÕ, ÓÄ×ÉÇ ÇÏÌÏ×ËÉ)

ÕËÁÚÁÎ ÎÁÂÏÒ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ. ïÂÙÞÎÙÅ, ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ, ÓÏ-

ÓÔÏÑÎÉÑ ÓÔÁÎÏ×ÑÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ, ËÏÇÄÁ ÔÁËÏÊ ÎÁÂÏÒ ÓÏÓÔÏÉÔ ÒÏ×ÎÏ

ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ×ÁÒÉÁÎÔÁ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ.

ðÕÔØ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ îíô ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ×ÙÂÏÒÏÍ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ

ÐÅÒÅÈÏÄÏ× ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÔÁËÔÅ ÒÁÂÏÔÙ. îÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÏÓÔØ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ

Ë ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÐÕÔÅÊ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÄÌÑ îíô, ÒÁÂÏÔÁÀÝÅÊ ÎÁ ÄÁÎÎÏÍ ×ÈÏÄ-

ÎÏÍ ÓÌÏ×Å, ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.1. ðÒÅÄÉËÁÔ L ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ NP, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅ-

ÓÔ×ÕÀÔ îíô M É ÐÏÌÉÎÏÍ p(n) ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ

L(x) = 1 =) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÕÔØ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ, ÄÁÀÝÉÊ ÏÔ×ÅÔ �ÄÁ� ÚÁ

×ÒÅÍÑ, ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÅÅ p(jxj);

L(x) = 0 =) (1 ×ÁÒÉÁÎÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ) ÎÅÔ ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ ÐÕÔÉ;

(2 ×ÁÒÉÁÎÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ) ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÐÕÔÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ

ÏÔ×ÅÔÁ �ÄÁ� ÎÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.1. ðÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÅ ×ÁÒÉÁÎÔÙ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ.

þÔÏÂÙ ÉÓËÌÀÞÉÔØ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÏÔ×ÅÔÏ× �ÄÁ� ÎÁ ÄÌÉÎÎÙÈ ÐÕÔÑÈ ×ÙÞÉ-

ÓÌÅÎÉÑ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÚÑÔØ îíô, ÉÍÉÔÉÒÕÀÝÕÀ ÉÓÈÏÄÎÕÀ îíô É ÐÏÄ-

ÓÞÉÔÙ×ÁÀÝÕÀ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÄÅÌÁÎÎÙÈ ÉÓÈÏÄÎÏÊ îíô ÛÁÇÏ×. ëÏÇÄÁ ÞÉ-

ÓÌÏ ÛÁÇÏ× ÐÒÅ×ÙÛÁÅÔ p(jxj), ÍÁÛÉÎÁ ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.2. ÷ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÉ ÄÏÐÕÝÅÎÁ ÏÄÎÁ ÔÏÎËÁÑ

ÏÛÉÂËÁ. ÷ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÓËÁÚÁÎÏ Ï ÐÏÌÉÎÏÍÅ p(n), ËÒÏÍÅ ÆÁË-

ÔÁ ÅÇÏ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ. åÓÌÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÏÌÉÎÏÍÁ ÎÅ×ÙÞÉÓÌÉÍÙ, ÍÏ-

ÇÕÔ ×ÏÚÎÉËÎÕÔØ ÐÒÏÂÌÅÍÙ Ó ÕËÁÚÁÎÎÙÍ ×ÙÛÅ ÓÐÏÓÏÂÏÍ Ó×ÅÄÅÎÉÑ ÏÄÎÏÇÏ

ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ Ë ÄÒÕÇÏÍÕ (ÎÕÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÏÌÉÎÏÍÁ). þÔÏÂÙ

× ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÉÚÂÅÇÁÔØ ÜÔÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÐÏÌÉÎÏÍ

ÉÍÅÅÔ ÃÅÌÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.3. îÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 2.1 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

P � NP. ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÜÔÏ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ ÓÔÒÏÇÉÍ? äÏ×ÏÌØÎÏ ÉÎÔÅÎÓÉ×ÎÙÅ,

ÈÏÔÑ É ÂÅÚÕÓÐÅÛÎÙÅ, ÐÏÐÙÔËÉ ÏÔ×ÅÔÉÔØ ÎÁ ÜÔÏÔ ×ÏÐÒÏÓ ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÔÓÑ

ÕÖÅ ÐÏÞÔÉ 30 ÌÅÔ. îÅÄÁ×ÎÏ ó.óÍÅÊÌ ×ËÌÀÞÉÌ ÐÒÏÂÌÅÍÕ P

?

= NP × ÞÉÓÌÏ

ÔÒ£È ×ÁÖÎÅÊÛÉÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÂÌÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÓÔÏÌÅÔÉÑ (Ä×Å

ÄÒÕÇÉÅ | ÇÉÐÏÔÅÚÁ òÉÍÁÎÁ É ÇÉÐÏÔÅÚÁ ðÕÁÎËÁÒÅ).
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÷ÔÏÒÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÁ NP ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ.

ïÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÐÏÎÑÔÉÅ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÇÏ ÐÒÅÄÉËÁÔÁ ÏÔ

Ä×ÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÔÁËÏÇÏ ÐÒÅÄÉËÁÔÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ËÏÍÂÉÎÁ-

ÃÉÅÊ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ 1.2 É 1.3. ðÏÄ ÒÁÚÍÅÒÏÍ ×ÈÏÄÁ ÄÌÑ ÐÒÅÄÉËÁÔÁ R(x; y)

ÍÏÖÎÏ ÐÏÎÉÍÁÔØ ÔÁËÖÅ ÉÌÉ jxj+ jyj, ÉÌÉ max(jxj; jyj) | ÐÏÌÕÞÁÔÓÑ ÜË×É-

×ÁÌÅÎÔÎÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.2. ðÒÅÄÉËÁÔ L ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ NP, ÅÓÌÉ ÏÎ ÐÒÅÄ-

ÓÔÁ×ÉÍ × ÆÏÒÍÅ L(x) = 9 y

�

(jyj < q(jxj)) ^ R(x; y)

�

, ÇÄÅ q(�) | ÐÏÌÉÎÏÍ,

Á R(�; �) 2 P.

ðÒÉÍÅÒ 2.1. ðÕÓÔØ R(x; y) = �y ÅÓÔØ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏ× ÃÉËÌ × ÇÒÁÆÅ x�.

âÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ ÎÕÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÔÁË: �x ÅÓÔØ Ä×ÏÉÞÎÙÊ ËÏÄ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÇÒÁ-

ÆÁ, Á y | ËÏÄ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏ×Á ÃÉËÌÁ × ÜÔÏÍ ÇÒÁÆÅ (ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÔÁËÏÅ

ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ËÏÄ ÃÉËÌÁ ÎÅ ÄÌÉÎÎÅÅ ËÏÄÁ ÇÒÁÆÁ), ÔÁËÉÅ

ÞÔÏ: : : �. ÷ÏÚØÍ£Í q(n) = n. ôÏÇÄÁ L(x) ÂÕÄÅÔ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÏÚÎÁÞÁÔØ, ÞÔÏ

× ÇÒÁÆÅ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏ× ÃÉËÌ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2.1. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 2.1 É 2.2 ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÐÒ. 2.1 =) ÏÐÒ. 2.2. ðÕÓÔØ ÅÓÔØ îíô M É ÐÏ-

ÌÉÎÏÍ p(n) ÉÚ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÅÄÉËÁÔ R(x; y) =

= �y ÅÓÔØ ÐÒÏÔÏËÏÌ ÒÁÂÏÔÙ M ÎÁ ×ÏÚÍÏÖÎÏÍ ÐÕÔÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÏ ×ÈÏ-

ÄÏÍ x ÄÁÀÝÅÇÏ ÏÔ×ÅÔ

"

ÄÁ\ ÚÁ ×ÒÅÍÑ, ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÅÅ p(jxj)�. äÌÉÎÁ

ÔÁËÏÇÏ ÐÒÏÔÏËÏÌÁ ÐÒÉ ÒÁÚÕÍÎÏÍ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÒÅ-

ÍÅÎÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ (ÅÓÌÉ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÐÒÏÔÏËÏÌÁ ÏÐÉÓÁÎÎÕÀ

× ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ 1.2 ÔÁÂÌÉÃÕ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ, ÔÏ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏ),

ÐÏÜÔÏÍÕ × ËÁÞÅÓÔ×Å q(n) ÄÌÑ ×ÔÏÒÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ p(n)

(p

2

(n)), ÕÍÎÏÖÅÎÎÙÊ ÎÁ ÐÏÄÈÏÄÑÝÕÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ.

þÔÏÂÙ ÚÁËÏÎÞÉÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÏÓÔÁÌÏÓØ ÐÒÏ×Å-

ÒÉÔØ, ÞÔÏ R(�; �) 2 P. üÔÏ ÐÏÞÔÉ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. íÙ ÄÏÌÖÎÙ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ

ÐÒÏÔÏËÏÌ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ îíô, ÒÁÂÏÔÁÀÝÅÊ ÚÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ. üÔÏ

ÚÁÊÍ£Ô ÎÁÓ ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÎÁ ÔÏ ÖÅ ×ÒÅÍÑ (ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÎÅÚÁÞÅÍ ÓÍÏÔÒÅÔØ ÎÁ

ÏÄÎÕ ÑÞÅÊËÕ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏ ÄÏÌÇÏ).

ïÐÒ. 2.2 =) ÏÐÒ. 2.1. ðÕÓÔØ ÅÓÔØ R; q ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 2.2. ðÏÓÔÒÏ-

ÉÍ M ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 2.1. ïÎÁ ÒÁÂÏÔÁÅÔ × Ä×Á ÜÔÁÐÁ.

÷ÎÁÞÁÌÅ M ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÏ ÐÉÛÅÔ y (ËÏÔÏÒÙÊ × ÓÉÌÕ ÏÐÒÅ-

ÄÅÌÅÎÉÑ 2.2 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏ×Á x, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ L(x) = 1).

çÏ×ÏÒÑÔ ÅÝ£, ÞÔÏ M �ÏÔÇÁÄÙ×ÁÅÔ� (\guesses") y. âÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ ÜÔÏ ÏÚÎÁ-

ÞÁÅÔ, ÞÔÏ M ÎÁÈÏÄÉÔ ÐÒÁ×ÙÊ ËÏÎÅÃ ×ÈÏÄÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á, ÓÄ×ÉÇÁÅÔÓÑ ÅÝ£ ÎÁ

ÏÄÎÕ ÑÞÅÊËÕ ×ÐÒÁ×Ï, ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÔ × ÎÅ£ #, ÅÝ£ ÒÁÚ ÓÄ×ÉÇÁÅÔÓÑ ×ÐÒÁ×Ï É

ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÔÁËÏÅ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÏÎÁ ÐÉ-

ÛÅÔ ÏÄÉÎ ÉÚ ÓÉÍ×ÏÌÏ× ÎÁ ÌÅÎÔÕ, ÓÄ×ÉÇÁÅÔÓÑ ×ÐÒÁ×Ï É ×ÙÂÉÒÁÅÔ ÍÅÖÄÕ
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ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÅÍ ÜÔÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ É ÐÅÒÅÈÏÄÏÍ × (ÕÖÅ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ)

ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÎÁÞÁÌÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÜÔÁÐÁ.

ðÏÓÌÅ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÑ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÜÔÁÐÁ ÎÁ ÌÅÎÔÅ, ÐÏÍÉÍÏ ×ÈÏÄÎÏÇÏ ÓÌÏ-

×Á x, ÚÁÐÉÓÁÎÏ ÅÝ£ É ÓÌÏ×Ï y. ôÅÐÅÒØ M ÏÓÔÁÌÏÓØ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÚÎÁÞÅ-

ÎÉÅ ÐÒÅÄÉËÁÔÁ R(x; y) ÚÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ. üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ,

ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÝÉÊ × ÓÉÌÕ ÏÐÒÅ-

ÄÅÌÅÎÉÑ 2.2. �

åÝ£ ÏÄÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÁ NP ÅÓÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ×ÁÒÉÁÎÔ ÏÐÒÅÄÅ-

ÌÅÎÉÑ 2.2, ÎÏ ÉÍÅÎÎÏ × ÔÁËÏÊ ÆÏÒÍÅ ÅÇÏ ÕÄÏÂÎÏ ÏÂÏÂÝÁÔØ É ÐÏÌÕÞÁÔØ

ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÄÒÕÇÉÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ×.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.3. éÍÅÀÔÓÑ Ä×Á ÐÅÒÓÏÎÁÖÁ: ËÏÒÏÌØ Arthur (áÒÔÕÒ),

ÕÍÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÓÐÏÓÏÂÎÏÓÔÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ, É ×ÏÌ-

ÛÅÂÎÉË Merlin (íÅÒÌÉÎ), ËÏÔÏÒÙÊ ÉÎÔÅÌÌÅËÔÕÁÌØÎÏ ×ÓÅÍÏÇÕÝ É ÚÎÁÅÔ

ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÅ ÏÔ×ÅÔÙ ÎÁ ×ÓÅ ×ÏÐÒÏÓÙ. ëÏÒÏÌØA ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ

Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ L(x) (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, �ÅÓÔØ ÌÉ Õ ÇÒÁÆÁ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏ× ÃÉËÌ�), Á ×ÏÌ-

ÛÅÂÎÉË M ÈÏÞÅÔ, ÞÔÏÂÙ ËÏÒÏÌØ ÐÒÉÚÎÁÌ ÎÁÌÉÞÉÅ ÜÔÏÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á (ÎÕ,

ÓËÁÖÅÍ, ÇÒÁÆ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë Ú×ÁÎÉÀ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏ×Á É ÄÁÌ M ×ÚÑÔËÕ). A

ÎÅ ÄÏ×ÅÒÑÅÔ Ó×ÏÅÍÕ ×ÏÌÛÅÂÎÉËÕ, ÚÎÁÑ ÅÇÏ ËÏÒÙÓÔÏÌÀÂÉÅ, É ÈÏÞÅÔ ÉÍÅÔØ

×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÎÙÊ M ÏÔ×ÅÔ.

ðÏÜÔÏÍÕ ÏÎÉ ÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.A ÉM ÏÂÁ ÓÍÏÔÒÑÔ ÎÁ

ÓÌÏ×Ï x, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ M ÓÏÏÂÝÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ (ÓÌÏ×Ï y), ËÏ-

ÔÏÒÁÑ ÄÏÌÖÎÁ ÕÂÅÄÉÔØ A, ÞÔÏ L(x) = 1. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÜÔÕ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ, A

ÐÒÏ×ÅÒÑÅÔ ÕÂÅÄÉÔÅÌØÎÏÓÔØ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×M ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍ

ÓÐÏÓÏÂÏÍ.

÷ ÜÔÉÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÁ NP ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ

ÔÁË: Ó×ÏÊÓÔ×Ï L ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ NP, ÅÓÌÉ Õ áÒÔÕÒÁ ÅÓÔØ ÐÏÌÉÎÏ-

ÍÉÁÌØÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÐÒÏ×ÅÒÑÔØ ÕÂÅÄÉÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÏ×ÏÄÏ× íÅÒÌÉÎÁ, ÐÒÉÞ£Í:

L(x) = 1 =) Õ M ÅÓÔØ ÓÐÏÓÏÂ ÕÂÅÄÉÔØ A × ÜÔÏÍ;

L(x) = 0 =) ËÁË ÂÙM ÎÉ ÉÚÏÝÒÑÌÓÑ, A ÎÅ ÐÏ×ÅÒÉÔ, ÞÔÏ L(x) = 1.

üË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ 2.2 ÎÅ ×ÙÚÙ×ÁÅÔ

ÓÏÍÎÅÎÉÊ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÉÚ-ÚÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ ËÏÒÏ-

ÌÑA, ÓÏÏÂÝÅÎÉÅ ×ÏÌÛÅÂÎÉËÁM ÄÏÌÖÎÏ ÉÍÅÔØ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ÒÁÚÍÅÒ.

÷ ÏÓÔÁÌØÎÏÍ ÒÁÚÌÉÞÉÑ ÍÅÖÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑÍÉ ÞÉÓÔÏ ×ÎÅÛÎÉÅ.

2.2. ó×ÏÄÉÍÏÓÔØ É NP-ÐÏÌÎÏÔÁ. óÌÏÖÎÏÓÔØ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÅÄÉËÁ-

ÔÏ× ÍÏÖÎÏ ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÔØ, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.4. ó×ÏÄÉÍÏÓÔØ ÐÏ ëÁÒÐÕ. ðÒÅÄÉËÁÔ L

1

Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë

ÐÒÅÄÉËÁÔÕ L

2

(ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ L

1

/ L

2

), ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ

f 2 P, ÞÔÏ 8x L

1

(x) = L

2

(f(x)).

ëÌÁÓÓ NP: Ó×ÏÄÉÍÏÓÔØ É ÐÏÌÎÏÔÁ 31

ó×ÏÄÉÍÏÓÔØ ÐÏ ëÁÒÐÕ ÔÁËÖÅ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ Ó×ÏÄÉÍÏ-

ÓÔØÀ, Á ÞÁÓÔÏ | ÐÒÏÓÔÏ Ó×ÏÄÉÍÏÓÔØÀ.

ìÅÍÍÁ 2.1. ðÕÓÔØ L

1

/ L

2

. ôÏÇÄÁ

Á) L

2

2 P) L

1

2 P; Â) L

1

62 P) L

2

62 P; ×) L

2

2 NP) L

1

2 NP.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÎËÔ Á) ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÏÞÅ×ÉÄÅÎ | ÞÔÏÂÙ ×ÙÞÉ-

ÓÌÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÒÅÄÉËÁÔÁ L

1

, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ËÏ ×ÈÏÄÕ x ÆÕÎË-

ÃÉÀ f , Á Ë ÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ Å£ ÒÁÂÏÔÙ | ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ L

2

.

ðÕÎËÔ Â) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÕÎËÔÁ Á).

ðÕÎËÔ ×) ÔÁËÖÅ ÐÒÏÓÔ. åÇÏ ÍÏÖÎÏ ÏÂßÑÓÎÑÔØ ÐÏ-ÒÁÚÎÏÍÕ. îÁÐÒÉÍÅÒ,

ÔÁË: íÅÒÌÉÎ ÓÏÏÂÝÁÅÔ áÒÔÕÒÕ f(x) (ÄÌÉÎÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÎÅËÏ-

ÔÏÒÙÍ ÐÏÌÉÎÏÍÏÍ h ÏÔ ÄÌÉÎÙ x, ÐÏÓËÏÌØËÕ f 2 P) É ÓÌÏ×Ï y, ËÏÔÏÒÏÅ

ÕÂÅÖÄÁÅÔ áÒÔÕÒÁ × ÔÏÍ, ÞÔÏ L

2

(f(x)) = 1. áÒÔÕÒ ÔÁËÖÅ ÍÏÖÅÔ ÐÒÏ×Å-

ÒÉÔØ, ÞÔÏ ÅÍÕ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÓÏÏÂÝÅÎÏ f(x). éÓÐÏÌØÚÕÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.2,

ÍÏÖÎÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÃÅÐÏÞËÕ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÅÊ

L

1

(x), L

2

(f(x)) , 9 y

�

(jyj < q(jf(x)j)) ^R(f(x); y)

�

,

, 9 y

�

(jyj < r(jxj))^R(f(x); y)

�

:

ðÏÌÉÎÏÍ r(jxj) × ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÉ | ÜÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÐÏÌÉÎÏÍÏ× q

É h. �

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.5. ðÒÅÄÉËÁÔ L 2 NP ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ NP-ÐÏÌÎÙÍ, ÅÓÌÉ

ÌÀÂÏÊ ÐÒÅÄÉËÁÔ ÉÚ NP Ë ÎÅÍÕ Ó×ÏÄÉÔÓÑ.

åÓÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ NP-ÐÏÌÎÙÊ ÐÒÅÄÉËÁÔ ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ ÚÁ ×ÒÅÍÑ

T (n), ÔÏ ÌÀÂÏÊ ÐÒÅÄÉËÁÔ ÉÚ NP ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ ÚÁ ×ÒÅÍÑ T (n

c

) ÄÌÑ

ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ c. ôÁËÁÑ ÐÏÔÅÒÑ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÓÞÉ-

ÔÁÅÔÓÑ × ÜÔÏÊ ÎÁÕËÅ ÎÅÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ.

NP-ÐÏÌÎÙÅ ÐÒÅÄÉËÁÔÙ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ, ÐÒÉ×ÅÄ£Í ÐÒÉÍÅÒÙ.

÷ÙÐÏÌÎÉÍÏÓÔØ. úÁÄÁ£ÔÓÑ ÐÒÅÄÉËÁÔÏÍ

SAT (x) () x ÅÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÁ Ó ÂÕÌÅ×ÙÍÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ É ÓÉÍ×ÏÌÁ-

ÍÉ (:; _; ^), ËÏÔÏÒÁÑ ÉÓÔÉÎÎÁ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÚÎÁÞÅ-

ÎÉÑÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2.2 (ëÕË, ìÅ×ÉÎ). 1) SAT 2 NP; 2) SAT | NP-ÐÏÌÎÁ.

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. åÓÌÉ SAT 2 P, ÔÏ P = NP.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï (ÔÅÏÒÅÍÙ 2.2). 1) íÅÒÌÉÎÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÏÏÂÝÉÔØ

áÒÔÕÒÕ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ×ÈÏÄÑÝÉÈ × ÆÏÒÍÕÌÕ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÎÁ

ÉÓÔÉÎÎÁ. áÒÔÕÒ ÓÐÒÁ×ÉÔÓÑ Ó ÐÒÏ×ÅÒËÏÊ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ×ÙÓËÁ-

ÚÙ×ÁÎÉÑ.

2) ðÕÓÔØ ÐÒÅÄÉËÁÔ ÉÚ NP, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÕÖÎÏ Ó×ÅÓÔÉ Ë SAT , ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

L(x) = 9 y

�

(jyj < q(jxj))^R(x; y)

�

.
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òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÁÂÌÉÃÕ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ (ÓÍ. ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 1.2)

ÄÌÑ íô, ×ÙÞÉÓÌÑÀÝÅÊ R(x; y) (×ÈÏÄÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÁÒÁ x#y). âÕÄÅÍ ÉÓ-

ÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÔÅ ÖÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ÞÔÏ É × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ 1.2 (ËÏ-

ÄÙ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ËÌÅÔÏË ÔÁÂÌÉÃÙ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ). þÔÏÂÙ ÔÁÂÌÉÃÁ ×ÙÞÉÓÌÅ-

ÎÉÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Ï×ÁÌÁ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏ ÐÒÏ×ÅÄ£ÎÎÏÍÕ ÕÓÐÅÛÎÏÍÕ (Ó ÏÔ×ÅÔÏÍ

�ÄÁ�) ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÀ, ÄÏÌÖÎÙ ×ÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ÐÒÁ×ÉÌÁ ÓÏÇÌÁÓÏ×Á-

ÎÉÑ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÞÅÔ×£ÒËÉ ËÌÅÔÏË ×ÉÄÁ É ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ

�ÄÁ�. ëÁÖÄÏÅ ÔÁËÏÅ ÐÒÁ×ÉÌÏ ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÏÔ×Å-

ÞÁÀÝÉÈ ÌÉÂÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ÞÅÔ×£ÒËÅ, ÌÉÂÏ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÑÞÅÊËÅ ÓÁÍÏÊ

ÎÉÖÎÅÊ ÓÔÒÏËÉ ÔÁÂÌÉÃÙ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÏÒÍÕÌÕ '

x

ËÁË ËÏÎßÀÎËÃÉÀ ×ÓÅÈ

ÜÔÉÈ ÆÏÒÍÕÌ, × ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÄÓÔÁ×ÌÅÎÙ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ËÏÄÉÒÕ-

ÀÝÉÈ ×ÈÏÄ x#y, ÄÏÐÏÌÎÅÎÎÙÊ ÓÉÍ×ÏÌÁÍÉ ÄÏ ÄÌÉÎÙ jxj + 1 + q(jxj).

úÎÁÞÅÎÉÑ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ x É #, | ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ,

ÏÔ ËÏÔÏÒÙÈ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ, ÏÔ×ÅÞÁÀÔ y É ËÏÄÁÍ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÑÞÅ-

ÅË ÔÁÂÌÉÃÙ. ôÁË ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ '

x

ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ y É

ÅÝ£ ÏÔ ËÁËÉÈ-ÔÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ z.

éÔÁË, ÍÙ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÌÉ ÓÌÏ×Õ xÆÏÒÍÕÌÕ '

x

(y; z), ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅ-

ÎÉÀ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ. åÓÌÉ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ R(x; y), ÔÏ ÎÁÊ-

Ä£ÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÎÁÂÏÒ ÚÎÁÞÅÎÉÊ z(x; y), ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ '

x

(y; z(x; y)) ÉÓÔÉÎÎÁ

(ÜÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÐÉÓÙ×ÁÀÔ ÒÁÂÏÔÕ íô ÎÁ ×ÈÏÄÅ x#y). á ÅÓÌÉ R(x; y) ÎÅ

×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ, ÔÏ '

x

(y; z) ×ÓÅÇÄÁ ÌÏÖÎÁ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÏ ÓÕÔÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ,

ÞÔÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÎÁ ×ÈÏÄÅ (x; y) ÄÁ£Ô ÏÔ×ÅÔ �ÄÁ�). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÉ

L(x) = 1 ÔÁËÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÉÎÏÇÄÁ (ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ y) ÉÓÔÉÎÎÁ,

ÐÒÉ L(x) = 0 | ×ÓÅÇÄÁ ÌÏÖÎÁ. �

äÒÕÇÉÅ ÐÒÉÍÅÒÙ NP-ÐÏÌÎÙÈ ÚÁÄÁÞ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÓÌÅÄÕÀ-

ÝÅÊ ÌÅÍÍÙ.

ìÅÍÍÁ 2.2. åÓÌÉ SAT / L É L 2 NP, ÔÏ L| NP-ÐÏÌÎÁÑ. é ×ÏÏÂÝÅ,

ÅÓÌÉ L

1

| NP-ÐÏÌÎÁÑ, L

1

/ L

2

É L

2

2 NP, ÔÏ L

2

| NP-ÐÏÌÎÁÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÓÔØ Ó×ÏÄÉÍÏ-

ÓÔÉ: ÅÓÌÉ L

1

/ L

2

, L

2

/ L

3

, ÔÏ L

1

/ L

3

. ïÎÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ

ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ Ä×ÕÈ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ

×ÙÞÉÓÌÉÍÁ. �

3-ëîæ. úÁÄÁ£ÔÓÑ ÐÒÅÄÉËÁÔÏÍ

3-SAT (x) () x ÅÓÔØ 3-ëîæ, ËÏÔÏÒÁÑ ÉÓÔÉÎÎÁ ÉÓÔÉÎÎÁ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏ-

ÒÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. 3-ëîæ | ÜÔÏ ËÏÎßÀÎË-

ÃÉÑ ÄÉÚßÀÎËÃÉÊ, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÒÉ

ÌÉÔÅÒÁÌÁ.

3-SAT ÔÁËÖÅ NP-ÐÏÌÎÁ. üÔÏ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ Ó×ÅÄÅÎÉÅÍ Ë ÎÅÊ SAT .
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ôÅÏÒÅÍÁ 2.3. SAT / 3-SAT .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ ÌÀÂÏÊ ÓÈÅÍÅ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ

ÔÁËÕÀ 3-ëîæ, ×ÙÐÏÌÎÉÍÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ×ÙÞÉ-

ÓÌÑÅÍÁÑ ÓÈÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÅ ÒÁ×ÎÁ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ 0. ÷ ÜÔÕ ëîæ ÂÕÄÕÔ

×ÈÏÄÉÔØ ×ÓÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÓÈÅÍÙ (x

1

; : : : ; x

n

É y

1

; : : : ; y

s

| ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÔÅ

ÖÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÞÔÏ É × ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÓÈÅÍÙ). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ×ÎÁ-

ÞÁÌÅ ËÏÎßÀÎËÃÉÀ K

00

ÕÓÌÏ×ÉÊ, ÏÚÎÁÞÁÀÝÉÈ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ×ÓÐÏÍÏÇÁ-

ÔÅÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ y

j

ÉÍÅÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ

ÐÒÉÓ×ÁÉ×ÁÎÉÑ Y

j

. åÓÔØ ÔÒÉ ÔÉÐÁ ÔÁËÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ (ÏÎÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔÕÀÔ ÔÒ£Í

ÂÁÚÉÓÎÙÍ ÆÕÎËÃÉÑÍ), É ËÁÖÄÙÊ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ 3-ëîæ:

�

y , (x

1

_ x

2

)

�

= (x

1

_ x

2

_ :y) ^ (:x

1

_ x

2

_ y) ^ (x

1

_ :x

2

_ y) ^

^ (:x

1

_ :x

2

_ y);

�

y , (x

1

^ x

2

)

�

= (x

1

_ x

2

_ :y) ^ (:x

1

_ x

2

_ :y) ^ (x

1

_:x

2

_ :y) ^

^ (:x

1

_ :x

2

_ y);

�

y , :x

�

= (x _ y) ^ (:x_ :y):

ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÜÔÉ 3-ëîæ × K

00

, ÐÏÌÕÞÉÍ 3-ëîæ K

0

. éÓËÏÍÁÑ 3-ëîæ ÉÍÅ-

ÅÔ ×ÉÄ K = K

0

^ y

s

. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÉÓÔÉÎÎÏÓÔØ K ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÕÔ×ÅÒ-

ÖÄÅÎÉÀ: ×ÓÅ ÐÒÉÓ×ÁÉ×ÁÎÉÑ ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏ É × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕ-

ÞÉÌÁÓØ 1 (y

s

= 1). úÎÁÞÉÔ, ÅÓÌÉ ÐÒÉ ËÁËÉÈ-ÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x

i

ÓÈÅÍÁ ×ÙÄÁ£Ô 1, ÔÏ K ×ÙÐÏÌÎÉÍÁ, É ÎÁÏÂÏÒÏÔ. �

åÝ£ ÏÄÉÎ ÐÒÏÓÔÏÊ ÐÒÉÍÅÒ Ó×ÅÄ�ÅÎÉÑ.

úÁÄÁÞÁ ãìð (ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ). äÁ-

ÎÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ. åÓÔØ ÌÉ

Õ ÎÅ£ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ? (äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÓÏ×ÍÅÓÔÎÁ ÌÉ ÓÉÓ-

ÔÅÍÁ?)

÷ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅ ×ÈÏÄÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× É ×ÅËÔÏÒ

ÐÒÁ×ÙÈ ÞÁÓÔÅÊ. ôÏ, ÞÔÏ ãìð 2 NP, ÎÅ ÓÏ×ÓÅÍ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ,

ÞÔÏ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÐÏÄÓËÁÚËÉ íÅÒÌÉÎ ÍÏÖÅÔ ÓÏÏÂÝÉÔØ áÒÔÕÒÕ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÅ-

ÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ ×ÓÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÓÉÓÔÅÍÙ. ðÏ ÏÐÒÅ-

ÄÅÌÅÎÉÀ, ÄÌÉÎÁ ÜÔÏÇÏ ÓÏÏÂÝÅÎÉÑ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ ÏÇÒÁÎÉ-

ÞÅÎÁ. íÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÚ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ

ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ, ÒÁÚÍÅÒ ÚÁÐÉÓÉ ËÏÔÏÒÏ-

ÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ ÐÏÌÉÎÏÍÏÍ ÏÔ ÄÌÉÎÙ ÚÁÐÉÓÉ ÓÉÓÔÅÍÙ, ÓÍ. [14, Ô. 2, x17.1].

ó×ÅÄ£Í ÔÅÐÅÒØ 3-ëîæ Ë ãìð. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÐÏ 3-ëîæ ÓÉÓÔÅÍÕ ÌÉ-

ÎÅÊÎÙÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×. ãÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ×ÏÚØÍ£Í ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ,

ÓËÏÌØËÏ ÅÓÔØ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. âÕÌÅ×ÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x

i

ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ

×ÙÒÁÖÅÎÉÅ p

i

. ïÔÒÉÃÁÎÉÀ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ :x

i

ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ 1�p

i

.

ëÁÖÄÏÊ ÄÉÚßÀÎËÃÉÉ X

j

_ X

k

_ X

m

(X

�

| ÌÉÔÅÒÁÌÙ) ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ
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ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï P

j

+ P

k

+ P

m

> 1, × ËÏÔÏÒÏÍ P

j

, P

k

, P

m

| ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ,

ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÅ ÌÉÔÅÒÁÌÁÍ ÄÉÚßÀÎËÃÉÉ.

éÓËÏÍÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÄÌÑ ×ÓÅÈ i ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á 0 6 p

i

6 1, Á ÔÁË-

ÖÅ ×ÓÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÅ ÄÉÚßÀÎËÃÉÑÍ ÉÚ ëîæ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ,

ÞÔÏ ×ÙÐÏÌÎÉÍÏÓÔØ 3-ëîæ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÁËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.4. åÓÌÉ ÎÅ ÔÒÅÂÏ×ÁÔØ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÓÔÉ ÒÅÛÅÎÉÊ, ÔÏ

ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÓÔØ ÓÉÓÔÅÍÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× ÍÏÖÎÏ ÚÁ ÐÏÌÉ-

ÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ. ðÒÉÍÅÒÙ ÔÁËÉÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× (èÁÞÉÑÎÁ, ëÁÒÍÁÒËÁÒÁ)

ÔÁËÖÅ ÓÍ. × [14, Ô. 1, x13, x15.1].

ïÂÛÉÒÎÙÊ ÓÐÉÓÏË NP-ÐÏÌÎÙÈ ÚÁÄÁÞ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ËÎÉÇÅ çÜÒÉ É

äÖÏÎÓÏÎÁ [3]. ëÁË ÐÒÁ×ÉÌÏ, ÉÈ NP-ÐÏÌÎÏÔÁ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ

Ó×ÅÄ�ÅÎÉÊ. ðÒÉ×ÅÄ£Í ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÉÍÅÒÏ× NP-ÐÏÌÎÙÈ ÚÁÄÁÞ.

3-ÒÁÓËÒÁÓËÁ. äÁÎ ÇÒÁÆ. óÐÒÁÛÉ×ÁÅÔÓÑ, ÍÏÖÎÏ ÌÉ ÒÁÓËÒÁÓÉÔØ ÅÇÏ

×ÅÒÛÉÎÙ × ÔÒÉ Ã×ÅÔÁ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ËÏÎÃÙ ËÁÖÄÏÇÏ ÒÅÂÒÁ ÂÙÌÉ ÐÏËÒÁ-

ÛÅÎÙ × ÒÁÚÎÙÅ Ã×ÅÔÁ. (áÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ 2-ÒÁÓËÒÁÓËÁ ÒÅÛÁÅÔÓÑ ÚÁ

ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ.)

ëÌÉËÁ. äÁÎÙ ÇÒÁÆ É ÞÉÓÌÏ k. óÐÒÁÛÉ×ÁÅÔÓÑ, ÅÓÔØ ÌÉ k-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÅ

ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ, ÌÀÂÙÅ Ä×Å ×ÅÒÛÉÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ

ÒÅÂÒÏÍ.

úÁÄÁÞÉ

2.1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÁ ÐÒÏ×ÅÒËÉ ×ÙÐÏÌÎÉÍÏÓÔÉ 2-ëîæ (ËÏÎß-

ÀÎËÃÉÉ ÄÉÚßÀÎËÃÉÊ, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÄÅÒÖÉÔ Ä×Á ÌÉÔÅÒÁÌÁ) ÐÒÉ-

ÎÁÄÌÅÖÉÔ P.

2.2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÁ ÏÂ ÜÊÌÅÒÏ×ÏÍ ÐÕÔÉ × ÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎ-

ÎÏÍ ÇÒÁÆÅ (ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÐÕÔØ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÊ ÐÏ ×ÓÅÍ Ò£ÂÒÁÍ ÒÏ×ÎÏ ÐÏ

ÏÄÎÏÍÕ ÒÁÚÕ) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ P.

2.3. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ NP ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó P. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×

ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÚÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ ÍÏÖÎÏ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ×Ù-

ÐÏÌÎÉÍÏÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ, ÎÏ É ÎÁÊÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ

ÏÎÁ ÉÓÔÉÎÎÁ (ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏ×Á ÃÉËÌÁ É Ô. Ð.)

2.4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÁ Ï ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑÈ (ÅÓÔØ n ÍÁÌØÞÉËÏ× É n

ÄÅ×ÏÞÅË, ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ËÁËÉÅ ÐÁÒÙ ÓÏÇÌÁÓÎÙ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ ÔÁÎÃÅ×ÁÔØ; ÎÁÄÏ

ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ, ÍÏÖÎÏ ÌÉ ÕÓÔÒÏÉÔØ ÔÁÎÅÃ, × ËÏÔÏÒÏÍ ×ÓÅ n ÍÁÌØÞÉËÏ× É n

ÄÅ×ÏÞÅË ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ × ÐÁÒÙ) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ NP É, ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÐÒÉÎÁÄÌÅ-

ÖÉÔ P.

2.5. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ

Á) ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ Ó×ÅÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ 3-ëîæ Ë ÚÁÄÁÞÅ ëÌÉËÁ;
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Â) ÔÏÔ ÖÅ ×ÏÐÒÏÓ, ÎÏ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÅ-

ÛÅÎÉÊ ÓÏÈÒÁÎÑÌÏÓØ (ÅÓÌÉ 3-ëîæ F ÐÒÉ Ó×ÅÄÅÎÉÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÐÁÒÁ

(ÇÒÁÆ H, ÒÁÚÍÅÒ k), ÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÙÐÏÌÎÑÀÝÉÈ ÎÁÂÏÒÏ× ÐÅÒÅÍÅÎ-

ÎÙÈ ÄÌÑ F ÒÁ×ÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ËÌÉË ÒÁÚÍÅÒÁ k × ÇÒÁÆÅ H).

2.6.ðÏÓÔÒÏÊÔÅ

Á) ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ Ó×ÅÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ 3-ëîæ Ë ÚÁÄÁÞÅ 3-ÒÁÓËÒÁÓËÁ;

Â) ÔÏÔ ÖÅ ×ÏÐÒÏÓ, ÎÏ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×Ù-

ÐÏÌÎÑÀÝÉÈ ÎÁÂÏÒÏ× ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ 3-ëîæ ÒÁ×ÎÑÌÏÓØ ÂÙ ÛÅ-

ÓÔÉËÒÁÔÎÏÍÕ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ 3-ÒÁÓËÒÁÓÏË ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÅÊ ÇÒÁÆÁ.

2.7. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ NP-ÐÏÌÎÏÊ: ÄÁÎ ÎÁ-

ÂÏÒ ÉÚ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ n ÔÉÐÏ× Ë×ÁÄÒÁÔÉËÏ× 1 � 1, ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ ËÏÔÏÒÙÈ

ÎÁÐÉÓÁÎÙ ËÁËÉÅ-ÔÏ ÂÕË×Ù; ÄÁÎ ÓÐÉÓÏË ÄÏÐÕÓÔÉÍÙÈ ÐÁÒ ÂÕË× É ÓÐÉÓÏË

ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÂÕË×; ÓÐÒÁÛÉ×ÁÅÔÓÑ, ÍÏÖÎÏ ÌÉ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÓÌÏÖÉÔØ ÉÚ Ë×Á-

ÄÒÁÔÉËÏ× ÎÁÂÏÒÁ ÂÏÌØÛÏÊ Ë×ÁÄÒÁÔ ÒÁÚÍÅÒÁ n � n (ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÎÁ ÐÒÉ-

ÍÙËÁÀÝÉÈ ÓÔÏÒÏÎÁÈ Ë×ÁÄÒÁÔÉËÏ× ÂÙÌÉ ÔÏÌØËÏ ÄÏÐÕÓÔÉÍÙÅ ÐÁÒÙ ÂÕË×,

Á ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ Ë×ÁÄÒÁÔÁ | ÔÏÌØËÏ ÇÒÁÎÉÞÎÙÅ ÂÕË×Ù).

2.8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÉËÁÔ �x | Ä×ÏÉÞÎÁÑ ÚÁÐÉÓØ ÓÏÓÔÁ×ÎÏÇÏ ÞÉ-

ÓÌÁ� ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ NP.

2.9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÉËÁÔ �x| Ä×ÏÉÞÎÁÑ ÚÁÐÉÓØ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ�

ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ NP.

3. ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ É ËÌÁÓÓ BPP. ðÒÏ×ÅÒËÁ

ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÞÉÓÌÁ

÷ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÈ íô (÷íô), ËÁË É × ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ, ÉÍÅ-

ÀÔÓÑ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÏÚÍÏÖÅÎ ÐÅÒÅÈÏÄ × ÎÅÓËÏÌØËÏ (ÂÏÌØÛÅ ÏÄ-

ÎÏÇÏ) ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ. ïÔÌÉÞÉÅ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ, ËÕÄÁ ÷íô

ÄÅÌÁÅÔ ÐÅÒÅÈÏÄ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ ÐÒÏ-

ÃÅÓÓÁ (�ÐÏÄÂÒÁÓÙ×ÁÎÉÑ ÍÏÎÅÔÙ�). îÕÖÎÏ ÏÇÏ×ÏÒÉÔØ, ËÁËÉÅ ÍÏÎÅÔÙ ÄÏ-

ÐÕÓËÁÀÔÓÑ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ×ÚÑÔØ ÍÏÎÅÔÕ, ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ×ÙÐÁÄÅÎÉÑ ÇÅÒ-

ÂÁ ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁ×ÎÁ ÎÅ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÍÕ ÞÉÓÌÕ, ÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÷íô,

ÉÓÐÏÌØÚÕÀÝÅÊ ÐÏÄÂÒÁÓÙ×ÁÎÉÅ ÔÁËÏÊ ÍÏÎÅÔÙ, ÂÕÄÕÔ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÈÏ-

ÔÅÌÏÓØ ÂÙ; ÏÎÁ ÓÍÏÖÅÔ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ É ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÙÅ ÐÒÅ-

ÄÉËÁÔÙ.

ïÂÙÞÎÏ ÓÞÉÔÁÀÔ, ÞÔÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ×ÙÐÁÄÅÎÉÑ ÏÄÉÎÁËÏ×Ù ÄÌÑ ÏÂÅÉÈ

ÓÔÏÒÏÎ ÍÏÎÅÔÙ, Á ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÏÄÂÒÁÓÙ×ÁÎÉÑ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ Ó ÞÉÓÌÏÍ

0 ÉÌÉ 1.

èÏÔÑ ÄÌÑ ÷íô ÎÅÌØÚÑ ÓËÁÚÁÔØ, ËÁËÏÊ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÏÔ×ÅÔ ÏÎÁ ×ÙÄÁÓÔ,

ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ ÉÌÉ ÉÎÏÇÏ ÏÔ×ÅÔÁ.
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ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.1. ðÒÅÄÉËÁÔ L ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ BPP, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅ-

ÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÷íô M É ÐÏÌÉÎÏÍ p(n), ÞÔÏ ÍÁÛÉÎÁ M ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÏÓÔÁ-

ÎÏ×ÉÔÓÑ ÚÁ ×ÒÅÍÑ, ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÅÅ p(jxj), ÐÒÉÞ£Í

L(x) = 1 =) M Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÂÏÌØÛÅÊ 2=3 ÄÁ£Ô ÏÔ×ÅÔ �ÄÁ�;

L(x) = 0 =) M Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÂÏÌØÛÅÊ 2=3 ÄÁ£Ô ÏÔ×ÅÔ �ÎÅÔ�.

åÓÌÉ × ÜÔÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÞÉÓÌÏ 2=3 ÎÁ ÌÀÂÏÅ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎ-

ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, Â�ÏÌØÛÅÅ 1=2, ËÌÁÓÓ BPP ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ. åÓÔØ ÐÒÏÓÔÏÊ ÓÐÏÓÏÂ

ÄÏÂÉÔØÓÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ, ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÌÉÚËÏÊ Ë 1. ÷ÏÚØÍ£Í ÎÅÓËÏÌØËÏ

ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÍÁÛÉÎ, ÚÁÐÕÓÔÉÍ ÉÈ ×ÓÅ, Á ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÙÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÂÕ-

ÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÍÎÅÎÉÅ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Á. åÓÌÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÏÔ×Å-

ÔÁ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÜËÚÅÍÐÌÑÒÁ ÍÁÛÉÎÙ ÒÁ×ÎÁ c > 1=2, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ,

ÞÔÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÏÔ×ÅÔÁ ÐÏÓÌÅ ÇÏÌÏÓÏ×ÁÎÉÑ n ÍÁÛÉÎ ÎÅ

ÍÅÎØÛÅ 1� �

n

, ÇÄÅ � = 2

p

c(1� c) < 1.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.1. ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÆÉÚÉÞÅÓËÕÀ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÀ îíô ÏÞÅÎØ

ÔÒÕÄÎÏ (×ÓÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÍ ÐÒÉÄ£ÔÓÑ ÐÏÍÅÓÔÉÔØ × ÎÅ£ ×ÓÅÚÎÁÊËÕ íÅÒ-

ÌÉÎÁ). á ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÅ ÍÁÛÉÎÙ ×ÐÏÌÎÅ ÍÏÇÕÔ ÍÙÓÌÉÔØÓÑ ËÁË ÒÅÁÌØÎÙÅ

ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Á. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÅÄÉËÁÔÙ ÉÚ ËÌÁÓÓÁ BPP ×ÐÏÌÎÅ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ

ÒÅÁÌØÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÍÉ.

ëÌÁÓÓ BPP ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ É Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÒÅÄÉËÁÔÏ× ÏÔ Ä×ÕÈ ÐÅ-

ÒÅÍÅÎÎÙÈ, ËÁË ÜÔÏ ÂÙÌÏ ÓÄÅÌÁÎÏ ÄÌÑ ËÌÁÓÓÁ NP.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.2. ðÒÅÄÉËÁÔ L ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ BPP, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅ-

ÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÐÏÌÉÎÏÍ q(�) É ÐÒÅÄÉËÁÔ R(�; �) 2 P, ÞÔÏ

L(x) = 1 =) ÄÏÌÑ ÓÌÏ× r ÄÌÉÎÙ q(jxj), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ

R(x; r), ÂÏÌØÛÅ 2=3;

L(x) = 0 =) ÄÏÌÑ ÓÌÏ× r ÄÌÉÎÙ q(jxj), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ

R(x; r), ÍÅÎØÛÅ 1=3.

ôÅÏÒÅÍÁ 3.1. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 3.1 É 3.2 ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÐÒ. 3.1 =) ÏÐÒ. 3.2. ðÏÌÁÇÁÅÍ q(n) = p(n) (ËÏ-

ÌÉÞÅÓÔ×Ï ÐÏÄÂÒÁÓÙ×ÁÎÉÊ ÍÏÎÅÔÙ ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÏÂÝÅÇÏ ÞÉÓÌÁ ÄÅÊ-

ÓÔ×ÉÊ). ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÒÅÄÉËÁÔ R(x; r) = �ÍÁÛÉÎÁ M ÎÁ ×ÈÏÄÅ x ÄÁ£Ô ÏÔ-

×ÅÔ

"

ÄÁ\ ÐÒÉ ÕËÁÚÁÎÎÏÊ × r ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÐÏÄÂÒÁÓÙ-

×ÁÎÉÊ ÍÏÎÅÔÙ�. üÔÏÔ ÐÒÅÄÉËÁÔ ÐÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ ÐÒÉÞÉÎÁÍ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ

ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ 3.2.

ïÐÒ. 3.2 =) ÏÐÒ. 3.1. óÌÕÞÁÊÎÏ ×ÙÂÉÒÁÅÍ ÓÌÏ×Ï r ÄÌÉÎÙ q(jxj) É

ÐÏÄÓÔÁ×ÌÑÅÍ × ÐÒÅÄÉËÁÔ, ÚÁÔÅÍ ×ÙÞÉÓÌÑÅÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÒÅÄÉËÁÔÁ. ôÁËÁÑ

÷íô ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ 3.1. �
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y

x

x 2 L

x 62 L

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.2 ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÎÁÇÌÑÄ-

ÎÏÅ ÔÏÌËÏ×ÁÎÉÅ. ïÔÍÅÔÉÍ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ (x; y) ÔÏÞ-

ËÉ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á f(x; y) : R(x; y) ^ (jyj = q(jxj))g.

äÌÑ x = x

0

ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÅÞÅÎÉÅ f(x; y) : R(x; y) ^

^ (jyj = q(jxj))^ (x = x

0

)g ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á. ðÒÅÄÉ-

ËÁÔ R(�; �), ÕÞÁÓÔ×ÕÀÝÉÊ × ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ 3.2, ÏÂÌÁ-

ÄÁÅÔ ÔÁËÉÍ ÓÔÒÁÎÎÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÞÔÏ ÍÅÒÁ ÜÔÏÇÏ

ÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ x

0

ÌÉÂÏ ÂÏÌØÛÅ 2=3, ÌÉÂÏ ÍÅÎØ-

ÛÅ 1=3. üÔÏ ÒÁÚÄÅÌÑÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ x ÎÁ Ä×Å ËÁÔÅÇÏ-

ÒÉÉ: ÏÄÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉ ÐÒÅÄÉËÁÔÁ L,

ÄÒÕÇÁÑ | ÌÏÖÎÏÓÔÉ.

ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊ ÐÒÉÍÅÒ ÚÁÄÁÞÉ ÉÚ BPP ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÐÒÏ×ÅÒËÁ ÐÒÏ-

ÓÔÏÔÙ ÞÉÓÌÁ: ÄÁÎÏ ÞÉÓÌÏ n, ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ, ÐÒÏÓÔÏÅ ÌÉ ÏÎÏ. äÌÑ

ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÒÁÂÏÔÁÀÝÉÊ ÚÁ ÐÏ-

ÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ; ÏÎ ÂÕÄÅÔ ÓÅÊÞÁÓ ÏÐÉÓÁÎ.

3.1. îÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ Ó×ÅÄÅÎÉÑ ÉÚ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ. ðÏÄÒÏÂÎÏÅ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ

ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ËÎÉÇÅ [2]. íÙ ÌÉÛØ ÎÁÐÏÍÎÉÍ

Ä×Å ÔÅÏÒÅÍÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÂÕÄÕÔ ×ÁÖÎÙ ÐÒÉ ÁÎÁÌÉÚÅ ÒÁÂÏÔÙ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÐÒÏ-

×ÅÒËÉ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÞÉÓÌÁ.

íÁÌÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ æÅÒÍÁ. åÓÌÉ n | ÐÒÏÓÔÏÅ É n - a, ÔÏ a

n�1

� 1

(mod n).

ëÉÔÁÊÓËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÓÔÁÔËÁÈ. ðÕÓÔØ n = uv | ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁ

ÎÁ ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. ôÏÇÄÁ Z=nZ=Z=uZ�Z=vZ.

äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ

ÍÅÖÄÕ ÏÓÔÁÔËÁÍÉ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ n É ÐÁÒÁÍÉ ÏÓÔÁÔËÏ× ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ

ÎÁ u É ÎÁ v. (é ÜÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ Õ×ÁÖÁÅÔ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É

ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ.)

éÚ ÍÁÌÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ æÅÒÍÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ a

n�1

6� 1 (mod n) ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ

ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ n | ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ (ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ a Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ó×ÉÄÅÔÅÌÅÍ

ÎÅÐÒÏÓÔÏÔÙ ÞÉÓÌÁ n). üÔÏ Ó×ÉÄÅÔÅÌØÓÔ×Ï ËÏÓ×ÅÎÎÏÅ | Ñ×ÎÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅ-

ÎÉÑ n ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÍÙ ÎÅ ÐÏÌÕÞÁÅÍ | É ÓÉÌØÎÏÅ: ÞÁÓÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ

ÐÒÏ×ÅÒËÉ ÐÒÉ a = 2!

ïÄÎÁËÏ ÐÒÏ×ÅÒËÉ ÍÁÌÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ æÅÒÍÁ ÄÁÖÅ ÐÒÉ ×ÓÅÈ a ÍÏÖÅÔ ÏËÁ-

ÚÁÔØÓÑ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ. áÌÇÏÒÉÔÍ ÐÒÏ×ÅÒËÉ ÂÕÄÅÔ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ Ó×ÉÄÅÔÅ-

ÌÅÊ ÅÝ£ ÏÄÎÏÇÏ ÔÉÐÁ: ÅÓÌÉ b

2

� 1 (mod n), Á b 6� �1 (mod n), ÔÏ n |

ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ; n É b� 1 ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ, Â�ÏÌØÛÉÊ 1. ðÏÜÔÏÍÕ Ó×ÉÄÅ-

ÔÅÌÉ ÔÁËÏÇÏ ×ÉÄÁ (×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÇÏÒÁÚÄÏ ÂÏÌÅÅ ÒÅÄËÏ ÐÏÑ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ)

ÐÏÚ×ÏÌÑÀÔ ÓÒÁÚÕ ÖÅ ÕËÁÚÁÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ n (ÐÒÏÔÉ× ÐÒÏÓÔÏÔÙ ËÏÔÏÒÏ-

ÇÏ ÏÎÉ Ó×ÉÄÅÔÅÌØÓÔ×ÕÀÔ) ÎÁ Ä×Á ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ ÚÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ
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(ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ (x; y) Ä×ÕÈ ÞÉÓÅÌ x É y ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÚÁ

ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ, ÓÍ. ÎÉÖÅ).

3.2. îÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ Ó×ÅÄÅÎÉÑ ÉÚ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ.

áÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ ÞÉÓÌÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ×ÙÐÏÌÎÑÔØ ÚÁ ÐÏÌÉÎÏ-

ÍÉÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ ÏÔ ÄÌÉÎÙ ÉÈ ÚÁÐÉÓÉ (ÞÉÓÌÏ n ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ dlogne =

= O(logn) ÚÎÁËÁÍÉ). îÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÈÅÍÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÞÉÓÅÌ n, m ÓÔÏÌÂÉ-

ËÏÍ ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒ O(logn logm), ÒÁÓÔÕÝÉÊ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏ ÏÔ ÄÌÉÎÙ ×ÈÏ-

ÄÁ. èÏÔÑ Ë×ÁÄÒÁÔ ÏÔ ÄÌÉÎÙ ×ÈÏÄÁ ÕÖÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌ, ÞÔÏÂÙ ÂÙÔØ

ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ n-ÚÎÁÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÅÓÔØ

É ÂÏÌÅÅ ÜËÏÎÏÍÎÙÅ ÓÈÅÍÙ ÒÁÚÍÅÒÁ O(n logn log logn), ÓÍ. [1, Ò. 7.5] ÉÌÉ

[7, Ô. 2, Ò. 4.3.3].

÷ ÍÏÄÕÌÑÒÎÏÊ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÅ (ÁÒÉÆÍÅÔÉËÅ ÏÓÔÁÔËÏ× ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÚÁÄÁÎ-

ÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ q) ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ a

n

ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ q ÓÈÅÍÏÊ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØ-

ÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ ÏÔ ÄÌÉÎÙ ×ÈÏÄÁ (a; n; q) (× ÏÂÙÞÎÏÊ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÅ ÄÁÖÅ ÒÅ-

ÚÕÌØÔÁÔ ×ÏÚ×ÅÄÅÎÉÑ × ÓÔÅÐÅÎØ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÒÁÚÍÅÒ).

äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÕÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÏÓÔÁÔËÉ ÏÔ ÓÔÅÐÅÎÅÊ a

2

k

ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÍ

×ÏÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ × Ë×ÁÄÒÁÔ É ÚÁÔÅÍ ÐÅÒÅÍÎÏÖÉÔØ ÔÅ ÉÚ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ,

ËÏÔÏÒÙÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ 1 × Ä×ÏÉÞÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ ÞÉÓÌÁ n.

îÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ Ä×ÕÈ ÞÉÓÅÌ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ, ÐÏÌØÚÕÑÓØ

ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ å×ËÌÉÄÁ, ÉÓÐÏÌØÚÕÀÝÉÍ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (x; y) =

= (y; x mod y). åÓÌÉ ÄÅÌÉÔØ Â�ÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÎÁ ÍÅÎØÛÅÅ, ÔÏ ÚÁ ËÁÖÄÙÅ

Ä×Á ÛÁÇÁ ÄÌÉÎÁ ÚÁÐÉÓÉ ÍÅÎØÛÅÇÏ ÞÉÓÌÁ ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ.

óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÖÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÐÒÏ×ÅÒËÉ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÉÚ ÞÉÓÌÁ ÉÚ×ÌÅËÁ-

ÅÔÓÑ ÎÁÃÅÌÏ ËÏÒÅÎØ k-Ê ÓÔÅÐÅÎÉ. üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ, ÎÁÊÄÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ

ÔÏÞÎÏ ÐÒÉÂÌÉÖ£ÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÏÒÎÑ É ×ÏÚ×ÅÄÑ ÂÌÉÖÁÊÛÅÅ Ë ÎÅÍÕ ÃÅ-

ÌÏÅ ÞÉÓÌÏ × k-À ÓÔÅÐÅÎØ. îÁÊÔÉ ÐÒÉÂÌÉÖ£ÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ

k

p

x ÍÏÖÎÏ Ó

ÐÏÍÏÝØÀ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ

a

n+1

=

1
k

�

(k � 1)a

n

+

x

a

k�1

n

�

;

ÅÓÌÉ ×ÙÂÒÁÔØ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ a

0

. äÅÔÁÌÉ ÜÔÏÇÏ (ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ)

ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÏÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ ÞÉÔÁÔÅÌÀ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÏÂÄÕÍÙ×ÁÎÉÑ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÓÈÅÍÙ, Ï ËÏÔÏÒÙÈ ÛÌÁ ÒÅÞØ ×ÙÛÅ, ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ

ÐÏÓÔÒÏÅÎÙ íô ÚÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ. ôÁË ÞÔÏ ×ÓÅ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÅ

ÚÁÄÁÞÉ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ËÌÁÓÓÕ P.

3.3. áÌÇÏÒÉÔÍ ÐÒÏ×ÅÒËÉ ÐÒÏÓÔÏÔÙ. ÷ÈÏÄ: ÞÉÓÌÏ n.

ûÁÇ 1. ðÒÏ×ÅÒÑÅÍ Þ£ÔÎÏÓÔØ n. åÓÌÉ n = 2, ÔÏ ÏÔ×ÅÔ �n| ÐÒÏÓÔÏÅ�,

ÅÓÌÉ n | Þ£ÔÎÏÅ É ÂÏÌØÛÅ 2, ÔÏ ÏÔ×ÅÔ �n | ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ�, × ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ

ÓÌÕÞÁÅ ÐÅÒÅÈÏÄÉÍ Ë ÛÁÇÕ 2.
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ûÁÇ 2. ðÒÏ×ÅÒÑÅÍ, ÉÚ×ÌÅËÁÅÔÓÑ ÌÉ ÉÚ n ÎÁÃÅÌÏ ËÏÒÅÎØ k-Ê ÓÔÅÐÅÎÉ

ÐÒÉ k = 2; : : : ; blog

2

nc. åÓÌÉ ÉÚ×ÌÅËÁÅÔÓÑ, ÔÏ ÏÔ×ÅÔ �n | ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ�,

ÉÎÁÞÅ ÐÅÒÅÈÏÄÉÍ Ë ÛÁÇÕ 3.

ûÁÇ 3. úÁÐÉÓÙ×ÁÅÍ n� 1 × ×ÉÄÅ 2

k

� l, ÇÄÅ k > 0, Á l | ÎÅÞ£ÔÎÏÅ.

ûÁÇ 4. ÷ÙÂÉÒÁÅÍ ÓÌÕÞÁÊÎÏÅ a ÓÒÅÄÉ ÞÉÓÅÌ ÏÔ 1 ÄÏ n.

ûÁÇ 5. ÷ÙÞÉÓÌÑÅÍ a

l

; a

2l

; : : : ; a

n�1

ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n.

ðÒÏ×ÅÒËÁ 1. åÓÌÉ a

n�1

6� 1 (mod n), ÔÏ ÏÔ×ÅÔ �n | ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ�.

ðÒÏ×ÅÒËÁ 2. åÓÌÉ ÎÁÊÄÅÎÏ ÔÁËÏÅ j, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ a

2

j

l

6� �1 (mod n),

Á a

2

j+1

l

� 1 (mod n), ÔÏ ÏÔ×ÅÔ �n | ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ�.

÷ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÔ×ÅÔ �n | ÐÒÏÓÔÏÅ�.

3.4. áÎÁÌÉÚ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 3.2. åÓÌÉ n | ÐÒÏÓÔÏÅ, ÔÏ ÏÐÉÓÁÎÎÙÊ ×ÙÛÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍ

×ÓÅÇÄÁ (Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ 1) ×ÙÄÁ£Ô ÏÔ×ÅÔ �n | ÐÒÏÓÔÏÅ�.

åÓÌÉ n | ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ, ÔÏ ÏÔ×ÅÔ �n | ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ� ÂÕÄÅÔ ÐÏÌÕÞÅÎ Ó

×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ > 1=2.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.2. þÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÊ

ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÐÒÏ×ÅÒËÉ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÞÉÓÌÁ × ÓÍÙÓÌÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 3.1, ÎÕÖÎÏ

Ä×ÁÖÄÙ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÐÒÉ×ÅÄ£ÎÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ. ôÏÇÄÁ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÛÉÂËÉ

ÓÔÁÎÅÔ ÍÅÎØÛÅ 1=4.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï (ÔÅÏÒÅÍÙ 3.2). éÚ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ×

ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÎÕÖÄÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ×ÔÏÒÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.

ðÕÓÔØ n = uv � 1 (mod 2), ÇÄÅ (u; v) = 1 (ÅÓÌÉ ÔÁËÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅ-

ÎÉÑ ÎÅÔ, ÔÏ ÎÁ ÛÁÇÅ 2 ÂÕÄÅÔ ÏÂÎÁÒÕÖÅÎÁ ÎÅÐÒÏÓÔÏÔÁ). åÓÌÉ (a; n) > 1,

ÔÏ ÐÒÏ×ÅÒËÁ 1 ÄÌÑ ÔÁËÏÇÏ a ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÏÂÎÁÒÕÖÉÔ, ÞÔÏ n | ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ.

ôÁË ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÐÏÌÏ×ÉÎÙ ÔÅÈ a, ËÏÔÏÒÙÅ

×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ Ó n, ÏÂÎÁÒÕÖÉ×ÁÀÔ ÎÅÐÒÏÓÔÏÔÕ ÞÉÓÌÁ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÇÒÕÐÐÕ (Z=uZ)

�

ÞÅÒÅÚ U , ÇÒÕÐÐÕ (Z=vZ)

�

| ÞÅÒÅÚ V . éÚ

ËÉÔÁÊÓËÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÏÓÔÁÔËÁÈ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ (Z=nZ)

�

ÉÚÏÍÏÒÆ-

ÎÁ U �V (ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ | ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ

ÏÓÔÁÔËÏ× ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ u É ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ v).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U

k

= fx

k

: x 2 Ug, V

k

= fx

k

: x 2 V g. üÔÏ

ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ × U É V ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ (ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ k-È ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÅÓÔØ k-Ñ

ÓÔÅÐÅÎØ, ÏÂÒÁÔÎÙÊ Ë k-Ê ÓÔÅÐÅÎÉ ÅÓÔØ k-Ñ ÓÔÅÐÅÎØ). ôÁË ÞÔÏ jU j=jU

k

j|

ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ x 7! x

k

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ

ÇÒÕÐÐ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÞÉÓÌÏ ÐÒÏÏÂÒÁÚÏ× ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ÏÄÉÎÁËÏ×Ï ÄÌÑ

×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× U

k

.
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ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ U

2l

� U

l

(ÓÔÅÐÅÎÅÊ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÎÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ×ÓÅÈ

ÓÔÅÐÅÎÅÊ). ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÁÒÕ ÎÅ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÈ ÃÅÐÏÞÅË ÍÎÏÖÅÓÔ×

U

l

� U

2l

� : : : � U

n�1

� f1g; V

l

� V

2l

� : : : � V

n�1

� f1g:

äÁÌØÎÅÊÛÅÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÁÎÁÌÉÚ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÓÌÕÞÁÅ×.

1. ðÕÓÔØ U

n�1

6= f1g ÉÌÉ V

n�1

6= f1g.

þÔÏÂÙ ÐÒÏÊÔÉ ÐÒÏ×ÅÒËÕ 1 × ÁÌÇÏÒÉÔÍÅ, ÎÕÖÎÏ ÐÏÓÌÅ ×ÏÚ×ÅÄÅÎÉÑ ×

(n�1)-À ÓÔÅÐÅÎØ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÐÁÒÕ ÏÓÔÁÔËÏ× (1; 1). ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÏÏÂÒÁ-

ÚÏ× ËÁÖÄÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÉÚ U

n�1

6= f1g ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï, ×ÅÒÏÑÔ-

ÎÏÓÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÐÁÒÙ (1; 1) ÎÅ ×ÙÛÅ 1=2.

2. ðÕÓÔØ U

n�1

= V

n�1

= f1g.

ðÏÓËÏÌØËÕ l | ÎÅÞ£ÔÎÏÅ, �1 2 U

l

\ V

l

, Ô. Å. ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÏÅ t = 2

s

,

0 6 s < k, ÞÔÏ U

2t

= V

2t

= f1g, Á U

t

6= f1g ÉÌÉ V

t

6= f1g.

âÕÄÅÍ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ, ÞÔÏ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 1=2 × ÜÔÏÍ ÍÅÓÔÅ

ÐÒÏ×ÅÒËÁ 2 ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÏÂÎÁÒÕÖÉÔ, ÞÔÏ n| ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ. ÷ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕ-

ÞÁÅ a

2t

� 1 (mod n), ÔÁË ÞÔÏ ÎÕÖÎÏ ÐÏÎÑÔØ, Ó ËÁËÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ

a

t

ÎÅ ÒÁ×ÎÏ �1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ.

Á) ïÄÎÏ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ× U

t

, V

t

ÒÁ×ÎÏ f1g. ðÕÓÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, U

t

=

= f1g. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÏÖÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ a

t

6� �1 (mod n)

(ÏÓÔÁÔËÕ �1 ÐÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ n ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÐÁÒÁ ÏÓÔÁÔËÏ×

(�1;�1) ÐÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ u; v).

íÏÖÎÏ ÒÁÓÓÕÖÄÁÔØ ÔÁË ÖÅ, ËÁË É × ÓÌÕÞÁÅ 1. ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ

ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 1=2 ÐÏÌÕÞÉÍ ÐÁÒÕ ÏÓÔÁÔËÏ× (1; �), � 6= 1.

Â) ïÂÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U

t

; V

t

ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ Ä×Á ÜÌÅÍÅÎÔÁ,

ÐÕÓÔØ jU

t

j = c, jV

t

j = d. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÏÖÅÔ ÐÏÌÕÞÉÔØÓÑ ËÁË

a

t

� 1 (mod n), ÔÁË É a

t

� �1 (mod n), ÎÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ

ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 2=(cd) 6 1=2. �

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.3. ûÁÇ 2 × ÁÌÇÏÒÉÔÍÅ ÉÚÂÙÔÏÞÅÎ, ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍÉ

ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ É ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ ×ÉÄÁ m

k

ÐÒÏ×ÅÒËÉ 1,

2 ÄÁÀÔ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ ÓÏ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ.

3.5. BPP É ÓÈÅÍÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ.

ôÅÏÒÅÍÁ 3.3. BPP � P=poly.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÄÅÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÕÓÉ-

ÌÉÔØ ÏÃÅÎËÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ Ó (1=3; 2=3) ÄÏ ("; 1�"). þÉÓÌÏ " ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ

ÎÁÓÔÏÌØËÏ ÍÁÌÏ, ÞÔÏÂÙ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÔÁËÏÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏÅ ÓÌÏ×Ï y

0

,

ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÊ ÐÒÅÄÉËÁÔ ÉÚ BPP ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó R(x; y

0

).

óÕÔØ ÚÄÅÓØ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÐÏ×ÔÏÒÅÎÉÅ ÏÐÙÔÏ× ÚÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ

ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏ ÕÍÅÎØÛÁÅÔ ÏÃÅÎËÕ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÏÛÉÂËÉ ", ÎÏ ÎÅ ÍÅÎÑ-

ÅÔ ÒÁÚÍÅÒ ×ÈÏÄÁ jxj. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á
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"2

jxj

< 1. ðÒÉ ÔÁËÏÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÉ ÍÅÖÄÕ " É jxj ×ÓÅÇÄÁ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÓÌÕ-

ÞÁÊÎÏÅ ÓÌÏ×Ï, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅÔ ÏÛÉÂÏË ÎÉ ÐÒÉ ËÁËÉÈ x.

äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ×ÓÐÏÍÎÉÍ ÎÁÇÌÑÄÎÏÅ ÔÏÌËÏ×ÁÎÉÅ BPP, ÄÁÎÎÏÅ ÐÏÓÌÅ

ÔÅÏÒÅÍÙ 3.1. åÓÌÉ ÄÏÌÑ ÓÌÏ× r, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÏÛÉÂËÁ, ÄÌÑ

ËÁÖÄÏÇÏ x ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ", ÔÏ ÄÏÌÑ ÔÅÈ ÓÌÏ× r, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÏÉÓÈÏ-

ÄÉÔ ÏÛÉÂËÁ ÈÏÔÑ ÂÙ ÄÌÑ ÏÄÎÏÇÏ x, ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ "2

jxj

< 1. úÎÁÞÉÔ,

ÎÁÊÄÕÔÓÑ É ÔÁËÉÅ r, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÔ ÏÛÉÂÏË ÎÉ ÐÒÉ ËÁËÏÍ x. �

üÔÏ ÔÉÐÉÞÎÏÅ ÎÅËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ.

íÙ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍ, ÞÔÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÏÂßÅËÔÁ Ó ÎÕÖÎÙÍÉ Ó×ÏÊ-

ÓÔ×ÁÍÉ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÍÅÎØÛÅ 1. îÏ ÜÔÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ

ÔÁËÏÊ ÏÂßÅËÔ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ.

4. éÅÒÁÒÈÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ×

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÅÍ ÑÚÙËÉ É ÐÒÅÄÉËÁÔÙ, ËÁË ÏÐÉÓÁÎÏ

ÎÁ Ó. 18. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÚÁÐÉÓØ x 2 L ÏÚÎÁÞÁÅÔ L(x) = 1.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.1. ðÕÓÔØ A| ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ËÌÁÓÓ ÑÚÙËÏ×. ëÌÁÓÓ ÄÏÐÏÌ-

ÎÅÎÉÊ co-A ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÑ ËÏ ×ÓÅÍ ÑÚÙËÁÍ ÉÚ A. æÏÒÍÁÌØÎÏ

L 2 A () (B

�

n L) 2 co-A:

îÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ËÌÁÓÓÏ× P, BPP, PSPACE ÓÌÅÄÕÅÔ,

ÞÔÏ P = co-P, BPP = co-BPP, PSPACE = co-PSPACE.

4.1. éÇÒÙ, × ËÏÔÏÒÙÅ ÉÇÒÁÀÔ ÍÁÛÉÎÙ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÇÒÕ, × ËÏÔÏ-

ÒÕÀ ÉÇÒÁÀÔ Ä×Á ÉÇÒÏËÁ, ÂÕÄÅÍ ÉÈ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÂÅÌÙÅ (â) É Þ£ÒÎÙÅ (þ).

éÇÒÏËÁÍ ÓÏÏÂÝÁÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÌÏ×Ï x, É ÏÎÉ ÄÅÌÁÀÔ ÈÏÄÙ ÐÏ ÏÞÅ-

ÒÅÄÉ (w

1

| ÐÅÒ×ÙÊ ÈÏÄ ÂÅÌÙÈ, b

1

| ÐÅÒ×ÙÊ ÈÏÄ Þ£ÒÎÙÈ É Ô. Ä.). ëÁ-

ÖÄÙÊ ÈÏÄ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÐÉÓÁÎ ÓÌÏ×ÏÍ ÄÌÉÎÙ p(jxj), ÇÄÅ p(�) | ÎÅËÏ-

ÔÏÒÙÊ ÐÏÌÉÎÏÍ. éÇÒÁ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ, ÚÁÒÁÎÅÅ ÚÁÄÁÎÎÏ-

ÇÏ, ÞÉÓÌÁ ÈÏÄÏ×.

8)

òÅÚÕÌØÔÁÔ ÉÇÒÙ ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÐÒÅÄÉËÁÔÏÍ

W (x;w

1

; b

1

; : : : ) 2 P, ÉÓÔÉÎÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ×ÙÉÇÒÁÌÉ ÂÅ-

ÌÙÅ (ÎÉÞØÉÈ ÎÅ ÂÙ×ÁÅÔ, ÔÁË ÞÔÏ ÌÏÖÎÏÓÔØ W ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ×ÙÉÇÒÁÌÉ

Þ£ÒÎÙÅ). ðÒÅÄÉËÁÔ W ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á É ÈÏÄÏ×, ÓÄÅÌÁÎÎÙÈ

ÉÇÒÏËÁÍÉ: w

1

; : : : | ÂÅÌÙÍÉ, b

1

; : : : | Þ£ÒÎÙÍÉ. ðÏÓËÏÌØËÕ P ÚÁÍËÎÕÔ

ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÊ, ÐÒÅÄÉËÁÔ B(�) = :W (�), ÕÔ×ÅÒÖÄÁÀÝÉÊ ×Ù-

ÉÇÒÙÛ Þ£ÒÎÙÈ, ÔÁËÖÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ P.

ïÔÓÕÔÓÔ×ÉÅ ÎÉÞØÉÈ É ËÏÎÅÞÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ ÈÏÄÏ× ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÀÔ ÐÒÉ ÚÁ-

ÄÁÎÎÏÍ x ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ×ÙÉÇÒÙÛÎÏÊ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ ÌÉÂÏ ÄÌÑ ÂÅÌÙÈ, ÌÉÂÏ

8)

îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÐÒÁ×ÉÌÏ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÑ ÉÇÒÙ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ É ÓÌÏÖÎÅÅ. åÓÌÉ ÅÓÔØ ×ÅÒÈ-

ÎÑÑ ÏÃÅÎËÁ ÎÁ ÞÉÓÌÏ ÈÏÄÏ×, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ×ÓÅÇÄÁ ÄÏÐÏÌÎÉÔØ ÞÉÓÌÏ ÈÏÄÏ× ÄÏ ÜÔÏÊ ÏÃÅÎËÉ,

ÎÉËÁË ÎÅ ÕÞÉÔÙ×ÁÑ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÈÏÄÙ ÐÒÉ ÐÏÄ×ÅÄÅÎÉÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÉÇÒÙ.
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ÄÌÑ Þ£ÒÎÙÈ. (æÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÇËÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ

ÐÏ ÞÉÓÌÕ ÈÏÄÏ×.) ðÏÜÔÏÍÕ ËÁÖÄÏÊ ÉÇÒÅ ÍÏÖÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÔØ Ä×Á ×ÚÁÉÍÎÏ

ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á

L

w

=fx : â ÉÍÅÅÔ ×ÙÉÇÒÙÛÎÕÀ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀg;

L

b

=fx : þ ÉÍÅÅÔ ×ÙÉÇÒÙÛÎÕÀ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀg:

íÎÏÇÉÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Á L

w

(ÉÌÉ L

b

), ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÔÅÍ ÉÌÉ ÉÎÙÍ ×ÉÄÁÍ ÉÇÒ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏ-

ÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ËÌÁÓÓÙ.

P: ÍÎÏÖÅÓÔ×Á L

w

(ËÁË É L

b

, ×ÐÒÏÞÅÍ) ÄÌÑ ÉÇÒ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÎÉËÔÏ ÎÅ

ÄÅÌÁÅÔ ÈÏÄÏ×.

NP: ÍÎÏÖÅÓÔ×Á L

w

ÄÌÑ ÉÇÒ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÂÅÌÙÅ ÄÅÌÁÀÔ 1 ÈÏÄ. äÒÕÇÉÍÉ

ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÉÄÁ

fx : 9w

1

W (x;w

1

)g:

co-NP: ÍÎÏÖÅÓÔ×Á L

b

ÄÌÑ ÉÇÒ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÂÅÌÙÅ ÄÅÌÁÀÔ 1 ÈÏÄ. äÒÕÇÉÍÉ

ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÉÄÁ

fx : 8w

1

B(x;w

1

)g:

�

2

: ÍÎÏÖÅÓÔ×Á L

w

ÄÌÑ ÉÇÒ ÉÚ 2 ÈÏÄÏ×: 1 ÈÏÄ ÂÅÌÙÈ, 1 ÈÏÄ Þ£ÒÎÙÈ.

äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÉÄÁ

fx : 9w

1

8 b

1

W (x;w

1

; b

1

)g:

óÌÏ×ÁÍÉ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÔÁË: ÅÓÔØ ÔÁËÏÊ ÈÏÄ ÂÅÌÙÈ, ÞÔÏ, ËÁË

ÂÙ ÎÉ ÓÙÇÒÁÌÉ Þ£ÒÎÙÅ, ÂÅÌÙÅ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÀÔ.

�

2

: ÍÎÏÖÅÓÔ×Á L

b

ÄÌÑ ÉÇÒ ÉÚ 2 ÈÏÄÏ×. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÜÔÏ ÍÎÏÖÅ-

ÓÔ×Á ×ÉÄÁ

fx : 8w

1

9 b

1

B(x;w

1

; b

1

)g

: : :

�

k

: ÍÎÏÖÅÓÔ×Á L

w

ÄÌÑ ÉÇÒ ÉÚ k ÈÏÄÏ× (× ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ Þ£ÔÎÏÓÔÉ k

ÐÏÓÌÅÄÎÉÍÉ ÈÏÄÑÔ ÌÉÂÏ Þ£ÒÎÙÅ, ÌÉÂÏ ÂÅÌÙÅ). äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ,

ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÉÄÁ

fx : 9w

1

8 b

1

: : : Q

k

y

k

W (x;w

1

; b

1

; : : :)g

(ÅÓÌÉ k Þ£ÔÎÏÅ, ÔÏ Q

k

= 8, y

k

= b

k=2

, ÅÓÌÉ k ÎÅÞ£ÔÎÏÅ, ÔÏ

Q

k

= 9, y

k

= w

(k+1)=2

).

�

k

: ÍÎÏÖÅÓÔ×Á L

b

ÄÌÑ ÉÇÒ ÉÚ k ÈÏÄÏ× (× ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ Þ£ÔÎÏÓÔÉ k

ÐÏÓÌÅÄÎÉÍÉ ÈÏÄÑÔ ÌÉÂÏ Þ£ÒÎÙÅ, ÌÉÂÏ ÂÅÌÙÅ). äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ,

ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÉÄÁ

fx : 8w

1

9 b

1

: : : Q

k

y

k

B(x;w

1

; b

1

; : : : )g

(ÅÓÌÉ k Þ£ÔÎÏÅ, ÔÏ Q

k

= 9, y

k

= b

k=2

, ÅÓÌÉ k ÎÅÞ£ÔÎÏÅ, ÔÏ

Q

k

= 8, y

k

= w

(k+1)=2

).

: : :

ëÌÁÓÓÙ �

k

É �

k

×ÚÁÉÍÎÏ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙ: �

k

= co-�

k

, �

k

= co-�

k

.
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ôÅÏÒÅÍÁ 4.1 (ìÁÕÔÅÍÁÎ [35]). BPP � �

2

\�

2

.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÓËÏÌØËÕ ËÌÁÓÓ BPP ÚÁÍËÎÕÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÏ-

ÐÏÌÎÅÎÉÊ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ BPP � �

2

.

äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÕÖÎÏ ÎÁÕÞÉÔØÓÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ Ó×ÏÊÓÔ×Ï �ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï

ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×� Ó ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ Ë×ÁÎÔÏÒÏ× ÓÕÝÅÓÔ×Ï×Á-

ÎÉÑ É ×ÓÅÏÂÝÎÏÓÔÉ. íÙ ÓÄÅÌÁÅÍ ÜÔÏ, ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÑ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔ-

ÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ. ðÕÓÔØ G | ÇÒÕÐÐÁ, Á

X | ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï G. ó×ÏÊÓÔ×Ï, ËÏÔÏÒÙÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÔÌÉÞÁÔØ ÂÏÌØ-

ÛÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÏÔ ÍÁÌÙÈ, ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍ

ÓÄ×ÉÇÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X ÍÏÖÎÏ ÐÏËÒÙÔØ ×ÓÀ ÇÒÕÐÐÕ

9 g

1

; : : : ; g

k

:

[

i

g

i

X = G: (4.1)

þÔÏÂÙ ×ÙÂÒÁÔØ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ k, ÎÕÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÓÌÕÞÁÉ, ËÏ-

ÇÄÁ (4.1) ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ, É ËÏÇÄÁ ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÎÅ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ.

åÓÌÉ

kjXj < jGj; (4.2)

ÕÓÌÏ×ÉÅ (4.1) ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÌÏÖÎÏ.

õÓÌÏ×ÉÅ (4.1) ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÉÓÔÉÎÎÏ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ

g

1

; : : : ; g

k

×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÏÂÙÔÉÑ

S

i

g

i

X = G ÂÏÌØÛÅ 0. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ,

Pr[Gn

�

S

i

g

i

X

�

6= ?] < 1. ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÓÌÕÞÁÊÎÙÊ ÓÄ×ÉÇ X ÎÅ

ÐÏËÒÙ×ÁÅÔ (ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ) ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÒÁ×ÎÁ ÐÏ

ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ ÐÒÉÞÉÎÁÍ 1 � jXj=jGj. ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ k ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ

ÓÄ×ÉÇÏ× ÎÅ ÐÏËÒÙ×ÁÀÔ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÒÁ×ÎÁ (1 � jXj=jGj)

k

(ÐÏËÒÙÔÉÑ ÒÁÚÎÙÍÉ ÓÄ×ÉÇÁÍÉ | ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ ÓÏÂÙÔÉÑ). ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÏ-

ËÒÙ×ÁÅÔÓÑ jGj ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÏÂÙÔÉÑ Pr[Gn

�

S

i

g

i

X

�

6= ?] ÎÅ

ÂÏÌØÛÅ jGj (1� jXj=jGj)

k

(×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ ÓÏÂÙÔÉÊ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ

ÓÕÍÍÙ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÜÔÉÈ ÓÏÂÙÔÉÊ). éÔÁË, ÐÒÉ

jGj

�

1�

jXj

jGj

�

k

< 1 (4.3)

ÕÓÌÏ×ÉÅ (4.1) ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÑÚÙË L 2 BPP. äÌÑ ÎÅÇÏ, ËÁË ÏÂß-

ÑÓÎÑÌÏÓØ ×ÙÛÅ, ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÊ ÐÒÅÄÉËÁÔ

R(x; y) É ÐÏÌÉÎÏÍ p(�) ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ jX

x

j=2

p(jxj)

, ÇÄÅ X

x

= fy : (jyj =

= p(jxj)) ^ R(x; y)g, ÒÁÚÌÉÞÁÅÔ ÓÌÏ×Á, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÅ ÑÚÙËÕ (ÄÌÑ ÎÉÈ

ÏÎÏ ÂÏÌØÛÅ 1 � "), É ÓÌÏ×Á, ÑÚÙËÕ ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÅ (ÄÌÑ ÔÁËÉÈ ÓÌÏ×

ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÍÅÎØÛÅ "). ðÁÒÁÍÅÔÒ " ÍÙ ×ÙÂÅÒÅÍ ÐÏÚÖÅ, ÓÅÊÞÁÓ ÏÔÍÅÔÉÍ,

ÞÔÏ ÅÇÏ ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏ ÍÁÌÁ, ËÁË ÏÂßÑÓÎÑÌÏÓØ

ÎÁ Ó. 36 ÐÏÓÌÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 3.1.
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÷×ÅÄ£Í ÉÓËÕÓÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÇÒÕÐÐÙ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÓÌÏ× y ÄÌÉÎÙ

p(jxj) ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ É ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁ × ÜÔÏÊ ÇÒÕÐÐÅ

ÂÙÌÉ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÍÉ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, × ËÁÞÅÓÔ×Å ÇÒÕÐÐÏ×ÏÊ

ÏÐÅÒÁÃÉÉ ×ÏÚØÍ£Í ÐÏËÏÍÐÏÎÅÎÔÎÏÅ ÓÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ Ä×Á). úÁÐÉÛÅÍ

ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ �

2

-ÕÓÌÏ×ÉÅ

9 g

1

; : : : ; g

k

8 y

�

(jyj = p(jxj)))

) ((y 2 g

1

X

x

) _ (y 2 g

2

X

x

) _ � � � _ (y 2 g

k

X

x

))

�

:

äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÔÁËÕÀ ÉÇÒÕ: ÂÅÌÙÅ Ó×ÏÉÍ ÈÏÄÏÍ ÎÁÚÙ-

×ÁÀÔ k ÓÌÏ× (ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÇÒÕÐÐÙ), Á Þ£ÒÎÙÅ | ÏÄÉÎ ÜÌÅÍÅÎÔ, ËÏÔÏÒÙÊ, ÐÏ

ÉÈ ÍÎÅÎÉÀ, ÎÅ ÐÏËÒÙÔ ÓÄ×ÉÇÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X

x

ÎÁ ÓÌÏ×Á g

i

, ÎÁÚ×ÁÎÎÙÅ

ÂÅÌÙÍÉ.

õÓÌÏ×ÉÅ (4.2) × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ "k < 1, Á ÕÓÌÏ×ÉÅ (4.3):

2

p(jxj)

"

k

< 1. üÔÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÐÒÉ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ×ÙÂÏÒÅ ÐÁ-

ÒÁÍÅÔÒÏ×. íÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ k ÐÏÒÑÄËÁ p(jxj) É " ÐÏÒÑÄËÁ p

�1

(jxj). �

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4.1. éÍÅÅÔÓÑ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ �ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ�, ÞÔÏ

×ÒÅÍÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÚ ËÌÁÓÓÁ BPP ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ, ÐÏ-×ÉÄÉÍÏ-

ÍÕ, ÍÅÎØÛÅ 2

n

"

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ". éÄÅÑ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ

ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÙ ÐÓÅ×ÄÏÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. ôÁËÏÊ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒ ÐÏ ÎÁÂÏÒÕ ÂÉÔÏ×

ÄÌÉÎÙ k ÓÔÒÏÉÔ ÎÁÂÏÒ ÄÌÉÎÙ k

0

, ÇÄÅ k

0

� k. åÓÌÉ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ×ÙÂÉÒÁÔØ ËÏ-

ÒÏÔËÉÅ ÎÁÂÏÒÙ ÓÌÕÞÁÊÎÏ, ÔÏ ÄÌÉÎÎÙÅ ÎÁÂÏÒÙ ÂÕÄÕÔ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÔÁË,

ÞÔÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÅ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Ï Ó ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍÉ ÒÅÓÕÒÓÁÍÉ (ÎÁÐÒÉ-

ÍÅÒ, ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÍÁÛÉÎÁ ôØÀÒÉÎÇÁ) ÎÅ ÓÍÏÖÅÔ ÏÔÌÉÞÉÔØ ÉÈ ÏÔ ÐÏ-

ÎÁÓÔÏÑÝÅÍÕ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ. üÔÏ ÐÏÑÓÎÅÎÉÅ ÚÁÍÅÎÑÅÔ ÔÏÞÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ

ÐÓÅ×ÄÏÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÁ, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÍ ÎÅ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ.

óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÌÉ ÐÓÅ×ÄÏÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÙ, ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏ. éÈ ÚÁ×Å-

ÄÏÍÏ ÎÅÔ, ÅÓÌÉ P = NP. îÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ P = �

2

= BPP.

åÓÌÉ ÖÅ P 6= NP É ÅÓÔØ ÐÓÅ×ÄÏÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÙ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÎÁ-

ÈÏÄÉÔØ ÚÁ ÕËÁÚÁÎÎÏÅ ×ÙÛÅ ×ÒÅÍÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ f 2 BPP, ×ÙÞÉÓÌÑÑ

ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÒÅÄÉËÁÔÁ R(x; y) ÉÚ ÏÐÒ. 3.2 ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÐÓÅ×ÄÏÓÌÕÞÁÊÎÙÈ y.

ïÓÔÁ£ÔÓÑ �ÎÅÂÏÌØÛÏÊ� ÄÅÆÅËÔ × ÜÔÏÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÉ: ÏÎÏ ÎÅ ÐÒÏÈÏ-

ÄÉÔ ÐÒÉ P 6= NP É ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÉ ÐÓÅ×ÄÏÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÏ×. ôÁËÁÑ

ÓÉÔÕÁÃÉÑ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÍÁÌÏ×ÅÒÏÑÔÎÏÊ.

4.2. ëÌÁÓÓ PSPACE. ëÁË ÕÖÅ ÇÏ×ÏÒÉÌÏÓØ, × ÜÔÏÔ ËÌÁÓÓ ÐÏÐÁÄÁ-

ÀÔ ÔÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ×ÙÞÉÓÌÅÎÙ ÎÁ íô, ÉÓÐÏÌØÚÕÀ-

ÝÅÊ ÐÁÍÑÔØ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ÐÏÌÉÎÏÍÏÍ ÏÔ ÄÌÉÎÙ ×ÈÏÄÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á. ëÌÁÓÓ

PSPACE ÔÁËÖÅ ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÉÇÒÙ.

ôÅÏÒÅÍÁ 4.2. L 2 PSPACE ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ-

×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÉÇÒÁ Ó ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍ ÏÔ ÄÌÉÎÙ ×ÈÏÄÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á ÞÉÓÌÏÍ
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ÈÏÄÏ× É ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ, ÞÔÏ L = fx

�
�

â ÉÍÅ-

ÅÔ ×ÙÉÇÒÙÛÎÕÀ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀg.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. (= ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÑÚÙË, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÊ ÉÇÒÏÊ,

ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ PSPACE. ðÕÓÔØ ÞÉÓÌÏ ÈÏÄÏ× ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ p(jxj). ïÐÒÅÄÅ-

ÌÉÍ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÎÁÂÏÒ ÍÁÛÉÎ ôØÀÒÉÎÇÁ M

k

ÄÌÑ k = 0; : : : ; p(jxj). ëÁ-

ÖÄÁÑ M

k

ÐÏ ÚÁÄÁÎÎÏÍÕ ÎÁÞÁÌÕ ÉÇÒÙ x;w

1

; b

1

; : : : ÄÌÉÎÙ k ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ

ÎÁÌÉÞÉÅ ×ÙÉÇÒÙÛÎÏÊ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ Õ â. ðÏÓÌÅÄÎÅÊ × ÜÔÏÍ ÒÑÄÕ ÍÁÛÉÎÅ

M

p(jxj)

ÎÕÖÎÏ ÐÒÏÓÔÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÐÒÅÄÉËÁÔ W (x;w

1

; : : : ). íÁÛÉÎÁ M

k

ÐÅÒÅÂÉÒÁÅÔ ×ÓÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ×ÁÒÉÁÎÔÙ (k+1)-ÇÏ ÈÏÄÁ É ËÏÎÓÕÌØÔÉÒÕÅÔÓÑ

Ó M

k+1

ÐÏ ÐÏ×ÏÄÕ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÉÇÒÙ. å£ ÏÃÅÎËÁ ÉÇÒÙ

ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÞÅÎØ ÐÒÏÓÔÏ: ÅÓÌÉ ÔÅËÕÝÉÊ ÈÏÄ Õ â, ÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁÊ-

ÔÉ ÏÄÉÎ ÈÏÄ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ M

k+1

ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ ×ÙÉÇÒÙÛÎÕÀ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ

ÄÌÑ â. åÓÌÉ ÔÅËÕÝÉÊ ÈÏÄ Õ þ, ÔÏ ÐÒÉ ×ÓÅÈ ×ÁÒÉÁÎÔÁÈ M

k+1

ÄÏÌÖÎÁ

ÏÂÎÁÒÕÖÉÔØ ×ÙÉÇÒÙÛÎÕÀ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ ÄÌÑ â. íÁÛÉÎÁ M

0

ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ

ÎÁÌÉÞÉÅ ×ÙÉÇÒÙÛÎÏÊ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ ÄÌÑ â × ÓÁÍÏÍ ÎÁÞÁÌÅ ÉÇÒÙ É ÄÌÑ Å£

ÒÁÂÏÔÙ ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ×ÓÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÁÛÉÎM

k

. îÏ

ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÜÔÉÈ ÍÁÛÉÎ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÎÅÂÏÌØÛÕÀ (ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ ÏÇÒÁÎÉ-

ÞÅÎÎÕÀ) ÐÁÍÑÔØ, ÔÁË ÞÔÏ ×ÅÓØ ÐÒÏÃÅÓÓ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔ ÌÉÛØ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ

ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÐÁÍÑÔÉ.

=) ðÕÓÔØ ÅÓÔØ ÍÁÛÉÎÁM , ÒÁÓÐÏÚÎÁÀÝÁÑ ×ÈÏÖÄÅÎÉÅ ÓÌÏ×Á × ÑÚÙË

L ÎÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÐÁÍÑÔÉ. ÷Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÎÁ

ÐÁÍÑÔÉ S ÂÅÓÓÍÙÓÌÅÎÎÏ ÐÒÏ×ÏÄÉÔØ ÄÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ×ÒÅÍÑ 2

O(S)

(×Ó£ ÎÁÞÎÅÔ

ÐÏ×ÔÏÒÑÔØÓÑ ÐÏÓÌÅ ÔÏÇÏ, ËÁË ÍÙ ÉÓÞÅÒÐÁÅÍ ×ÓÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÎÁÛÅÊ ÓÉÓÔÅ-

ÍÙ, Á ÉÈ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ jAj

S

�jQj�S, ÇÄÅ Q;A| ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï

ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÕÐÒÁ×ÌÑÀÝÅÇÏ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Á É ÁÌÆÁ×ÉÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ íô).

ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ×ÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ

ÍÁÛÉÎÙ M ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ 2

q

, ÇÄÅ q = O(p(jxj)).

þÔÏÂÙ ÂÙÌÏ ÐÒÏÝÅ ÏÐÉÓÙ×ÁÔØ ÉÇÒÕ, ÐÏÔÒÅÂÕÅÍ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÓÌÅ ÚÁ×ÅÒ-

ÛÅÎÉÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ íô ÓÏÈÒÁÎÑÌÁ ÂÅÚ ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ ÄÏÓÔÉÇÎÕÔÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ.

éÇÒÁ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ. âÅÌÙÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÀÔ, ÞÔÏ ÏÔ×ÅÔ ÎÁ

×ÈÏÄÎÏÍ ÓÌÏ×Å x ÒÁ×ÅÎ �ÄÁ�, Á Þ£ÒÎÙÅ ÈÏÔÑÔ ÜÔÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ. âÅÌÙÅ Ó×Ï-

ÉÍ ÐÅÒ×ÙÍ ÈÏÄÏÍ ÄÅËÌÁÒÉÒÕÀÔ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÍÁÛÉÎÙM (ÓÔÒÏËÁ, ÚÁÐÉÓÁÎ-

ÎÁÑ ÎÁ ÌÅÎÔÅ, ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÞÉÔÁÀÝÅÊ ÇÏÌÏ×ËÉ, ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÕÐÒÁ×ÌÑÀÝÅÇÏ

ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Á) ÐÏÓÌÅ 2

q�1

ÔÁËÔÏ×. þ£ÒÎÙÅ Ó×ÏÉÍ ÈÏÄÏÍ ×ÙÂÉÒÁÀÔ ÏÄÉÎ ÉÚ

ÐÒÏÍÅÖÕÔËÏ×: ÏÔ ÎÁÞÁÌÁ ÄÏ (2

q�1

)-ÇÏ ÔÁËÔÁ ÉÌÉ ÏÔ (2

q�1

)-ÇÏ ÔÁËÔÁ ÄÏ

ËÏÎÃÁ. âÅÌÙÅ ÄÅËÌÁÒÉÒÕÀÔ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅM × ÓÅÒÅÄÉÎÅ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÁ.

äÁÌÅÅ ×Ó£ ÐÏ×ÔÏÒÑÅÔÓÑ: þ ×ÙÂÉÒÁÅÔ ÏÄÎÕ ÉÚ ÐÏÌÏ×ÉÎÏË, â ÄÅËÌÁÒÉÒÕÅÔ

ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ M × ÓÅÒÅÄÉÎÅ ×ÙÂÒÁÎÎÏÊ ÐÏÌÏ×ÉÎËÉ É Ô. Ä.

éÇÒÁ ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ, ËÏÇÄÁ ÄÌÉÎÁ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÁ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÊ 1.

òÅÚÕÌØÔÁÔ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÁË: ÄÌÑ ÏÂÏÉÈ ËÏÎÃÏ× ÜÔÏÇÏ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÁ ×
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ÐÒÏÃÅÓÓÅ ÉÇÒÙ ÂÙÌÉ ÎÁÚ×ÁÎÙ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ M . åÓÌÉ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÐÒÁ×ÏÇÏ

ËÏÎÃÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÌÅ×ÏÇÏ ËÏÎÃÁ ÚÁ ÏÄÉÎ ÔÁËÔ ÒÁÂÏÔÙ M ,

ÔÏ â ×ÙÉÇÒÁÌÉ, ÉÎÁÞÅ ×ÙÉÇÒÁÌÉ þ.

åÓÌÉ ÏÔ×ÅÔ M ÎÁ ÓÌÏ×Å x ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ �ÄÁ�, ÔÏ ÂÅÌÙÍ ÎÕÖÎÏ ×Ó£

×ÒÅÍÑ ÇÏ×ÏÒÉÔØ ÐÒÁ×ÄÕ, ÜÔÏ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ ÉÍ ×ÙÉÇÒÙÛ.

åÓÌÉ ÏÔ×ÅÔM ÎÁ ÓÌÏ×Å x| �ÎÅÔ�, ÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÈÏÄÅ ÂÅÌÙÈ ÎÁ ÏÄÎÏÍ

ÉÚ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÏ× (ÉÌÉ ÎÁ ÏÂÏÉÈ) ÂÕÄÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØÓÑ ÏÛÉÂËÁ. þ ÄÏÌÖÅÎ

ÕËÁÚÙ×ÁÔØ ËÁÖÄÙÊ ÒÁÚ ÉÍÅÎÎÏ ÜÔÏÔ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏË. �

úÁÄÁÞÁ 4.1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ ÑÚÙËÏ×, ÒÁÓÐÏÚÎÁ×ÁÅÍÙÈ ÎÅÄÅÔÅÒ-

ÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ÍÁÛÉÎÁÍÉ, ÒÁÂÏÔÁÀÝÉÍÉ ÎÁ ÐÁÍÑÔÉ S, ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ×

ËÌÁÓÓÅ ÑÚÙËÏ×, ÒÁÓÐÏÚÎÁ×ÁÅÍÙÈ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ÍÁÛÉÎÁÍÉ, ÒÁÂÏ-

ÔÁÀÝÉÍÉ ÎÁ ÐÁÍÑÔÉ poly(S).

P

BPP NP co-NP

PSPACE

NP \ co-NP

�

2

�

2

�

2

\�

2

� � � � � � � � � � � �

÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ 4.2 ÐÏÌÕÞÁÅÍ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ ×ÓÅÈ ÏÐÒÅ-

ÄÅÌ£ÎÎÙÈ ×ÙÛÅ ËÌÁÓÓÏ× �

k

, �

k

× ËÌÁÓÓ PSPACE. ÷ÚÁÉÍÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅ-

ÎÉÅ ÜÔÉÈ ËÌÁÓÓÏ× ÍÏÖÎÏ ÉÚÏÂÒÁÚÉÔØ ÄÉÁÇÒÁÍÍÏÊ ×ËÌÀÞÅÎÉÊ, ÐÏËÁÚÁÎ-

ÎÏÊ ÓÌÅ×Á. îÁ ÜÔÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ ÏÔ Â�ÏÌØÛÅÇÏ ËÌÁÓÓÁ Ë ÍÅÎØÛÅÍÕ ÍÏÖÎÏ

ÐÒÏÊÔÉ, Ä×ÉÇÁÑÓØ ÐÏ ÓÔÒÅÌËÁÍ. ÷ÎÉÚÕ ÒÁÓ-

ÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ËÌÁÓÓ P, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÊ ÉÇÒÁÍ Ó

0 ÈÏÄÏ×, ÚÁÔÅÍ ÉÄÕÔ ÄÏÐÏÌÎÑÀÝÉÅ ÄÒÕÇ

ÄÒÕÇÁ ËÌÁÓÓÙ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ÉÇÒÁÍ Ó ËÏ-

ÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÈÏÄÏ× (ÄÌÑ ÏÄÎÏÇÏ ÈÏÄÁ

ÜÔÏ NP É co-NP, ÄÌÑ Ä×ÕÈ ÈÏÄÏ× | �

2

É �

2

É Ô.Ä.). úÁ×ÅÒÛÁÅÔÓÑ ÜÔÁ ÄÉÁÇÒÁÍ-

ÍÁ ËÌÁÓÓÏÍ PSPACE, ËÏÔÏÒÙÊ ÏÐÒÅÄÅÌÑ-

ÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍÉ ÉÇÒÁÍÉ Ó ÏÄÎÉÍ ÅÓÔÅ-

ÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ | ×ÒÅÍÑ ÉÇÒÙ ÄÏÌÖ-

ÎÏ ÂÙÔØ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ ÒÁÚ-

ÍÅÒÏÍ ×ÈÏÄÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á. íÙ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁ-

ÌÉ ×ÓÅ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ, ÉÚÏÂÒÁÖ£ÎÎÙÅ ÎÁ ÜÔÏÊ

ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ. îÉ ÐÒÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ×ËÌÀÞÅÎÉÊ,

ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÉÚ ÜÔÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ, ÎÅÉÚ×ÅÓÔ-

ÎÏ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎÏ ÓÔÒÏÇÉÍ. âÙÔØ ÍÏÖÅÔ, ÓËÁÖÅÍ, P = PSPACE. ó ÄÒÕ-

ÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ×ÏÚÍÏÖÎÏ É ÔÁË, ÞÔÏ PSPACE = EXPTIME, ÇÄÅ EXPTIME

ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ (ÎÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×Á×ÛÉÊÓÑ ÎÁÍÉ) ËÌÁÓÓ ÑÚÙËÏ×, ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÚÁ

ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ 2

poly(n)

. ÷ÐÒÏÞÅÍ, ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÐÏÐÕÌÑÒÎÁ ÇÉÐÏÔÅ-

ÚÁ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ, ÉÚÏÂÒÁÖ£ÎÎÙÅ ÎÁ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ | ÓÔÒÏÇÉÅ.

úÁÄÁÞÁ 4.2. íÁÛÉÎÁ ôØÀÒÉÎÇÁ Ó ÏÒÁËÕÌÏÍ A | ÜÔÏ íô Ó ÄÏÐÏÌÎÉ-

ÔÅÌØÎÏÊ ÏÒÁËÕÌØÎÏÊ ÌÅÎÔÏÊ, ËÕÄÁ ÏÎÁ (ÍÁÛÉÎÁ) ÍÏÖÅÔ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÔØ ÓÌÏ-

×Á, Á ÚÁÔÅÍ ÚÁ ÏÄÉÎ ÔÁËÔ ÒÁÂÏÔÙ ÐÒÏ×ÅÒÑÔØ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÌÉ ÚÁÐÉÓÁÎÎÏÅ

éÅÒÁÒÈÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× 47

ÎÁ ÏÒÁËÕÌØÎÏÊ ÌÅÎÔÅ ÓÌÏ×Ï ÑÚÙËÕ A. ðÏ Ä×ÕÍ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÙÍ ËÌÁÓÓÁÍ X

É Y ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ËÌÁÓÓ X

Y

ÔÁËÉÈ ÑÚÙËÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÓÐÏÚÎÁÀÔÓÑ

ÍÁÛÉÎÁÍÉ ÉÚ ËÌÁÓÓÁ X Ó ÏÒÁËÕÌÁÍÉ ÉÚ Y.

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ P

�

k

= P

�

k

� �

k+1

\�

k+1

.

÷ ËÌÁÓÓÅ PSPACE ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÐÏÌÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÉÎÏ-

ÍÉÁÌØÎÏÊ Ó×ÏÄÉÍÏÓÔÉ). ðÒÏÓÔÅÊÛÉÊ ×ÁÒÉÁÎÔ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ

ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ.

úÁÄÁÞÁ TQBF. úÁÄÁ£ÔÓÑ ÐÒÅÄÉËÁÔÏÍ

TQBF (x) , x ÅÓÔØ ÉÓÔÉÎÎÁÑ ÂÕÌÅ×Á ÆÏÒÍÕÌÁ Ó Ë×ÁÎÔÏÒÁÍÉ (True

Quanti�ed Boolean Formula), Ô. Å. ÆÏÒÍÕÌÁ ×ÉÄÁ

Q

1

y

1

: : :Q

n

y

n

F (y

1

; : : : ; y

n

);

ÇÄÅ y

i

2 B , F | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ, Á

Q

i

| ÌÉÂÏ 8, ÌÉÂÏ 9. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, (8 y

1

A(y

1

)) =

= (A(0) ^A(1)), Á (9 y

1

A(y

1

)) = (A(0) _A(1)).

ôÅÏÒÅÍÁ 4.3. TQBF PSPACE-ÐÏÌÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÓÔÒÏÉÍ Ó×ÅÄ�ÅÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ÑÚÙËÁ L 2 PSPACE

Ë ÚÁÄÁÞÅ TQBF. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÒÅ×ÒÁÔÉÍ íô, ×ÙÞÉÓÌÑÀÝÕÀ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ

ÉÇÒÙ (ÐÒÅÄÉËÁÔ W (�)), × ÓÈÅÍÕ, Á ÈÏÄÙ ÉÇÒÏËÏ× ÚÁËÏÄÉÒÕÅÍ ÂÕÌÅ×ÙÍÉ

ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ. ôÏÇÄÁ ÎÁÌÉÞÉÅ ×ÙÉÇÒÙÛÎÏÊ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ Õ ÂÅÌÙÈ ÚÁÄÁ£ÔÓÑ

ÕÓÌÏ×ÉÅÍ

9w

1
1

9w

2
1

: : :9w

p(jxj)

1

8 b

1
1

: : : 8 b

p(jxj)

1

S(x;w

1
1

; w

2
1

; : : :);

ÇÄÅ S(�) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÏ ÓÈÅÍÅ.

þÔÏÂÙ ÐÒÅ×ÒÁÔÉÔØ S × ÂÕÌÅ×Õ ÆÏÒÍÕÌÕ, ÄÏÂÁ×ÉÍ ÎÏ×ÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ

y

i

(ÚÎÁÞÅÎÉÅ, ×ÙÞÉÓÌÅÎÎÏÅ ÐÒÉ i-Í ÐÒÉÓ×ÁÉ×ÁÎÉÉ × ÓÈÅÍÅ) É ÚÁÍÅÎÉÍ S(�)

ÎÁ ÆÏÒÍÕÌÕ ×ÉÄÁ

9 y

1

; : : : ; 9 y

ÒÁÚÍÅÒ ÓÈÅÍÙ

(y

1

, R

1

) ^ � � � ^ (y

s

, R

s

) ^ y

s

;

ÇÄÅ s | ÒÁÚÍÅÒ ÓÈÅÍÙ, R

i

| ÐÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ i-ÇÏ ÐÒÉÓ×ÁÉ×ÁÎÉÑ.

ðÏÓÌÅ ÜÔÏÊ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ ÐÏÌÕÞÉÍ Ë×ÁÎÔÉÆÉÃÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ÂÕÌÅ×Õ ÆÏÒ-

ÍÕÌÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÉÓÔÉÎÎÁ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÄÌÑ x 2 L. �



þÁÓÔØ II

ë×ÁÎÔÏ×ÙÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ

ëÁË ÕÖÅ ÇÏ×ÏÒÉÌÏÓØ ×Ï ××ÅÄÅÎÉÉ, ÏÂÙÞÎÙÅ ËÏÍÐØÀÔÅÒÙ ÎÅ ÉÓÐÏÌØ-

ÚÕÀÔ ×ÓÅÈ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ, ÐÒÅÄÏÓÔÁ×ÌÑÅÍÙÈ ÐÒÉÒÏÄÏÊ. ÷ ÎÉÈ ×ÙÐÏÌÎÑ-

ÀÔÓÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ (ÄÅÊÓÔ×ÉÑ Ó

0 É 1), Á × ÐÒÉÒÏÄÅ ÅÓÔØ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÄÅÌÁÔØ ÕÎÉÔÁÒÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×Á-

ÎÉÑ, Ô. Å. ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å.

9)

üÔÁ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ

ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÏÊ. õÓÔÒÏÊÓÔ×Á (ÒÅÁÌØÎÙÅ ÉÌÉ ×ÏÏÂÒÁ-

ÖÁÅÍÙÅ), ÉÓÐÏÌØÚÕÀÝÉÅ ÜÔÕ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÍÉ

ËÏÍÐØÀÔÅÒÁÍÉ.

úÁÒÁÎÅÅ ÎÅÑÓÎÏ, Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÀÔÓÑ ÌÉ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ

ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÏÔ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× Ë ÕÎÉÔÁÒÎÙÍ ÐÒÅ-

ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÍ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×. óÅÊÞÁÓ ÅÓÔØ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÐÏ-

ÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å

ÐÒÉÍÅÒÁ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉ×ÅÓÔÉ ÚÁÄÁÞÕ Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÞÉÓÌÁ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ:

ÄÌÑ ÏÂÙÞÎÙÈ ËÏÍÐØÀÔÅÒÏ× ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ Å£

ÒÅÛÅÎÉÑ, Á ÄÌÑ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÈ ËÏÍÐØÀÔÅÒÏ× ÔÁËÉÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÅÓÔØ.

ïÂÙÞÎÙÊ ËÏÍÐØÀÔÅÒ ÒÁÂÏÔÁÅÔ Ó ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ ÉÚ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓ-

ÌÁ ÂÉÔÏ×. ëÁÖÄÙÊ ÂÉÔ ÍÏÖÅÔ ÎÁÈÏÄÉÔØÓÑ × ÏÄÎÏÍ ÉÚ Ä×ÕÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ

0 ÉÌÉ 1. óÏÓÔÏÑÎÉÅ ×ÓÅÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÕËÁÚÁÎÉÅÍ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ×ÓÅÈ

ÂÉÔÏ×. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ B

n

= f0; 1g

n

ËÏÎÅÞÎÏ É ÉÍÅÅÔ

ÍÏÝÎÏÓÔØ 2

n

.

ë×ÁÎÔÏ×ÙÊ ËÏÍÐØÀÔÅÒ ÒÁÂÏÔÁÅÔ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍÉ ÎÁÂÏÒÁÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒ-

ÎÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÈ q-ÂÉÔÁÍÉ. ëÁÖÄÙÊ q-ÂÉÔ ÉÍÅÅÔ Ä×Á ×Ù-

ÄÅÌÅÎÎÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ (ÅÓÌÉ ÓÞÉÔÁÔØ q-ÂÉÔÙ ÓÐÉÎÁÍÉ, ÔÏ ÜÔÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ

�ÓÐÉÎ ××ÅÒÈ� É �ÓÐÉÎ ×ÎÉÚ�). õËÁÚÁÎÉÅ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÄÌÑ ËÁ-

ÖÄÏÇÏ q-ÂÉÔÁ ÓÉÓÔÅÍÙ ÚÁÄÁ£Ô ÎÅ ×ÓÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ, Á

ÔÏÌØËÏ ÂÁÚÉÓÎÙÅ. ÷ÏÚÍÏÖÎÙ ÔÁËÖÅ ÌÀÂÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÂÁÚÉÓ-

ÎÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ Ó ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ. âÁÚÉÓÎÙÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ

9)

ëÏÎÅÞÎÏ, ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ × ÐÒÉÒÏÄÅ ÎÅ ÂÙ×ÁÅÔ. ÷ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÅÌÏ

× ÔÏÍ, ÞÔÏ ÕÎÉÔÁÒÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÌÉÛØ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ|

ÐÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ ÓÍ. × ÒÁÚÄÅÌÅ 7.

ë×ÁÎÔÏ×ÙÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ 49

ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ jx

1

; : : : ; x

n

i, ÇÄÅ x

j

2 B , ÉÌÉ jxi, ÇÄÅ x 2 B

n

. ðÒÏ-

ÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÏ × ×ÉÄÅ

10)

j i =

X

(x

1

;:::;x

n

)2B

n

c

x

1

;:::;x

n

jx

1

; : : : ; x

n

i; ÇÄÅ

X

(x

1

;:::;x

n

)2B

n

jc

x

1

;:::;x

n

j

2

= 1:

ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÄÌÑ ÔÁËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ (ÒÁÚ-

ÍÅÒÎÏÓÔÉ 2

n

) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

óÏÓÔÏÑÎÉÅ

ÏÂÙÞÎÏÇÏ ËÏÍÐØÀÔÅÒÁ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÇÏ ËÏÍÐØÀÔÅÒÁ

� � � � � � ÂÉÔÙ

x

1

x

2

: : : x

n

x

j

2 B

� � � � � � q-ÂÉÔÙ

ÂÁÚÉÓÎÏÅ: j x

1

; x

2

; : : : ; x

n

i; x

j

2 B

ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ:

P

x2B

n

c

x

jxi; ÇÄÅ

P

x2B

n

jc

x

j

2

= 1

îÅÂÏÌØÛÏÅ ÕÔÏÞÎÅÎÉÅ: ÅÓÌÉ ÕÍÎÏÖÉÔØ ×ÅËÔÏÒ

P

x

c

x

jxi ÎÁ ÆÁÚÏ×ÙÊ ÍÎÏ-

ÖÉÔÅÌØ e

i'

(' | ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ), ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÆÉÚÉÞÅÓËÉ ÎÅÏÔÌÉÞÉ-

ÍÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÇÏ ËÏÍÐØÀÔÅÒÁ |

ÜÔÏ ×ÅËÔÏÒ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ, ÚÁÄÁÎÎÙÊ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÆÁÚÏ×ÏÇÏ ÍÎÏ-

ÖÉÔÅÌÑ.

÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ËÁË ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÒÅÏÂÒÁ-

ÚÏ×ÁÎÉÊ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ. ïÐÉÛÅÍ, ËÁËÉÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ-

×ÁÎÉÑ ×ÏÚÍÏÖÎÙ × ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÍ, Á ËÁËÉÅ | × Ë×ÁÎÔÏ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.

ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊ ÓÌÕÞÁÊ: ë×ÁÎÔÏ×ÙÊ ÓÌÕÞÁÊ:

ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ | ÜÔÏ ÆÕÎ-

ËÃÉÉ ÉÚ B

n

× B

n

.

ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ | ÜÔÏ ÕÎÉÔÁÒÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ,

ÔÏ ÅÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÅ ÄÌÉÎÕ ×ÅËÔÏ-

ÒÁ

P

x2B

n

jc

x

j

2

.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ÷Ó£ ÓËÁÚÁÎÎÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ ÔÏÌØËÏ Ë ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÓÉÓÔÅ-

ÍÁÍ. òÅÁÌØÎÙÊ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÊ ËÏÍÐØÀÔÅÒ | ÜÔÏ ÞÁÓÔØ ÂÏÌØÛÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ

(÷ÓÅÌÅÎÎÏÊ), ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÁÑ Ó ÏÓÔÁÌØÎÙÍ ÍÉÒÏÍ. ë×ÁÎÔÏ×ÙÅ ÓÏ-

ÓÔÏÑÎÉÑ É ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÓÉÓÔÅÍ ÂÕÄÕÔ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÙ × ÒÁÚ-

ÄÅÌÁÈ 9{10.

ôÅÐÅÒØ ÎÕÖÎÏ ÄÁÔØ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÇÏ ×ÙÞÉÓÌÅ-

ÎÉÑ. ëÁË É × ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÅ ÍÁ-

ÛÉÎÙ ôØÀÒÉÎÇÁ ÉÌÉ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÅ ÓÈÅÍÙ. íÙ ×ÙÂÉÒÁÅÍ ×ÔÏÒÏÊ ÐÏÄÈÏÄ,

ËÏÔÏÒÙÊ ÕÄÏÂÎÅÅ ÐÏ ÒÑÄÕ ÐÒÉÞÉÎ.

10)

óËÏÂËÉ j : : : i × ÚÁÐÉÓÉ j i ÎÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÎÉËÁËÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ ÏÂßÅËÔÏÍ  |

ÏÎÉ ÐÒÏÓÔÏ ÕËÁÚÙ×ÁÀÔ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ  Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅËÔÏÒÏÍ.
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ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÉÚ n q-ÂÉÔÏ× C

2

n

ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ

× ×ÉÄÅ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ C

2


 : : :
 C

2

=

�

C

2

�


n

. óÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÏÄÎÏÇÏ q-ÂÉÔÁ.

ôÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× L É M , × ËÏÔÏÒÙÈ ÆÉË-

ÓÉÒÏ×ÁÎÙ ÂÁÚÉÓÙ fe

1

; : : : ; e

l

g É ff

1

; : : : ; f

m

g, ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ËÁË ÐÒÏ-

ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó ÂÁÚÉÓÏÍ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× e

j


 f

k

. (÷ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ e

j


 f

k

|

ÜÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ (e

j

; f

k

), Ô. Å. ÐÒÏÓÔÏ ÐÁÒÁ ×ÅËÔÏÒÏ×.) òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ

ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÒÁ×ÎÁ lm (ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÓÏÍÎÏ-

ÖÉÔÅÌÅÊ).

ôÁËÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏ, Ô. Å. ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÏ× ×

ÐÅÒÅÍÎÏÖÁÅÍÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ. íÏÖÎÏ ÄÁÔØ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅ-

ÎÉÅ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÎÁÞÁÌÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï (ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ)

Ó ÂÁÚÉÓÏÍ e
f , ÇÄÅ e 2 L, f 2M | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ ÉÚ ÐÅÒÅÍÎÏ-

ÖÁÅÍÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×. ôÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ÆÁËÔÏÒÐÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔ×ÏÍ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÐÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍÕ ×ÅËÔÏ-

ÒÁÍÉ ×ÉÄÁ

(e

1

+ e

2

) 
 f � e

1


 f � e

2


 f;

e 
 (f

1

+ f

2

) � e 
 f

1

� e
 f

2

;

(�e) 
 f � e
 (�f);

�(e 
 f) � (�e) 
 f:

äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÕËÁÚÁÎÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÒÁ×ÎÙÍÉ 0.

íÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÁÎÎÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ.

÷ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ (ÓÏÏÔ×ÅÔ-

ÓÔ×ÕÀÝÉÊ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍ): ÄÌÑ C

2

| fj0i; j1ig, Á ÄÌÑ

�

C

2

�


n

|

fjx

1

; : : : ; x

n

ig; x

j

2 B . ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï C

2

Ó ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ ÏÂÏÚÎÁ-

ÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ B. ÷ÙÄÅÌÅÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ, ÜÔÏ

ÚÁÄÁ£Ô ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ. ëÏÜÆÆÉÃÉ-

ÅÎÔÙ c

x

1

;:::;x

n

ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÁ j i ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÁÍ-

ÐÌÉÔÕÄÁÍÉ. éÈ ÆÉÚÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ Ë×ÁÄÒÁÔ ÍÏÄÕÌÑ

ÁÍÐÌÉÔÕÄÙ jc

x

1

;:::;x

n

j

2

ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÕÅÔÓÑ ËÁË ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÂÎÁÒÕÖÉÔØ

ÓÉÓÔÅÍÕ × ÄÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÎÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ. ëÁË É ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ, ÓÕÍÍÁÒÎÁÑ

×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ×ÓÅÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÒÁ×ÎÁ 1, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÉÎÁ ×ÅËÔÏÒÁ ÐÒÅÄÐÏ-

ÌÁÇÁÅÔÓÑ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ. (÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÂÕÄÕÔ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÏÂÓÕÖÄÁÔØÓÑ ÐÏÚÖÅ;

ÄÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÐÏÒ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÚÁÎÉÍÁÔØÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ | ÉÚÕÞÁÔØ

ÕÎÉÔÁÒÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å B


n

).

íÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ (É ÕÖÅ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÌÉ) ÐÒÉÎÑÔÙÅ × ÆÉÚÉËÅ

ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÅÓÑ Ë ×ÅËÔÏÒÁÍ É ÓËÁÌÑÒÎÏÍÕ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ ×

ÇÉÌØÂÅÒÔÏ×ÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å (ÉÈ ××£Ì äÉÒÁË). ÷ÅËÔÏÒÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ 51

j�i, ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ | h�j�i. åÓÌÉ j�i =

P

x

a

x

jxi É j�i =

=

P

x

b

x

jxi, ÔÏ h�j�i =

P

x

a

�
x

b

x

. (úÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ a

�

ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ËÏÍ-

ÐÌÅËÓÎÏÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ.) ÷ ÚÁÐÉÓÉ ×ÅËÔÏÒÏ× ÓËÏÂËÉ ÎÕÖÎÙ ÌÉÛØ �ÄÌÑ

ËÒÁÓÏÔÙ� | ÏÎÉ ÕËÁÚÙ×ÁÀÔ ÎÁ ÔÉÐ ÏÂßÅËÔÁ É ÐÒÉÄÁÀÔ ÓÉÍÍÅÔÒÉÀ

ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÍ (ÓÍ. ÎÉÖÅ). ÷ÍÅÓÔÏ j�i ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÐÒÏÓÔÏ

�, ÈÏÔÑ ÜÔÏ É ÎÅ ÐÒÉÎÑÔÏ. ðÏÜÔÏÍÕ j�

1

+�

2

i = j�

1

i+ j�

2

i| É ÔÏ, É ÄÒÕÇÏÅ

ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ×ÅËÔÏÒ �

1

+ �

2

.

óËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÁÎÔÉÌÉÎÅÊÎÏ ÐÏ ÐÅÒ×ÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ

11)

É ÌÉ-

ÎÅÊÎÏ ÐÏ ×ÔÏÒÏÍÕ, Ô. Å.

h�

1

+ �

2

j�i = h�

1

j�i+ h�

2

j�i; h�j�

1

+ �

2

i = h�j�

1

i+ h�j�

2

i;

hc�j�i = c

�

h�j�i; h�jc�i = ch�j�i:

åÓÌÉ × ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÉ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ×ÚÑÔØ ÌÅ×ÕÀ ÐÏÌÏ×ÉÎÕ,

ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÍ ÂÒÁ-×ÅËÔÏÒ h�j, Ô. Å. ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÎÁ ËÅÔ-×ÅËÔÏÒÁÈ

(×ÅËÔÏÒÁÈ ÎÁÛÅÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á). âÒÁ- É ËÅÔ-×ÅËÔÏÒÙ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ×Ï

×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ. (ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÎÕÖÎÏ ÉÈ ËÁË-ÔÏ

ÒÁÚÌÉÞÁÔØ | ÉÍÅÎÎÏ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ É ÂÙÌÉ ××ÅÄÅÎÙ ÕÇÌÏ×ÙÅ ÓËÏÂËÉ.) éÚ-ÚÁ

ÁÎÔÉÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÐÏ ÐÅÒ×ÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ ÉÍÅÅÍ

ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï hc�j = c

�

h�j. âÒÁ-×ÅËÔÏÒ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ ÓÔÒÏËÉ, Á ËÅÔ-

×ÅËÔÏÒ | × ×ÉÄÅ ÓÔÏÌÂÃÁ (ÞÔÏÂÙ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÕÍÎÏÖÉÔØ ÓÌÅ×Á ÎÁ

ÍÁÔÒÉÃÕ):

h�j = c

�
0

h0j+ c

�
1

h1j = (c

�
0

; c

�
1

); j�i = c

0

j0i+ c

1

j1i =

�

c

0

c

1

�

:

úÁÐÉÓØ h�jAj�i (A | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ) ÍÏÖÎÏ ÔÏÌËÏ×ÁÔØ Ä×ÏÑ-

ËÏ: ÌÉÂÏ ËÁË ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÁ h�j ÎÁ ×ÅËÔÏÒ Aj�i, ÌÉÂÏ

ËÁË | h�jA ÎÁ j�i. ôÁË ÐÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A

y

: ÐÏ ÏÐÒÅ-

ÄÅÌÅÎÉÀ, hA

y

�j (ÂÒÁ-×ÅËÔÏÒ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ A

y

j�i) ÒÁ×ÅÎ ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ

ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÕ h�jA. éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

hA

y

�j�i = h�jAj�i:

õÎÉÔÁÒÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ | ÜÔÏ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÊ ÓËÁ-

ÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ. õÓÌÏ×ÉÅ

h�j�i = hU�jU j�i = h�jU

y

U j�i

ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ U

y

U = I (ÇÄÅ I | ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ).

îÁÛÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ × B


n

ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÏ Ó ÔÅÎ-

ÚÏÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ:

�

h�

1

j 
 h�

2

j

��

j�

1

i 
 j�

2

i

�

= h�

1

j�

1

i h�

2

j�

2

i :

11)

ïÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÏÂÙÞÎÏ ÓÞÉÔÁÀÔ, ÞÔÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×Å-

ÄÅÎÉÅ × ÕÎÉÔÁÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÁÎÔÉÌÉÎÅÊÎÏ ÐÏ ×ÔÏÒÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ.
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÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÂÕÄÅÔ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏ-

ÒÏ×. ïÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ × ÔÅÎÚÏÒÎÏÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ

ÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, ÐÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ

(A 
B)j�i 
 j�i = Aj�i 
 Bj�i:

åÓÌÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÚÁÄÁÎÙ × ÍÁÔÒÉÞÎÏÍ ×ÉÄÅ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ, Ô. Å.

A =

X

j;k

a

jk

jjihkj; B =

X

j;k

b

jk

jjihkj

(ÌÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ jjihkj| ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ: jjihkj j�i = hkj�ijji), ÔÏ

ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁC = A
B ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ c

(jk)(lm)

= a

jl

b

km

.

÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ, ÓÞÉÔÁÅÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ

(×ÙÐÏÌÎÑÅÍÙÈ ÚÁ ÅÄÉÎÉÃÕ ×ÒÅÍÅÎÉ).

üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ

× ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ: ÔÁËÁÑ

ÆÕÎËÃÉÑ ÉÚ B

n

× B

n

, ËÏÔÏÒÁÑ

ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÎÅÂÏÌØÛÏÇÏ (ÎÅ ÚÁ-

×ÉÓÑÝÅÇÏ ÏÔ n) ÞÉÓÌÁ ÂÉÔÏ× É

ÉÚÍÅÎÑÅÔ ÔÁËÖÅ ÎÅÂÏÌØÛÏÅ ÞÉ-

ÓÌÏ ÂÉÔÏ×.

üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ × Ë×ÁÎÔÏ×ÏÍ

ÓÌÕÞÁÅ: ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØ-

ÎÏÇÏ ÕÎÉÔÁÒÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÅ-

ÇÏ ÎÁ ÞÁÓÔÉ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ B


r

, ÇÄÅ r ÍÁ-

ÌÏ (r = O(1)), É ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏ-

ÒÁ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÎÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÏÍÎÏÖÉ-

ÔÅÌÑÈ.

ôÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ U , ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÎÁ

ÍÎÏÖÅÓÔ×Å q-ÂÉÔÏ× A, É ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÎÁ

ÏÓÔÁÌØÎÙÈ q-ÂÉÔÁÈ, ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ U [A]. (÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, U [1; : : : ; r] =

= U 
 I ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÎÁ ÐÅÒ×ÙÈ r q-ÂÉÔÁÈ.)

ðÒÉÍÅÒ 5.1. ðÒÉ×ÅÄ£Í ÍÁÔÒÉÃÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ H[2], ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ×

ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å B


3

. ïÐÅÒÁÔÏÒ H =

1

p

2

�

1 1

1 �1

�

ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ×ÔÏÒÏÊ q-

ÂÉÔ, ÎÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ q-ÂÉÔÁÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ. âÁÚÉÓÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ

ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ × ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ: ÏÔ j000i ÄÏ j111i.

H[2] =

1

p

2

0
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

1 0 1 0 0 0 0 0

0 1 0 1 0 0 0 0

1 0 �1 0 0 0 0 0

0 1 0 �1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 1 0

0 0 0 0 0 1 0 1

0 0 0 0 1 0 �1 0

0 0 0 0 0 1 0 �1

1
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

:

ó ÜÔÏÇÏ ÍÅÓÔÁ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ. ðÕÓÔØ r = 2,

ÔÏÇÄÁ U | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ 4 � 4, U 
 I | ÍÁÔÒÉÃÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ

2

n

� 2

n

, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÓÔÏÑÔ ÂÌÏËÉ ÉÚ ÍÁÔÒÉÃ U . üÔÁ ÍÁ-
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ÔÒÉÃÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÏÄÉÎ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÊ ÛÁÇ. ëÏÇÄÁ ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÅ-

ÓËÏÌØËÏ ÔÁËÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× Ë ÒÁÚÎÙÍ ÐÁÒÁÍ q-ÂÉÔÏ×, ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÂÕÄÅÔ

×ÙÇÌÑÄÅÔØ ÇÏÒÁÚÄÏ ÓÌÏÖÎÅÅ. îÅ ×ÉÄÎÏ ÓÐÏÓÏÂÁ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÜÔÏÔ ÒÅÚÕÌØ-

ÔÁÔ, ËÒÏÍÅ ÐÒÑÍÏÇÏ ÐÅÒÅÍÎÏÖÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÒÁÚÍÅÒÙ ÍÁÔÒÉÃ

ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏ ×ÅÌÉËÉ, ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ ÄÌÑ ÉÈ

ÐÅÒÅÍÎÏÖÅÎÉÑ.

úÁÍÅÔÉÍ ÏÄÎÁËÏ, ÞÔÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÎÁ

ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÐÁÍÑÔÉ. ðÕÓÔØ ÎÕÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÍÁÔÒÉÞÎÙÊ

ÜÌÅÍÅÎÔ U

xy

ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ

U = U

(l)

[j

l

; k

l

]U

(l�1)

[j

l�1

; k

l�1

] � : : : � U

(2)

[j

2

; k

2

]U

(1)

[j

1

; k

1

]:

ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ

�

U

(l)

� : : : � U

(1)

�

x

l

x

0

=

X

x

l�1

;:::;x

1

U

(l)

x

l

x

l�1

� : : : � U

(1)

x

1

x

0

: (5.1)

(úÄÅÓØ x

0

; : : : ; x

l

| ÓÔÒÏËÉ ÄÌÉÎÏÊ n ÂÉÔÏ×.) äÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÓÕÍ-

ÍÙ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ (l � 1)-ÇÏ ÒÅÇÉÓÔÒÁ ÄÌÑ ÈÒÁÎÅÎÉÑ ÔÅËÕÝÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ

x

l�1

; : : : ; x

1

, ÅÝ£ ÏÄÎÏÇÏ ÒÅÇÉÓÔÒÁ ÄÌÑ ÈÒÁÎÅÎÉÑ ÞÁÓÔÉÞÎÏÊ ÓÕÍÍÙ É ÎÅ-

ËÏÔÏÒÏÇÏ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÒÅÇÉÓÔÒÏ× ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÏ-

ÍÅÖÕÔÏÞÎÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.1. ë×ÁÎÔÏ×ÁÑ ÓÈÅÍÁ. ðÕÓÔØ A| ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏ-

ÖÅÓÔ×Ï ÕÎÉÔÁÒÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× (ÂÁÚÉÓ). ôÏÇÄÁ Ë×ÁÎÔÏ×ÁÑ ÓÈÅÍÁ × ÂÁ-

ÚÉÓÅ A | ÜÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ U

1

[A

1

]; : : : ; U

l

[A

l

], ÇÄÅ A

j

| ÍÎÏ-

ÖÅÓÔ×Á q-ÂÉÔÏ×, U

j

2 A.

ïÐÅÒÁÔÏÒ, ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÙÊ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ ÓÈÅÍÏÊ. üÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ

U : B


n

! B


n

, ÒÁ×ÎÙÊ U

l

[A

l

] � : : : � U

1

[A

1

].

üÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅ ÏÞÅÎØ ÈÏÒÏÛÏ, ÔÁË ËÁË ÎÅ ÕÞÉÔÙ×ÁÅÔ ×ÏÚÍÏÖ-

ÎÏÓÔØ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÐÁÍÑÔÉ × ÐÒÏÃÅÓÓÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ.

ðÏÜÔÏÍÕ ÄÁÄÉÍ ÅÝ£ ÏÄÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ.

ïÐÅÒÁÔÏÒ U : B


n

! B


n

, ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÙÊ ÓÈÅÍÏÊ × ÒÁÓÛÉÒÅÎ-

ÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ. üÔÏ ÔÁËÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ

W = U

l

[A

l

] � : : : � U

1

[A

1

];

ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÎÁ N q-ÂÉÔÏ×, N > n, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ j�i 2 B


n

ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ W (j�i 
 j0

N�n

i) = (U j�i)
 j0

N�n

i.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ �ÂÅÒ£Í ÎÁÐÒÏËÁÔ� ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÕÀ ÐÁÍÑÔØ, ÚÁ-

ÐÏÌÎÅÎÎÕÀ ÎÕÌÑÍÉ, É ÄÏÌÖÎÙ ×ÏÚ×ÒÁÔÉÔØ ÅÅ × ÐÒÅÖÎÅÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ. ëÁ-

ËÏÊ ÓÍÙÓÌ ÉÍÅÅÔ ÔÁËÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ? úÁÞÅÍ ÎÕÖÎÏ ÔÒÅÂÏ×ÁÔØ, ÞÔÏÂÙ

ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ q-ÂÉÔÙ ×ÅÒÎÕÌÉÓØ × ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ j0

N�n

i? îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅ-

ÌÅ ÜÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÞÉÓÔÏ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÏÅ, ÏÄÎÁËÏ ×ÁÖÎÏ, ÞÔÏÂÙ ×ÅËÔÏÒ ÓÏÓÔÏ-

ÑÎÉÑ × ËÏÎÃÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÂÙÌ ÒÁÚÌÏÖÉÍ, Ô. Å. ÉÍÅÌ ×ÉÄ j�

0

i 
 j�

0

i (Ó
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ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ j�

0

i). åÓÌÉ ÜÔÏ ÔÁË, ÔÏ ÐÅÒ×ÁÑ ÐÏÄÓÉÓÔÅÍÁ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ×

ÏÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ j�

0

i, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÒÏ ×ÔÏÒÕÀ ÐÏÄÓÉÓÔÅÍÕ (ÄÏÐÏÌ-

ÎÉÔÅÌØÎÕÀ ÐÁÍÑÔØ) ÍÏÖÎÏ ÚÁÂÙÔØ. ÷ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÅ ÓÏ-

ÓÔÏÑÎÉÅ Ä×ÕÈ ÐÏÄÓÉÓÔÅÍ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÚÁÐÕÔÁÎÎÙÍ� (entangled), ÐÏÜÔÏ-

ÍÕ ÐÅÒ×ÕÀ ÐÏÄÓÉÓÔÅÍÕ ÎÅÌØÚÑ ÏÔÄÅÌÉÔØ ÏÔ ×ÔÏÒÏÊ.

�: : :îÅÌØÚÑ ÏÔÓÏÅÄÉÎÉÔØ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÊ ÐÒÉÎÔÅÒ ÏÔ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÇÏ

ËÏÍÐØÀÔÅÒÁ, ÐÏËÁ ÉÄ£Ô ÒÁÂÏÔÁ, ÉÎÁÞÅ ÏÄÉÎ ÉÌÉ ÏÂÁ ÐÒÉÂÏÒÁ

ÉÓÐÏÒÔÑÔÓÑ.�

á. ûÅÎØ

6. óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍ É Ë×ÁÎÔÏ×ÙÍ ×Ù-

ÞÉÓÌÅÎÉÅÍ

ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊ ÏÂßÅËÔ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÕÎÉÔÁÒÎÏÍÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ, |

ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ. ìÀÂÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÅ G : B

k

! B

k

ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁ-

×ÌÑÅÔÓÑ ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ

b

G × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å B


k

, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÐÏ

ÐÒÁ×ÉÌÕ

b

Gjxi

def

= jGxi.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ 5.1, ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ËÌÁÓÓÉ-

ÞÅÓËÉÅ ÓÈÅÍÙ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.1. ïÂÒÁÔÉÍÁÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÁÑ ÓÈÅÍÁ. ðÕÓÔØ A|

ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ×ÉÄÁ G : B

k

! B

k

(ÂÁÚÉÓ). ïÂÒÁ-

ÔÉÍÁÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÁÑ ÓÈÅÍÁ × ÂÁÚÉÓÅ A | ÜÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÅ-

ÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË U

1

[A

1

]; : : : ; U

l

[A

l

], ÇÄÅ A

j

| ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÂÉÔÏ×, U

j

2 A.

ðÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ, ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÁÑ ÏÂÒÁÔÉÍÏÊ ÓÈÅÍÏÊ. üÔÏ ÐÒÏÉÚ-

×ÅÄÅÎÉÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË U

l

[A

l

] � : : : �U

1

[A

1

].

ðÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ U , ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÁÑ ÓÈÅÍÏÊ × ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÍ ÓÍÙ-

ÓÌÅ. üÔÏ ÔÁËÁÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË

W = U

l

[A

l

] � : : : �U

1

[A

1

]

(ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÎÁ N ÂÉÔÏ×, N > n) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x 2 B

n

ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ

ÕÓÌÏ×ÉÀ W (x; 0

N�n

) =

�

Ux; 0

N�n

�

.

÷ ËÁËÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÆÕÎËÃÉÀ, ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÂÕÌÅ×ÏÊ ÓÈÅÍÏÊ, ÍÏÖÎÏ ÒÅÁÌÉ-

ÚÏ×ÁÔØ ÏÂÒÁÔÉÍÏÊ ÓÈÅÍÏÊ? ïÂÒÁÔÉÍÙÅ ÓÈÅÍÙ ÒÅÁÌÉÚÕÀÔ ÔÏÌØËÏ ÐÅÒÅ-

ÓÔÁÎÏ×ËÉ. ðÒÅÏÄÏÌÅÔØ ÜÔÕ ÔÒÕÄÎÏÓÔØ ÍÏÖÎÏ ÔÁË. ÷ÍÅÓÔÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ

ÆÕÎËÃÉÉ F : B

n

! B

m

ÂÕÄÅÍ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ ÆÕÎËÃÉÀ F

�

: B

n+m

! B

n+m

,

ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ F

�

(x; y) = (x; y � F (x)) (ÚÄÅÓØ � ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÏ-

ÂÉÔÏ×ÏÅ ÓÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 2). ôÏÇÄÁ ÚÎÁÞÅÎÉÅ F (x) ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ

ÔÁË: F

�

(x; 0) = (x; F (x)).
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þÔÏÂÙ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ ÆÕÎËÃÉÉ, ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÂÕÌÅ×ÙÍÉ ÓÈÅ-

ÍÁÍÉ × ÐÏÌÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ, ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÚÑÔØ ÂÁÚÉÓ ÄÌÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÓÈÅÍ

ÉÚ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÎÁ Ä×ÕÈ ÂÉÔÁÈ. ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×-

ËÁ ÎÁ Ä×ÕÈ ÂÉÔÁÈ g : B

2

! B

2

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ (ÐÒÉ ÅÓÔÅ-

ÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á B É ÐÏÌÑ ÉÚ Ä×ÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× F

2

):

g(x; y) = (ax � by � c; dx� ey � f), ÇÄÅ a, b, c, d, e, f 2 F

2

. ðÏÜÔÏÍÕ ×ÓÅ

ÆÕÎËÃÉÉ, ×ÙÞÉÓÌÑÅÍÙÅ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍÉ ÓÈÅÍÁÍÉ × ÂÁÚÉÓÅ ÉÚ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË

ÎÁ Ä×ÕÈ ÂÉÔÁÈ, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ.

á ×ÏÔ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÎÁ ÔÒ£È ÂÉÔÁÈ ÕÖÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÒÅÁÌÉÚÏ-

×ÁÔØ ÌÀÂÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ×ÓÅ ÐÅ-

ÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ËÌÀÞÉÔØ × ÂÁÚÉÓ ÌÉÛØ Ä×Å ÆÕÎËÃÉÉ | ÏÔ-

ÒÉÃÁÎÉÅ : É ÜÌÅÍÅÎÔ ôÏÆÆÏÌÉ ^

�

: (x; y; z) 7! (x; y; z � xy). ðÒÉ ÜÔÏÍ

ÉÍÅÅÔÓÑ × ×ÉÄÕ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÓÔØ × ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, Ô. Å. ÍÏÖÎÏ ÂÒÁÔØ

ÎÁÐÒÏËÁÔ ÂÉÔÙ × ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ 0 É ×ÏÚ×ÒÁÝÁÔØ ÉÈ ÐÏÓÌÅ ÏËÏÎÞÁÎÉÑ ×ÙÞÉ-

ÓÌÅÎÉÊ × ÔÏÍ ÖÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ.

úÁÄÁÞÁ 6.1. äÏËÁÖÉÔÅ ÄÌÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÓÈÅÍ ÐÏÌÎÏÔÕ ÂÁÚÉÓÁ, ÓÏÓÔÏÑ-

ÝÅÇÏ ÉÚ ÏÔÒÉÃÁÎÉÑ É ÜÌÅÍÅÎÔÁ ôÏÆÆÏÌÉ.

ìÅÍÍÁ 6.1. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ F : B

n

! B

m

ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ ÂÕÌÅ×ÏÊ ÓÈÅ-

ÍÏÊ ÒÁÚÍÅÒÁ L × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ A. ôÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ

ÆÕÎËÃÉÀ (x; 0) 7! (F (x); G(x)) ÏÂÒÁÔÉÍÏÊ ÓÈÅÍÏÊ ÒÁÚÍÅÒÁ O(L) × ÂÁ-

ÚÉÓÅ A

�

, ÓÏÓÔÏÑÝÅÍ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÊ f

�

(f 2 A), Á ÔÁËÖÅ ÆÕÎËÃÉÉ

he

: (x; y) 7! (x; x� y).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 6.1. ðÏÍÉÍÏ �ÐÏÌÅÚÎÏÇÏ� ÏÔ×ÅÔÁ F (x) ÓÈÅÍÁ, ÕËÁÚÁÎÎÁÑ

× ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ ÌÅÍÍÙ, ÐÒÏÉÚ×ÏÄÉÔ �ÍÕÓÏÒ� G(x).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 6.2. óÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÙÊ ÓÍÙÓÌ ÏÐÅÒÁÃÉÉ

he

| ÏÂÒÁÔÉÍÏÅ

ËÏÐÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÂÉÔÁ (ÅÓÌÉ ÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ y ÒÁ×ÎÏ 0). ÷ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ

ÜÔÁ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÏÂÙÞÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Controlled NOT ÐÏ ÐÒÉÞÉÎÁÍ, ËÏÔÏÒÙÅ

ÓÔÁÎÕÔ ÑÓÎÙÍÉ ÉÚ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 6.3. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÆÕÎËÃÉÀ ($) : (a; b) 7! (b; a) ÍÏÖÎÏ ÍÅ-

ÎÑÔØ ÂÉÔÙ ÍÅÓÔÁÍÉ × ÚÁÐÉÓÉ. ïÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË

ÂÉÔÏ× ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÔÁËÖÅ ÉÍÅÔØ × ÂÁÚÉÓÅ

he

, ÔÁË ËÁË

($)[j; k] =

he

[j; k]

he

[k; j]

he

[j; k]:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÏÚØÍ£Í ÓÈÅÍÕ, ×ÙÞÉÓÌÑÀÝÕÀ F . ðÕÓÔØ ×ÈÏÄÎÙÅ

ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ | ÜÔÏ x

1

; : : : ; x

n

. ÷ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÓÈÅÍÙ É

ÂÉÔÙ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ | ÜÔÏ x

n+1

; : : : ; x

n+L

; × ÏÂÒÁÔÉÍÏÊ ÓÈÅÍÅ ÓÏÐÏÓÔÁ-

×ÉÍ ÉÍ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÂÉÔÙ, ÉÍÅÀÝÉÅ × ÎÁÞÁÌØÎÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ ÚÎÁ-

ÞÅÎÉÅ 0.
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ëÁÖÄÏÅ ÐÒÉÓ×ÁÉ×ÁÎÉÅ × ÓÈÅÍÅ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ x

n+k

:= f

k

(x

j

k

; : : : ; x

l

k

),

f

k

2 A, j

k

; : : : ; l

k

< n + k. ÷ ÏÂÒÁÔÉÍÏÊ ÓÈÅÍÅ ÁÎÁÌÏÇÏÍ ÐÒÉÓ×ÁÉ×ÁÎÉÑ

ÂÕÄÅÔ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ (x

j

k

; : : : ; x

l

k

; x

n+k

) := (f

k

)

�

(x

j

k

; : : : ; x

l

k

,

x

n+k

), Ô. Å. x

n+k

:= x

n+k

� f

k

(x

j

k

; : : : ; x

l

k

).

ðÏÓËÏÌØËÕ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÂÙÌÉ

ÒÁ×ÎÙ 0, ÉÈ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÂÕÄÕÔ ÔÁËÉÍÉ ÖÅ, ËÁË É × ÂÕÌÅ×ÏÊ ÓÈÅÍÅ.

ïÓÔÁÌÏÓØ ÐÏÍÅÎÑÔØ ÍÅÓÔÁÍÉ ÂÉÔÙ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÕËÁÚÁÎÎÙÊ ×

ÕÓÌÏ×ÉÉ ÆÏÒÍÁÔ ÏÔ×ÅÔÁ.

÷ÅÓØ ÐÒÏÃÅÓÓ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÕÄÏÂÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÓÈÅÍÏÊ

(ÎÁÄ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁÍÉ ÐÏÄÐÉÓÁÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÂÉÔÏ×, ×ÎÕÔÒÉ | ÉÈ ÓÏ-

ÄÅÒÖÉÍÏÅ):

n

L �m

m

x

0 0

ÐÒÉÓ×ÁÉ×ÁÎÉÑ ÐÏ ÓÈÅÍÅ

x

x

n+1

: : : x

L�m

F (x)

ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÂÉÔÏ×

F (x) G(x)

�

ìÅÍÍÁ 6.2 (ÏÞÉÓÔËÁ ÍÕÓÏÒÁ). ÷ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÌÅÍÍÙ 1 ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÉÚ×Å-

ÓÔÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ F

�

ÏÂÒÁÔÉÍÏÊ ÓÈÅÍÏÊ ÒÁÚÍÅÒÁ O(L+ n+m)

(Ó ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÂÉÔÏ×).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÌÑ ÏÞÉÓÔËÉ ÍÕÓÏÒÁ ÂÕÄÅÔ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÁ ÏÂÒÁÔÉ-

ÍÏÓÔØ. éÚÏÂÒÁÚÉÍ ÐÒÏÃÅÓÓ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ F

�

ÓÈÅÍÏÊ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÊ ÔÏÊ, ÞÔÏ

ÐÒÉ×ÅÄÅÎÁ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÌÅÍÍÙ 6.1.

n

L

m

x

0

y

×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÐÏ ÓÈÅÍÅ ÉÚ ÄÏËÁÚÁ-

ÔÅÌØÓÔ×Á ÌÅÍÍÙ 6.1

m

L + n�m

m

F (x) G(x)

y

ÓÌÏÖÅÎÉÅ F (x) É y ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 2

F (x) G(x) F (x)� y

ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ,

ÓÄÅÌÁÎÎÙÈ ÎÁ ÐÅÒ×ÏÍ ÛÁÇÅ

x

0

F (x)� y

�

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 6.4. ïÂÒÁÔÉÍÙÍÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÍÉ ÚÁÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÌÉÓØ ÐÒÉ

ÐÏÐÙÔËÅ ÏÔ×ÅÔÉÔØ ÎÁ ×ÏÐÒÏÓ, ËÁËÁÑ ÜÎÅÒÇÉÑ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÁ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ

(ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ). áÎÁÌÉÚ ÐÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÐÏÔÅÒÉ ÜÎÅÒÇÉÉ ÍÏÖÎÏ ÕÓÔÒÅÍÉÔØ

Ë ÎÕÌÀ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ, ËÒÏÍÅ ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÙÈ. ëÏÇÄÁ

óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍ É Ë×ÁÎÔÏ×ÙÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ 57

ÐÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÓÑ ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÔÉÒÁÎÉÅ ÂÉÔÁ), Ä×Á

ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ (0 É 1) ÓÔÁÎÏ×ÑÔÓÑ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ (0).

ïÄÎÁËÏ ÆÉÚÉÞÅÓËÉÅ ÚÁËÏÎÙ ÎÁ ÍÉËÒÏÕÒÏ×ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍÉ, ÐÏ-

ÜÔÏÍÕ ÏÔÌÉÞÉÅ ÍÅÖÄÕ ÓÔÁÒÙÍÉ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ (0 É 1) ÄÏÌÖÎÏ ÓÏÈÒÁÎÉÔØÓÑ

× ËÁËÉÈ-ÔÏ ÎÅËÏÎÔÒÏÌÉÒÕÅÍÙÈ ÆÉÚÉÞÅÓËÉÈ ÓÔÅÐÅÎÑÈ Ó×ÏÂÏÄÙ. üÔÏ ÍÏÖ-

ÎÏ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ ËÁË ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÅ ÂÅÓÐÏÒÑÄËÁ (ÜÎÔÒÏÐÉÉ), ËÏÔÏÒÏÅ

× ËÏÎÅÞÎÏÍ ÓÞÅÔÅ ÐÒÏÑ×ÉÔÓÑ × ÏËÒÕÖÁÀÝÅÊ ÓÒÅÄÅ × ×ÉÄÅ ÔÅÐÌÁ. ÷ÅÌÉÞÉ-

ÎÁ ÜÎÅÒÇÉÉ, ÔÒÅÂÕÅÍÏÊ ÄÌÑ ÓÔÉÒÁÎÉÑ ÏÄÎÏÇÏ ÂÉÔÁ, ÏÞÅÎØ ÍÁÌÁ (� kT ),

ÎÏ ËÏÎÅÞÎÁ. ðÏÔÅÒÑ ÜÎÅÒÇÉÉ ÉÚ-ÚÁ ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÏÇÏ ÓÔÉÒÁÎÉÑ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ

ÐÒÉ ÆÏÒÍÁÔÉÒÏ×ÁÎÉÉ Ö£ÓÔËÏÇÏ ÄÉÓËÁ £ÍËÏÓÔØÀ 1 çÂ ÒÁ×ÎÁ 3 �10

�11

äÖ,

ÞÔÏ ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÚÁÔÒÁÔÁÍ ÜÎÅÒÇÉÉ ÎÁ ÓÄ×ÉÇ ÇÏÌÏ×ËÉ ÄÉÓËÁ

ÎÁ ÐÏÌÏ×ÉÎÕ ÄÉÁÍÅÔÒÁ ÁÔÏÍÁ ×ÏÄÏÒÏÄÁ. üÔÏ ÎÁ ÍÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÏ× ÍÅÎØÛÅ

ÒÅÁÌØÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÝÅÎÉÑ ÇÏÌÏ×ËÉ ÐÒÉ ÆÏÒÍÁÔÉÒÏ×ÁÎÉÉ.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ £ÍËÏÓÔØ ÄÉÓËÏ× ÂÕÄÅÔ ÒÁÓÔÉ ÓÔÏÌØ ÖÅ ÂÙ-

ÓÔÒÏ, ËÁË × ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ×ÒÅÍÑ, ÔÏ Ë ËÏÎÃÕ XXIII ×ÅËÁ ÄÌÑ ÆÏÒÍÁÔÉÒÏ×Á-

ÎÉÑ Ö£ÓÔËÏÇÏ ÄÉÓËÁ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÜÎÅÒÇÉÑ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÇÏÄÏ×ÏÍÕ

ÉÚÌÕÞÅÎÉÀ óÏÌÎÃÁ.

ìÅÍÍÁ ÏÂ ÏÞÉÓÔËÅ ÍÕÓÏÒÁ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÉÚÂÅÖÁÔØ ÔÁËÉÈ

ÐÏÔÅÒØ ÜÎÅÒÇÉÉ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔØÀ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ.

íÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ, ÔÒÅÂÕÀÝÅÅ ÐÁÍÑ-

ÔÉ L, ÍÏÖÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ Ó ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÐÁÍÑ-

ÔÉ, ÎÅ ÐÒÅ×ÙÛÁÀÝÅÊ L

O(1)

. ðÒÉ×ÅÄ£Í ÎÁÂÒÏÓÏË ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÚÁÄÁÞÁ TQBF PSPACE-ÐÏÌÎÁ, ÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ

ÎÁ ÎÅÂÏÌØÛÏÊ ÐÁÍÑÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ

9x

1

8 y

1

: : : 9x

M

8 y

M

f(x

1

; y

1

; : : : ; x

M

; y

M

; z) (6.1)

ÐÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ f(�) ×ÙÞÉÓÌÉÍÁ ÂÕÌÅ×ÏÊ ÓÈÅÍÏÊ ÎÅÂÏÌØÛÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ L.

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ 6.1 ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÎÁ

ÐÁÍÑÔÉ O(L+M ). ÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ÏÒÇÁÎÉÚÏ×ÁÎÏ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏ, ÎÁÞÉÎÁÑ

Ó ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ Ë×ÁÎÔÏÒÏ×.

þÔÏÂÙ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ 8x F (x; z), ×ÙÞÉÓÌÉÍ F (0; z), ÚÁÎÅÓ£Í ÒÅÚÕÌØÔÁÔ

× ÏÄÎÕ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÕÀ ÑÞÅÊËÕ, ÚÁÔÅÍ ×ÙÞÉÓÌÉÍ F (1; z) É ÚÁÎÅÓ£Í ÒÅ-

ÚÕÌØÔÁÔ × ÄÒÕÇÕÀ ÑÞÅÊËÕ. ðÏÓÌÅ ×ÙÞÉÓÌÉÍ 8xF (x; z) = F (0; z)^F (1; z)

É ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÚÁÎÅÓ£Í × ÔÒÅÔØÀ ÑÞÅÊËÕ. þÔÏÂÙ ÕÂÒÁÔØ ÍÕÓÏÒ, ÐÒÏËÒÕÔÉÍ

×ÓÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ, ËÒÏÍÅ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÛÁÇÁ, × ÏÂÒÁÔÎÏÍ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÉ.

òÁÚÏÂÒÁ×ÛÉÓØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ Ó ÆÏÒÍÕÌÏÊ 9x F (x; z), ÐÒÉ-

ÈÏÄÉÍ Ë ÔÁËÏÍÕ ×Ù×ÏÄÕ: ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅ Ë×ÁÎÔÏÒÁ ÐÏ ÂÕÌÅ×ÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ

Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÕÀ ÐÁÍÑÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ ÂÉÔÏ×.

÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈÆÕÎ-

ËÃÉÊ, ËÏÔÏÒÁÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÙÍ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ÌÅÍÍÙ 6.2.
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ôÅÏÒÅÍÁ 6.1. ðÕÓÔØ F É F

�1

×ÙÞÉÓÌÉÍÙ ÂÕÌÅ×ÙÍÉ ÓÈÅÍÁÍÉ ÒÁÚÍÅ-

ÒÏ× 6 L. ôÏÇÄÁ F ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÏÊ ÓÈÅÍÏÊ ÒÁÚÍÅÒÁ O(L+ n).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÁ£ÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÓÈÅÍÏÊ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ (ÄÌÑ ÐÒÏ-

ÓÔÏÔÙ ÎÅ ÕËÁÚÁÎÙ ÂÉÔÙ, ËÏÔÏÒÙÅ �ÂÅÒÕÔÓÑ ÎÁÐÒÏËÁÔ� ÐÒÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ

ÉÚ ÌÅÍÍÙ 6.2).

n n

x

0

×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ F

�

ÐÏ ÓÈÅÍÅ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÌÅÍÍÙ 6.2

x

F (x)

ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÂÉÔÏ×

F (x)

x

ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ (F

�1

)

�

(ÐÏ ÓÈÅÍÅ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÌÅÍ-

ÍÙ 6.2) ÄÁ£Ô × ÐÒÁ×ÏÍ ÒÅÇÉÓÔÒÅ x� F

�1

(F (x)) = 0

F (x)

0

�

7. âÁÚÉÓÙ ÄÌÑ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÈ ÓÈÅÍ

ëÁË ×ÙÂÒÁÔØ ÂÁÚÉÓ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ × Ë×ÁÎÔÏ×ÙÈ ÓÈÅÍÁÈ? õÎÉÔÁÒ-

ÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÌÉÂÏ ÐÏÌÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÄÏÌ-

ÖÅÎ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÌÉÂÏ ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ

ÏÓÌÁÂÉÔØ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÔÏÞÎÏÊ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÓÔÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÓÈÅÍÏÊ, ÚÁÍÅÎÉ× ÅÇÏ

ÎÁ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÐÒÉÂÌÉÖ£ÎÎÏÊ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÓÔÉ. íÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÂÅ ×ÏÚÍÏÖ-

ÎÏÓÔÉ.

ôÏÞÎÁÑ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÑ.

ôÅÏÒÅÍÁ 7.1. âÁÚÉÓ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ×ÓÅ ÕÎÉÔÁÒÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, ÄÅÊ-

ÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÎÁ ÐÁÒÁÈ q-ÂÉÔÏ×, ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÌÀÂÏÊ ÕÎÉÔÁÒ-

ÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ × ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ××ÅÄÅÍ ×ÁÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×:

ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ Ó Ë×ÁÎÔÏ×ÙÍ ÕÐÒÁ×ÌÅÎÉÅÍ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.1. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ U : B


n

! B


n

ÏÐÅ-

ÒÁÔÏÒ �(U ) : B 
 B


n

! B 
 B


n

Ó Ë×ÁÎÔÏ×ÙÍ ÕÐÒÁ×ÌÑÀÝÉÍ

q-ÂÉÔÏÍ (ÐÅÒ×ÙÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ) ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ:

�(U ) j0i 
 j�i = j0i 
 j�i;

�(U ) j1i 
 j�i = j1i 
 U j�i:

(7.1)

X

çÒÁÆÉÞÅÓËÉ ÂÕÄÅÍ ÉÚÏÂÒÁÖÁÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ

�(X) Ó Ë×ÁÎÔÏ×ÙÍ ÕÐÒÁ×ÌÅÎÉÅÍ ËÁË ÐÏËÁÚÁÎÏ

ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ. ÷ÅÒÈÎÑÑ ÌÉÎÉÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÐÅÒ-

×ÏÍÕ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÀ, ÎÉÖÎÑÑ ÌÉÎÉÑ | ×ÔÏÒÏÍÕ.
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îÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ ÓÔÒÅÌÏË ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÀ ÐÅÒÅÍÎÏÖÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁ-

ÔÏÒÏ× (ÓÐÒÁ×Á ÎÁÌÅ×Ï).

îÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÀÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ Ó ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ ÕÐÒÁ×ÌÑÀÝÉÍÉ

q-ÂÉÔÁÍÉ:

�

k

(U ) jx

1

; : : : ; x

k

i 
 j�i =

�

jx

1

; : : : ; x

k

i 
 j�i; ÅÓÌÉ x

1

� : : : � x

k

= 0;

jx

1

; : : : ; x

k

i 
 U j�i; ÅÓÌÉ x

1

� : : : � x

k

= 1:

(7.2)

ðÒÉÍÅÒ 7.1. ðÕÓÔØ �

x

def

= b: =

�

0 1

1 0

�

. ôÏÇÄÁ �(�

x

) =

c

� , Á �

2

(�

x

) =

=

c

^

�

(ÜÌÅÍÅÎÔ ôÏÆÆÏÌÉ).

ôÅÐÅÒØ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔ ôÏÆÆÏÌÉ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ Ä×ÕÈ

q-ÂÉÔÏ×. äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÎÁÊÄÅÍ ÐÁÒÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÓÌÅ-

ÄÕÀÝÅÍÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ XY X

�1

Y

�1

= i�

x

. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÇÏÄÉÔÓÑ ÔÁËÁÑ

ÐÁÒÁ:

X =

1

p

2

�

1 i

i 1

�

; Y =

�

1 0

0 �1

�

:

ðÏÑÓÎÉÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ÜÔÏÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ. õÎÉÔÁÒÎÁÑ ÇÒÕÐ-

ÐÁ U(2) ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ÔÒ£ÈÍÅÒÎÏÍ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å. þÔÏÂÙ

ÏÐÉÓÁÔØ ÜÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÒÍÉÔÏ×Ù ÍÁÔÒÉÃÙ 2 � 2 Ó ÎÕÌÅ-

×ÙÍ ÓÌÅÄÏÍ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÔÒ£ÈÍÅÒÎÏÅ Å×ËÌÉÄÏ×Ï ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï: ÓËÁÌÑÒÎÏÅ

ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

1
2

Tr(XY ), ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ

ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÍÁÔÒÉÃÙ ðÁÕÌÉ

�

x

=

�

0 1

1 0

�

; �

y

=

�

0 �i

i 0

�

; �

z

=

�

1 0

0 �1

�

:

õÎÉÔÁÒÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ U 2 U(2) ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ÜÔÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÔÁË:

U : E 7! UEU

�1

. íÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ (ÓÍ. [8, x11.12]), ÞÔÏ ÏÐÉÓÁÎÎÏÅ ÄÅÊ-

ÓÔ×ÉÅ ÚÁÄÁ£Ô ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ U(2)=U(1)

�
=

SO(3), ÇÄÅ U(1) | ÐÏÄÇÒÕÐ-

ÐÁ ÆÁÚÏ×ÙÈ ÓÄ×ÉÇÏ×, Á SO(3) | ÇÒÕÐÐÁ ÐÏ×ÏÒÏÔÏ× × ÔÒ£ÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏ-

ÓÔÒÁÎÓÔ×Å (Ô. Å. ÇÒÕÐÐÁ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ Ó ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎ-

ÔÏÍ, ÒÁ×ÎÙÍ 1).

ðÒÉ ÜÔÏÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÉ �

x

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÐÏ×ÏÒÏÔ ×ÏËÒÕÇ ÏÓÉ x ÎÁ 180

�

,

X ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÐÏ×ÏÒÏÔ ×ÏËÒÕÇ x ÎÁ 90

�

, Á Y ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÐÏ×ÏÒÏÔ

×ÏËÒÕÇ z ÎÁ 180

�

.

îÁ ÒÉÓ. 1 ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÏ ÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÓÈÅÍÙ, ×ÙÞÉÓÌÑ-

ÀÝÅÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ôÏÆÆÏÌÉ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× �(X), �(Y ) É �

2

(�i).

ðÏÓÌÅÄÎÉÊ | ÜÔÏ ÕÐÒÁ×ÌÑÅÍÙÊ Ä×ÕÍÑ ÂÉÔÁÍÉ ÆÁÚÏ×ÙÊ ÓÄ×ÉÇ (ÕÍÎÏ-

ÖÅÎÉÅ ÎÁ �i). ðÒÏ×ÅÒÉÍ ÜÔÕ ÓÈÅÍÕ. ðÕÓÔØ ÎÁ ×ÈÏÄ ÐÏÄÁ£ÔÓÑ ×ÅËÔÏÒ

jai 
 jbi 
 j�i, ÇÄÅ a; b 2 B , j�i 2 B. åÓÌÉ a = b = 1, ÔÏ Ë j�i ÂÕÄÅÔ
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X

�1

Y

�1

X Y

�i

òÉÓ. 1.

ÐÒÉÍÅÎ£Î ÏÐÅÒÁÔÏÒ �iXY X

�1

Y

�1

= �

x

, Ô. Å. j0i É j1i × ÔÒÅÔØÅÍ q-ÂÉÔÅ

ÐÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ. åÓÌÉ ÖÅ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ ÕÐÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÂÉÔÏ× ÒÁ×ÅÎ 0,

ÔÏ Ë j�i ÂÕÄÅÔ ÐÒÉÍÅÎ£Î ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. üÔÏ É ÅÓÔØ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ

ÜÌÅÍÅÎÔÁ ôÏÆÆÏÌÉ.

ó ÐÏÍÏÝØÀ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ôÏÆÆÏÌÉ ÍÏÖÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÌÀÂÕÀ ÐÅÒÅÓÔÁ-

ÎÏ×ËÕ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× (Ó ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÐÁÍÑÔÉ).

ðÏËÁÖÅÍ, ËÁË ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ �

k

(U ) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k, ÄÅÊÓÔ×ÕÑ

ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÐÁÒÙ q-ÂÉÔÏ×. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÔÁËÖÅ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÁÑ

ÐÁÍÑÔØ. âÕÄÅÍ ÓÔÒÏÉÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ W , ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å N

q-ÂÉÔÏ× B


N

É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊ ÕÓÌÏ×ÉÀ

W

�

j�i 
 j0

N�k�1

i

�

= �(U )j�i 
 j0

N�k�1

i:

(ðÒÅÄÏÓÔÅÒÅÖÅÎÉÅ: ÜÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÎÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ W = �(U )
 I.)

óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÂÒÁÔÉÍÁÑ ÓÈÅÍÁ P ÒÁÚÍÅÒÁ O(k), ×ÙÞÉÓÌÑÀÝÁÑ ÐÒÏÉÚ-

×ÅÄÅÎÉÅ ×ÈÏÄÎÙÈ ÂÉÔÏ× (Ó ÍÕÓÏÒÏÍ); ÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ ÏÎÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÁ ÎÁ

ÒÉÓ. 2 (Ó×ÅÒÈÕ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÏ ÞÉÓÌÏ ÂÉÔÏ× × ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÈ ÆÒÁÇ-

ÍÅÎÔÏ× ÐÁÍÑÔÉ).

x

1

; : : : ; x

k

0x

1

x

2

� : : : � x

k

G(x

1

; : : : ; x

k

)

k

N � k

1

N � 1

P

òÉÓ. 2.

îÁ ÒÉÓ. 3 ÐÏËÁÚÁÎÏ, ËÁË Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÓÈÅÍÙ P É ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Ó ÏÄÎÉÍ

ÕÐÒÁ×ÌÑÀÝÉÍ q-ÂÉÔÏÍ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ �

k

(U ). íÙ ÐÒÉÍÅÎÑÅÍ ÓÈÅ-

ÍÕ P , Á ÚÁÔÅÍ | ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÓÈÅÍÕ P

�1

, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ×ÓÅ ×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÅ

ÂÉÔÙ ×ÏÚ×ÒÁÝÁÀÔÓÑ × ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ. ÷ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ ÓÁÍÏÊ ×ÅÒÈÎÅÊ

ÌÉÎÉÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÂÉÔ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ x

1

� : : : �x

k

. åÇÏ ÍÙ É ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ

ÄÌÑ ÕÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ U , ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÎÁ ÓÁÍÏÊ ÎÉÖÎÅÊ ÌÉÎÉÉ.

äÒÕÇÉÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ �

k

(U ) ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ËÁË P

�1

�(U )P .

äÅÊÓÔ×ÉÅ �

k

(U ) ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ÔÁË: ÎÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, ÐÏÒÏÖ-

Ä£ÎÎÏÍ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ j1; : : : ; 1; 0i É j1; : : : ; 1; 1i, ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ U , Á ÎÁ
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P

P

�1

U

x

1
:
:
:

x

k
:
:
:

0

G(x)

.
.
.

.
.
.

x

1

� x

2

� : : : � x

k

x

1

x

2

0

òÉÓ. 3.

ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÉ Ë ÜÔÏÍÕ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ | ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎ-

ÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. îÁÛÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ: ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ËÏÔÏÒÙÊ

ÕÓÔÒÏÅÎ ÔÁË ÖÅ, ÎÏ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁ ÐÏÄ-

ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, ÎÁÔÑÎÕÔÏÍ ÎÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÐÁÒÕ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×.

ðÕÓÔØ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ × ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔ×Å, ÎÁÔÑÎÕÔÏÍ ÎÁ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ jxi É jyi, ÇÄÅ x = (x

1

; : : : ; x

n

),

y = (y

1

; : : : ; y

n

), x

j

; y

j

2 B . ðÕÓÔØ f | ÔÁËÁÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ, ÞÔÏ f(x) =

(1; : : : ; 1; 0), f(y) = (1; : : : ; 1; 1). ôÏÇÄÁ ÎÕÖÎÙÊ ÎÁÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÒÅÄÓÔÁ-

×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ

b

f

�1

�

n�1

(U )

b

f . (îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ

b

f | ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÓÏÏÔ×ÅÔ-

ÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÅ f .)

éÔÁË, ÎÁ ÐÁÒÁÈ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ ÐÒÏÉÚ-

×ÏÌØÎÏ. ðÏËÁ ×ÓÅ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÎÙÅ ÓÈÅÍÙ ÉÍÅÌÉ ÒÁÚÍÅÒ O(n), ÔÁË ÞÔÏ

ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÒÅÁÌÉÚÕÀÔÓÑ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ. óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÞÁÓÔØ ÎÅ-

ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÁ. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ.

ìÅÍÍÁ 7.1. ìÀÂÁÑ ÕÎÉÔÁÒÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ U × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å C

M

ÍÏ-

ÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÁ × ×ÉÄÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ M (M � 1)=2 ÍÁÔÒÉÃ

×ÉÄÁ

0
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

1 0 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

.
.
.

.

.

.

0 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

0 : : : 1 0 : : : : : : : : :

0 : : : : : :

�

a b

c d

�

0 : : : : : :

0 : : : : : : : : : : : : : : : : 1 0 0

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

.

.

.

0

0 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 1

1
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

; ÇÄÅ

�

a b

c d

�

2U(2):
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úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅM = 2

n

, ÔÁË ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅ-

ÎÉÅ × ×ÉÄÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÂÁÚÉÓÎÙÈ

ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×.

ðÒÉÂÌÉÖ£ÎÎÁÑ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÑ. ôÅÐÅÒØ ÐÅÒÅÊÄ£Í Ë ËÏÎÅÞÎÙÍ ÂÁÚÉÓÁÍ.

÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÐÒÉÂÌÉÖ£ÎÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏ-

ÒÏ× ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑÍÉ ÂÁÚÉÓÎÙÈ. þÔÏÂÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÒÉÂÌÉÖ£ÎÎÕÀ ÒÅÁ-

ÌÉÚÁÃÉÀ, ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×.

îÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÅÓÔØ ÎÏÒÍÁ






j�i






=

p

h�j�i. ïÎÁ, ËÁË É

ÌÀÂÁÑ ÎÏÒÍÁ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ:






j�i






�

= 0; ÅÓÌÉ j�i = 0;

> 0; ÅÓÌÉ j�i 6= 0;

(7.3)






j�i+ j�i






6






j�i






+






j�i






; (7.4)






cj�i






= jcj






j�i






: (7.5)

÷×ÅÄ£Í ÔÅÐÅÒØ ÎÏÒÍÕ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×. ðÕÓÔØ N | ÐÒÏ-

ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó ÎÏÒÍÏÊ. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÎÁ Î£Í,

ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ËÁË L(N ) = N 
N

�

(ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÞ-

ÎÙÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅÍ

P

a

jk

jjihkj).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.2. îÏÒÍÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ X (ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÁÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒ-

ÎÁÑ ÎÏÒÍÁ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÅÓÔØ É ÄÒÕÇÉÅ) ÒÁ×ÎÁ

kXk = sup

j�i6=0






Xj�i











j�i






:

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ kXk

2

| ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ X

y

X.

üÔÁ ÎÏÒÍÁ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ×ÓÅÍÉ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÍÉ ×ÙÛÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ÎÏÒ-

ÍÙ, Á ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÅÝÅ ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ ÓÐÅÃÉÆÉÞÅÓËÉÍÉ:

kXY k 6 kXk kY k; (7.6)

kX

y

k = kXk; (7.7)

kX 
 Y k = kXk kY k; ÇÄÅ X 2 L(N ); Y 2 L(M): (7.8)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÜÔÉÈ Ó×ÏÊÓÔ× ÎÏÒÍÙ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ

ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÏÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ.

äÁÄÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏÊ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÓÔÉ. åÓÌÉ ÉÓ-

ËÏÍÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ | U , ÔÏ ÅÇÏ ÐÒÉÂÌÉÖ£ÎÎÁÑ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÑ ÂÕÄÅÔ ÏÂÏÚÎÁ-

ÞÁÔØÓÑ

~

U .

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.3. ïÐÅÒÁÔÏÒ

~

U ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ U Ó ÔÏÞ-

ÎÏÓÔØÀ �, ÅÓÌÉ k

~

U � Uk 6 �.

âÁÚÉÓÙ ÄÌÑ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÈ ÓÈÅÍ 63

õ ÜÔÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÅÓÔØ Ä×Á ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÈ Ó×ÏÊÓÔ×Á. ÷Ï-ÐÅÒ×ÙÈ,

ÅÓÌÉ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× U = U

L

� : : : �U

2

U

1

,

ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÍÅÅÔ Ó×ÏÅ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ

~

U

k

Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ �

k

, ÔÏ

ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÊ

~

U =

~

U

L

� : : : �

~

U

2

~

U

1

ÐÒÉÂÌÉÖÁÅÔ U Ó

ÔÏÞÎÏÓÔØÀ

P

�

k

(ÏÛÉÂËÉ ÎÁËÁÐÌÉ×ÁÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ):




 ~

U

L

� : : : �

~

U

1

� U

L

� : : : � U

1






6

X

j

�

j

:

äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÐÒÉÍÅÒ Ó Ä×ÕÍÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ:

k

~

U

2

~

U

1

� U

2

U

1

k = k

~

U

2

(

~

U

1

� U

1

) + (

~

U

2

� U

2

)U

1

k 6

6 k

~

U

2

(

~

U

1

�U

1

)k+k(

~

U

2

�U

2

)U

1

k 6 k

~

U

2

k k(

~

U

1

�U

1

)k+k(

~

U

2

�U

2

)k kU

1

k =

= k(

~

U

1

� U

1

)k+ k(

~

U

2

� U

2

)k:

÷ ÜÔÏÊ ×ÙËÌÁÄËÅ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ÕÎÉÔÁÒ-

ÎÏÓÔÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×. (åÓÌÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÎÅÕÎÉÔÁÒÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, ÔÏ

ÏÛÉÂËÉ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÍÏÇÕÔ ÎÁËÁÐÌÉ×ÁÔØÓÑ ÇÏÒÁÚÄÏ ÂÙÓÔÒÅÅ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ,

ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏ.)

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 7.1. ÷ÓÑËÁÑ ÍÏÄÅÌØ, ÐÒÅÔÅÎÄÕÀÝÁÑ ÎÁ ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÌÏÖÎÙÈ

ÚÁÄÁÞ ËÁËÉÍÉ-ÔÏ ÒÅÁÌØÎÙÍÉ ÆÉÚÉÞÅÓËÉÍÉ ÐÒÏÃÅÓÓÁÍÉ, ÄÏÌÖÎÁ ÏÂÑÚÁ-

ÔÅÌØÎÏ ÉÚÕÞÁÔØÓÑ ÎÁ ÐÒÅÄÍÅÔ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÓÔÉ Ë ÏÛÉÂËÁÍ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ.

(÷ ÒÅÁÌØÎÏÊ ÖÉÚÎÉ ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ ÌÀÂÏÇÏ ÆÉÚÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÃÅÓÓÁ ÍÏÖÎÏ

ÚÁÄÁÔØ ÌÉÛØ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ.) ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ Ó ÜËÓ-

ÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÙÍ ÎÁËÏÐÌÅÎÉÅÍ ÏÛÉÂÏË ÐÏÞÔÉ ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÂÅÓÐÏÌÅÚÎÏ Ó ÐÒÁË-

ÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ.

÷ÔÏÒÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÐÏÎÑÔÉÑ �

~

U ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ U Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ �� ÍÙ

ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ × ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÍ ËÏÎÔÅËÓÔÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.4. ïÐÅÒÁÔÏÒ U : B


n

! B


n

ÐÒÉÂÌÉÖÁÅÔÓÑ ×

ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ

~

U : B


N

! B


N

Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ �,

ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ j�i ÉÚ B


n

×ÙÐÏÌÎÅÎÏ




 ~

U

�

j�i 
 j0

N�n

i

�

� U j�i 
 j0

N�n

i






6 �






j�i






: (7.9)

óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÅÝ£ ÏÄÎÉÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ. ÷×ÅÄ£Í ÏÐÅ-

ÒÁÔÏÒ V : B


n

! B


N

, ËÏÔÏÒÙÊ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÐÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ V : j�i 7! j�i 



 j0

N�n

i. ïÐÅÒÁÔÏÒ V ÎÅ ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ, ÎÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÎÙÊ. õÓÌÏ×ÉÅ ÉÚ ÐÏ-

ÓÌÅÄÎÅÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ÔÁË

k

~

UV � V Uk 6 �: (7.10)

òÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÒÏ ÎÁËÏÐÌÅÎÉÅ ÏÛÉÂÏË ÐÒÏÈÏÄÉÔ É × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ (ÞÔÏ,

ËÏÎÅÞÎÏ, ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ).



64 ë×ÁÎÔÏ×ÙÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ

óÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ: ÅÓÌÉ

~

U ÐÒÉÂÌÉÖÁÅÔ (× ÒÁÓÛÉ-

ÒÅÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ) U Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ �, ÔÏ

~

U

�1

ÐÒÉÂÌÉÖÁÅÔ U

�1

Ó ÔÏÊ ÖÅ

ÔÏÞÎÏÓÔØÀ �. üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ kW

1

XW

2

k = kXk ÄÌÑ ÕÎÉÔÁÒ-

ÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×W

1

; W

2

. õÍÎÏÖÁÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÐÏÄ ÎÏÒÍÏÊ × (7.10) ÓÌÅ×Á

ÎÁ

~

U

�1

, Á ÓÐÒÁ×Á | ÎÁ U

�1

, ÐÏÌÕÞÉÍ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (7.10):

k

~

U

�1

V � V U

�1

k 6 �.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.5. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÂÁÚÉÓ A ÐÏÌÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÏÊ

ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ U ÍÏÖÎÏ Ó ÌÀÂÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ×

ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ ÓÈÅÍÏÊ × ÂÁÚÉÓÅ A.

ôÅÏÒÅÍÁ 7.2 (ÓÍ. [4]). âÁÚÉÓ Q = fH;K;�(�

x

);�

2

(�

x

)g, ÇÄÅ

H =

1

p

2

�

1 1

1 �1

�

; K =

�

1 0

0 i

�

;

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÎÙÍ. (ôÁËÏÊ ÂÁÚÉÓ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ.)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ 7.5{7.9.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 7.2. åÓÌÉ ÕÂÒÁÔØ ÉÚ ÂÁÚÉÓÁ Q Ë×ÁÎÔÏ×ÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ôÏÆ-

ÆÏÌÉ, ÏÎ ÐÅÒÅÓÔÁÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÎÙÍ. ïÄÎÁËÏ ÍÎÏÇÉÅ ×ÁÖÎÙÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ

ÍÏÖÎÏ ÄÅÌÁÔØ É × ÔÁËÏÍ ÕÓÅÞÅÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ËÁË ÂÕÄÅÔ ×ÉÄ-

ÎÏ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ, ÓÈÅÍÙ, ÉÓÐÒÁ×ÌÑÀÝÉÅ ÏÛÉÂËÉ, ÍÏÖÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÂÅÚ

ÜÌÅÍÅÎÔÁ ôÏÆÆÏÌÉ.

íÏÖÎÏ ÏÃÅÎÉÔØ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ U × ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ.

åÓÌÉ U : B


n

! B


n

, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÜÔÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ

� Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ ÓÈÅÍÏÊ × ÂÁÚÉÓÅ Q ÒÁÚÍÅÒÁ L = exp(O(n)) � poly(log(1=�)).

åÓÌÉ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ U ÚÁÄÁÎÙ × Ä×ÏÉÞÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ, ÔÏ ÜÔÁ ÓÈÅ-

ÍÁ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÐÏ U Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÚÁ ÔÏ

ÖÅ ×ÒÅÍÑ (ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ É ÓÔÅÐÅÎÉ ÐÏÌÉÎÏÍÁ ÍÏÇÕÔ ÏÔÌÉÞÁÔØÓÑ). éÄÅÑ ÐÏ-

ÓÔÒÏÅÎÉÑ ÔÁËÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÌÅÇËÏ ÕÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÉÚ ÚÁÄÁÞ 7.1 É 7.11.

úÁÄÁÞÉ

7.1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÎÁ ÏÄÎÏÍ q-ÂÉÔÅ × ÓÏÞÅÔÁÎÉÉ Ó

ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ�(�

x

) ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÌÎÙÊ ÂÁÚÉÓ. òÅÛÅÎÉÅ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÄÏÓÔÁ-

ÔÏÞÎÏ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÍ: ÄÏÌÖÅÎ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÓÔÒÏÉÔ

ÓÈÅÍÕ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÕÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ U ÎÁ n q-ÂÉÔÁÈ, ÚÁ ×ÒÅÍÑ

exp(O(n)) � poly(log(1=�)).

7.2. äÏËÁÖÉÔÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÏÊ ÎÏÒÍÙ (7.6{7.8).

7.3. ðÕÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ

~

U

k

ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÔ × ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÏÐÅÒÁ-

ÔÏÒÙ U

k

Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ �

k

, 1 6 k 6 L. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ

~

U

L

� : : :�

~

U

1

âÁÚÉÓÙ ÄÌÑ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÈ ÓÈÅÍ 65

ÐÒÉÂÌÉÖÁÅÔ × ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒ U

L

� : : : � U

1

Ó ÔÏÞÎÏ-

ÓÔØÀ

P

�

k

.

7.4. ðÕÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ

~

U ÐÒÉÂÌÉÖÁÅÔ × ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÏÐÅÒÁ-

ÔÏÒ U Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ �. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ W , ÔÏÞÎÏ

ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÊ U × ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, Ô. Å. ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

W

�

j�i 
 j0

N�n

i

�

= (U j�i)
 j0

N�n

i;

É ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ kW �

~

Uk 6 O(�).

7.5. ðÕÓÔØ ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ U : B


n

! B


n

ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ-

×ÉÀ U j0i = j0i. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÕÀ �(U ) ÓÈÅÍÕ ÒÁÚÍÅÒÁ 6n + 1 ×

ÂÁÚÉÓÅ Q[ fUg, ÉÓÐÏÌØÚÕÀÝÕÀ ÏÐÅÒÁÔÏÒ U ÏÄÉÎ ÒÁÚ.

7.6. ðÕÓÔØ X;Y | ÎÅËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÇÒÕÐÐÙ SO(3) |

ÐÏ×ÏÒÏÔÙ ÎÁ ÕÇÌÙ, ÎÅÓÏÉÚÍÅÒÉÍÙÅ Ó �. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ, ÐÏÒÏ-

ÖÄ£ÎÎÁÑ X É Y , ÏÂÒÁÚÕÅÔ ×ÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × SO(3).

7.7. ðÕÓÔØ M | ÕÎÉÔÁÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ > 3. òÁÓ-

ÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ H � U(M) | ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏ-

ÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÐÏÒÏÖÄ£ÎÎÏÇÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ ×ÅËÔÏÒÏÍ j�i 2 M.

ðÕÓÔØ V | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÎÅ ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÊ ÐÏÄ-

ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï C (j�i). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×H[V

�1

HV

ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ×ÓÀ ÇÒÕÐÐÕ U(M).

(úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÕÓÌÏ×ÉÉ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ U(M) É H ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÆÁËÔÏ-

ÒÉÚÏ×ÁÔØ ÐÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ ÆÁÚÏ×ÙÈ ÓÄ×ÉÇÏ× U(1)).

7.8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÉÚ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ

×ÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × U(B


2

)=U(1).

7.9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÁÚÏ×ÙÅ ÓÄ×ÉÇÉ ÍÏÖÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ × ÓÔÁÎÄÁÒÔ-

ÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÎÁÐÒÏËÁÔ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ q-ÂÉÔÙ.

7.10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ �

x

É ÜÌÅÍÅÎÔ äÏÊÞÁ �

2

(R), ÇÄÅ

R = �i exp(�i��

x

), � | ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÌÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÄÌÑ

Ë×ÁÎÔÏ×ÏÇÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ.

7.11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ U , ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÎÁ ÏÄÎÏÍ

q-ÂÉÔÅ, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÉÂÌÉÖ£ÎÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÎ × ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ Ó

ÔÏÞÎÏÓÔØÀ � ÓÈÅÍÏÊ ÒÁÚÍÅÒÁ O(log

3

(1=�)) × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ, É ÅÓÔØ

ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÓÈÅÍÙ ÐÏ ÏÐÉÓÁÎÉÀ U .

üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÓÌÏÖÎÁ, Ë Å£ ÒÅÛÅÎÉÀ ÌÕÞÛÅ ÐÒÉÓÔÕÐÁÔØ ÐÏ-

ÓÌÅ ÚÎÁËÏÍÓÔ×Á Ó ÒÁÚÄÅÌÁÍÉ 11 É 12 É ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ 12.3 (Ë×ÁÎÔÏ×ÏÅ

ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ). ðÒÅÄÌÁÇÁÅÍÙÊ ÐÕÔØ ÒÅÛÅÎÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÏÓÔÁ-

ÔÏÞÎÏ ÉÚÏÝÒ£ÎÎÙÍ. ÷ ÓÔÁÔØÅ [4] ÂÙÌ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎ ÂÏÌÅÅ ÐÒÑÍÏÊ (ÎÏ

ÔÏÖÅ ÎÅÏÞÅ×ÉÄÎÙÊ) ÐÏÄÈÏÄ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓÈÅÍÁ ÒÁÚÍÅÒÁ

poly(log(1=�)).
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8. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÇÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ. ðÒÉÍÅÒÙ

�: : :íÙ ÎÅ ÍÏÖÅÍ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÚÄÅÓØ ÚÄÒÁ×ÙÊ ÓÍÙÓÌ,

ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÔÏÌØËÏ ÓÔÒÅÍÉÔØÓÑ ÐÏÎÑÔØ ×ÎÕÔÒÅÎÎÀÀ ÌÏ-

ÇÉËÕ ÜÔÏÇÏ ÂÅÚÕÍÉÑ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁ×ÅÒÎÑËÁ ÅÓÔØ: : : �

á. ûÅÎØ

ðÏËÁ ÍÙ ÏÐÉÓÁÌÉ ÒÁÂÏÔÕ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÇÏ ËÏÍÐØÀÔÅÒÁ. ôÅÐÅÒØ ÐÏÒÁ ÏÐÒÅ-

ÄÅÌÉÔØ, ËÏÇÄÁ ÜÔÁ ÒÁÂÏÔÁ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÅÊ ÎÁÓ ÚÁ-

ÄÁÞÉ. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ÐÏÈÏÖÅ ÎÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÇÏ ×ÙÞÉ-

ÓÌÅÎÉÑ.

ðÕÓÔØ ÅÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ F : B

n

! B

m

. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ë×ÁÎÔÏ×ÕÀ ÓÈÅÍÕ, ÒÁ-

ÂÏÔÁÀÝÕÀ Ó N ÂÉÔÁÍÉ: U = U

L

� : : : �U

2

U

1

: B


N

! B


N

. îÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ

ÇÏ×ÏÒÑ, ÜÔÁ ÓÈÅÍÁ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔ F , ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ U Ë ÎÁÞÁÌØÎÏÍÕ

ÓÏÓÔÏÑÎÉÀ jx; 0

N�n

i, ÍÙ, �ÐÏÓÍÏÔÒÅ×� ÎÁ ÐÅÒ×ÙÅ m ÂÉÔÏ×, Ó ÂÏÌØÛÏÊ ×Å-

ÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ �Õ×ÉÄÉÍ� F (x). (ïÓÔÁÌØÎÙÅ q-ÂÉÔÙ ÍÏÇÕÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÐÒÏ-

ÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÍÕÓÏÒ.)

îÕÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÏÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÜÔÁ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ. óÌÏ×Á �ÐÏÓÍÏ-

ÔÒÅ×� É �Õ×ÉÄÉÍ� × ÔÏÞÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÏÚÎÁÞÁÀÔ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÓÑ ÉÚÍÅÒÅ-

ÎÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ q-ÂÉÔÏ×. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÉÚÍÅÒÅÎÉÑ ÍÏÇÕÔ

ÐÏÌÕÞÁÔØÓÑ ÒÁÚÎÙÅ ÏÔ×ÅÔÙ, ËÁÖÄÏÍÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ Ó×ÏÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ.

îÉÖÅ (ÒÁÚÄÅÌ 9) ÜÔÏÔ ×ÏÐÒÏÓ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÄÒÏÂÎÏ. äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ-

ÂÙ ÄÁÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÇÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ F , ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ

(ÎÅ ×ÄÁ×ÁÑÓØ × ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÅ ÆÉÚÉÞÅÓËÉÈ ÏÂßÑÓÎÅÎÉÊ ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ) ÐÒÉ-

ÎÑÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ: ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ x ÐÒÉ

ÉÚÍÅÒÅÎÉÉ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ j i =

P

x

c

x

jxi ÒÁ×ÎÁ

P(j i; x) = jc

x

j

2

: (8.1)

îÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ËÏÍÐØÀÔÅÒ ÚÁËÏÎÞÉÔ ÒÁÂÏÔÕ

× ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ ×ÉÄÁ (F (x); z), ÇÄÅ z | ÌÀÂÏÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.1. óÈÅÍÁ U = U

L

� : : : � U

2

U

1

×ÙÞÉÓÌÑÅÔ F , ÅÓÌÉ ÄÌÑ

ÌÀÂÏÇÏ x ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ

X

z

�
�

hF (x); zjU jx; 0

N�n

i

�
�

2

> 1� ";

ÇÄÅ "| ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÍÅÎØÛÅÅ 1=2. (ïÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉ-

ÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ F (x) É x ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÒÁÚÎÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÂÉÔÏ×, ÈÏÔÑ ÓÕÍ-

ÍÁÒÎÁÑ ÄÌÉÎÁ (F (x); z) É (x; 0

N�n

) ÏÄÉÎÁËÏ×Á É ÒÁ×ÎÁ N .)

ëÁË É ÄÌÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ, ×ÙÂÏÒ " ÎÅÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÅÎ, ÐÏ-

ÓËÏÌØËÕ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÕÓÔÉÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÜËÚÅÍÐÌÑÒÏ× ÓÈÅÍÙ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ É

×ÙÂÒÁÔØ ÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÞÁÝÅ ×ÓÅÇÏ. éÚ ÏÃÅÎËÉ,

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÇÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ. ðÒÉÍÅÒÙ 67

ÐÒÉ×ÅÄ£ÎÎÏÊ ÎÁ Ó. 36, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÕÍÅÎØÛÅÎÉÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÎÅÕÄÁ-

ÞÉ × N ÒÁÚ ÎÕÖÎÏ ×ÚÑÔØ O(logN ) ÜËÚÅÍÐÌÑÒÏ× ÓÈÅÍÙ U . ÷ÙÂÏÒ ÓÁÍÏÇÏ

ÞÁÓÔÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÓÈÅÍÏÊ, ÉÓÐÏÌØÚÕÀÝÅÊ

ÆÕÎËÃÉÀ ÇÏÌÏÓÏ×ÁÎÉÑ MAJ(x

1

; : : : ; x

n

) (ÏÎÁ ÒÁ×ÎÁ 1, ËÏÇÄÁ ÂÏÌÅÅ ÐÏÌÏ-

×ÉÎÙ Å£ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× ÒÁ×ÎÙ 1, É ÒÁ×ÎÁ 0 × ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ). æÕÎËÃÉÑ

MAJ(x

1

; : : : ; x

n

) ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ × ÐÏÌÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÓÈÅÍÏÊ ÒÁÚÍÅÒÁ O(n logn),

ÔÁË ÞÔÏ ÐÏÔÅÒÑ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÐÒÉ ÕÍÅÎØÛÅÎÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÎÅÕÄÁÞÉ

× N ÒÁÚ ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÍ O(m logN log logN ).

úÁÄÁÞÁ 8.1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒ-

ÒÅËÔÎÙÍ × Ë×ÁÎÔÏ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ: ÆÕÎËÃÉÑ MAJ

�

ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÎÁ × ×ÉÄÅ ÏÂÒÁ-

ÔÉÍÏÊ ÓÈÅÍÙ, ÎÁ ×ÈÏÄ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÄÁÀÔÓÑ ×ÙÈÏÄÎÙÅ q-ÂÉÔÙ n ËÏÐÉÊ ÓÈÅ-

ÍÙ U .

8.1. ë×ÁÎÔÏ×ÙÊ ÐÏÉÓË: ÁÌÇÏÒÉÔÍ çÒÏ×ÅÒÁ. éÔÁË, ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÏÐÒÅÄÅ-

ÌÅÎÉÅ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÇÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ. ôÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÚÁÎÑÔØÓÑ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ ÜÆ-

ÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÇÏ É Ë×ÁÎÔÏ×ÏÇÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ. ÷Ï ××ÅÄÅÎÉÉ ÕÐÏ-

ÍÉÎÁÌÉÓØ ÔÒÉ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÐÒÉÍÅÒÁ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ

ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÐÏ-×ÉÄÉÍÏÍÕ, ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÅÅ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÇÏ. íÙ ÎÁÞÎ£Í Ó

ÔÏÇÏ ÉÚ ÎÉÈ, × ËÏÔÏÒÏÍ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÅÅ

(ÈÏÔÑ ÕÓËÏÒÅÎÉÅ ÌÉÛØ �ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ�).

äÁÄÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ ÐÅÒÅÂÏÒÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ × ËÌÁÓÓÉÞÅ-

ÓËÏÊ É Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ ÐÏÓÔÁÎÏ×ËÅ.

y

x

A(x; y)

ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Ï (ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË), ËÏ-

ÔÏÒÏÅ ÐÏ ×ÈÏÄÁÍ x É y ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÅËÏ-

ÔÏÒÏÇÏ ÐÒÅÄÉËÁÔÁ A(x; y). îÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ ÐÒÅ-

ÄÉËÁÔ F (x) = 9 y A(x; y). üÔÏ ÐÏÈÏÖÅ ÎÁ ÏÐÒÅÄÅ-

ÌÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÁ NP, ÎÏ ÓÅÊÞÁÓ ÎÁÍ ÎÅÄÏÓÔÕÐÎÁ ×ÎÕ-

ÔÒÅÎÎÑÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Á, ×ÙÞÉÓÌÑÀÝÅÇÏ

ÐÒÅÄÉËÁÔ A. ÷ ÔÁËÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÎÁ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÍ ËÏÍÐØÀÔÅÒÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ

ÐÒÅÄÉËÁÔÁ F (x) ÎÅÌØÚÑ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÂÙÓÔÒÅÅ, ÞÅÍ ÚÁ N = 2

n

ÛÁÇÏ×, ÇÄÅ

n | ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÂÉÔÏ× × ÚÁÐÉÓÉ y.

jyi

x

U

x

jyi

U

x

ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÎÁ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÍ ËÏÍÐØÀÔÅÒÅ ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÚÎÁ-

ÞÅÎÉÅ ÐÒÅÄÉËÁÔÁ F (x) É ÄÁÖÅ ÎÁÊÔÉ y, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ A(x; y), ÚÁ

×ÒÅÍÑ O(

p

N ). ðÏÌÕÞÅÎÙ ÔÁËÖÅ É ÎÉÖÎÉÅ ÏÃÅÎËÉ, ÐÏËÁÚÙ×ÁÀÝÉÅ, ÞÔÏ

× ÜÔÏÊ ÐÏÓÔÁÎÏ×ËÅ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÅ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Á ÄÁÀÔ

ÌÉÛØ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ÕÓËÏÒÅÎÉÅ ÐÏ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó

ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍÉ.

÷ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ ÐÏÓÔÁÎÏ×ËÅ ÚÁÄÁÞÁ ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË.

÷ÈÏÄ x ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊ, ÎÏ ÓÁÍ �Þ£Ò-

ÎÙÊ ÑÝÉË� | Ë×ÁÎÔÏ×ÏÅ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Ï, É ×ÈÏÄ y
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(×ÁÒÉÁÎÔÙ ÏÔ×ÅÔÁ) ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÍ. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÛ

ÏÒÁËÕÌ (ÉÌÉ �Þ£ÒÎÙÊ ÑÝÉË�) ÚÁÄÁ£Ô ÏÐÅÒÁÔÏÒ U

x

, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÐÏ

ÐÒÁ×ÉÌÕ

U

x

jyi =

�

jyi; ÅÓÌÉ A(x; y) = 0;

�jyi; ÅÓÌÉ A(x; y) = 1:

îÕÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ F (x) É ÎÁÊÔÉ �ÏÔ×ÅÔ� y (ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ

×ÙÐÏÌÎÅÎ A(x; y)).

òÅÚÕÌØÔÁÔÙ, Ï ËÏÔÏÒÙÈ ÕÖÅ ÕÐÏÍÉÎÁÌÏÓØ, ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÀÔÓÑ ÔÁË

(ÓÍ. [31, 48]): ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ Ä×Å ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C

1

É C

2

ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ÅÓÔØ

ÓÈÅÍÁ ÒÁÚÍÅÒÁ 6 C

1

p

N , ÒÅÛÁÀÝÁÑ ÚÁÄÁÞÕ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÒÅÄÉËÁÔÁ

A(x; y); Á ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÓÈÅÍÙ ÒÁÚÍÅÒÁ 6 C

2

p

N ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÒÅÄÉËÁÔ

A(x; y), ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÚÁÄÁÞÁ ÎÅ ÒÅÛÁÅÔÓÑ ÎÁ ÜÔÏÊ ÓÈÅÍÅ (Ô.Å. ÓÈÅÍÁ

ÄÁ£Ô ÎÅÐÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ > 1=3).

íÙ ÒÁÚÂÅÒ£Í ÕÐÒÏÝ£ÎÎÕÀ ÐÏÓÔÁÎÏ×ËÕ: ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ �ÏÔ×ÅÔ� ÓÕÝÅ-

ÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ ÞÅÒÅÚ y

0

; ÎÕÖÎÏ ÎÁÊÔÉ y

0

. óÈÅÍÁ,

ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÏÓÔÒÏÉÍ, ÂÕÄÅÔ ÐÒÉÍÅÒÏÍ �ÐÒÑÍÏÇÏ� Ë×ÁÎÔÏ×Ï-

ÇÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ; ÏÎÁ ÂÕÄÅÔ ÏÐÉÓÁÎÁ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÂÁÚÉÓÎÙÈ

×ÅËÔÏÒÏ×.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Á ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ:

U = I � 2jy

0

ihy

0

j

É V = I � 2j�ih�j; ÇÄÅ j�i =

1

p

N

X

y

jyi:

ïÐÅÒÁÔÏÒ V × ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÐÉÓÁÎ ÔÁË (ÎÁÐÏ-

ÍÎÉÍ, ÞÔÏ N = 2

n

):

V =

0
B
B
B
@

1�

2

N

: : : �

2

N

.
.
.

.

.

.

.
.
.

�

2

N

: : : 1�

2

N

1
C
C
C
A

:

ïÐÅÒÁÔÏÒ U ÎÁÍ ÚÁÄÁÎ (ÜÔÏ ÏÒÁËÕÌ). ðÏÓÔÒÏÉÍ Ë×ÁÎÔÏ×ÕÀ ÓÈÅÍÕ,

×ÙÞÉÓÌÑÀÝÕÀ V . äÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ ÂÕÄÅÍ ÔÁË: ÐÅÒÅ×ÅÄÅÍ j�i × j0

n

i ÎÅËÏÔÏ-

ÒÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ W , ÚÁÔÅÍ ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Y = I � 2j0

n

ih0

n

j, ÐÏÓÌÅ

ÞÅÇÏ ÐÒÉÍÅÎÉÍ W

�1

.

ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ W , ËÏÔÏÒÙÊ ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ j�i × j0

n

i, ÐÒÏÓÔÏ. üÔÏ

W = H


n

, ÇÄÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒ H | ÉÚ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ (ÓÍ. Ó. 64). äÅÊ-

ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, j�i =

1

p

2

n

(j0i+ j1i)


n

; Á H :

1

p

2

(j0i+ j1i) 7! j0i.
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ôÅÐÅÒØ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÀ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Y . éÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÏÂÒÁÔÉÍÕÀ

ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÕÀ ÓÈÅÍÕ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÕÀ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Z : B

n+1

! B

n+1

;

Zja

0

; : : : ; a

n

i = ja

0

� f(a

1

; a

2

; : : : ; a

n

); a

1

; : : : ; a

n

i;

f(a

1

; : : : ; a

n

) =

�

1; ÅÓÌÉ a

1

= : : : = a

n

= 0;

0; ÅÓÌÉ 9 j : a

j

6= 0:

(ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×, Z =

c

f

�

.) ðÏÓËÏÌØËÕ f ÉÍÅ-

ÅÔ ÍÁÌÕÀ ÓÈÅÍÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ (× ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÍ ÓÍÙÓÌÅ), ÐÏ ÌÅÍÍÅ 6.2 ÄÌÑ

×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ Z ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÂÏÌØÛÁÑ ÓÈÅÍÁ (× ËÏÔÏÒÏÊ �ÂÅÒÕÔÓÑ ÎÁÐÒÏ-

ËÁÔ� ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ q-ÂÉÔÙ).

óÈÅÍÁ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÁÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒ V , ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÁ ÎÁ ÒÉÓ. 4. ãÅÎÔÒÁÌØÎÁÑ

ÞÁÓÔØ, ×ËÌÀÞÁÀÝÁÑ × ÓÅÂÑ Z, �

z

É Z, ÒÅÁÌÉÚÕÅÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Y . ÷ ÓÈÅÍÅ

ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒ �

z

= K

2

(K ÉÚ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ).

ZZ

�

z

WW

a

0

= 0

a

1

.
.
.

a

n

0

.
.
.

0

0

.
.
.

0

0

òÉÓ. 4.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏW

2

É Z

2

ÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁ ×ÅËÔÏÒÁÈ Ó ÎÕÌÅ-

×ÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ q-ÂÉÔÏ×, ×ÚÑÔÙÈ ÎÁÐÒÏËÁÔ. ðÏÜÔÏÍÕ ÒÅÛÁÀÝÕÀ ÒÏÌØ

ÉÇÒÁÅÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ �

z

, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÎÁ ×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÊ q-ÂÉÔ, ËÏÔÏÒÙÊ

ÔÁËÖÅ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅ ×ÓÅÇÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ.

ðÕÓÔØ ×ÁÓ ÎÅ ÓÍÕÝÁÅÔ ÔÏ, ÞÔÏ �

z

ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÌØËÏ ÎÁ �ÕÐÒÁ×ÌÑÅÍÙÊ�

q-ÂÉÔ, Á ÍÅÎÑÅÔÓÑ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ×ÅÓØ ×ÅËÔÏÒ. ÷ÏÏÂÝÅ, ÒÁÚÌÉÞÉÅ ÍÅÖÄÕ

�ÞÔÅÎÉÅÍ� É �ÚÁÐÉÓØÀ� × Ë×ÁÎÔÏ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÁÂÓÏÌÀÔÎÏ É ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ

×ÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ. ðÒÉ×ÅÄ£Í ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÐÒÉÍÅÒ.

îÁÐÉÛÅÍ ÍÁÔÒÉÃÕ �(�

x

) : ja; bi 7! ja; a�bi × ÂÁÚÉÓÅ

1

p

2

(j0i � j1i) ÄÌÑ

ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ q-ÂÉÔ. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÚÁÐÉÛÅÍ ÍÁÔÒÉÃÕ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ

X = (H 
H) �(�

x

) (H 
H). óÈÅÍÁ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÁ
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�

x

HH
H H

òÉÓ. 5.

ÎÁ ÒÉÓ. 5. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �(�

x

)jc; di = jc; c� di, ÎÁÊÄ£Í ÄÅÊÓÔ×ÉÅ

X ÎÁ ÂÁÚÉÓÎÏÍ ×ÅËÔÏÒÅ:

Xja; bi =

1
2

(H 
H) �(�

x

)

X

c;d

(�1)

ac+bd

jc; di =

=

1
2

(H 
H)

X

c;d

(�1)

ac+bd

jc; c� di =

=

1
4

X

a

0

;b

0

;c;d

(�1)

a

0

c+b

0

(c+d)

(�1)

ac+bd

ja

0

; b

0

i =

=

1
4

X

a

0

;b

0

2�

b;b

0

� 2�

a;(a

0

+b

0

)

ja

0

; b

0

i = ja� b; bi:

éÔÁË, × ÂÁÚÉÓÅ

1

p

2

(j0i � j1i) ÕÐÒÁ×ÌÑÀÝÉÊ É ÕÐÒÁ×ÌÑÅÍÙÊ ÂÉÔÙ ÐÏÍÅ-

ÎÑÌÉÓØ ÍÅÓÔÁÍÉ. ëÁËÏÊ ÂÉÔ �ÕÐÒÁ×ÌÑÀÝÉÊ�, ÉÌÉ ËÁËÏÊ �ÞÉÔÁÅÔÓÑ�, ÚÁ×É-

ÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ. òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÔÁËÏÅ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÄÅÌ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ

ÎÁÛÅÊ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÉÎÔÕÉÃÉÉ. ôÒÕÄÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ, ËÁË ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏ-

ÄÅ Ë ÄÒÕÇÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÊ ÐÒÉÎÔÅÒ ×ÄÒÕÇ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÍ

ÓËÁÎÎÅÒÏÍ.

úÁÄÁÞÁ 8.2. þÔÏ ÂÕÄÅÔ, ÅÓÌÉ ÉÚÍÅÎÉÔØ ÂÁÚÉÓ ÔÏÌØËÏ × ÏÄÎÏÍ ÂÉÔÅ?

�

x

H H

îÁÐÒÉÍÅÒ, ËÁË ÂÕÄÅÔ ×ÙÇÌÑÄÅÔØ ÍÁÔÒÉ-

ÃÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, ÓÈÅÍÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÚÏÂÒÁÖÅ-

ÎÁ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ? ðÏÐÒÏÂÕÊÔÅ ÔÁËÖÅ ÐÏÍÅ-

ÎÑÔØ ÂÁÚÉÓ × ÄÒÕÇÏÍ ÂÉÔÅ.

÷ÅÒÎ£ÍÓÑ Ë ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÓÈÅÍÙ ÄÌÑ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ ÐÅÒÅÂÏÒÎÏÊ ÚÁ-

ÄÁÞÉ. ïÒÁËÕÌ U = I � 2jy

0

ihy

0

j ÎÁÍ ÚÁÄÁÎ, É ÍÙ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÌÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒ

V = I�2j�ih�j. éÚ ×ÅËÔÏÒÁ j0

n

i ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ×ÅËÔÏÒ j�i ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ

ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ W (W

2

= I). ôÅÐÅÒØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× U É V ÐÏÓÔÒÏ-

ÉÍ ÉÚ ×ÅËÔÏÒÁ j�i ÉÓËÏÍÙÊ ×ÅËÔÏÒ jy

0

i. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÂÕÄÅÍ ÐÏÏÞÅÒÅÄÎÏ

ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ V; U :

: : :V U V U j�i = (V U )

s

j�i:

þÔÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ? çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÏÂÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÅÓÔØ ÏÔÒÁ-
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ÖÅÎÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ. ðÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï L = C (j�i; jy

0

i)

ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÂÏÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×, Á, ÚÎÁÞÉÔ, É ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ-

ÎÏ V U . ðÏÓËÏÌØËÕ ×ÅËÔÏÒ j�i ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÜÔÏÍÕ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ,

ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ V U ÎÁ Î£Í.

j�i

jy

0

i

'=2

ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ Ä×ÕÈ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ-

ÎÏ Ä×ÕÈ ÐÒÑÍÙÈ ÅÓÔØ ÐÏ×ÏÒÏÔ ÎÁ ÕÄ×ÏÅÎÎÙÊ

ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ ÐÒÑÍÙÍÉ. õÇÏÌ ÌÅÇËÏ ×Ù-

ÞÉÓÌÉÔØ, h�jy

0

i =

1

p

N

= sin

'

2

, Ô. Å. ÜÔÉ ÐÒÑ-

ÍÙÅ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ

ÎÁÐÉÓÁÔØ V U = �R, ÇÄÅ R | ÐÏ×ÏÒÏÔ ÎÁ ÍÁ-

ÌÙÊ ÕÇÏÌ '. îÏ ÔÏÇÄÁ (V U )

s

= (�1)

s

R

s

, ÇÄÅ

R

s

| ÐÏ×ÏÒÏÔ ÎÁ ÕÇÏÌ s'. úÎÁË ÎÁÓ ÎÅ ÉÎÔÅ-

ÒÅÓÕÅÔ (ÆÁÚÏ×ÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÎÅ ÍÅÎÑÀÔ ×ÅÒÏ-

ÑÔÎÏÓÔÅÊ). ðÒÉ ÂÏÌØÛÉÈ N ÉÍÅÅÍ ' � 2=

p

N . ôÏÇÄÁ ÐÏÓÌÅ s � �=4

p

N

ÉÔÅÒÁÃÉÊ ÉÓÈÏÄÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ ÐÏ×ÅÒÎÅÔÓÑ ÎÁ ÕÇÏÌ s' � �=2 É ÓÔÁÎÅÔ ÂÌÉ-

ÚÏË Ë ÉÓËÏÍÏÍÕ ×ÅËÔÏÒÕ. üÔÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ÏËÁÖÅÔÓÑ × ÓÏ-

ÓÔÏÑÎÉÉ jy

0

i Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ, ÂÌÉÚËÏÊ Ë ÅÄÉÎÉÃÅ.

åÓÌÉ ÒÅÛÁÅÔÓÑ ÐÅÒÅÂÏÒÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ × ÏÂÝÅÊ ÐÏÓÔÁÎÏ×ËÅ (Ô. Å. ÏÔ×Å-

ÔÏ× ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ, Á ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÂÙÔØ ×ÏÏÂÝÅ), ÔÒÅÂÕÀÔÓÑ ÄÏ-

ÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÅ ÕÈÉÝÒÅÎÉÑ. þÉÓÌÏ ÛÁÇÏ× ÄÌÑ ÐÏ×ÏÒÏÔÁ ÏÔ

ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ Ë ËÁËÏÍÕ-ÎÉÂÕÄØ ×ÅËÔÏÒÕ ÉÚ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÐÏ-

ÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ ÏÔ×ÅÔÏ×, ÏÂÒÁÔÎÏ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏ ËÏÒÎÀ ÉÚ

ÞÉÓÌÁ ÒÅÛÅÎÉÊ.

8.2. õÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÁÑ Ë×ÁÎÔÏ×ÁÑ ÓÈÅÍÁ. ÷ÔÏÒÏÊ ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÏ×, ÕÐÏÍÑ-

ÎÕÔÙÈ ×Ï ××ÅÄÅÎÉÉ, | ÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÎÉÅ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÍÅÈÁÎÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ.

üÔÏ ÎÅÞ£ÔËÏ ÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ, ÔÁË ËÁË ÂÏÌØÛÕÀ ÒÏÌØ × ÎÅÊ ÉÇÒÁ-

ÅÔ ×ÙÂÏÒ ËÏÎËÒÅÔÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ É ×ÙÄÅÌÅÎÉÅ �ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ� ÓÔÅÐÅÎÅÊ

Ó×ÏÂÏÄÙ. ó ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ, ÂÏÌÅÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÇÏ×ÏÒÉÔØ Ï

ÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÎÉÉ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÈ ÓÈÅÍ.

ë×ÁÎÔÏ×ÙÅ ÓÈÅÍÙ ÉÍÅÀÔ ËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ, ÅÓÌÉ ÕËÁÚÁÔØ

ÔÏÞÎÏÓÔØ, Ó ËÏÔÏÒÏÊ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×, ×ÈÏ-

ÄÑÝÉÈ × ÓÈÅÍÕ. ðÕÓÔØ ÅÓÔØ ÏÐÉÓÁÎÉÅ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ ÓÈÅÍÙ Z, ÒÁÚÍÅÒÁ 6 L

É ÔÏÞÎÏÓÔÉ �. üÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÜÔÏÊ ÓÈÅÍÙ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÌÀÂÙÅ ÕÎÉÔÁÒÎÙÅ

ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÎÁ r = O(logL) q-ÂÉÔÁÈ (ÔÁË ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÎÁÑ ÄÌÉÎÁ ÏÐÉÓÁÎÉÑ

ÓÈÅÍÙ ÎÅ ÐÒÅ×ÙÛÁÌÁ poly(L; log(1=�)) ). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÒÅÁÌÉÚÕÅ-

ÍÙÊ ÜÔÏÊ ÓÈÅÍÏÊ, ÞÅÒÅÚ Op(Z).

éÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÚÁÄÁÞ 7.1 É 7.11 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÕÎÉ-

×ÅÒÓÁÌØÎÕÀ Ë×ÁÎÔÏ×ÕÀ ÓÈÅÍÕ U ÒÁÚÍÅÒÁ poly(L; log 1=�), ËÏÔÏÒÁÑ ÍÏ-

ÄÅÌÉÒÕÅÔ ÒÁÂÏÔÕ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ ÓÈÅÍÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.
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åÓÌÉ ÚÁÄÁÎÏ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÈÅÍÙ Op(Z) ÒÁÚÍÅÒÁ L É Å£ ×ÈÏÄ j�i,

ÔÏ








U (jZi 
 j�i)� jZi 
 Op(Z)j�i








= O(L�):

8.3. ë×ÁÎÔÏ×ÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ É ËÌÁÓÓ BQP. äÏ ÓÉÈ ÐÏÒ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁ-

ÔÒÉ×ÁÌÉ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ (×ÙÞÉÓÌÑÌÉÓØ ÂÕÌÅ×Ù ÆÕÎËÃÉÉ). áÌ-

ÇÏÒÉÔÍÙ ×ÙÞÉÓÌÑÀÔ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÓÌÏ×ÁÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÄÌÉÎÙ. ïÐÒÅ-

ÄÅÌÅÎÉÅ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÍÏÖÎÏ ÄÁÔØ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÕÖÅ ××ÅÄ£ÎÎÙÅ

Ë×ÁÎÔÏ×ÙÅ ÓÈÅÍÙ. ðÕÓÔØ ÅÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ F : B

�

! B

�

, ÄÌÉÎÁ ÒÅÚÕÌØÔÁ-

ÔÁ | ÐÏÌÉÎÏÍ ÏÔ ÄÌÉÎÙ ×ÈÏÄÁ. åÊ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ (ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÁ ×ÈÏÄÙ ÄÌÉÎÙ n) F

n

: B

n

! B

m(n)

.

ë×ÁÎÔÏ×ÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ F | ÜÔÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ-

×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÈÅÍ, ×ÙÞÉÓÌÑÀÝÉÈ F

n

. �ïÄÎÏÒÏÄÎÁÑ� ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÏ n

ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÓÈÅÍÙ ÎÁ ÏÂÙÞÎÏÊ ÐÏÌÉ-

ÎÏÍÉÁÌØÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÍÁÛÉÎÅ ôØÀÒÉÎÇÁ. âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÁÌ-

ÇÏÒÉÔÍ ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÚÁ ×ÒÅÍÑ T (n), ÅÓÌÉ ÒÁÚÍÅÒ ÓÈÅÍÙ, ×ÙÞÉÓÌÑÀÝÅÊ F

n

,

ÒÁ×ÅÎ T (n).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 8.1. íÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ Ë×ÁÎÔÏ×ÕÀ ÍÁÛÉÎÕ ôØÀÒÉÎÇÁ É

ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÞÅÒÅÚ ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÌÅÎÔÙ íô

(ÐÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ä. äÏÊÞÁ ÂÙÌÏ ÉÍÅÎÎÏ ÔÁËÉÍ). îÁÛÅ ÏÐÒÅ-

ÄÅÌÅÎÉÅ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.2. æÕÎËÃÉÑ F : B

�

! B

�

ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ BQP,

ÅÓÌÉ ÅÓÔØ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ Å£ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ, ÒÁÂÏÔÁÀÝÉÊ ÚÁ ×ÒÅÍÑ

O(n

d

) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ d.

ëÁË ÓÏÏÔÎÏÓÉÔÓÑ ËÌÁÓÓ BQP Ó ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÙÍÉ ËÌÁÓÓÁÍÉ, ××ÅÄ£ÎÎÙÍÉ

ÒÁÎÅÅ?

úÁÄÁÞÁ 8.3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

BPP � BQP � PP � PSPACE:

ëÌÁÓÓ PP ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÐÒÅÄÉËÁÔÏ× ×ÉÄÁ

Q(x) =

�

jfy : R

0

(x; y)gj < jfy : R

1

(x; y)gj

�

;

ÇÄÅ R

0

; R

1

2 P, É ÕÞÉÔÙ×ÁÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ y Ó ÄÌÉÎÏÊ ÍÅÎØÛÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ

ÐÏÌÉÎÏÍÁ q(x).

üÔÏ ÐÏÞÔÉ ×Ó£, ÞÔÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ Ï ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÈ ÍÅÖÄÕ BQP É ÄÒÕÇÉ-

ÍÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÙÍÉ ËÌÁÓÓÁÍÉ. ëÏÓ×ÅÎÎÏÅ Ó×ÉÄÅÔÅÌØÓÔ×Ï × ÐÏÌØÚÕ ÓÔÒÏÇÏ-

ÇÏ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ BPP � BQP ÄÁ£Ô ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÈ Ë×ÁÎÔÏ-

×ÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-ÞÉÓÌÏ×ÙÈ ÚÁÄÁÞ, ÔÒÁÄÉÃÉÏÎ-

ÎÏ ÓÞÉÔÁÅÍÙÈ ÔÒÕÄÎÙÍÉ (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 12).
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úÁÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ × ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ×ÒÅÍÑ ÐÏÑ×ÉÌÉÓØ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÅ ÒÅ-

ÚÕÌØÔÁÔÙ Ï Ë×ÁÎÔÏ×ÙÈ ÁÎÁÌÏÇÁÈ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÙÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÙÈ

ËÌÁÓÓÏ× (ÎÅ ÏÐÉÓÁÎÎÙÈ × ÞÁÓÔÉ I).

úÁÄÁÞÁ 8.4. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÅ ÓÈÅÍÙ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ

× ÂÁÚÉÓÅ ÉÚ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÎÁ Ä×ÕÈ q-ÂÉÔÁÈ, ËÏÔÏÒÙÅ ×ÙÐÏÌÎÑÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ

ÄÅÊÓÔ×ÉÑ:

Á) ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ q, 1 6 q 6 2

n

, ÚÁÐÉÓÁÎÎÏÇÏ n Ä×ÏÉÞÎÙÍÉ ÃÉÆÒÁ-

ÍÉ, ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔØ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ j0

n

i × ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ j 

n

(q)i =

1

p

q

q�1

P

j=0

jji;

Â) ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔØ jq � 1; 0

n

i × jq � 1i 
 j 

n

(q)i, ÓÞÉÔÁÑ, ÞÔÏ q ÚÁÐÉÓÁÎÏ

n Ä×ÏÉÞÎÙÍÉ ÃÉÆÒÁÍÉ;

×) ×ÙÐÏÌÎÉÔØ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÎÁ ÇÒÕÐÐÅ Z

k

ÐÒÉ k = 2

n

:

U

k

jxi =

1

p

k

k�1

X
y=0

exp

�

2�i

xy

k

�

jyi;

ÓÞÉÔÁÑ, ÞÔÏ x É y ÚÁÐÉÓÁÎÙ n Ä×ÏÉÞÎÙÍÉ ÃÉÆÒÁÍÉ; (× ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ

ÎÁÊÄÉÔÅ ÓÈÅÍÕ ÒÁÚÍÅÒÁ O(n

2

)).

9. ë×ÁÎÔÏ×ÙÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ

ðÅÒÅÊÄ£Í ÔÅÐÅÒØ Ë ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÀ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ �ÆÉÚÉÞÅÓËÉÈ� ÁÓÐÅËÔÏ×

Ë×ÁÎÔÏ×ÙÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ. ðÕÓÔØ ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÚ n q-ÂÉÔÏ× ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÓÏÓÔÏÑ-

ÎÉÉ j i =

P

x

c

x

jxi. ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÐÏ ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ

(ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ) ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÁÍÐÌÉÔÕÄÁÍÉ. ë×ÁÄÒÁÔ ÍÏÄÕÌÑ

ÁÍÐÌÉÔÕÄÙ jc

x

j

2

ÒÁ×ÅÎ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÏÂÎÁÒÕÖÉÔØ ÓÉÓÔÅÍÕ × ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ

x (ÓÒÁ×ÎÉÔÅ Ó (8.1)). äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÐÒÉ ÉÚÍÅÒÅÎÉÉ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÜÔÏÊ

Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÂÕÄÕÔ ÐÏÌÕÞÁÔØÓÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ, ÒÁÓÐÒÅ-

ÄÅÌ£ÎÎÙÅ ËÁË jc

x

j

2

.

ïÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (8.1) ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÏÓÎÏ×ÎÙÍÉ Ó×ÏÊ-

ÓÔ×ÁÍÉ ÏÂÙÞÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ. ôÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ Ë×ÁÄÒÁÔ ÍÏÄÕÌÑ ÁÍÐÌÉÔÕ-

ÄÙ | ÜÔÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ × ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ x, ÓÏÇÌÁÓÕÅÔÓÑ

Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ ÆÉÚÉÞÅÓËÉÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ × Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ

×ÅËÔÏÒÁÍ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ, Á ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÜÔÉÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÎÅ ÍÅÎÑ-

ÀÔ ÄÌÉÎÙ, Ô. Å. ÕÎÉÔÁÒÎÙ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, h j i =

P

x

jc

x

j

2

= 1 (ÓÕÍÍÁ

×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÒÁ×ÎÁ 1), Á ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÆÉÚÉÞÅÓËÉ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏ-

ÒÁ ÄÏÌÖÎÏ ÓÏÈÒÁÎÑÔØ ÜÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ, Ô. Å. ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÕÎÉÔÁÒÎÙÍ.

æÏÒÍÕÌÙ (8.1) ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÇÏ ×ÙÞÉÓÌÅ-

ÎÉÑ É ËÌÁÓÓÁ BQP. ïÄÎÁËÏ ÅÓÔØ ×ÏÐÒÏÓÙ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ

ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÕÄÏÂÎÙÍ ÉÌÉ ÎÅÐÒÉÍÅÎÉÍÙÍ. ä×Á ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÐÒÉÍÅÒÁ:
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ÉÚÍÅÒÑÀÝÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ É ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÅ ÎÁ ÉÈ ÏÓÎÏ×Å, É ÚÁ-

ÄÁÞÁ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÎÁÄ£ÖÎÙÈ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÈ ÓÈÅÍ ÉÚ ÎÅÎÁÄ£ÖÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×

(ÉÓÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ ÏÛÉÂÏË).

ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ, × ËÏÔÏ-

ÒÏÍ ÏÂÏÂÝÁÅÔÓÑ ËÁË ÔÏ, ÞÔÏ ÍÙ ÎÁÂÌÀÄÁÅÍ (ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ), ÔÁË É

ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÑ. ë ÜÔÏÍÕ ÏÂÝÅÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÍÙ ÐÒÉÄ£Í, ÒÁÓ-

ÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ ÒÑÄ ÐÒÉÍÅÒÏ×. äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÐÅÒÅÐÉÛÅÍ ÕÖÅ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ×ÙÒÁ-

ÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ × ×ÉÄÅ

jc

x

j

2

= jh jxij

2

= h 

�

x

z }| {

jxihxj i;

ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ �

x

ÏÂÏÚÎÁÞÅÎ ÐÒÏÅËÔÏÒ ÎÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÐÏÒÏÖÄ£ÎÎÏÅ jxi.

þÔÏÂÙ ÓÄÅÌÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÛÁÇ Ë ÏÂÝÅÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ

×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ, ÐÏÄÓÞÉÔÁÅÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÐÅÒ×ÙÅ m ÂÉÔÏ× ÉÍÅÀÔ

ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ y = (y

1

; : : : ; y

m

). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ×

×ÉÄÅ Ä×ÕÈ ÂÌÏËÏ× x =

y

z

m

n�m

. éÍÅÅÍ

P(j i; y) =

X

z

P(j i; (y; z)) =

X

z

h 

�
�

jy; zihy; zj

�
�

 i = h 

�
�

jyihyj
I

�
�

 i =

= h j�

M

j i: (9.1)

�

M

ÚÄÅÓØ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÒÏÅËÔÏÒ ÎÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏM = jyi
B


(n�m)

.

æÏÒÍÕÌÁ (9.1) ÚÁÄÁ£Ô ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ É × ÔÏÍ ÓÌÕ-

ÞÁÅ, ËÏÇÄÁM | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï.

÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÏÅËÔÏÒ ÎÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï M � N ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ

ËÁË �

M

=

P

j

je

j

ihe

j

j, ÇÄÅ e

j

ÐÒÏÂÅÇÁÀÔ ÌÀÂÏÊ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ

ÂÁÚÉÓ M.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 9.1. ÷ÅÌÉÞÉÎÁ

P

z

�
�

hF (x); zj U jx; 0

N�n

i

�
�

2

; ËÏÔÏÒÁÑ ÉÓ-

ÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ × ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ ÉÚ B

n

× B

m

Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ

ÓÈÅÍÏÊ (ÓÍ. Ó. 66), ÒÁ×ÎÁ P

�

U jx; 0

N�n

i;M

�

; ÇÄÅ M = jF (x)i 
 B

N�m

.

åÝ£ ÒÁÚ ÎÁÐÏÍÎÉÍ ÓÍÙÓÌ ÜÔÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ: ÓÈÅÍÁ U = U

L

� : : : � U

2

U

1

×ÙÞÉÓÌÑÅÔ F : B

n

! B

m

, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÑ

ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÏÔ×ÅÔÁ F (x) ÐÏÓÌÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÓÈÅÍÙ Ë ÎÁÞÁÌØÎÏÍÕ ÓÏÓÔÏ-

ÑÎÉÀ U jx; 0

N�n

i ÂÏÌØÛÅ 1� ".

ðÒÏÅËÔÏÒÙ ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÆÉÚÉÞÅÓËÉ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÙÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ,

ÔÏÞÎÅÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÏÎÉ ÎÅ ÏÐÉÓÙ×ÁÀÔ ÐÅÒÅÈÏÄ ÏÔ ÏÄÎÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÓÉÓÔÅ-

ÍÙ Ë ÄÒÕÇÏÍÕ ÚÁ ÏÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÊ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏË ×ÒÅÍÅÎÉ. ôÁËÏÊ ÐÅÒÅÈÏÄ

ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÎÉÔÁÒÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ. ÷Ó£ ÖÅ, ÄÏÐÕÓËÁÑ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ

×ÏÌØÎÏÓÔØ, ÐÒÏÅËÔÏÒÁÍ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÄÁÔØ ÆÉÚÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ. ðÒÏÅËÔÏÒ

×ÙÄÅÌÑÅÔ ÞÁÓÔØ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÉÚ ×ÓÅÈ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ. ðÒÅÄÓÔÁ×ØÔÅ
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ÆÉÌØÔÒ (ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Ï, Á ÎÅ ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-ÍÎÏÖÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÐÏÎÑÔÉÅ), ËÏÔÏÒÙÊ

ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔ ÔÏÌØËÏ ÓÉÓÔÅÍÙ × ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÈ ÉÚ M. åÓÌÉ ÎÁ ÔÁËÏÊ ÆÉÌØÔÒ

ÐÏÄÁÔØ ÓÉÓÔÅÍÕ × ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ j i, ÔÏ ÓË×ÏÚØ ÆÉÌØÔÒ ÐÒÏÊÄ£Ô ÓÉÓÔÅÍÁ × ÓÏ-

ÓÔÏÑÎÉÉ j�i = �

M

j i. óÕÍÍÁÒÎÁÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ,

×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÍÅÎØÛÅ 1, ÏÎÁ ÒÁ×ÎÁ p = h�j�i = h j�

M

j i. þÉÓÌÏ 1� p

ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ÓË×ÏÚØ ÆÉÌØÔÒ ÎÅ ÐÒÏÊÄ£Ô.

óÒÁ×ÎÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×Á ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ É Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ.

ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÁÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ë×ÁÎÔÏ×ÁÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ

óÏÂÙÔÉÅ M � N | ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï

ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á.

óÏÂÙÔÉÅ M | ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÅ-

ËÏÔÏÒÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÕÎÉÔÁÒÎÏÇÏ

ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á N .

òÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÚÁÄÁ-

£ÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÅÊ w : N ! R ÓÏ Ó×ÏÊ-

ÓÔ×ÁÍÉ Á)

P

w

j

= 1; Â) w

j

> 0.

òÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÚÁÄÁ£ÔÓÑ

×ÅËÔÏÒÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ j i, h j i = 1.

÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ: Pr(w;M)=

P

j2M

w

j

. ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ: P(j i;M) = h j�

M

j i.

ó×ÏÊÓÔ×Á

1. åÓÌÉ M

1

\M

2

= ?, ÔÏ

Pr(w;M

1

[M

2

) =

= Pr(w;M

1

) + Pr(w;M

2

).

1

q

. åÓÌÉ M

1

?M

2

, ÔÏ

P(j i;M

1

�M

2

) =

P(j i;M

1

) +P(j i;M

2

).

2. (× ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ)

Pr(w;M

1

[M

2

) = Pr(w;M

1

)+

+Pr(w;M

2

) �Pr(w;M

1

\M

2

).

2

q

. åÓÌÉ �

M

1

�

M

2

= �

M

2

�

M

1

, ÔÏ

P(j i;M

1

+M

2

) = P(j i;M

1

)+

+P(j i;M

2

) �P(j i;M

1

\M

2

).

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ M

1

?M

2

ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ �

M

1

�

M

2

=

= �

M

2

�

M

1

= 0.

åÓÌÉ ÅÓÔØ Ä×Á ÎÅÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ó ÐÕÓÔÙÍ ÐÅÒÅÓÅ-

ÞÅÎÉÅÍ, ÔÏ Ë×ÁÎÔÏ×ÁÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÎÅÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÁ. ðÒÉ×ÅÄÅÍ

ÐÒÏÓÔÏÊ ÐÒÉÍÅÒ, ËÏÇÄÁ P(j�i;M

1

�M

2

) 6= P(j�i;M

1

) + P(j�i;M

2

).

ðÕÓÔØ j�i = j0i, M

1

= C (j0i) (ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÐÏÒÏ-

ÖÄÅÎÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÏÍ j0i), M

2

= C (j�i), ÐÒÉÞÅÍ h�j�i ÂÌÉÚËÏ Ë 1. ôÏÇÄÁ

1 = P(j�i;M

1

�M

2

) 6= P(j�i;M

1

) + P(j�i;M

2

) � 1 + 1:

éÔÁË, ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÌÉ × ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÍ ×ÉÄÅ ÔÏ, ÞÔÏ ÍÙ ÉÚÍÅÒÑÅÍ.

ôÅÐÅÒØ ÎÕÖÎÏ ÏÂÏÂÝÉÔØ ÔÏ, ÎÁÄ ÞÅÍ ÐÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ ÉÚÍÅÒÅÎÉÅ. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁ-

ÔÅ ÐÏÌÕÞÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ, ÏÂÏÂÝÁÀÝÅÅ ËÁË ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÕÀ,

ÔÁË É Ë×ÁÎÔÏ×ÕÀ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å

Ë×ÁÎÔÏ×ÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ fj�

1

i; : : : ; j�

s

ig. ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ j�

j

i ÏÂÏ-

ÚÎÁÞÉÍ p

j

, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ

P

j

p

j

= 1. ðÏÄÓÞÉÔÁÅÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÎÁÂÌÀÄÅ-

ÎÉÑ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ × ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å M:
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X

k

p

k

P(j�

k

i;M) =

X

k

p

k

h�

k

j�

M

j�

k

i =

X

k

p

k

Tr(j�

k

ih�

k

j�

M

) =

= Tr(��

M

); (9.2)

ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ � ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÁ ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ

12)

� =

P

k

p

k

j�

k

ih�

k

j. ðÏ-

ÓÌÅÄÎÅÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ × (9.2) É ÐÒÉÍÅÍ ÚÁ ÏÂÝÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÅÒÏÑÔ-

ÎÏÓÔÉ.

úÁÄÁÞÁ 9.1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ×ÉÄÁ � =

P

k

p

k

j�

k

ih�

k

j| ÜÔÏ

× ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÜÒÍÉÔÏ×Ù ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÓÏ ÓÌÅ-

ÄÏÍ 1, Ô. Å. ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ:

1) � = �

y

; 2) 8 j�i h�j�j�i > 0; 3) Tr � = 1:

÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÐÏÄ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÌÀÂÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ

Ó ÜÔÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ.

òÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ Ï �ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÎÁ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÈ ÓÏÓÔÏÑ-

ÎÉÑÈ� ÎÏÓÉÌÏ ×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ. úÁÄÁÞÁ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ-

ÂÙ ÏÂÏÂÝÉÔØ ÐÏÎÑÔÉÅ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎÏ ×ËÌÀÞÁ-

ÌÏ × ÓÅÂÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ. ðÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÎÁÍÉ

ÏÔ×ÅÔ (ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ × (9.2)) ÚÁ×ÉÓÉÔ ÌÉÛØ ÏÔ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÌÏÔ-

ÎÏÓÔÉ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÏÓÔÕÌÉÒÏ×ÁÔØ, ÞÔÏ ÏÂÏÂÝ£ÎÎÙÅ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÅ

ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ É ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ | ÜÔÏ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ (ÔÁËÁÑ ÁËÓÉÏÍÁ

ÎÅ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÆÉÚÉÞÅÓËÉÍ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÑÍ). åÓÌÉ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÚÁÄÁÅÔ-

ÓÑ ÏÄÎÉÍ ×ÅËÔÏÒÏÍ (� = j�ih�j), ÔÏ ÏÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÉÓÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÏ-

ÓÔÏÑÎÉÅ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÏÂÝÅÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ, ÔÏ ÏÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÍÅ-

ÛÁÎÎÙÍ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9.1. äÌÑ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÇÏ ÍÁÔÒÉ-

ÃÅÊ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ �, É ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁM ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ �ÓÏÂÙÔÉÑ�M ÒÁ×-

ÎÁ P(�;M) = Tr(��

M

).

äÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ � =

P

j

w

j

jjihjj ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ËÌÁÓÓÉÞÅ-

ÓËÉÍ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÂÁÚÉÓÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×.

üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÐÏ ÏÂÝÅÊ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ

ÆÏÒÍÕÌÅ ÄÌÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ É ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á

M (ÎÁÔÑÎÕÔÏÇÏ ÎÁ ÞÁÓÔØ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× jai: a 2 M ) ÐÏÌÕÞÁÅÔ-

ÓÑ ÔÏ ÖÅ, ÞÔÏ É ÐÒÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ÐÏ ÏÂÙÞÎÏÊ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ:

P(�;M) = Pr(w;M ).

12)

÷ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÜÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, Á ÎÅ ÍÁÔÒÉÃÁ, ÏÄÎÁËÏ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ �ÍÁÔÒÉÃÁ

ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ�ÕÖÅ ÓÔÁÌÏ ÔÒÁÄÉÃÉÏÎÎÙÍ.÷ÐÒÏÞÅÍ, × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍÍÙ ÞÁÓÔÏ ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ

× ×ÉÄÕ ÉÍÅÎÎÏ ÍÁÔÒÉÃÕ, Ô. Å. ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÚÁÐÉÓÁÎÎÙÊ × ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ.

ë×ÁÎÔÏ×ÙÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ 77

ðÒÏÄÏÌÖÉÍ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ó×ÏÊÓÔ× ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ É Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ ×ÅÒÏÑÔ-

ÎÏÓÔÉ, ÐÏÄ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÏÎÉÍÁÔØ ÏÂÝÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ Ó

ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÍÁÔÒÉÃ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ. (ó×ÏÊÓÔ×Á 1

q

É 2

q

ÏÓÔÁÀÔÓÑ × ÓÉÌÅ).

ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÁÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ë×ÁÎÔÏ×ÁÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ

ó×ÏÊÓÔ×Á

3. îÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å N = N

1

� N

2

ÚÁÄÁÎÏ

ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ×ÉÄÁ w

jk

=

= w

(1)

j

w

(2)

k

. éÍÅÅÔÓÑ Ä×Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÓ-

ÈÏÄÏ× M

1

� N

1

, M

2

� N

2

. ôÏÇÄÁ ×Å-

ÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÐÅÒÅÍÎÏÖÁÀÔÓÑ: Pr(w;M

1

�

M

2

) = Pr(w

(1)

;M

1

)Pr(w

(2)

;M

2

).

3

q

. îÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å N = N

1


N

2

ÚÁÄÁÎÁ ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ×ÉÄÁ

�

1


�

2

. éÍÅÅÔÓÑ Ä×Á ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔ×Á M

1

� N

1

, M

2

� N

2

. ôÏ-

ÇÄÁ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÔÁËÖÅ ÐÅÒÅÍÎÏ-

ÖÁÀÔÓÑ: P(�

1


 �

2

;M

1


 M

2

) =

= P(�

1

;M

1

)P(�

2

;M

2

).

4: éÍÅÅÔÓÑ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁ

ÍÎÏÖÅÓÔ×Å N

1

� N

2

. éÎÔÅÒÅÓÕÀÝÅÅ ÎÁÓ

ÓÏÂÙÔÉÅ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÉÓÈÏÄÁ ×Ï ×ÔÏÒÏÍ

ÍÎÏÖÅÓÔ×Å: M =M

1

�N

2

. ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ

ÔÁËÏÇÏ ÓÏÂÙÔÉÑ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÐÒÏ-

ÅËÃÉÀ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ ÐÅÒ×ÏÅ ÍÎÏÖÅ-

ÓÔ×Ï: Pr(w;M

1

�N

2

) = Pr(w

0

;M

1

), ÇÄÅ

w

0
j

=

P

k

w

jk

.

4

q

. ÷ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅ-

ÎÉÅ ÎÁ ÏÄÎÕ ÉÚ ÐÏÄÓÉÓÔÅÍ ÚÁÄÁÅÔÓÑ

ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ×ÚÑÔÉÑ ÞÁÓÔÉÞÎÏÇÏ ÓÌÅ-

ÄÁ (ÓÍ. ÎÉÖÅ). ðÏÜÔÏÍÕ, ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ

ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÂÙÌÏ ÞÉÓÔÙÍ,

ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÐÏÄÓÉÓÔÅÍÙ

ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÓÍÅÛÁÎÎÙÍ:

P(�;M

1


N

2

) = P(Tr

N

2

�;M

1

).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9.2. ðÕÓÔØ X 2 L(N

1


N

2

) = L(N

1

)
L(N

2

). þÁÓÔÉÞ-

ÎÙÊ ÓÌÅÄ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁX ÐÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ N

2

ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁ-

ÚÏÍ: ÅÓÌÉ X =

P

m

A

m


B

m

, ÔÏ Tr

N

2

X =

P

m

A

m

(TrB

m

).

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ, Ô. Å. ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ

ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ × ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ X =

P

m

A

m


B

m

. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ

ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ N

1

; N

2

É ×ÙÒÁ-

ÚÉÍ ÞÁÓÔÉÞÎÙÊ ÓÌÅÄ ÞÅÒÅÚ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ X

jj

0

kk

0

= hj; j

0

jXjk; k

0

i.

ðÕÓÔØ A

m

=

P
j;k

a

m
jk

jjihkj É B

m

=

P

j

0

;k

0

b

m
j

0

k

0

jj

0

ihk

0

j. ôÏÇÄÁ

X =

X

j;j

0

;k;k

0

X

jj

0

kk

0

jj; j

0

ihk; k

0

j =

X

m

A

m


 B

m

=

X

j;j

0

k;k

0

;m

a

m
jk

b

m
j

0

k

0

jj; j

0

ihk; k

0

j

É ÞÁÓÔÉÞÎÙÊ ÓÌÅÄ ÒÁ×ÅÎ

Tr

N

2

X =

X

m

X

j;k

a

m
jk

�

X

l

b

m
ll

�

jjihkj =

X

j;k

X

l

X

jlkl

jjihkj:

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÉÍÅÒ, ËÏÇÄÁ ×ÚÑÔÉÅ ÞÁÓÔÉÞÎÏÇÏ ÓÌÅÄÁ ÏÔ ÍÁÔÒÉÃÙ

ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÞÉÓÔÏÍÕ ÓÏÓÔÏÑÎÉÀ, ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÍÁÔÒÉ-

ÃÅ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÓÍÅÛÁÎÎÏÍÕ ÓÏÓÔÏÑÎÉÀ.
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ðÕÓÔØ N

1

= N

2

= B, Á � = j ih j, ÇÄÅ j i =

1

p

2

(j0; 0i+ j1; 1i). ÷

ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ � =

1
2

P
a;b

ja; aihb; bj, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

Tr

N

2

� =

1
2

X

a

jaihaj =

�

1=2 0

0 1=2

�

:

üÔÁ ÍÁÔÒÉÃÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÓÍÅÛÁÎÎÏÍÕ ÓÏÓÔÏÑÎÉÀ (ÞÉÓÔÙÍ ÓÏÓÔÏÑ-

ÎÉÑÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÍÁÔÒÉÃÙ ÒÁÎÇÁ 1). âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÜÔÏ ÓÍÅÛÁÎÎÏÅ ÓÏ-

ÓÔÏÑÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÍÕ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ: 0 É

1 ÉÍÅÀÔ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ, ÒÁ×ÎÙÅ 1=2. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÔÂÒÁÓÙ×ÁÎÉÅ ×ÔÏ-

ÒÏÇÏ q-ÂÉÔÁ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÞÉÓÔÏ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÍÕ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ×ÅÒÏÑÔÎÏ-

ÓÔÅÊ ÎÁ ÐÅÒ×ÏÍ q-ÂÉÔÅ.

õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 9.1. ìÀÂÏÅ ÓÍÅÛÁÎÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ � 2 L(N ) ÐÒÅÄÓÔÁ-

×ÉÍÏ ËÁË ÞÁÓÔÉÞÎÙÊ ÓÌÅÄ Tr

F

(j ih j) ÏÔ ÞÉÓÔÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ Â�ÏÌØÛÅÊ

ÓÉÓÔÅÍÙ, j i 2 N 
 F , ÐÒÉÞ£Í ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ dimF 6 dimN .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÌÁÇÁÅÍ F = N

�

. ôÁË ËÁË � ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏ

ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ

p

� 2 L(N ) = N 
 N

�

. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ

j i =

p

� ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÉÓËÏÍÏÅ, Ô. Å. � = Tr

N

�

(j

p

�ih

p

�j).

ðÏÓËÏÌØËÕ � ÜÒÍÉÔÏ×Á, ÏÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÔÓÑ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÏÒÔÏÎÏÒ-

ÍÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ fj�

j

ig. ôÏÇÄÁ � =

P

j

p

j

j�

j

ih�

j

j, Á j i =

p

� =

=

P

j

p

p

j

j�

j

ih�

j

j, É j ih j =

P

jk

p

p

j

p

k

(j�

j

i 
 h�

j

j)(j�

k

i 
 h�

k

j). ÷ËÌÁÄ ×

ÞÁÓÔÉÞÎÙÊ ÓÌÅÄ ×ÎÏÓÑÔ ÌÉÛØ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ Ó j = k. ðÏÜÔÏÍÕ Tr

N

�

(j ih j) =

=

P

j

p

j

j�

j

ih�

j

j = �. �

úÁÄÁÞÁ 9.2. ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÞÉÓÔÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ j i 2 N 
F . äÏËÁÖÉ-

ÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ûÍÉÄÔÁ:

j i =

X

j

�

j

j�

j

i 
 j�

j

i;

ÇÄÅ 0 < �

j

6 1, Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÅËÔÏÒÏ× fj�

j

ig � N É fj�

j

ig � F Ñ×ÌÑÀÔÓÑ

ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ �

2
j

| ÜÔÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÞÁÓÔÉÞ-

ÎÙÈ ÓÌÅÄÏ× � = Tr

F

(j ih j) É �

0

= Tr

N

(j ih j). (ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÅ-

ÎÕÌÅ×ÙÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ � É �

0

ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ.) ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

×ÚÑÔÉÅ ÞÁÓÔÉÞÎÏÇÏ ÓÌÅÄÁ ÏÔ ÞÉÓÔÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÞÉÓÔÏÍÕ ÓÏ-

ÓÔÏÑÎÉÀ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÒÁÚÌÏÖÉÍÏ:

j i = j�i 
 j�i.

úÁÄÁÞÁ 9.3. ðÕÓÔØ j 

1

i; j 

2

i 2 N
F |Ä×Á ÞÉÓÔÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ, ÔÁËÉÈ

ÞÔÏ Tr

F

(j 

1

ih 

1

j) = Tr

F

(j 

2

ih 

2

j). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ j 

2

i = (I

N


 U )j 

1

i

ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÕÎÉÔÁÒÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ U ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å F .
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10. æÉÚÉÞÅÓËÉ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃ

ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ

ôÅÐÅÒØ ÏÐÉÛÅÍ, ËÁËÉÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ÄÏÐÕÓÔÉ-

ÍÙ Ó ÆÉÚÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ.

1. õÎÉÔÁÒÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÍÁÔÒÉÃÕ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ÞÉÓÔÏÇÏ ÓÏÓÔÏ-

ÑÎÉÑ � = j�ih�j × ÍÁÔÒÉÃÕ �

0

= U j�ih�jU

y

. åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ (ÐÏ

ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ), ÞÔÏ ÔÁËÏÊ ÖÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÚÁÄÁÅÔÓÑ É ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÕÎÉÔÁÒ-

ÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÎÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ:

�

U

7! U�U

y

:

2. ÷ÔÏÒÏÊ ÔÉÐ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÓÏÓÔÏÉÔ ×Ï ×ÚÑÔÉÉ ÞÁÓÔÉÞÎÏÇÏ ÓÌÅÄÁ.

åÓÌÉ ÅÓÔØ � 2 L(N
F), ÔÏ ÏÔÂÒÁÓÙ×ÁÎÉÅ ×ÔÏÒÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÚÁÄÁÅÔÓÑ

ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ

� 7! Tr

F

�:

3. ÷ÓÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÍ ÅÝ£ ÂÙ×ÁÅÔ ÎÕÖÎÏ ÂÒÁÔØ ÎÁÐÒÏËÁÔ q-ÂÉÔÙ × ÓÏ-

ÓÔÏÑÎÉÉ 0. ðÕÓÔØ ÅÓÔØ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ � 2 L(B


n

). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÚÏÍÅÔÒÉ-

ÞÅÓËÏÅ (ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÅ ÓËÁÌÑÒÎÙÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ) ×ÌÏÖÅÎÉÅ V : B


n

!

! B


N

× ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÂÏÌØÛÅÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

j�i

V

7! j�i 
 j0

N�n

i. íÁÔÒÉÃÁ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ � ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÀÔÓÑ ×

�
 j0

N�n

ih0

N�n

j. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ×ÌÏÖÅÎÉÑ V ÐÏ ÁÎÁ-

ÌÏÇÉÉ ÐÏÌÁÇÁÅÍ

�

V

7! V �V

y

:

âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÆÉÚÉÞÅÓËÉ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃ

ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ÅÓÔØ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ

ÔÉÐÁ 2 É 3 (ÓÌÕÞÁÊ 1 | ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÔÉÐÁ 3).

úÁÄÁÞÁ 10.1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÆÉÚÉÞÅÓËÉ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁ-

ÚÏ×ÁÎÉÅ ÍÁÔÒÉÃ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ � 7! Tr

F

(V �V

y

), ÇÄÅ V : N !

!N 
 F | ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ.

ïÐÅÒÁÃÉÑ ×ÚÑÔÉÑ ÞÁÓÔÉÞÎÏÇÏ ÓÌÅÄÁ ÏÚ-

ÎÁÞÁÅÔ ÚÁÂÙ×ÁÎÉÅ (ÏÔÂÒÁÓÙ×ÁÎÉÅ) ÏÄÎÏÊ

ÉÚ ÐÏÄÓÉÓÔÅÍ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÔÁËÁÑ ÉÎ-

ÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÚÕÍÎÏÊ, Á ÉÍÅÎ-

ÎÏ, ÄÁÌØÎÅÊÛÁÑ ÓÕÄØÂÁ ÏÔÂÒÏÛÅÎÎÏÊ ÓÉ-

ÓÔÅÍÙ ÎÅ ×ÌÉÑÅÔ ÎÁ ×ÅÌÉÞÉÎÙ, ÈÁÒÁËÔÅ-

ÒÉÚÕÀÝÉÅ ÏÓÔÁ×ÛÕÀÓÑ ÓÉÓÔÅÍÕ. ÷ÏÚØÍ£Í

ÓÉÓÔÅÍÕ, ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ Ä×ÕÈ ÐÏÄÓÉÓÔÅÍ

É ÎÁÈÏÄÑÝÕÀÓÑ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ

� 2 L(N 
F). åÓÌÉ ÍÙ ×ÙÂÒÁÓÙ×ÁÅÍ ×ÔÏ-

ÒÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ (× ÍÕÓÏÒÎÕÀ ËÏÒÚÉÎÕ), ÔÏ



80 ë×ÁÎÔÏ×ÙÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ

ÏÎÁ ÂÕÄÅÔ ÐÏÄ×ÅÒÇÁÔØÓÑ ÎÅËÏÎÔÒÏÌÉÒÕÅÍÙÍ ×ÏÚÄÅÊÓÔ×ÉÑÍ. ðÕÓÔØ ÍÙ

ÐÒÉÍÅÎÉÌÉ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ U Ë ÐÅÒ×ÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ. ðÏÌÕÞÉÌÉ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ


 = (U 
 Y )�(U 
 Y )

y

, ÇÄÅ Y | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ

(ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÍÕÓÏÒÎÏÊ ËÏÒÚÉÎÙ ÎÁ ÍÕÓÏÒ). åÓÌÉ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÎÁÊÔÉ ×ÅÒÏÑÔ-

ÎÏÓÔØ ÄÌÑ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á M � N , ÏÔÎÏÓÑÝÅÇÏÓÑ Ë ÐÅÒ×ÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ

(ÍÕÓÏÒ ÎÁÓ ÎÅ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ), ÔÏ ÏÎÁ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ Y É ÒÁ×ÎÁ

P(
;M
F) = P(Tr

F


;M) = P

�

U (Tr

F

�)U

y

;M

�

:

úÄÅÓØ ÐÅÒ×ÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï | ÜÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï 4

q

Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ, Á

×ÔÏÒÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï | ÎÏ×ÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï:

Tr

F

�

(U 
 Y )�(U 
 Y )

y

�

= U (Tr

F

�)U

y

: (10.1)

úÁÄÁÞÁ 10.2. äÏËÁÖÉÔÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï (10.1) ÄÌÑ ÞÁÓÔÉÞÎÏÇÏ ÓÌÅÄÁ.

úÁÄÁÞÁ 10.3. úÁÐÉÛÅÍ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ T : L(N ) ! L(M) × ËÏ-

ÏÒÄÉÎÁÔÎÏÍ ×ÉÄÅ:

T (jjihkj) =

X

j

0

;k

0

T

(j

0

j)(k

0

k)

jj

0

ihk

0

j:

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÉÚÉÞÅÓËÁÑ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÓÔØ T ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÎÁÂÏÒÕ ÉÚ

ÔÒ£È ÕÓÌÏ×ÉÊ:

Á)

P

k

0

T

(k

0

j)(k

0

k)

= �

jk

(ÓÉÍ×ÏÌ ëÒÏÎÅËÅÒÁ);

Â) T

�

(j

0

j)(k

0

k)

= T

(k

0

k)(j

0

j)

;

×) T

(j

0

j)(k

0

k)

| ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ (ÐÏ ÐÁÒÁÍ ÉÎÄÅËÓÏ×).

úÁÄÁÞÁ 10.4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ T : L(N )! L(M)

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÉÚÉÞÅÓËÉ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÍÁÔÒÉÃ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ

ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ ÔÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ:

Á) Tr(TX) = TrX ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ X 2 L(N );

Â) (TX)

y

= TX

y

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ X 2 L(N );

×) T Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÐÏÌÎÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÄÌÑ

ÌÀÂÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á G ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ T 
 I

L(G)

: L(N 
 G) !

! L(M 
 G) ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ × ÎÅÏÔÒÉ-

ÃÁÔÅÌØÎÙÅ.

10.1. ðÏÄÓÞ£Ô ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÄÌÑ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÇÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ. ôÅÐÅÒØ,

ÉÍÅÑ ÏÂÝÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ É ÆÉÚÉÞÅÓËÉ ÒÅÁÌÉ-

ÚÕÅÍÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ ×ÅÒÏÑÔ-

ÎÏÓÔÉ, ×ÈÏÄÑÝÉÅ × ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÇÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ, Ä×ÕÍÑ ÓÐÏÓÏ-

ÂÁÍÉ. ðÕÓÔØ ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÌÉ ÐÒÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÈ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÕÀ ÐÏÄ-

ÓÉÓÔÅÍÕ. ðÏÓÌÅ ÔÏÇÏ, ËÁË ÏÎÁ ÓÔÁÌÁ ÎÁÍ ÎÅ ÎÕÖÎÁ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ×ÙÂÒÏ-

ÓÉÔØ Å£ × ÍÕÓÏÒÎÕÀ ËÏÒÚÉÎÕ, Á ÐÒÉ ÐÏÄÓÞ£ÔÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ×ÚÑÔØ ÞÁ-

ÓÔÉÞÎÙÊ ÓÌÅÄ ÐÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÐÏÄÓÉÓÔÅÍÙ.
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á ÍÏÖÎÏ ÔÑÎÕÔØ ×ÅÓØ ÜÔÏÔ ÍÕÓÏÒ ÄÏ ÓÁÍÏÇÏ ËÏÎÃÁ É ÓÞÉÔÁÔØ ×ÅÒÏÑÔ-

ÎÏÓÔØ ÄÌÑ ÓÏÂÙÔÉÊ ×ÉÄÁ M

1


 N

2

(ÒÁÚ ÕÖ ÍÙ ÐÅÒÅÓÔÁÌÉ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ

×ÔÏÒÕÀ ÐÏÄÓÉÓÔÅÍÕ, ÔÏ ÎÉËÁËÉÅ ÄÅÔÁÌÉ Å£ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÎÁÍ ÎÅ ×ÁÖÎÙ |

ÎÁÍ ÂÅÚÒÁÚÌÉÞÎÏ, ÞÔÏ ÉÍÅÎÎÏ ÐÒÏÉÚÏÊÄ£Ô Ó ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÎÏÊ ÐÏÄÓÉÓÔÅ-

ÍÏÊ × ÍÕÓÏÒÎÏÊ ËÏÒÚÉÎÅ). ëÁË ÕÖÅ ÇÏ×ÏÒÉÌÏÓØ, ÜÔÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÒÁ×ÎÙ:

P(�;M

1


 N

2

) = P(Tr

N

2

�;M

1

).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 10.1. îÅÔÒÕÄÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÕÀ ÍÏÄÅÌØ Ë×ÁÎÔÏ-

×ÏÇÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÑÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÏÄ-

ÈÏÄÑÝÉÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ÏÂÝÅÇÏ ×ÉÄÁ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØ-

ÎÏ ÕÎÉÔÁÒÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ). ôÁËÁÑ ÍÏÄÅÌØ ÂÏÌÅÅ ÁÄÅË×ÁÔÎÁ ÆÉÚÉÞÅÓËÏÊ

ÓÉÔÕÁÃÉÉ, ËÏÇÄÁ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÊ ËÏÍÐØÀÔÅÒ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ Ó �ÏËÒÕÖÁÀ-

ÝÅÊ ÓÒÅÄÏÊ�. ó ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÎÏ×ÁÑ ÍÏÄÅÌØ ÜË×É×Á-

ÌÅÎÔÎÁ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ (ÅÓÌÉ × ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÐÏÌÎÙÊ ÂÁÚÉÓ).

ïÄÎÁËÏ × ÍÏÄÅÌÉ Ó ÏÂÝÉÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÍÉ ÍÁÔÒÉÃ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ×ÏÚ-

ÍÏÖÎÏ ÂÏÌÅÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÏÄÐÒÏÇÒÁÍÍÙ ÄÌÑ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÇÏ

×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÒÁÂÏÔÙ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ ÓÈÅÍÙ | ×ÅÒÏÑÔ-

ÎÏÓÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. úÄÅÓØ ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÄÁ×ÁÔØ ÜÔÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÏÔ-

ÓÙÌÁÅÍ ÚÁÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÞÉÔÁÔÅÌÑ Ë [20].

10.2. ðÏÔÅÒÑ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÏÓÔÉ (decoherence). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ × ËÁÞÅÓÔ×Å

ÐÒÉÍÅÒÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÍÁÔÒÉÃ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ, ËÏÔÏÒÏÅ �ÚÁÂÙ×ÁÅÔ� ×ÎÅ-

ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ:

� =

X

j;k

�

jk

jjihkj

D

7!

X

k

�

kk

jkihkj:

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÏ �ÆÉÚÉÞÅÓËÉ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏ�, Ô. Å. ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÓÔÒÏÅ-

ÎÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ ÏÐÉÓÁÎÎÙÈ ×ÙÛÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ. âÕÄÅÍ ÓÔÒÏÉÔØ ÜÔÏ

ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ × ÔÒÉ ÛÁÇÁ. ÷ÎÁÞÁÌÅ ÄÏÂÁ×ÉÍ ÎÕÌÅ×ÙÅ ÂÉÔÙ:

� 7! �
 j0ih0j:

úÁÔÅÍ ÓËÏÐÉÒÕÅÍ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÉÓÈÏÄÎÙÅ ÂÉÔÙ × ÄÏÂÁ×ÌÅÎÎÙÅ.

ïÂÒÁÔÉÍÏÅ ËÏÐÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ �(�

x

) : ja; bi 7! ja; a� bi.

ðÏÌÕÞÁÅÍ

� 
 j0ih0j

�(�

x

)

7!

X

j;k

�

jk

jj; jihk; kj:

á ÔÅÐÅÒØ ×ÏÚØÍ£Í ÞÁÓÔÉÞÎÙÊ ÓÌÅÄ ÐÏ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÎÙÍ ÂÉÔÁÍ. ðÏÌÕÞÉÍ

ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ

X

k

�

kk

jkihkj:
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ðÒÅÄÏÓÔÅÒÅÖÅÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÁÑ ÎÁÍÉ �ÏÐÅÒÁÃÉÑ ËÏÐÉÒÏ×ÁÎÉÑ�

jji 7! jj; ji;

X

j;k

�

jk

jjihkj 7!

X

j;k

�

jk

jj; jihk; kj

(ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÐÅÒ×ÙÈ Ä×ÕÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ) ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ËÏÐÉÒÕÅÔ

ÔÏÌØËÏ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÏÐÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ

Ë×ÁÎÔÏ×ÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ j�i 7! j�i
 j�i Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ,

ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÎÏ ÆÉÚÉÞÅÓËÉ. ÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ËÏÐÉ-

ÒÏ×ÁÎÉÅ ×ÓÅÇÄÁ ÂÕÄÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌÑÔØÓÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 10.2. òÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÌÀÂÏÅ

ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ × ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÅ (Ó ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ), ÉÓ-

ÐÏÌØÚÕÑ ËÏÐÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÂÉÔÏ×. üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ ÔÁË: ÅÓÌÉ

ÐÏÓÔÏÑÎÎÏ ÎÁÂÌÀÄÁÔØ ÚÁ ÓÉÓÔÅÍÏÊ (ÄÅÌÁÔØ ËÏÐÉÉ), ÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ÂÕ-

ÄÅÔ ×ÅÓÔÉ ÓÅÂÑ ËÁË ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÁÑ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ ÏÄÎÏÇÏ q-ÂÉÔÁ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ

ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ (ÏÂÎÕÌÅÎÉÅ ×ÎÅÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×) ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕ-

ÞÉÔØ, ÅÓÌÉ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ �

z

Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ 1=2:

� 7!

1
2

� +

1
2

�

z

��

z

:

ðÏÄÏÂÎÙÊ ÐÒÏÃÅÓÓ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊÎÙÍ ÓÂÏÅÍ ÆÁÚÙ: ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ j1i

ÄÏÍÎÏÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ÆÁÚÏ×ÙÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ �1 Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ 1=2. ôÁËÉÍ

ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÂÏÊ ÆÁÚÙ ÔÁËÖÅ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ×ÅÄÅÔ ÓÅ-

ÂÑ ËÁË ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÁÑ.

úÁÄÁÞÁ 10.5. ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÆÉÚÉÞÅÓËÉ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ

T : L(N )! L(N
F) ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ: Tr

F

(T�) = � ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ

ÞÉÓÔÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ �. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ TX = X 
 
 (ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ

ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ X), ÇÄÅ 
 | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ

ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å F .

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÅÌØÚÑ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÎÉËÁËÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ Ï ÎÅÉÚ×ÅÓÔ-

ÎÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ �, ÎÅ ×ÏÚÍÕÝÁÑ ÜÔÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ.

10.3. éÚÍÅÒÅÎÉÅ. ðÒÉ ÏÐÉÓÁÎÉÉ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ÞÁÓÔÏ ÂÙ-

×ÁÅÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁÒÑÄÕ Ó Ë×ÁÎÔÏ×ÙÍ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÍ

ÕÓÔÒÏÊÓÔ×ÏÍ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ É ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÅ. ïÓÎÏ×ÎÏÊ ÍÅÈÁÎÉÚÍ ×ÚÁÉÍÏ-

ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÍÅÖÄÕ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ É ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÞÁÓÔÑÍÉ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÉÚÍÅÒÅ-

ÎÉÉ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÈ ÒÅÇÉÓÔÒÏ×, ÄÁÀÝÅÍ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ, ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ Ä×ÕÈ ÞÁÓÔÅÊ, | Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ (N )

É ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ (K). ðÏ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ

ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁ:

� =

X

j;k;l

�

jkll

(jjihkj)
 (jlihlj) =

X

l

w

l




(l)


 (jlihlj) ;
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ÇÄÅ w

l

=

P

j

�

jjll

| ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÉÍÅÔØ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ l, Á ÏÐÅ-

ÒÁÔÏÒ 


(l)

= w

�1

l

P

j;k

�

jkll

ÏÂÌÁÄÁÅÔ ×ÓÅÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÌÏÔÎÏ-

ÓÔÉ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Ë×ÁÎÔÏ×Ï-ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ×ÓÅÇÄÁ ÒÁÚÌÏÖÉ-

ÍÏ ÎÁ �ÕÓÌÏ×ÎÙÅ� (ÐÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ÕÓÌÏ×ÎÙÍÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÑÍÉ) ÍÁÔÒÉÃÙ

ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ 


(l)

. âÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÄÌÑ ÔÁËÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÅ ÏÂÏ-

ÚÎÁÞÅÎÉÅ: � =

P

l

w

l

�




(l)

; l

�

=

P

l

�

w

l




(l)

; l

�

.

ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÑÄ ×ÚÁÉÍÏÉÓËÌÀÞÁÀÝÉÈ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ, ÞÔÏ ×ÙÒÁ-

ÖÁÅÔÓÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ × ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÐÏÐÁÒ-

ÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× N =

L

j2


L

j

, ÇÄÅ 
 = f1; : : : ; rg |

ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ (ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï L

1

ÏÒ-

ÔÏÇÏÎÁÌØÎÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ L

2

, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ

� 2D(L

1

) ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ P(�;L

2

) = 0).

ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÍÁÔÒÉÃ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÉÚ-

ÍÅÒÅÎÉÅÍ, ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÉÚ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á L

j

�ÉÚÍÅÒÑÀÝÉÊ ÐÒÉÂÏÒ� ÐÏÍÅÝÁÅÔ × ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊ ÒÅÇÉÓÔÒ ÎÏÍÅÒ ÓÏÓÔÏ-

ÑÎÉÑ j:

ÅÓÌÉ j�i 2 L

j

; ÔÏ j�ih�j 7! (j�ih�j; j) : (10.2)

èÏÔÑ ÉÚÍÅÒÅÎÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï L(N ) × L(N
K), ÒÅÚÕÌØ-

ÔÁÔ ×ÓÅÇÄÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÎ ÐÏ ×ÔÏÒÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ,

ÞÔÏ ÉÚÍÅÒÅÎÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ L(N ) ×

r

L

j=1

L(N ).

äÌÑ j�i 2 L

j

×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï j�ih�j = �

L

j

j�ih�j�

L

j

. ðÏÜÔÏ-

ÍÕ ÉÚ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÄÏÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÉÚÍÅÒÅÎÉÅ ÎÁ ×ÓÅÈ

ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃÁÈ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ

� 7!

X

j

�

�

L

j

��

L

j

; j

�

É ÐÒÉÊÔÉ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 10.1. (äÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ) ÉÚÍÅÒÅÎÉÅÍ ÎÁÚÙ×Á-

ÅÔÓÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÍÁÔÒÉÃ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ

� 7!

X

j

P(�;L

j

)

�




(j)

; j

�

; (10.3)

ÇÄÅ 


(j)

= P(�;L

j

)

�1

� �

L

j

��

L

j

.

íÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ j | ÜÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÉÚÍÅÒÅÎÉÑ, P(�;L

j

) | ×Å-

ÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÄÁÎÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, Á 


(j)

| ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÉÚÍÅÒÑÅÍÏÊ

ÓÉÓÔÅÍÙ ÐÏÓÌÅ ÉÚÍÅÒÅÎÉÑ ÐÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÅÎ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ j. åÓÌÉ
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ÍÙ ÉÚÍÅÒÑÅÍ ÞÉÓÔÙÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ, Ô. Å. � = j�ih�j, ÔÏ 


(j)

= j�

j

ih�

j

j, ÇÄÅ

j�

j

i =

�

L

j

j�i

p

P(j�i;L

j

)

.

ðÒÉ×ÅÄ£Í ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÊ ÐÒÉÍÅÒ ÉÚÍÅÒÅÎÉÑ. óÄÅÌÁÅÍ Ä×Å ËÏÐÉÉ ÂÉÔÁ.

ðÕÓÔØ �

L

0

= j0ih0j, Á �

L

1

= j1ih1j. ôÏÇÄÁ

� =

�

�

00

�

01

�

10

�

11

�

7! (�

00

j0ih0j; 0) + (�

11

j1ih1j; 1):

úÁÄÁÞÁ 10.6. �ë×ÁÎÔÏ×ÁÑ ÔÅÌÅÐÏÒÔÁÃÉÑ� (ÓÍ. [21]). ðÕÓÔØ ÉÍÅÀÔÓÑ

ÔÒÉ q-ÂÉÔÁ: ÐÅÒ×ÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ (ÚÁÒÁÎÅÅ ÎÅÉÚ×ÅÓÔ-

ÎÏÍ) ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ �, ×ÔÏÒÏÊ É ÔÒÅÔÉÊ | × ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ j�

0;0

i =

1

p

2

�

j0; 0i+

+ j1; 1i

�

. ðÒÏÉÚ×ÅÄ£Í ÎÁÄ ÐÅÒ×ÙÍÉ Ä×ÕÍÑ q-ÂÉÔÁÍÉ ÉÚÍÅÒÅÎÉÅ, ÓÏÏÔ×ÅÔ-

ÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÀ

B


2

= C (j�

00

i) � C (j�

01

i) � C (j�

10

i) � C (j�

11

i);

ÇÄÅ j�

ab

i =

1

p

2

X

c

(�1)

bc

jc; c� ai:

ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÉÚÍÅÒÅÎÉÑ É ÏÓÔÁ×ÛÉÊÓÑ ÔÒÅÔÉÊ

q-ÂÉÔ, ÍÏÖÎÏ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ �. úÁÐÉÛÉÔÅ ×ÓÀ ÐÏÓÌÅ-

ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ (ÉÚÍÅÒÅÎÉÅ É ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÅ) × ×ÉÄÅ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ

ÓÈÅÍÙ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 10.3. üÔÏÔ ÐÒÏÃÅÓÓ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

äÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ áÌÉÓÁ ÈÏÞÅÔ ÐÅÒÅÄÁÔØ âÏÂÕ

13)

Ë×ÁÎÔÏ×ÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ �

ÐÏ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÍÕ ËÁÎÁÌÕ Ó×ÑÚÉ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏ ÔÅÌÅÆÏÎÕ). ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ,

ÞÔÏ ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÅÓÌÉ áÌÉÓÁ É âÏÂ ÚÁÒÁÎÅÅ ÐÒÉÇÏÔÏ×ÉÌÉ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ

j�

00

i É ×ÚÑÌÉ ÏÔ ÎÅÇÏ ÐÏ ÐÏÌÏ×ÉÎËÅ | ÏÄÎÏÍÕ q-ÂÉÔÕ. áÌÉÓÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÉÔ

ÉÚÍÅÒÅÎÉÅ É ÓÏÏÂÝÁÅÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ âÏÂÕ. úÁÔÅÍ âÏÂ ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ Ó×ÏÊ q-ÂÉÔ

× ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ �.

11. éÚÍÅÒÑÀÝÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ

÷×ÅÄ£Í ÏÓÏÂÙÊ ËÌÁÓÓ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× | ÉÚÍÅÒÑÀÝÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ. ðÕÓÔØ

ÅÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ N 
K, ÐÒÉÞÅÍ ÐÅÒ×ÙÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ ÒÁÚ-

ÌÏÖÅÎ × ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÐÏÐÁÒÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×: N =

=

L

j

L

j

. ôÏÇÄÁ ×ÓÑËÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ×ÉÄÁ W =

P

j

�

L

j


 U

j

ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ

ÉÚÍÅÒÑÀÝÉÍ.

13)

üÔÉ Ä×Á ÐÅÒÓÏÎÁÖÁ ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ × ÌÀÂÏÊ ÓÔÁÔØÅ ÐÏ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ ÔÅ-

ÏÒÉÉ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ.
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þÔÏÂÙ ÏÐÒÁ×ÄÁÔØ ÔÁËÏÅ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÐÒÏÃÅÓÓ.

ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ, ÏÐÉÓÙ×ÁÅÍÏÅ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ

� 2 L(N ). ðÏÄÓÏÅÄÉÎÉÍ ÐÒÉÂÏÒ; ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ É ÐÒÉ-

ÂÏÒÁ ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ � 
 j0

m

ih0

m

j (ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ

×Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅ, ÏÐÉÓÙ×ÁÀÝÅÍ ÐÒÉÂÏÒ, ÅÓÔØ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ,

ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÞÔÏ ÜÔÏ B


n

).

ôÅÐÅÒØ ÐÒÉÍÅÎÑÅÍ ÉÚÍÅÒÑÀÝÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ W . ðÏÌÕÞÁÅÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ

W

�

� 
 j0

m

ih0

m

j

�

W

y

=

X

j

�

L

j

��

L

j


 U

j

j0ih0jU

y

j

(ÚÄÅÓØ ÍÙ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÌÉÓØ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ÐÒÏÅËÔÏ-

ÒÁ �

y

= �, �

2

= �).

é ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ: ÐÒÉÂÏÒ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍ. üÔÏ ÏÚÎÁ-

ÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÔÓÑ ÐÏ ×ÔÏÒÏÍÕ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÀ. ðÏÓÍÏ-

ÔÒÉÍ, ×Ï ÞÔÏ ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ×ÔÏÒÙÅ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ × ÎÁÐÉÓÁÎÎÏÊ

ÓÕÍÍÅ:




j

= j�

j

ih�

j

j 7�!

X

k

jhkj�

j

ij

2

jkihkj

�

ÔÁË ËÁË (


j

)

�
�

kk

= hkj


j

jki

�

:

ôÅÐÅÒØ ÚÁÐÉÛÅÍ ÐÏÌÕÞÉ×ÛÉÊÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ:

X

j

X

k

�

�

L

j

��

L

j

jhkjU

j

j0ij

2

; k

�

=

X

j

X

k

P(k

�
�

j)

�

�

L

j

��

L

j

; k

�

;

ÇÄÅ ××ÅÄÅÎÙ ÕÓÌÏ×ÎÙÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ P(k

�
�

j) = jhkjU

j

j0ij

2

. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ

ÄÌÑ ÉÚÍÅÒÅÎÉÑ (ËÁË ÏÎÏ ÂÙÌÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ)

P(k

�
�

j) = �

kj

, ÐÏÜÔÏÍÕ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÏÐÉÓÁÎÎÙÊ ÐÒÏÃÅÓÓ ÍÏÖÎÏ ÎÁÚ×ÁÔØ

�×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÍ ÉÚÍÅÒÅÎÉÅÍ�. ÷×ÅÄ£ÎÎÙÅ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÅ

ÕÓÌÏ×ÎÙÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ×ÅÄÕÔ ÓÅÂÑ ËÁË ÏÂÙÞÎÙÅ, ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ

ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÉÚÍÅÒÑÀÝÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ÎÁ ÏÄÎÏÍ É ÔÏÍ

ÖÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ (ÓÍ. ÎÉÖÅ).

ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÐÒÉÍÅÒÙ ÉÚÍÅÒÑÀÝÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×.

1. ïÐÅÒÁÔÏÒ �(U ) = �

0


 I + �

1


 U , ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å

B 
N , | ÉÚÍÅÒÑÀÝÉÊ.

1

0

: îÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ, ÞÔÏ ÏÎ ÉÚÍÅÒÑÀÝÉÊ É ÐÏ ×ÔÏÒÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ. ðÏ-

ÓËÏÌØËÕ U | ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ × ÓÕÍ-

ÍÕ ÐÒÏÅËÔÏÒÏ× ÎÁ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á: U =

P

j

�

j

�

L

j

,

j�

j

j = 1. ôÏÇÄÁ �(U ) =

P

j

(�

0

+ �

j

�

1

) 
 �

L

j

=

P

j

�

1 0

0 �

j

�


 �

L

j

.

÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÕÓÌÏ×ÎÙÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÒÁ×ÎÙ P(0

�
�

j) = 1 É P(1

�
�

j) = 0,

ÐÏÜÔÏÍÕ ÔÁËÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÈÏÔÑ É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÍÅÒÑÀÝÉÍ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅ-

ÎÉÀ, ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÉÚÍÅÒÑÅÔ.
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H

H

úÁÍÅÞÁÎÉÅ ÄÌÑ ÆÉÚÉËÏ×. ðÕÓÔØ U |

ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÆÁÚÏ×ÏÇÏ ÓÄ×ÉÇÁ Ó×ÅÔÁ ÐÒÉ ÐÒÏ-

ÈÏÖÄÅÎÉÉ ÓË×ÏÚØ ÓÔÅËÌÑÎÎÕÀ ÐÌÁÓÔÉÎËÕ.

íÙ ÍÏÖÅÍ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ ÌÕÞ Ó×ÅÔÁ ÎÁ Ä×Á,

ÐÒÏÐÕÓÔÉ× ÅÇÏ ÞÅÒÅÚ ÐÏÌÕÐÒÏÚÒÁÞÎÏÅ ÚÅÒ-

ËÁÌÏ, ÚÁÔÅÍ ÏÄÉÎ ÉÚ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÌÕÞÅÊ ÐÒÏÐÕÓÔÉÔØ ÞÅÒÅÚ ÓÔÅËÌÑÎÎÕÀ

ÐÌÁÓÔÉÎËÕ, Á ÚÁÔÅÍ ÚÁÓÔÁ×ÉÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÌÕÞÉ ÉÎÔÅÒÆÅ-

ÒÉÒÏ×ÁÔØ. ðÏ ËÁÒÔÉÎÅ ÉÎÔÅÒÆÅÒÅÎÃÉÉ ÍÏÖÎÏ ÕÚÎÁÔØ ÆÁÚÏ×ÙÊ ÓÄ×ÉÇ.

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ×ÁÒÉÁÎÔ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÒÉÍÅÒÁ. áÎÁÌÏÇÏÍ ÐÏÌÕ-

ÐÒÏÚÒÁÞÎÏÇÏ ÚÅÒËÁÌÁ ÂÕÄÅÔ ÓÌÕÖÉÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ H =

1

p

2

�

1 1

1 �1

�

. ëÁË

×ÉÄÎÏ ÉÚ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÊ ×ÙÛÅ ËÁÒÔÉÎËÉ, ÅÇÏ ÎÕÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ × ÎÁÞÁÌÅ

É × ËÏÎÃÅ. óÔÒÏÇÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ

�(U ) = (H 
 I)�(U )(H 
 I):

åÓÌÉ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ j i = j�i
j�i (j�i 2 L

j

), ÔÏ �(U )j i =

= j�

0

i 
 j�i, ÇÄÅ

j�

0

i =

1

p

2

�

1 1

1 �1

��

1 0

0 �

j

�

1

p

2

�

1 1

1 �1

�

j�i =

1
2

�

1 + �

j

1� �

j

1� �

j

1 + �

j

�

j�i:

ðÏÜÔÏÍÕ �(U ) =

X

j

R

j

z }| {

1
2

�

1 + �

j

1� �

j

1� �

j

1 + �

j

�


�

L

j

. ôÅÐÅÒØ ÐÏÄÓÞÉÔÁÅÍ ÕÓ-

ÌÏ×ÎÙÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ. óÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÕÎÉÔÁÒÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÒÁ×ÎÙ

ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 1, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÁÇÁÔØ �

j

= e

2�i'

j

. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÉÍÅÅÍ

P(0

�
�

j) = jh0jR

j

j0ij

2

=

�
�
�
�

1 + �

j

2

�
�
�
�

2

=

1 + cos(2�')

2

:

÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÉÍÅÎÎÏ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÁËÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÃÅ-

ÎÉ×ÁÔØ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÒÉÄÅÔÓÑ ÂÒÁÔØ ÒÁÚÎÙÅ ÂÉÔÙ ×

ËÁÞÅÓÔ×Å ÐÅÒ×ÙÈ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ (ÒÁÚÎÙÅ �ÐÒÉÂÏÒÙ�). ëÏÎÅÞÎÏ, ÓÌÅÄÕÅÔ

ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏ (Ô. Å., ÞÔÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÂÕÄÕÔ ÐÅÒÅÍÎÏ-

ÖÁÔØÓÑ).

ó×ÏÊÓÔ×Á ÉÚÍÅÒÑÀÝÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×. íÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÉÚ-

ÍÅÒÑÀÝÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÏÄÎÏÍÕ É ÔÏÍÕ ÖÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØ-

ÎÏÍÕ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÀ N =

L

j

L

j

.

1. ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÉÚÍÅÒÑÀÝÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× | ÉÚÍÅÒÑÀÝÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ.

äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ ÅÓÔØ Ä×Á ÉÚÍÅÒÑÀÝÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ

W

(1)

=

X

j

R

(1)

j


�

L

j

É W

(2)

=

X

j

R

(2)

j


�

L

j

:
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ðÏÓËÏÌØËÕ �

L

j

�

L

k

6= 0 , j = k, ÉÍÅÅÍ

W

(2)

W

(1)

=

X

j

R

(2)

j

R

(1)

j


 �

L

j

:

2. õÓÌÏ×ÎÙÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÉÚÍÅÒÑÀÝÉÈ �ÒÁÚÎÙÍÉ

ÐÒÉÂÏÒÁÍÉ� ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÐÅÒÅÍÎÏÖÁÀÔÓÑ. âÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ, ÐÕÓÔØ R

(1)

=

=

e

R

1


 I, Á R

(2)

= I 


e

R

2

. ôÏÇÄÁ P(k

1

; k

2

�
�

j) = P

1

(k

1

�
�

j)P

2

(k

2

�
�

j). üÔÏ

ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÕÓÌÏ×ÎÙÈ ×ÅÒÏÑÔÎÏ-

ÓÔÅÊ É ÉÚ ÏÞÅ×ÉÄÎÏÇÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á

�

h�

1

j 
 h�

2

j

��

U

1


 U

2

��

j�

1

i 
 j�

2

i

�

= h�

1

jU

1

j�

1

i h�

2

jU

2

j�

2

i:

3. æÏÒÍÕÌÁ ÐÏÌÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ. ðÕÓÔØ ÅÓÔØ ÉÚÍÅÒÑÀÝÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ

W =

P

R

j


 �

L

j

. åÓÌÉ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÅÇÏ Ë ÓÏÓÔÏÑÎÉÀ j0ih0j 
 �, ÇÄÅ � 2

2 L(N ), ÔÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÑ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ k ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ×

×ÉÄÅ:

P

�

W (j0ih0j 
 �)W

y

; C (jki) 
N

�

=

X

j

P(k

�
�

j)P(�;L

j

):

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. W

�

j0ih0j
�

�

W

y

= 
 =

P

j

�

R

j

j0ih0jR

y
j

�


�

L

j

��

L

j

.

òÁÎÅÅ ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ P

�


; C (jki) 
N

�

= P

�

Tr

N


; C (jki)

�

. äÁÌÅÅ,

Tr

N


 =

X

j

�

R

j

j0ih0jR

y
j

�

� Tr

�

�

L

j

��

L

j

�

:

ðÏÓËÏÌØËÕ

Tr

�

�

L

j

��

L

j

�

= Tr

�

�

2
L

j

�

�

= Tr

�

�

L

j

�

�

def

= P (�;L

j

) ;

ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÓËÏÍÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ P

�


; C (jki) 
N

�

=

P

j

P(k

�
�

j)P(�;L

j

). �

úÁÄÁÞÁ 11.1. äÏËÁÖÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ ÐÏÌÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÎÁÐÒÑÍÕÀ, ÎÅ

ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ×ÚÑÔÉÑ ÞÁÓÔÉÞÎÏÇÏ ÓÌÅÄÁ.

úÁÄÁÞÁ 11.2. �ïÂÒÁÔÉÍÏÅ ÉÚÍÅÒÅÎÉÅ�. ðÕÓÔØ W =

P

t
k=1

�

L

k


 V

k

|

ÉÚÍÅÒÑÀÝÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, V

k

j0i =

P

y;z

c

y;z

(k)jy; zi. (éÍÅÅÔÓÑ × ×ÉÄÕ, ÞÔÏ

ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ V

k

ÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ ÎÁ m + s q-ÂÉÔ; ÐÅÒ×ÙÅ m q-ÂÉÔ (Ô. Å. y) |

�ÐÏÌÅÚÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ�, ÏÓÔÁÌØÎÙÅ s q-ÂÉÔ (Ô. Å. z) | �ÍÕÓÏÒ�.) äÏÐÕÓÔÉÍ,

ÞÔÏ V ÉÚÍÅÒÑÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ f : f1; : : : ; tg ! B

m

Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ

ÏÛÉÂËÉ 6 ", Ô. Å.

P(f(k) jk)

def

=

X

z

jc

f(k);z

(k)j

2

> 1� ":
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ðÏÓÔÒÏÊÔÅ c ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ W É W

�1

Ë×ÁÎÔÏ×ÕÀ ÓÈÅÍÕ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØ-

ÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÕÀ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ O("

1=2

) ÎÏ×ÙÊ ÉÚÍÅÒÑÀÝÉÊ

ÏÐÅÒÁÔÏÒ

U =

t

X
k=1

�

L

k


 Q

f(k)

; ÇÄÅ Q

v

jyi = jy � vi:

(òÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ �ÂÒÁÔØ ÎÁÐÒÏËÁÔ� ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ q-ÂÉÔÙ.)

12. âÙÓÔÒÙÅ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ

åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÅ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÈ Ó×ÏÊÓÔ× ÄÌÑ

×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÕÖÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÌÉ, | ÜÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØ-

ÎÏÊ ÐÅÒÅÂÏÒÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ çÒÏ×ÅÒÁ, ÉÚÌÏÖÅÎÎÙÍ × ÒÁÚÄÅÌÅ 8.1.

ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÌÉÛØ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ÕÓËÏÒÅÎÉÅ.

ðÏÜÔÏÍÕ ÎÉËÁËÉÈ ÓÅÒØ£ÚÎÙÈ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÊ ÄÌÑ ÔÅÏÒÉÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ×ÙÞÉ-

ÓÌÅÎÉÊ (ÔÉÐÁ BQP � BPP) ÁÌÇÏÒÉÔÍ çÒÏ×ÅÒÁ ÎÅ ÄÁ£Ô. ÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ

×ÒÅÍÑ ÎÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÏÇÏ, ÞÔÏ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÅ×ÏÓÈÏ-

ÄÑÔ ÐÏ ÓËÏÒÏÓÔÉ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÅ. îÏ ÅÓÔØ ËÏÓ×ÅÎÎÙÅ Ó×É-

ÄÅÔÅÌØÓÔ×Á × ÐÏÌØÚÕ ÔÁËÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ. ðÅÒ×ÏÅ ÉÚ ÎÉÈ | ÐÒÉÍÅÒ

ÚÁÄÁÞÉ Ó ÏÒÁËÕÌÏÍ (Ô. Å. ÐÒÏÃÅÄÕÒÏÊ ÔÉÐÁ �Þ£ÒÎÏÇÏ ÑÝÉËÁ�), ÄÌÑ ËÏ-

ÔÏÒÏÊ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, × ÔÏ ×ÒÅÍÑ

ËÁË ÌÀÂÏÊ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌÅÎ.

14)

üÔÏÔ ÐÒÉÍÅÒ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ä. óÁÊÍÏÎÏÍ [42], ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÚÁÄÁÞÅÊ Ï

ÓËÒÙÔÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ × (Z

2

)

k

. ÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÒÅÛÉÍ ÔÁËÖÅ ÚÁÄÁ-

ÞÕ Ï ÓËÒÙÔÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ × Z

k

, ÏÂÏÂÝÁÀÝÕÀ ×ÓÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÉÚ ÜÔÏÇÏ

ÒÁÚÄÅÌÁ.

úÁÄÁÞÁ Ï ÓËÒÙÔÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ. ðÕÓÔØ G | ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ, ÐÒÉ-

Þ£Í ÚÁÄÁÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× G Ä×ÏÉÞÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ.

éÍÅÅÔÓÑ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Ï (ÏÒÁËÕÌ), ×ÙÞÉÓÌÑÀÝÅÅ ÆÕÎËÃÉÀ f : G ! B

n

ÓÏ

ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ:

f(x) = f(y) () x� y 2 D; (12.1)

ÇÄÅ D � G | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÚÁÒÁÎÅÅ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ. îÕÖÎÏ ÎÁÊÔÉ

ÜÔÕ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ.

12.1. úÁÄÁÞÁ Ï ÓËÒÙÔÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ × (Z
Z
Z

2

)

k

. íÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÆÏÒ-

ÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ×ÙÛÅ ÚÁÄÁÞÕ × ÓÌÕÞÁÅ G = (Z

2

)

k

. üÌÅÍÅÎÔÙ ÜÔÏÊ ÇÒÕÐÐÙ

14)

óÌÅÄÕÅÔ ÉÍÅÔØ × ×ÉÄÕ, ÞÔÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞ Ó ÏÒÁËÕÌÏÍ ÞÁÓÔÏ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ

ÓÌÏÖÎÏÓÔÉÏÂÙÞÎÙÈ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÈÚÁÄÁÞ. ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊÐÒÉÍÅÒ| ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÔÏÍ,

ÞÔÏ IP = PSPACE [36, 37]. ïÒÁËÕÌØÎÙÊ ÁÎÁÌÏÇ ÜÔÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÎÅ×ÅÒÅÎ [30] !
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ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÓÔÒÏËÁÍÉ ÄÌÉÎÙ k ÉÚ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ; ÇÒÕÐÐÏ×ÁÑ

ÏÐÅÒÁÃÉÑ | ÐÏÂÉÔÏ×ÏÅ ÓÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 2.

ìÅÇËÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÅÌØÚÑ ÂÙÓÔÒÏ ÎÁÊÔÉ �ÓËÒÙÔÕÀ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ�

ÎÁ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÊ ÍÁÛÉÎÅ. (ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÁÑ ÍÁÛÉÎÁ ÐÏ-

ÓÙÌÁÅÔ ÎÁ ×ÈÏÄ �Þ£ÒÎÏÇÏ ÑÝÉËÁ� ÓÔÒÏËÉ x

1

; : : : ; x

l

É ÐÏÌÕÞÁÅÔ ÏÔ×ÅÔÙ

y

1

; : : : ; y

l

. ëÁÖÄÙÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ×ÏÐÒÏÓ x

j

ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÏÔ×Å-

ÔÏ× y

1

; : : : ; y

j�1

É ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ r.)

õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 12.1. ðÕÓÔØ n > k. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÇÏ ×ÅÒÏ-

ÑÔÎÏÓÔÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, ÄÅÌÁÀÝÅÇÏ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2

k=2

ÏÂÒÁÝÅÎÉÊ Ë ÏÒÁËÕ-

ÌÕ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ D � (Z

2

)

k

É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ

f : (Z

2

)

k

! B

n

, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÏÛÉÂÁÅÔÓÑ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ

> 1=3.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÌÑ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ D ÓÕÝÅÓÔ×Õ-

ÅÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÏÒÁËÕÌÏ× f . íÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÏÄÉÎ

ÉÚ ÎÉÈ ×ÙÂÉÒÁÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏ É ÒÁ×ÎÏ×ÅÒÏÑÔÎÏ. (åÓÌÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÏÛÉ-

ÂÁÅÔÓÑ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ > 1=3 ÐÒÉ ÓÌÕÞÁÊÎÏÍ ÏÒÁËÕÌÅ, ÔÏ ÏÎ ÔÁË-

ÖÅ ÂÕÄÅÔ ÏÛÉÂÁÔØÓÑ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ > 1=3 ÐÒÉ ËÁËÏÍ-ÎÉÂÕÄØ ËÏÎ-

ËÒÅÔÎÏÍ ÏÒÁËÕÌÅ.) óÌÕÞÁÊÎÙÊ ÏÒÁËÕÌ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ:

ÅÓÌÉ ÏÞÅÒÅÄÎÏÊ ÏÔ×ÅÔ y

j

ÎÅ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ ÎÉ Ó ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ

ÏÔ×ÅÔÏ× y

1

; : : : ; y

j�1

, ÔÏ ÏÎ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌ£Î ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å

B

n

nfy

1

; : : : ; y

j�1

g. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÌÕÞÁÊÎÙÊ ÏÒÁËÕÌ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÅÎ

ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Õ Ó ÐÁÍÑÔØÀ, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁ ×ÏÐÒÏÓ x

j

×ÙÄÁÅÔ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ

s

j

6 j, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ x

j

� x

s

j

2 D. ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÕÀ ÍÁÛÉÎÕ ÍÏÖÎÏ ÉÚÍÅ-

ÎÉÔØ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÓÁÍÁ ÂÕÄÅÔ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÉÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÙÊ ×ÙÂÏÒ

y

j

2 B

n

nfy

1

; : : : ; y

j�1

g, ËÏÇÄÁ s

j

= j.

ðÕÓÔØ ÞÉÓÌÏ ×ÏÐÒÏÓÏ× Ë ÏÒÁËÕÌÕ ÒÁ×ÎÏ l 6 2

k=2

. âÅÚ ÕÍÅÎØÛÅÎÉÑ

ÏÂÝÎÏÓÔÉ ×ÓÅ ×ÏÐÒÏÓÙ ÒÁÚÌÉÞÎÙ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ D = f0g ×ÓÅ ÏÔ×ÅÔÙ ÔÁË-

ÖÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙ, ÔÏ ÅÓÔØ s

j

= j ÄÌÑ ×ÓÅÈ j. ôÅÐÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕ-

ÞÁÊ D = f0; zg, ÇÄÅ z ×ÙÂÉÒÁÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏ Ó ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÍ ÒÁÓÐÒÅ-

ÄÅÌÅÎÉÅÍ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×ÓÅÈ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÇÒÕÐÐÙ (Z

2

)

k

. ôÏ-

ÇÄÁ, ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, s

j

= j c ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ

> 1 � (j � 1)=(2

k

� 1). ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ > 1� l(l � 1)=(2(2

k

� 1)) > 1=2

ÜÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ j = 1; : : : ; l. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ Ä×Á ÓÌÕ-

ÞÁÊÎÙÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ: z É r. íÙ ÍÏÖÅÍ ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÔØ z ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

ÞÔÏÂÙ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÏÔ×ÅÔÏ× s

j

= j (ÄÌÑ ×ÓÅÈ j) ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ

ÂÙÌÁ ÂÏÌØÛÅ 1=2. ðÏÓÍÏÔÒÉÍ, ÞÔÏ ÂÕÄÅÔ ÄÅÌÁÔØ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÁÑ ÍÁÛÉÎÁ ×

ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. åÓÌÉ ÏÎÁ ×ÙÄÁÅÔ ÏÔ×ÅÔ �D = f0g� Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ > 2=3,

ÐÏÌÏÖÉÍD = f0; zg| ÔÏÇÄÁ ×ÙÄÁ×ÁÅÍÙÊ ÏÔ×ÅÔ ÂÕÄÅÔ ÎÅ×ÅÒÎÙÍ Ó ×ÅÒÏ-

ÑÔÎÏÓÔØÀ > (2=3) � (1=2) = 1=3. åÓÌÉ ÖÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÔ×ÅÔÁ �D = f0g�

ÍÅÎØÛÅ 2=3, ÐÏÌÏÖÉÍ D = f0g. �



90 ë×ÁÎÔÏ×ÙÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ

ôÅÐÅÒØ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÊ ÁÎÁÌÏÇ ÏÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Á.

óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÊ ÏÒÁËÕÌ | ÜÔÏ ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ

U : jx; yi 7! jx; y � f(x)i: (12.2)

(� ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÏÂÉÔÏ×ÏÅ ÓÌÏÖÅÎÉÅ). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÊ ÏÒÁËÕÌ

ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÒÁÚÎÙÈ ×ÏÐÒÏÓÏ×, ÐÏÜÔÏÍÕ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ

ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÂÏÌÅÅ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ, ÞÅÍ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊ ÏÒÁËÕÌ.

ðÕÓÔØ å = G=D, Á E

�

| ÇÒÕÐÐÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÏ× ÎÁ E, Ô. Å. ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚ-

ÍÏ× E !U(1). ÷ ÓÌÕÞÁÅ G = (Z

2

)

k

ÇÒÕÐÐÕ E

�

ÍÏÖÎÏ ÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏ×ÁÔØ

ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

E

�

= fh 2 (Z

2

)

k

: 8 z 2 (Z

2

)

k

(h � z = 0)g;

ÇÄÅ h � z ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 2. (óÏÏÔ×ÅÔ-

ÓÔ×ÕÀÝÉÊ h ÈÁÒÁËÔÅÒ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ z 7! (�1)

h�z

.) ðÏËÁÖÅÍ, ËÁË ÍÏÖÎÏ

ÐÏÒÏÄÉÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ h 2 E

�

, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒ U . ðÏÒÏÄÉ×

ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÍÙ ÎÁÊÄÅÍ ÇÒÕÐÐÕ E

�

, É, ÔÅÍ

ÓÁÍÙÍ, ÉÓÈÏÄÎÕÀ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ D.

îÁÞÎ£Í Ó ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÐÒÉÇÏÔÏ×ÉÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ

j�i = 2

�k=2

X

x2G

jxi = H


k

j0

k

i

× ÏÄÎÏÍ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÍ ÒÅÇÉÓÔÒÅ. ÷Ï ×ÔÏÒÏÊ ÒÅÇÉÓÔÒ ÐÏÍÅÓÔÉÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ

j0

n

i É ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ U . úÁÔÅÍ ×ÙÂÒÏÓÉÍ ×ÔÏÒÏÊ ÒÅÇÉÓÔÒ, Ô. Å. ÎÅ

ÂÕÄÅÍ ÅÇÏ ÂÏÌØÛÅ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ. ðÏÌÕÞÉÔÓÑ ÓÍÅÛÁÎÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ

� = Tr

2

�

U (j�ih�j 
 j0

n

ih0

n

j)U

y

�

= 2

�k

X

x;y:x�y2D

jxihyj:

ôÅÐÅÒØ ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ H


k

:


 = H


k

�H


k

= 2

�2k

X

a;b

X

x;y:x�y2D

(�1)

a�x�b�y

jaihbj:

ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ×ÅÌÉÞÉÎÁ

P

x;y:x�y2D

(�1)

a�x�b�y

ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ ÎÕÌÑ ÔÏÌØËÏ

× ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ a = b 2 E

�

. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,


 =

1

jE

�

j

X

a2å

�

jaihaj:

üÔÏ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÒÁÓ-

ÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÇÒÕÐÐÙ E

�

. ôÅÐÅÒØ ÏÓÔÁÌÏÓØ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ

ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅÍÍÏÊ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ × ×ÉÄÅ ÚÁÄÁÞÉ.

úÁÄÁÞÁ 12.1. ðÕÓÔØ h

1

; : : : ; h

l

| ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÒÁ×ÎÏÍÅÒ-

ÎÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ÇÒÕÐÐÙ X. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎÉ

ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ×ÓÀ ÇÒÕÐÐÕ X c ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ > 1� jXj=2

l

.
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ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ 2k ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÞÔÏÂÙ ÐÏÒÏ-

ÄÉÔØ ×ÓÀ ÇÒÕÐÐÕ E

�

Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÏÛÉÂËÉ 6 2

�k

. (ôÁËÁÑ ÍÁÌÅÎØ-

ËÁÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÛÉÂËÉ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÂÅÚ ÏÓÏÂÙÈ ÚÁÔÒÁÔ ÐÏ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó

1=3. þÔÏÂÙ ÓÄÅÌÁÔØ Å£ ÅÝ£ ÍÅÎØÛÅ, ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÅÅ ×ÓÅÇÏ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ-

ÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÐÒÏÃÅÄÕÒÏÊ: ÐÏ×ÔÏÒÉÔØ ×ÓÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÚ É

×ÙÂÒÁÔØ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÞÁÓÔÏ ×ÓÔÒÅÞÁÀÝÉÊÓÑ ÏÔ×ÅÔ).

ðÏÄ×ÅÄ£Í ÉÔÏÇ: ÄÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ �ÓËÒÙÔÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ� D ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ

O(k) ÏÂÒÁÝÅÎÉÊ Ë Ë×ÁÎÔÏ×ÏÍÕ ÏÒÁËÕÌÕ. ÷ ÃÅÌÏÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖ-

ÎÏÓÔØ O(k

3

).

12.2. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ É ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÅ ÐÅÒÉÏÄÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ-

ÎÏ ×ÏÚ×ÅÄÅÎÉÑ × ÓÔÅÐÅÎØ. ÷ÔÏÒÏÅ Ó×ÉÄÅÔÅÌØÓÔ×Ï × ÐÏÌØÚÕ ÇÉÐÏÔÅÚÙ

BQP � BPP | ÂÙÓÔÒÙÅ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÞÉÓÌÁ ÎÁ

ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ É ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ. ïÎÉ ÂÙÌÉ

ÎÁÊÄÅÎÙ ð. ûÏÒÏÍ [38]. ïÂÓÕÄÉÍ ÐÏËÁ ÐÅÒ×ÕÀ ÉÚ ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ ÚÁÄÁÞ.

æÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÑ ÞÉÓÌÁ. äÁÎÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ y. ôÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÁÊÔÉ

ÅÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ

y = p

�

1

1

p

�

2

2

� : : : � p

�

k

k

:

üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÓÌÏÖÎÏÊ ÎÁÓÔÏÌØËÏ, ÞÔÏ ÎÁ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÉ

Ï ÔÒÕÄÎÏÓÔÉ Å£ ÒÅÛÅÎÉÑ ÏÓÎÏ×Ù×ÁÀÔÓÑ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ËÒÉ-

ÐÔÏÇÒÁÆÉÉ. ó ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÈÕÖÅ:

ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÎÉ Ó×ÅÄ�ÅÎÉÅ Ë ÚÁÄÁÞÅ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ ÚÁÄÁÞ ÉÚ ËÌÁÓÓÁ NP,

ÎÉ ÄÒÕÇÉÅ �ÐÒÑÍÙÅ� Ó×ÉÄÅÔÅÌØÓÔ×Á × ÐÏÌØÚÕ Å£ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. (óÌÏ×Ï �ÐÒÑ-

ÍÙÅ� ×ÚÑÔÏ × ËÁ×ÙÞËÉ ÉÚ-ÚÁ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ × ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ×ÒÅÍÑ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÅÎ

ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ×ÏÐÒÏÓ P

?

= NP.) ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ Ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ

ÚÁÄÁÞÉ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ ÐÏÐÏÌÎÑÅÔ É ÂÅÚ ÔÏÇÏ ÏÂÉÌØÎÕÀ ËÏÌÌÅËÃÉÀ ÎÅ-

ÄÏËÁÚÁÎÎÙÈ ÇÉÐÏÔÅÚ × ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï

ÔÁËÉÈ ÇÉÐÏÔÅÚ ÈÏÞÅÔÓÑ ÐÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÕÍÅÎØÛÁÔØ. ÷ ÜÔÏÍ É ÓÏÓÔÏÉÔ

ÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÃÅÎÎÏÓÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ûÏÒÁ | ÅÓÌÉ ÓÏ×ÅÒÛÉÔØ ÏÄÉÎ �ÁËÔ ×Å-

ÒÙ� É Õ×ÅÒÏ×ÁÔØ × ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ, ÔÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ

× ÅÝ£ ÏÄÎÏÍ ÁËÔÅ ×ÅÒÙ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Â�ÏÌØÛÉÈ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÈ ×ÏÚ-

ÍÏÖÎÏÓÔÅÊ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÇÏ ËÏÍÐØÀÔÅÒÁ) ÏÔÐÁÄÁÅÔ.

íÙ ÂÕÄÅÍ ÓÔÒÏÉÔØ ÂÙÓÔÒÙÊ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÎÅ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ

ÚÁÄÁÞÉ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ, Á ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÒÕÇÏÊ ÚÁÄÁÞÉ îÁÈÏÖÄÅÎÉÅ ÐÅ-

ÒÉÏÄÁ, Ë ËÏÔÏÒÏÊ ÚÁÄÁÞÁ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÌÁÓÓÉÞÅ-

ÓËÏÇÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ.

îÁÈÏÖÄÅÎÉÅ ÐÅÒÉÏÄÁ. éÍÅÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ q, ÚÁÐÉÓÙ×ÁÀÝÅÅÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ

ÞÅÍ n Ä×ÏÉÞÎÙÍÉ ÃÉÆÒÁÍÉ (1 6 q < 2

n

) É ÞÉÓÌÏ a ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ a < q,
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(a; q) = 1 ((a; q) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ). îÕÖÎÏ ÎÁÊ-

ÔÉ ÐÅÒÉÏÄ a ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ q, Ô. Å. ÔÁËÏÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÅ

ÞÉÓÌÏ t, ÞÔÏ a

t

� 1 (mod q).

äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÐÅÒÉÏÄ | ÜÔÏ ÐÏÒÑÄÏË ÞÉÓÌÁ a × ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁ-

ÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ×ÙÞÅÔÏ× (Z=qZ)

�

. âÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÐÅÒÉÏÄ ÞÉÓÌÁ a ÏÔ-

ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ q ËÁË per

q

(a).

îÉÖÅ ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÍ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÎÁ-

ÈÏÖÄÅÎÉÉ ÐÅÒÉÏÄÁ ÞÉÓÌÁ. îÏ ÎÁÞÎ£Í Ó ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÏÐÉÛÅÍ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÅ

×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÅ Ó×ÅÄ�ÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ Ë ÚÁÄÁÞÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÅ-

ÒÉÏÄÁ. þÉÔÁÔÅÌÀ ÔÁËÖÅ ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ ×ÓÐÏÍÎÉÔØ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÊ ÔÅÓÔ

ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÞÉÓÌÁ, ÉÚÌÏÖÅÎÎÙÊ × ÐÅÒ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 3.3).

12.3. ó×ÅÄÅÎÉÅ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ Ë ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÀ ÐÅÒÉÏÄÁ. éÔÁË, ÐÒÅÄ-

ÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÕÍÅÅÍ ÒÅÛÁÔØ ÚÁÄÁÞÕ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÐÅÒÉÏÄÁ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ

ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÀ ÞÉÓÌÁ y ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ O(logy) ÒÁÚ ÐÏÄ-

ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏ ÌÀÂÏÍÕ ÓÏÓÔÁ×ÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔ ËÁËÏÊ-ÔÏ

ÅÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌØ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ, ÎÅ ÍÅÎØÛÅÊ 1=2. (ëÏÎÅÞÎÏ, ÎÕÖÎÁ ÔÁËÖÅ

ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ ÕÓÉÌÅÎÉÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ, ÏÐÉÓÁÎÎÁÑ ÎÁ Ó. 36.)

ðÒÏÃÅÄÕÒÁ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÄÅÌÉÔÅÌÑ.

÷ÈÏÄ: ÞÉÓÌÏ y.

ûÁÇ 1. ðÒÏ×ÅÒÑÅÍ Þ£ÔÎÏÓÔØ y. åÓÌÉ y | Þ£ÔÎÏÅ, ÔÏ ×ÙÄÁ£Í ÏÔ×ÅÔ

�2�, × ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÅÒÅÈÏÄÉÍ Ë ÛÁÇÕ 2.

ûÁÇ 2. ðÒÏ×ÅÒÑÅÍ, ÉÚ×ÌÅËÁÅÔÓÑ ÌÉ ÉÚ y ÎÁÃÅÌÏ ËÏÒÅÎØ k-Ê ÓÔÅÐÅÎÉ

ÐÒÉ k = 2; : : : ; log

2

y. åÓÌÉ y = m

r

, ÔÏ ÏÔ×ÅÔ �m�, ÉÎÁÞÅ ÐÅÒÅÈÏÄÉÍ Ë

ÛÁÇÕ 3.

ûÁÇ 3. ÷ÙÂÉÒÁÅÍ ÓÌÕÞÁÊÎÏÅ a ÓÒÅÄÉ ÞÉÓÅÌ ÏÔ 1 ÄÏ y, ×ÙÞÉÓÌÑÅÍ

r = per

y

(a) (ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÉÍÅÀÝÉÊÓÑ ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÎÁÈÏ-

ÖÄÅÎÉÑ ÐÅÒÉÏÄÁ) É, ÅÓÌÉ r | ÎÅÞ£ÔÎÏÅ, ÔÏ ÏÔ×ÅÔ �y | ÐÒÏÓÔÏÅ�. ÷ ÐÒÏ-

ÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÈÏÄÉÍ d = (a

r=2

� 1; y) (ÓËÁÖÅÍ, ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ å×ËÌÉÄÁ)

É ÐÅÒÅÈÏÄÉÍ Ë ÛÁÇÕ 4.

ûÁÇ 4. åÓÌÉ d > 1, ÔÏ ÏÔ×ÅÔ �d�, × ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÔ×ÅÔ �y |

ÐÒÏÓÔÏÅ�.

áÎÁÌÉÚ ÐÒÏÃÅÄÕÒÙ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÄÅÌÉÔÅÌÑ. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ×ÅÒÏÑÔ-

ÎÏÓÔØ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÞÉÓÌÁ y × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÒÁÂÏÔÙ ÐÒÏÃÅÄÕÒÙ ÎÁ-

ÈÏÖÄÅÎÉÑ ÄÅÌÉÔÅÌÑ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ 1�1=2

k�1

, ÇÄÅ k| ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ

ÐÒÏÓÔÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ y. (úÁÍÅÔÉÍ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ÜÔÁ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÒÁ×-

ÎÁ 0 ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÇÏ y, ÔÁË ÞÔÏ ÄÁÎÎÁÑ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ ÍÏÖÅÔ ÔÁËÖÅ ÉÓÐÏÌØÚÏ-

×ÁÔØÓÑ É ËÁË ÔÅÓÔ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÞÉÓÌÁ.) ðÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕ-

ÅÔÓÑ ËÉÔÁÊÓËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÓÔÁÔËÁÈ É ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁ-
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ÔÉ×ÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ×ÙÞÅÔÏ× ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p

�

, ÇÄÅ p ÐÒÏÓÔÏÅ, | ÃÉËÌÉÞÅÓËÁÑ

(ÓÍ. [2, çÌ. 6, x3]).

åÓÌÉ r = per

y

(a) | Þ£ÔÎÏÅ, ÔÏ (a

r=2

+ 1)(a

r=2

� 1) � 0 (mod y). ôÁË

ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ ×ÙÄÁÓÔ ÏÔ×ÅÔ �y | ÐÒÏÓÔÏÅ� ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,

ËÏÇÄÁ a

r=2

� �1 (mod y).

úÁÐÉÛÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ y ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ y =

Q

k
j=1

p

�

j

j

É ××ÅÄ£Í

ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ

a

j

� a (mod p

�

j

j

); r

j

= per

(p

�

j

j

)

a

j

= 2

s

j

r

0
j

; ÇÄÅ r

0
j

| ÎÅÞ£ÔÎÏe:

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ ×ÙÄÁ£Ô ÏÔ×ÅÔ �y|ÐÒÏÓÔÏÅ� ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ

ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ s

1

= s

2

= : : : = s

k

. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ s

1

= s

2

= : : : =

= s

k

= 0, ÔÏ r ÎÅÞ£ÔÎÏ (ÐÏÓËÏÌØËÕ r | ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÏÂÝÅÅ ËÒÁÔÎÏÅ

×ÓÅÈ r

j

). åÓÌÉ s

1

= s

2

= : : : = s

k

> 1, ÔÏ a

r

j

=2

j

� �1 (mod p

�

j

j

) (ÉÓÐÏÌØÚÕ-

ÅÍ ÃÉËÌÉÞÎÏÓÔØ (Z=p

�

j

j

Z)

�

), Á, ÚÎÁÞÉÔ, É a

r=2

� �1 (mod y) (ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ

ËÉÔÁÊÓËÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ ÏÂ ÏÓÔÁÔËÁÈ). îÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ ÎÅ ×ÓÅ s

j

ÒÁ×ÎÙ, ÔÏ

ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ m ÐÏÌÕÞÉÍ a

r=2

m

� 1 (mod p

�

m

m

), Ô. Å. a

r=2

6� �1 (mod y).

ðÏ ËÉÔÁÊÓËÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÏÂ ÏÓÔÁÔËÁÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÊ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÊ ×ÙÂÏÒ

a ÅÓÔØ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÊ ÓÌÕÞÁÊÎÙÊ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÊ ×ÙÂÏÒ

×ÓÅÈ a

j

. ïÃÅÎÉÍ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ s ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÏÂÙÔÉÑ s

1

= s ÐÒÉ

ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÍ ×ÙÂÏÒÅ a

1

. ðÕÓÔØ p

�

1

1

� 1 = 2

t

q, ÇÄÅ q | ÎÅÞ£ÔÎÏÅ, g |

ÏÂÒÁÚÕÀÝÁÑ (ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ) ÇÒÕÐÐÙ (Z=p

�

1

1

Z)

�

. ôÏÇÄÁ

jfa

1

: s

1

= sgj = jfg

2

t�s

m

: m | ÎÅÞ£ÔÎÏÅgj =

=

�

q; ÅÓÌÉ s = 0;

(2

s

� 2

s�1

)q; ÅÓÌÉ s > 0;

ÐÏÜÔÏÍÕ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ s

1

= s ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 1=2. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÓËÏÍÁÑ

ÏÃÅÎËÁ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÕÓÐÅÈÁ ×ÓÅÊ ÐÒÏÃÅÄÕÒÙ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÄÅÌÉÔÅÌÑ: ×Å-

ÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÏÂÙÔÉÑ s

1

= s

2

= : : : = s

k

ÎÅ ×ÙÛÅ 1=2

k�1

, ÐÏÜÔÏÍÕ Ó ×ÅÒÏ-

ÑÔÎÏÓÔØÀ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 1�1=2

k�1

ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÄÅÌÉÔÅÌÑ ÎÁÊÄ£Ô

ÄÅÌÉÔÅÌØ y.

12.4. ë×ÁÎÔÏ×ÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÐÅÒÉÏÄÁ: ÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÉÄÅÑ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ×ÙÞÅÔÁ ÎÁ a, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÐÏ ÐÒÁ-

×ÉÌÕ U

a

: jxi 7! jax mod qi. (âÏÌÅÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ | U

q;a

,

ÏÄÎÁËÏ ÞÉÓÌÏ q ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ÐÒÏÔÑÖÅÎÉÉ ×ÓÅÇÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ, ÐÏÜÔÏ-

ÍÕ ÍÙ ÏÐÕÓËÁÅÍ ÅÇÏ × ÉÎÄÅËÓÁÈ). üÔÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÂÁ-

ÚÉÓÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ ÐÒÉ 0 6 x < q (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ (a; q) = 1). âÕÄÅÍ

ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÁÈ ÏÎ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÖÄÅ-

ÓÔ×ÅÎÎÏ, U

a

: jxi 7! jxi ÐÒÉ x > q.



94 ë×ÁÎÔÏ×ÙÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ

ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ×ÙÞÅÔÏ× ÅÓÔØ ÏÂÙÞÎÁÑ ÂÕÌÅ×Á ÓÈÅÍÁ ÐÏ-

ÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ | O(n

2

) | ÒÁÚÍÅÒÁ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É Ë×ÁÎÔÏ×ÁÑ ÓÈÅÍÁ

ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÔÁËÏÇÏ ÖÅ ÒÁÚÍÅÒÁ (ÉÓÐÏÌØÚÕÀÝÁÑ ÎÁÐÒÏËÁÔ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ

q-ÂÉÔÙ, ËÁË ÜÔÏ ÏÂßÑÓÎÑÌÏÓØ ÒÁÎØÛÅ).

ðÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ, ËÏÔÏÒÕÀ ÚÁÄÁ£Ô ÏÐÅÒÁÔÏÒ U

a

, ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÃÉËÌÙ.

ãÉËÌ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ a, ÓÏÄÅÒÖÉÔ É 1 (ÐÏÓÌÅ per

q

(a)�1 ÉÔÅÒÁÃÉÊ ÍÙ ÐÏÐÁ-

ÄÁÅÍ ÉÚ a × 1). áÌÇÏÒÉÔÍ, Ï ËÏÔÏÒÏÍ ÐÏÊÄ£Ô ÒÅÞØ, ÎÁÞÉÎÁÅÔ Ó ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ

j1i É ÐÒÉÍÅÎÑÅÔ Ë ÎÅÍÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒ U

a

ÐÏ ÍÎÏÇÕ ÒÁÚ. îÏ ÚÁ ÐÒÅÄÅÌÙ ÏÒÂÉÔÙ

a (ÃÉËÌÁ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ, ËÏÔÏÒÏÍÕ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ a) ÍÙ ÔÁËÉÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁ-

ÚÏ×ÁÎÉÑÍÉ ÎÅ ×ÙÊÄÅÍ. ðÏÜÔÏÍÕ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ U

a

ÎÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÐÏÒÏÖÄ£ÎÎÏÅ ÏÒÂÉÔÏÊ a.

óÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÄÌÑ U

a

: �

k

= e

2�i�k=t

, ÇÄÅ t | ÐÅÒÉÏÄ.

óÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ ÄÌÑ U

a

: j�

a;k

i =

1

p

t

t�1

X

m=0

e

�2�i�km=t

ja

m

i.

ìÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÎÁÐÉÓÁÎÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎ-

ÎÙÅ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ a ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÓÄ×ÉÇÕ

ÉÎÄÅËÓÏ× × ÓÕÍÍÅ. åÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ, ÞÔÏÂÙ

ÕÓÔÒÁÎÉÔØ ÜÔÏÔ ÓÄ×ÉÇ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ e

2�i�k=t

.

åÓÌÉ ÂÙ ÍÙ ÍÏÇÌÉ ÉÚÍÅÒÑÔØ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ U

a

, ÔÏ

ÐÏÌÕÞÁÌÉ ÂÙ ÞÉÓÌÁ k=t. óÎÁÞÁÌÁ ÒÁÚÂÅÒ£Í, ËÁË ÜÔÏ ÍÏÖÅÔ ÎÁÍ ÐÏÍÏÞØ

× ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÉ ÐÅÒÉÏÄÁ.

ðÕÓÔØ Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÍÁÛÉÎÁ M , ËÏÔÏÒÁÑ ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ ÚÁÐÕÓËÅ ×ÙÄÁÅÔ

ÎÁÍ ÞÉÓÌÏ k=t, ÇÄÅ t | ÉÓËÏÍÙÊ ÐÅÒÉÏÄ, Á k | ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅ-

Ì£ÎÎÏÅ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å f0; : : : ; t� 1g ÓÌÕÞÁÊÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. íÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ,

ÞÔÏ k=t ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÏ × ×ÉÄÅ ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÏÊ ÄÒÏÂÉ k

0

=t

0

(ÅÓÌÉ ÂÙ ÍÁÛÉÎÁ

×ÙÄÁ×ÁÌÁ ÞÉÓÌÏ × ×ÉÄÅ k=t, ÔÏ ×ÏÏÂÝÅ ÎÅ ÂÙÌÏ ÂÙ ÐÒÏÂÌÅÍ).

ðÏÌÕÞÉ× ÎÅÓËÏÌØËÏ ÄÒÏÂÅÊ ÔÁËÏÇÏ ×ÉÄÁ k

0
1

=t

0
1

; k

0
2

=t

0
2

; : : : ; k

0
l

=t

0
l

, ÍÏÖÎÏ

Ó ÂÏÌØÛÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÎÁÊÔÉ ÞÉÓÌÏ t, ÐÒÉ×ÏÄÑ ÜÔÉ ÄÒÏÂÉ Ë ÏÂÝÅÍÕ

ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÀ.

ìÅÍÍÁ. åÓÌÉ ÐÏÌÕÞÅÎÏ l ÄÒÏÂÅÊ, ÔÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÎÁÉ-

ÍÅÎØÛÅÅ ÏÂÝÅÅ ËÒÁÔÎÏÅ ÉÈ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅÊ ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ t, ÍÅÎØÛÅ 3 �2

�l

.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÒÏÂÉ k

0
1

=t

0
1

; : : : ; k

0
l

=t

0
l

ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÅÍ

ÄÒÏÂÅÊ k

1

=t; : : : ; k

l

=t (Ô. Å. k

0
j

=t

0
j

= k

j

=t), ÇÄÅ k

1

; : : : ; k

l

| ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ

ÒÁÓÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÅ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÜÔÉ ÞÉÓÌÁ ÂÙ-

ÌÉ × ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔÉ ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ, ÔÏÇÄÁ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÏÂÝÅÅ ËÒÁÔÎÏÅ

t

0
1

; : : : ; t

0
l

ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÎÏ t.

÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ k

1

; : : : ; k

l

ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ p,

ÎÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ 1=p

l

. ðÏÜÔÏÍÕ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÎÅ t ÐÏÓÌÅ ÐÒÉ×Å-
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ÄÅÎÉÑ Ë ÏÂÝÅÍÕ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÀ ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ

1

X
k=2

1

k

l

< 3 �2

�l

(ÜÔÁ ÓÕÍÍÁ

ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ×ËÌÀÞÁÅÔ × ÓÅÂÑ ×ÓÅ ÐÒÏÓÔÙÅ, ÍÅÎØÛÉÅ t). �

ôÅÐÅÒØ ÂÕÄÅÍ ÓÔÒÏÉÔØ ÍÁÛÉÎÕM . ïÎÁ ÄÏÌÖÎÁ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÓÈÅÍÕ, ÉÚ-

ÍÅÒÑÀÝÕÀ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ U

b

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ b (Á ÎÅ ÔÏÌØËÏ

ÄÌÑ b = a | ÞÉÓÌÁ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÝÅÔÓÑ ÐÅÒÉÏÄ). ôÏÞÎÅÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÁÍ

ÎÕÖÅÎ ÏÐÅÒÁÔÏÒ U : jb; xi 7! jb; bxmod qi, ÅÓÌÉ (b; q) = 1. ëÁË ÏÐÅÒÁÔÏÒ

U ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ, ÎÅ×ÁÖÎÏ. åÇÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ

ÌÀÂÙÍ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ×ÓÅ ÐÒÉ-

×ÅÄ£ÎÎÙÅ ÒÁÎÅÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÏÂ ÉÍÉÔÁÃÉÉ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÓÈÅÍ Ë×ÁÎÔÏ-

×ÙÍÉ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ÓÉÌÕ É ÄÌÑ ÉÍÉÔÁÃÉÉ ÓÈÅÍ, ×ÙÞÉÓÌÑÀÝÉÈ ÞÁÓÔÉÞÎÏ

ÏÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ.

úÁÄÁÞÁ 12.2. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒ U , ÒÅÁÌÉÚÕÊÔÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒ �(U

b

) ÄÌÑ

ÌÀÂÏÇÏ b, ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ Ó q.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ L

a;k

= C (j�

a;k

i) (ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÐÏÒÏÖÄ£ÎÎÏÅ j�

a;k

i),

ÔÏÇÄÁ ÉÓËÏÍÁÑ ÓÈÅÍÁ ÄÏÌÖÎÁ ÒÅÁÌÉÚÏ×Ù×ÁÔØ ÉÚÍÅÒÑÀÝÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ

W =

t�1

P

k=0

V

a;k


 �

L

a;k

Ó ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ V

a;k

×ÉÄÁ j0i 7!

P

y;z

c

y;z

jy; zi,

ÇÄÅ y | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÁÑ ÄÒÏÂØ, Á z | ÍÕÓÏÒ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÄÌÑ

ÕÓÌÏ×ÎÙÈ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÄÏÌÖÎÏ ×ÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

P

�

k

t

�
�
�

k

�

def

=

X

z

�
�
�

D

k

t

; z

�
�
�

V

a;k

�
�
�

0

E

�
�
�

2

> 1� ";

ÇÄÅ

k

t

ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÕÀ ÄÒÏÂØ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÕÀ ÒÁÃÉÏÎÁÌØ-

ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ k=t.

ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÔÁËÏÊ ÉÚÍÅÒÑÀÝÅÊ ÓÈÅÍÙ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÓÌÏÖÎÏÅ, ÐÏÜÔÏÍÕ

×ÎÁÞÁÌÅ ÏÂßÑÓÎÉÍ, ËÁË ÉÚ ÎÅ£ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÍÁÛÉÎÁ M . ÷ÏÚØÍ£Í ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ

j1i × ËÁÞÅÓÔ×Å ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ. ðÒÑÍÏÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ (ÞÉÔÁÔÅÌÀ ÒÅËÏÍÅÎÄÕÅÔ-

ÓÑ ÅÇÏ ÐÒÏÄÅÌÁÔØ) ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ j1i =

1

p

t

P

t�1

k=0

j�

k

i. üÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÞÉÓÌÉÔÅÌÅÊ ÄÒÏÂÅÊ. ðÒÏ×ÅÄ£Í

ÉÚÍÅÒÅÎÉÅ × ÜÔÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ, ÔÏÇÄÁ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ÐÏÌÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÐÏ-

ÌÕÞÁÅÍ

P

�

W (j0i 
 j1i); y

�

=

X

k

P(y

�
�

k)P(j1i;L

k

):

÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ×ÓÅÈ j�

k

i ÒÁ×ÎÙ: P(j1i;L

k

) = jh�

k

j1ij

2

= 1=t, Á ÕËÁÚÁÎÎÏÅ

×ÙÛÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÕÓÌÏ×ÎÙÈ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ ÎÁÍ, ÞÔÏ Ó ×ÅÒÏ-

ÑÔÎÏÓÔØÀ 1 � " ÂÕÄÅÔ ÐÏÌÕÞÁÔØÓÑ

k

t

. ëÁË ÂÕÄÅÔ ×ÉÄÎÏ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ,
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ÐÒÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ W ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ×ÅÌÉÞÉÎÕ " ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÏÊ.

õÓÌÏ×ÎÏ ÒÁÂÏÔÕ ÍÁÛÉÎÙ M ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ ÔÁËÏÇÏ ÐÒÏ-

ÃÅÓÓÁ:

j1i �!

ÓÌÕÞÁÊÎÙÊ ×ÙÂÏÒ k

(ÂÏÇ, ÉÇÒÁÀÝÉÊ × ËÏÓÔÉ)

j�

a;k

i

���! ÉÚÍÅÒÅÎÉÅW

�

�1

P

Pq

y 6=

k

t

o

< ";

y =

k

t

o

> 1� ":

(CÌÕÞÁÊÎÙÊ ×ÙÂÏÒ k ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÓÁÍ ÐÏ ÓÅÂÅ, ÂÅÚ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ËÁËÏÇÏ ÂÙ

ÔÏ ÎÉ ÂÙÌÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ. ðÒÏÓÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ ÐÏÌÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÕÓÔÒÏÅÎÁ

ÔÁË, ËÁË ÂÕÄÔÏ ÄÏ ÎÁÞÁÌÁ ÉÚÍÅÒÅÎÉÑ ÇÅÎÅÒÉÒÕÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÅ k, ËÏÔÏÒÏÅ

ÚÁÔÅÍ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍ. òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÆÏÒÍÕÌÁ ÕÓÌÏ×ÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏ-

ÓÔÉ ×ÅÒÎÁ ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒ W Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÍÅÒÑÀÝÉÍ ÄÌÑ

ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× L

a;k

).

12.5. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÉÚÍÅÒÑÀÝÅÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ. ôÅÐÅÒØ ÂÕÄÅÍ ÓÔÒÏÉÔØ

ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÉÚÍÅÒÑÀÝÉÊ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ U

a

. ëÁË ÕÖÅ ÂÙÌÏ ÓËÁÚÁ-

ÎÏ, ÍÏÖÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÉÚÕÞÅÎÉÅÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÜÔÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÎÁ ×ÈÏÄ

j�

a;k

i. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÒÁÚÄÅÌÑÅÔÓÑ ÎÁ ÔÒÉ ÜÔÁÐÁ.

1. éÝÅÍ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ Ï �

k

= e

2�i'

k

, ÇÄÅ '

k

=

k

t

mod 1 (ÓÍ. 12.5.1).

2. ìÏËÁÌÉÚÕÅÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ' Ó ÎÅÂÏÌØÛÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ. óÁÍÏÅ ×ÒÅÍÑ ÐÏÄ-

ÞÅÒËÎÕÔØ, ÞÔÏ ×Ï ×ÓÅÈ ÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÈ ÅÓÔØ Ä×Á ÐÁÒÁÍÅ-

ÔÒÁ: ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÛÉÂËÉ " É ÔÏÞÎÏÓÔØ �. íÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ

ÞÉÓÌÏ z ËÁË ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÉÚÍÅÒÅÎÉÑ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÄÏÌÖÎÏ ×ÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ

ÕÓÌÏ×ÉÅ Pr[jz�'

k

j > �] 6 ". ðÏËÁ ÎÁÓ ÕÓÔÒÏÉÔ ÎÅÂÏÌØÛÁÑ ÔÏÞÎÏÓÔØ,

ÓËÁÖÅÍ, � = 1=8 (ÓÍ. 12.5.2).

3. äÁÌÅÅ ÎÕÖÎÏ Õ×ÅÌÉÞÉÔØ ÔÏÞÎÏÓÔØ. îÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÕÍÅÔØ ÏÔÌÉÞÁÔØ ÄÒÕÇ

ÏÔ ÄÒÕÇÁ ÞÉÓÌÁ ×ÉÄÁ ' = k=t, ÇÄÅ 0 6 k < t < 2

n

. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ

ÅÓÌÉ k

1

=t

1

6= k

2

=t

2

, ÔÏ jk

1

=t

1

� k

2

=t

2

j > 1=t

1

t

2

> 1=2

2n

. ðÏÜÔÏÍÕ,

ÚÎÁÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅ '

k

= k=t Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ 1=2

2n+1

, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ

ÅÇÏ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÔÏÞÎÏ (× ×ÉÄÅ ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÏÊ ÄÒÏÂÉ). þÔÏÂÙ ÓÄÅÌÁÔØ

ÜÔÏ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ (ÚÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ), ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ

ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÃÅÐÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ (ÓÍ. 12.5.3).

12.5.1. ëÁË ÐÏÌÕÞÁÔØ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ Ï ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÞÉÓÌÅ. ÷ ÒÁÚÄÅ-

ÌÅ 11 ÂÙÌ ××ÅÄ£Î ÏÐÅÒÁÔÏÒ �(U

a

) = (H 
 I)�(U

a

)(H 
 I), ÉÚÍÅÒÑÀÝÉÊ

ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. ÷ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ �

k

= e

2�i'

k

, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉ-

ÓÁÔØ ÜÔÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ × ×ÉÄÅ

�(U

a

) =

X

k

V

a;k


 �

L

a;k

; V

a;k

=

1
2

�

1 + e

2�i'

k

1� e

2�i'

k

1� e

2�i'

k

1 + e

2�i'

k

�

;
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Á ÅÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ × ×ÉÄÅ

j0i 
 j�

k

i

�(U

a

)

7�!

�

1 + e

2�i'

k

2

j0i+

1� e

2�i'

k

2

j1i

�


 j�

k

i;

ÔÁË ÞÔÏ ÄÌÑ ÕÓÌÏ×ÎÙÈ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ

P(0

�
�

k) =

�
�
�
�

1 + e

2�i'

k

2

�
�
�
�

2

=

1 + cos(2�'

k

)

2

:

îÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÅÝ£ ÏÐÅÒÁÔÏÒ �(iU

a

). åÇÏ ÔÁËÖÅ ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÒÅÁ-

ÌÉÚÏ×ÁÔØ. òÅÁÌÉÚÁÃÉÑ, ÉÚÏÂÒÁÖ£ÎÎÁÑ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ, ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ

K =

�

1 0

0 i

�

ÉÚ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ. ïÂ×ÅÄ£ÎÎÙÊ ÆÒÁÇÍÅÎÔ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔ

ÏÐÅÒÁÔÏÒ �(iU

a

). äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, K ÕÍÎÏÖÁÅÔ ÎÁ i ÔÏÌØËÏ j1i, ÎÏ ËÁË

ÒÁÚ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒ U

a

(ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ

�(U

a

)). äÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ �(iU

a

) ÕÓÌÏ×ÎÙÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÒÁ×ÎÙ

P(0

�
�

k) =

1� sin(2�'

k

)

2

:

HH K

U

a

�(iU

a

)

óÌÏÖÎÏÓÔØ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× �(U

a

) É �(iU

a

) ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÓÌÏÖ-

ÎÏÓÔÉ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ �(U

a

), ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅÎÁÍÎÏÇÏ ×ÙÛÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ

ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ U

a

(ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 12.2).

12.5.2. ïÃÅÎËÁ ÕÓÌÏ×ÎÙÈ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÌÏËÁÌÉÚÏ×Ù×ÁÔØ

ÚÎÁÞÅÎÉÅ '

k

, ÏÃÅÎÉ×ÁÑ ÕÓÌÏ×ÎÙÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÉ×ÅÄ£ÎÎÙÅ ×ÙÛÅ. äÌÑ

ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÔÁËÏÊ ÏÃÅÎËÉ ÂÕÄÅÍ ÐÒÉÍÅÎÑÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ �(U

a

) É �(iU

a

) Ë

ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ �ÐÒÉÂÏÒÁÍ� (ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍ q-ÂÉÔÁÍ). òÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÏÄÉ-

ÎÁËÏ×Ù ÄÌÑ ÏÂÏÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÓÌÕÞÁÅÍ �(U

a

).

õ ÎÁÓ ÅÓÔØ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÊ ÒÅÇÉÓÔÒ A, × ËÏÔÏÒÏÍ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ j�

a;k

i. (îÁ

ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÔÁÍ ×ÎÁÞÁÌÅ ÂÙÌ j1i =

1

p

t

P

t�1

k=0

j�

k

i, ÎÏ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ

j�

a;k

i ÐÏ ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ; ÜÔÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏ × ÓÉÌÕ ×ÉÄÁ ÉÚÍÅÒÑÀÝÅÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏ-

ÒÁ). úÁ×ÅÄ£Í ÂÏÌØÛÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï (s ÛÔÕË) ×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÈ ÒÅÇÉÓÔÒÏ×

ÄÌÉÎÏÊ × 1 ÂÉÔ. ëÁÖÄÙÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÒÅÇÉÓÔÒÏ× ÂÕÄÅÔ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÄÌÑ

ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ �(U

a

).

ëÁË ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ × ÒÁÚÄÅÌÅ 11 (ÓÍ. Ó. 87), ÕÓÌÏ×ÎÙÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ

× ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÅÒÅÍÎÏÖÁÀÔÓÑ. äÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ

s

Q

r=1

�(U

a

)[r; A] ÕÓÌÏ×ÎÙÅ
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×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÂÕÄÕÔ ÒÁ×ÎÙ P(y

1

; : : : ; y

s

�
�

k) =

s

Q

r=1

P(y

r

�
�

k) (ÚÄÅÓØ ÞÅÒÅÚ y

r

ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ × r-ÏÍ ÂÉÔÅ).

äÁÌÅÅ Ó ÂÉÔÁÍÉ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÚÁÐÉÓÁÎÙ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ �ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÏ×�,

ÂÕÄÕÔ ÕÖÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÉÔØÓÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÕÓÌÏ×ÎÙÅ

×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÐÅÒÅÍÎÏÖÁÀÔÓÑ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÍÙ ÏÃÅÎÉ×ÁÅÍ ×ÅÒÏ-

ÑÔÎÏÓÔØ ×ÙÐÁÄÅÎÉÑ 1 × ÓÅÒÉÉ ÉÓÐÙÔÁÎÉÊ âÅÒÎÕÌÌÉ.

åÓÌÉ ÍÏÎÅÔÁ ÂÒÏÛÅÎÁ s ÒÁÚ, ÔÏ ÄÏÌÑ ×ÙÐÁ×ÛÉÈ ÅÄÉÎÉÃ (

P

y

r

)=s ÐÒÉ-

ÍÅÒÎÏ ÒÁ×ÎÁ P(1

�
�

k). ó ËÁËÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ×ÅÒÎÁ ÔÁËÁÑ ÏÃÅÎËÁ? éÚ ÔÅÏ-

ÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ Pr

�

�
�
�
�

P

s
r=1

y

r

s

� P(1

�
�

k)

�
�
�
�

> �

�

< 2e

�c�

2

s

,

ÇÄÅ c > 0 | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ. üÔÏ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ

ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ � ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÏÛÉÂËÉ " ÚÁ O(log(1="))

ÉÓÐÙÔÁÎÉÊ.

éÔÁË, ÍÙ ÎÁÕÞÉÌÉÓØ ÎÁÈÏÄÉÔØ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ � ÓÉÎÕÓ É ËÏ-

ÓÉÎÕÓ ÏÔ '

k

. ôÅÐÅÒØ ÐÏÄÂÅÒ£Í � ÔÁËÉÍ, ÞÔÏÂÙ ÚÎÁÞÅÎÉÅ '

k

ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ

ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÐÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ ÓÉÎÕÓÁ É ËÏÓÉÎÕÓÁ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ 1=8. îÁ ÜÔÏÍ

×ÔÏÒÏÊ ÜÔÁÐ ÚÁ×ÅÒÛÅÎ.

12.5.3. üËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏ ÔÏÞÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

äÌÑ Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÑ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ, ÎÁÒÑÄÕ Ó �(U

a

), ÏÐÅ-

ÒÁÔÏÒÙ �((U

a

)

2

j

) ÄÌÑ ×ÓÅÈ j 6 2n. þÉÓÌÁ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÂÙÓÔÒÏ ×ÏÚ×ÏÄÉÔØ ×

ÓÔÅÐÅÎØ, Á ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, | ÎÅÔ. îÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ

ÎÁ ÞÉÓÌÏ U

a

ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ:

(U

a

)

p

= U

a

p

modq

:

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �((U

a

)

2

j

) = �(U

b

), ÇÄÅ b � a

2

j

(mod q). îÕÖÎÙÅ ÎÁÍ

ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ b ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÓÈÅÍÙ ÐÏÌÉÎÏÍÉ-

ÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ, Á ÚÁÔÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÚÁÄÁÞÉ 12.2.

÷ÅÒÎ£ÍÓÑ Ë ÓÈÅÍÅ ÐÕÎËÔÁ 12.5.1. íÙ ÎÁÈÏÄÉÌÉ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ

�

k

= e

2�i'

k

ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ j�

a;k

i. üÔÏÔ ÖÅ ×ÅËÔÏÒ

ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ É ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ U

a

, ÐÏÜÔÏÍÕ

ÍÏÖÎÏ ÎÁ ÏÄÎÏÍ É ÔÏÍÖÅ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÍ ÒÅÇÉÓÔÒÅ ÉÓËÁÔØ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ

ÄÌÑ U

2

a

= U

a

2

, ÏÎÏ ÒÁ×ÎÏ �

k

= e

2�i2'

k

; ÄÌÑ U

4

a

= U

a

4

ÏÎÏ ÒÁ×ÎÏ �

k

=

= e

2�i4'

k

; : : :

äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ 1=8 ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ

'

k

; 2'

k

; : : : ; 2

2n

'

k

ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 1. îÏ ÜÔÏ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ '

k

Ó

ÔÏÞÎÏÓÔØÀ 1=2

2n+1

ÚÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ.

éÄÅÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ '

k

ÕÄÏÂÎÏ

ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ × ×ÉÄÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ. úÎÁÑ '

k

Ó ÔÏÞÎÏ-

ÓÔØÀ 1=8, ÍÙ ×ÙÄÅÌÑÅÍ ÄÕÇÕ × 1=4 ÏÔ ×ÓÅÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. úÎÁÎÉÅ 2'

k

Ó

âÙÓÔÒÙÅ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ 99

÷ÈÏÄ: a É q

{ ÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÓÔÅÐÅÎÅÊ a

2

j

(j = 1; : : : ; 2n) ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ q (ËÌÁÓÓÉÞÅ-

ÓËÏÅ).

{ CÏÚÄÁÎÉÅ l ÛÔÕË Ë×ÁÎÔÏ×ÙÈ ÒÅÇÉÓÔÒÏ×, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÂÁÚÉÓÎÏÅ ÓÏÓÔÏ-

ÑÎÉÅ j1i.

j1i j1i : : : j1i

?

2s

0 : : : 0

0 : : : 0

: : :

2s

0 : : : 0

0 : : : 0

4ns ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ

q-ÂÉÔÏ× (�ÐÒÉÂÏÒÏ×�)

� ë×ÁÎÔÏ×ÙÅ ÉÚÍÅÒÅÎÉÑ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× �(U

a

2

j

) É �(iU

a

2

j

).

y

(1)

1

: : : y

(1)

s

~y

(1)

1

: : : ~y

(1)

s

: : :

y

(2n)

1

: : : y

(2n)

s

~y

(2n)

1

: : : ~y

(2n)

s

ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ

ÉÚÍÅÒÅÎÉÊ|

ÎÕÌÉ É ÅÄÉÎÉÃÙ

� ðÏÄÓÞ£Ô ÞÉÓÌÁ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ (ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊ).

cos'� �

sin'� �

: : :

cos(2

2n

')� �

sin(2

2n

')� �

� ôÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ (ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ).

'�

1
8

: : : 2

2n

'�

1
8

� õÔÏÞÎÅÎÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ' ÎÏ ÎÁÂÏÒÕ ÞÉÓÅÌ '; : : : ;2

2n

' (ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÅ).

'� 2

�(2n+1)

� ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÔÏÞÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ' ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÃÅÐÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ

(ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÅ).

k

0

=t

0

| ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÁÑ ÄÒÏÂØ, ÒÁ×ÎÁÑ '

? ? ? ?

k

0
1

t

0
1

k

0
2

t

0
2

: : :

k

0
l

t

0
l

{ ÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÑ (ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÅ).

ïÔ×ÅÔ: t (Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÏÛÉÂËÉ < 3 � 2

�l

+ 4nle

�cs

, ÇÄÅ c = const)

ôÁÂÌÉÃÁ 1. ïÂÝÁÑ ËÁÒÔÉÎÁ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÐÏ ÏÐÉÓÁÎÎÏÍÕ ÁÌÇÏÒÉÔÍÕ
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ÔÏÞÎÏÓÔØÀ 1=8 ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ×ÙÄÅÌÉÔØ Ä×Å ÄÕÇÉ ÄÌÉÎÏÊ 1=8 ËÁÖÄÁÑ, ÐÒÉÞ£Í

ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÁ ÉÚ ÎÉÈ ÉÍÅÅÔ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Ó ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÄÕÇÏÊ.

÷ÁÖÎÙÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ.

1. óÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒ j�

k

i ÎÅ ÐÏÒÔÉÔÓÑ ×Ï ×ÒÅÍÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ.

2. ÷Ó£ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ × ÃÅÌÏÍ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ× l É s. CÕÍÍÁÒÎÁÑ

×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÛÉÂËÉ ÎÅ ÐÒÅ×ÙÛÁÅÔ 3 � 2

�l

+ 4nle

�cs

, ÇÄÅ c = const.

åÓÌÉ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÏÔ×ÅÔ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÏÛÉÂËÉ 6 1=3, ÓÌÅ-

ÄÕÅÔ ÐÏÌÏÖÉÔØ l = 4, s = c

1

logn, ÇÄÅ c

1

| ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ.

ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ Ë×ÁÎÔÏ×ÁÑ ÓÈÅÍÁ ÒÁÚÍÅÒÁ O(n

3

logn).

12.6. ïÂÓÕÖÄÅÎÉÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ. ïÂÓÕÄÉÍ Ä×Á ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÏÚÎÉËÁÀ-

ÝÉÈ ×ÏÐÒÏÓÁ ÐÏ ÐÏ×ÏÄÕ ÉÚÌÏÖÅÎÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ.

| íÏÖÎÏ ÌÉ ÎÁÈÏÄÉÔØ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÄÒÕÇÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÔÁË

ÖÅ, ËÁË × ÁÌÇÏÒÉÔÍÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÅÒÉÏÄÁ? äÁ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ÎÁÈÏ-

ÄÉÔØ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÔÁËÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× U , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ U j0i = j0i, É

ÅÓÔØ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÓÈÅÍÁ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ �(U ). (éÚ ÚÁÄÁÞÉ 7.5

ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ U ÅÓÔØ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÓÈÅÍÁ,

ÔÏ É ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ �(U ) Å£ ÔÁËÖÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ).

ôÏÞÎÏÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ

ÎÅ×ÅÌÉËÁ, ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÒÁÚÍÅÒÁ ÓÈÅÍÙ. åÓÌÉ ÍÏÖÎÏ ÜÆ-

ÆÅËÔÉ×ÎÏ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ ÓÔÅÐÅÎÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ (ËÁË É ÂÙÌÏ × ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÍ

ÁÌÇÏÒÉÔÍÅ), ÔÏ ÔÏÞÎÏÓÔØ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ.

| ëÁËÉÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÍÙ ÎÁÈÏÄÉÍ? íÙ ÎÁÈÏÄÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ

ÓÌÕÞÁÊÎÏ ×ÙÂÒÁÎÎÏÇÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ. òÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÐÏ ÍÎÏÖÅÓÔ-

×Õ ×ÓÅÈ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÍÏÖÎÏ ÕÐÒÁ×ÌÑÔØ, ×ÙÂÉÒÁÑ ÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÓÏÓÔÏ-

ÑÎÉÅ (× ÁÌÇÏÒÉÔÍÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÅÒÉÏÄÁ | j1i). åÓÌÉ ×ÚÑÔØ × ËÁÞÅÓÔ×Å

ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ

� =

1

t

X

a

jaihaj =

1

t

X

k

j�

k

ih�

k

j;

ÇÄÅ j�

k

i ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× U , ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÍ

ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×ÓÅÈ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. ÷

ÁÌÇÏÒÉÔÍÅ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÐÅÒÉÏÄÁ ÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ×ÙÂÉÒÁÌÏÓØ ÉÎÁ-

ÞÅ: ÍÙ ×ÙÂÉÒÁÌÉ ÔÁËÏÊ ×ÅËÔÏÒ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅ-

ÌÅÎÉÅ ÎÁ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÏÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÊ ÏÒÂÉÔÅ,

ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÎÅ ÐÏÒÏÖÄÁÌÉÓØ.

úÁÄÁÞÁ 12.3. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ Ë×ÁÎÔÏ×ÕÀ ÓÈÅÍÕ ÒÁÚÍÅÒÁ poly(n log(1=�)),

ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÕÀ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÎÁ ÇÒÕÐÐÅ Z

k

ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ k 6 2

n

Ó

âÙÓÔÒÙÅ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ 101

ÔÏÞÎÏÓÔØÀ �. (ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÍ. × ÚÁÄÁÞÅ 8.4. õËÁÚÁÎÉÅ: ×ÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ

ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÚÁÄÁÞÉ 11.2).

12.7. úÁÄÁÞÁ Ï ÓËÒÙÔÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ × Z
Z
Z

k

. áÌÇÏÒÉÔÍÙ, ÏÔËÒÙÔÙÅ

óÁÊÍÏÎÏÍ É ûÏÒÏÍ, ÏÂÏÂÝÁÀÔÓÑ ÎÁ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÛÉÒÏËÉÊ ËÌÁÓÓ ÚÁÄÁÞ,

Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÁÂÅÌÅ×ÙÍÉ ÇÒÕÐÐÁÍÉ. óÁÍÏÊ ÏÂÝÅÊ ÉÚ ÎÉÈ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÁÄÁÞÁ

Ï ÓËÒÙÔÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ × Z

k

[23]. ë ÎÅÊ Ó×ÏÄÉÔÓÑ ÚÁÄÁÞÁ Ï ÓËÒÙÔÏÊ ÐÏÄ-

ÇÒÕÐÐÅ × ÌÀÂÏÊ ËÏÎÅÞÎÏ-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ÇÒÕÐÐÅ G, ÐÏÓËÏÌØËÕ G

ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ËÁË ÆÁËÔÏÒ-ÇÒÕÐÐÕ Z

k

(ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ k).

�óËÒÙÔÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ� D � Z

k

ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ Z

k

, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ

ËÏÎÅÞÎÙÊ ÉÎÄÅËÓ: ÐÏÒÑÄÏË ÇÒÕÐÐÙ E =Z

k

=D ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 2

n

. ó ×Ù-

ÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ D ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ (g

1

; : : : ; g

k

), Ä×Ï-

ÉÞÎÁÑ ÚÁÐÉÓØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ poly(k; n). ìÀÂÏÊ ÔÁËÏÊ ÂÁÚÉÓ ÓÞÉ-

ÔÁÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÞÉ. (üË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ Ä×ÕÈ ÂÁÚÉÓÏ× ÍÏÖÎÏ ÐÒÏ×Å-

ÒÉÔØ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ).

úÁÄÁÞÁ Ï ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ÐÅÒÉÏÄÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÚÁÄÁÞÉ Ï

ÓËÒÙÔÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ × Z. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ per

q

(a) = minft > 1 : a

t

� 1

(mod q)g. æÕÎÃÉÑ f : x 7! a

x

mod q ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ (12.1), ÇÄÅ

D = fm per

q

(a) : m 2 Zg. üÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁ,

ÐÏÜÔÏÍÕ ÌÀÂÏÊ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÓËÒÙÔÏÊ ÐÏÄ-

ÇÒÕÐÐÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ × ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ Ï

×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ÐÅÒÉÏÄÁ.

éÚ×ÅÓÔÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ

Ó×ÅÄÅÎÁ Ë ÚÁÄÁÞÅ Ï ÓËÒÙÔÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ × Z

2

. äÉÓËÒÅÔÎÙÍ ÌÏÇÁÒÉÆÍÏÍ

ÞÉÓÌÁ a ÐÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÀ �, ÇÄÅ � | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÐÏ

ÍÏÄÕÌÀ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ q (ÏÂÒÁÚÕÀÝÁÑ (Z=qZ)

�

), ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÉÍÅÎØ-

ÛÅÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ s ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ �

s

= a. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ

f : (x

1

; x

2

) 7! �

x

1

a

x

2

mod q. üÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÔÁËÖÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ-

×ÉÀ (12.1), ÇÄÅ D = f(x

1

; x

2

) 2 Z

2

: �

x

1

a

x

2

� 1 (mod q)g. úÎÁÑ ÂÁÚÉÓ

ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ D �Z

2

, ÌÅÇËÏ ÎÁÊÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔ ×ÉÄÁ (s;�1) 2 D. ôÏÇÄÁ �

s

= a,

Ô. Å. s ÅÓÔØ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÊ ÌÏÇÁÒÉÆÍ a ÐÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÀ �.

ïÐÉÛÅÍ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÓËÒÙÔÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐ-

ÐÅ × G = Z

k

. ïÎ ÁÎÁÌÏÇÉÞÅÎ ÁÌÇÏÒÉÔÍÕ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ G = (Z

2

)

k

, ÔÏÌØËÏ

×ÍÅÓÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁH


k

ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ ÉÚÍÅÒÅÎÉÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ

ÞÉÓÅÌ. ÷ÍÅÓÔÏ ÂÁÚÉÓÁ ÓÁÍÏÊ ÇÒÕÐÐÙ D ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓËÁÔØ ÓÉÓÔÅÍÕ ÏÂÒÁ-

ÚÕÀÝÉÈ ÄÌÑ ÇÒÕÐÐÙ ÈÁÒÁËÔÅÒÏ× E

�

= Hom(E;U(1)) (ÐÅÒÅÈÏÄ ÏÔ E

�

Ë D

ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, ÓÍ., ÎÁÐÒÉ-

ÍÅÒ, [14, ô. 1]). èÁÒÁËÔÅÒ

(g

1

; : : : ; g

k

) 7! exp(2�i

X

j

'

j

g

j

)
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ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÎÁÂÏÒÏÍ ÞÉÓÅÌ '

1

; : : : ; '

k

ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 1. üÔÏ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉ-

ÓÌÁ ÓÏ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÑÍÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ jE

�

j 6 2

n

.

åÓÌÉ ÐÏÒÏÄÉÔØ l = n + 3 ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÈ

ÈÁÒÁËÔÅÒÁ ('

(1)

1

; : : : ; '

(1)

k

), : : : , ('

(l)

1

; : : : ; '

(l)

k

), ÔÏ ÏÎÉ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ×ÓÀ

ÇÒÕÐÐÕ E

�

Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ > 1� 1=2

l�n

= 1� 1=8 (ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 12.1). ëÁ-

ÖÄÕÀ ÉÚ ×ÅÌÉÞÉÎ '

(r)

j

ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÎÁÔØ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ � É ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ

ÏÛÉÂËÉ 6 ", ÇÄÅ

� 6

1

2

2n+1

; " 6

1

5kl

: (12.3)

ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁÒÎÁÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÛÉÂËÉ

ÂÕÄÅÔ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ 1=8 + 1=5 < 1=3.

÷ÙÂÅÒÅÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÅ ÞÉÓÌÏM = 2

m

(ËÏÎËÒÅÔÎÁÑ ÏÃÅÎËÁ ÐÏ-

ÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÁÎÁÌÉÚÁ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ). íÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÂÏÔÁÔØ Ó ÃÅÌÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ

× ÄÉÁÐÁÚÏÎÅ ÏÔ 0 ÄÏ M � 1.

ðÒÉÇÏÔÏ×ÉÍ × ÏÄÎÏÍ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÍ ÒÅÇÉÓÔÒÅ ÄÌÉÎÙ km ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ

j�i =M

�k=2

X

g2�

jgi; ÇÄÅ � = f0; : : : ;M � 1g

k

:

÷ ÄÒÕÇÏÊ ÒÅÇÉÓÔÒ ÐÏÍÅÓÔÉÍ j0

n

i. ðÒÉÍÅÎÉÍ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÊ ÏÒÁËÕÌ (12.2) É

×ÙÂÒÏÓÉÍ ×ÔÏÒÏÊ ÒÅÇÉÓÔÒ. ðÏÌÕÞÉÔÓÑ ÓÍÅÛÁÎÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ

� = Tr

[km+1;:::;km+n]

�

U

�

j�ih�j 
 j0

n

ih0

n

j

�

U

y

�

=M

�k

X

g;h2�:g�h2D

jgihhj:

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÓÏÂÉÒÁÅÍÓÑ ÉÚÍÅÒÉÔØ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×

ÓÄ×ÉÇÁ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ M :

V

j

:

�

g

1

; : : : ; g

j

; : : : ; g

k

�

7!

�

g

1

; : : : ; (g

j

+ 1) modM; : : : ; g

k

�

(ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ j-ÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ). üÔÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ, ÐÏ-

ÜÔÏÍÕ Õ ÎÉÈ ÅÓÔØ ÏÂÝÉÊ ÂÁÚÉÓ ÉÚ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×, É, ÚÎÁÞÉÔ, ÍÏÖ-

ÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÔØ ÉÈ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ. óÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ

ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ e

2�is

j

=M

. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ ÒÁ×ÎÙ

j�

s

1

;:::;s

k

i = M

�k=2

X

(g

1

;:::;g

k

)2�

exp

�

�2�i

k

X

j=1

g

j

s

j

M

�

jg

1

; : : : ; g

k

i:

÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ ÄÁÎÎÙÊ ÎÁÂÏÒ s

1

; : : : ; s

k

, ÒÁ×ÎÁ

P(�; L

s

1

;:::;s

k

) = h�

s

1

;:::;s

k

j � j�

s

1

;:::;s

k

i =

= M

�2k

X

g;h2Z

k

�

D

(g � h)�

�

(g)�

�

(h) exp

�

2�i

k

X
j=1

(g

j

� h

j

)s

j

M

�

;

ÇÄÅ �

A

(�) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A. æÕ-

ÒØÅ-ÏÂÒÁÚ ÏÔ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÒÁ×ÅÎ Ó×ÅÒÔËÅ ÆÕÒØÅ-ÏÂÒÁÚÏ× ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ.
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ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

P(�; L

s

1

;:::;s

k

) =

1

jE

�

j

X

('

1

;:::;'

k

)2E

�

p

'

1

;:::;'

k

(s

1

; : : : ; s

k

);

ÇÄÅ p

'

1

;:::;'

k

(s

1

; : : : ; s

k

) =

k

Y

j=1

�

sin(M�(s

j

=M � '

j

))

M sin(�(s

j

=M � '

j

))

�

2

:

ðÒÉ ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ '

1

; : : : ; '

k

ÆÕÎËÃÉÑ p

'

1

;:::;'

k

(s

1

; : : : ; s

k

) Ñ×-

ÌÑÅÔÓÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÍ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÔÏÒÏÇÏ

Pr

h

js

j

=M � '

j

j > �

i

6

1

M�

(� | ÌÀÂÏÅ). íÙ ÉÚÍÅÒÑÅÍ ×ÅÌÉÞÉÎÙ s

j

=M (ËÁË ÕÖÅ ÇÏ×ÏÒÉÌÏÓØ, ÉÚÍÅ-

ÒÅÎÉÅ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÄÒÕÇÏÊ); ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁÓ ÕÓÔÒÏÉÔ

ÔÏÞÎÏÓÔØ � É ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÛÉÂËÉ 6 1=M�. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁ-

ÅÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑ '

1

; : : : ; '

k

Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ � = 2� É ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÏÛÉÂËÉ

6 " = 2=M�. ôÅÐÅÒØ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÐÏÄÏÂÒÁÔØ ÞÉÓÌÁ M É �, ÞÔÏÂÙ ÕÄÏ×ÌÅ-

Ô×ÏÒÉÔØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ 12.3.

óÌÏÖÎÏÓÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ. TÒÅÂÕÅÔÓÑ O(n) ÏÂÒÁÝÅÎÉÊ Ë ÏÒÁËÕÌÕ, ËÁ-

ÖÄÙÊ ×ÏÐÒÏÓ ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ O(k(n+log k)). òÁÚÍÅÒ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ ÓÈÅÍÙ ÏÃÅ-

ÎÉ×ÁÅÔÓÑ ËÁË O(kn

3

) poly(logk; logn).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. äÌÑ ÉÚÍÅÒÅÎÉÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× V

j

ÍÏÖ-

ÎÏ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ æÕÒØÅ ÎÁ ÇÒÕÐÐÅ Z

M

ÐÒÉ M = 2

m

(ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 8.4). üÔÏ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÕÍÅÎØÛÉÔØ ÒÁÚ-

ÍÅÒ ÓÈÅÍÙ (ÎÁ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ), ÏÄÎÁËÏ ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÉÓ-

ÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÎÅÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ.

13. ë×ÁÎÔÏ×ÙÊ ÁÎÁÌÏÇ NP: ËÌÁÓÓ BQNP

íÏÖÎÏ ÓÔÒÏÉÔØ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÅ ÁÎÁÌÏÇÉ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ËÌÁÓÓÁ P, ÎÏ É

ÄÌÑ ÄÒÕÇÉÈ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ×. íÙ ÒÁÚÂÅÒ£Í ÐÒÉÍÅÒ

Ë×ÁÎÔÏ×ÏÇÏ ÁÎÁÌÏÇÁ ËÌÁÓÓÁ NP.

13.1. íÏÄÉÆÉËÁÃÉÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ. ë×ÁÎÔÏ×ÏÅ ×ÙÞÉ-

ÓÌÅÎÉÅ, ËÁË, ×ÐÒÏÞÅÍ, É ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÅ, ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÐÉÓÙ-

×ÁÔØ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ. òÁÎÅÅ ÍÙ ÏÂÈÏÄÉÌÉÓØ

ÂÅÚ ÜÔÏÇÏ ÐÏÎÑÔÉÑ, ÞÔÏÂÙ ÎÅ ÕÓÌÏÖÎÑÔØ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ÌÉÛÎÉÍÉ ÄÅÔÁÌÑÍÉ,

ÎÏ ÔÅÐÅÒØ ÏÎÏ ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ.

þÁÓÔÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÁÑ ÂÕÌÅ×Á ÆÕÎËÃÉÑ | ÜÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ

F : B

n

! f0; 1; hÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏig:
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÷ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ×ÓÀÄÕ ÐÏÄ ÂÕÌÅ×ÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÐÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÀÔÓÑ ÞÁ-

ÓÔÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÅ ÂÕÌÅ×Ù ÆÕÎËÃÉÉ.

é ÅÝ£ ÏÄÎÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ ÐÏ ÐÏ×ÏÄÕ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ: ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÌÉ ÏÂÏ-

ÚÎÁÞÅÎÉÅ P É ÄÌÑ ËÌÁÓÓÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, É ÄÌÑ

ËÌÁÓÓÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ ÒÁÚÒÅÛÉÍÙÈ ÐÒÅÄÉËÁÔÏ×; ÔÅÐÅÒØ ÐÏÓÔÕÐÉÍ ÁÎÁ-

ÌÏÇÉÞÎÏ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ P, NP É Ô. Ð. ÄÌÑ ËÌÁÓÓÏ× ÞÁÓÔÉÞÎÏ

ÏÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

P, ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ËÌÁÓÓ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÞÁ-

ÓÔÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. ðÒÉ×ÅÄ£Í ÍÏÄÉÆÉÃÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅ-

ÌÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÁ NP.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 13.1. æÕÎËÃÉÑ F : B

�

! f0; 1; hÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏig ÐÒÉ-

ÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ NP, ÅÓÌÉ ÅÓÔØ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ

R 2 P ÏÔ Ä×ÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ

F (x) = 1 =) 9 y

�

(jyj < q(jxj))^ (R(x; y) = 1)

�

,

F (x) = 0 =) 8 y

�

(jyj < q(jxj))) (R(x; y) = 0)

�

.

ëÁË É ÒÁÎØÛÅ, q(�) | ÐÏÌÉÎÏÍ.

þÔÏ ÂÕÄÅÔ, ÅÓÌÉ × ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ 13.1 ÚÁÍÅÎÉÔØ ÕÓÌÏ×ÉÅ R 2 P ÎÁ ÕÓÌÏ-

×ÉÅ R 2 BPP? ðÏÌÕÞÉÔÓÑ ÄÒÕÇÏÊ, ÓËÏÒÅÅ ×ÓÅÇÏ, ÂÏÌÅÅ ÛÉÒÏËÉÊ ËÌÁÓÓ,

ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ BNP. ïÄÎÁËÏ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÅÓÔØ

ÄÒÕÇÏÅ, ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ, ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ | MA, ÕËÁÚÙ×ÁÀÝÅÅ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ ÏÎ

×ÈÏÄÉÔ × ÉÅÒÁÒÈÉÀ ËÌÁÓÓÏ×, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÈ ÉÇÒÁÍÉ áÒÔÕÒÁ { íÅÒÌÉÎÁ.

ïÂ ÉÇÒÁÈ, ËÏÔÏÒÙÍÉ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ, ÍÙ ÕÖÅ ÇÏ×ÏÒÉÌÉ

× ÒÁÚÄÅÌÅ 4.1; ÉÇÒÙ áÒÔÕÒÁ { íÅÒÌÉÎÁ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ áÒÔÕÒ |

×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÁÑ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÍÁÛÉÎÁ ôØÀÒÉÎÇÁ. ðÏÒÑÄÏË ÂÕË× × ÏÂÏ-

ÚÎÁÞÅÎÉÉ MA ÕËÁÚÙ×ÁÅÔ ÎÁ ÐÏÒÑÄÏË ÈÏÄÏ×: ×ÎÁÞÁÌÅ íÅÒÌÉÎ ÓÏÏÂÝÁÅÔ y,

ÚÁÔÅÍ áÒÔÕÒ ÐÒÏ×ÅÒÑÅÔ ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÐÒÅÄÉËÁÔÁ R(x; y).

13.2. ë×ÁÎÔÏ×ÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 13.2. æÕÎËÃÉÑ F : B

�

! f0; 1; hÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏig ÐÒÉ-

ÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ BQNP, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-

ÎÏÓÔØ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÈ ÓÈÅÍ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ ÐÏ n ÒÁÚÍÅÒÁ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÈ

ÔÁËÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ U

n

: B


N

n

! B


N

n

, ÞÔÏ

F

n

(x) = 1 =) 9 j�iP

�

U

n

j�i 
 jxi 
 j0

N

n

�n�m

n

i;M

�

> p

1

,

F

n

(x) = 0 =) 8 j�iP

�

U

n

j�i 
 jxi 
 j0

N

n

�n�m

n

i;M

�

6 p

0

.

úÄÅÓØ F

n

(�) | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ F ÎÁ ÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ n, j�i 2 B


m

n

, m

n

=

= poly(n), M = j1i 
 B


(N

n

�1)

, Á ÄÌÑ p

0

É p

1

ÄÏÌÖÎÏ ×ÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ

ÕÓÌÏ×ÉÅ p

1

� p

0

= 
(n

��

), � > 0.
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÷ÅËÔÏÒ j�i ×ÙÐÏÌÎÑÅÔ ÒÏÌØ ÐÏÄÓËÁÚËÉ (y) ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅ-

ÎÉÑ. îÁÍ ÕÄÏÂÎÅÅ ÓÞÉÔÁÔØ ÅÇÏ ÐÅÒ×ÙÍ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ U

n

(ÞÔÏÂÙ

ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ × ÌÀÂÏÊ ÍÏÍÅÎÔ ÐÏÌÏÖÉÔØ x ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ É ÉÓËÌÀÞÉÔØ ÉÚ

ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 13.1. ÷ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ 13.2 Ë×ÁÎÔÏÒÙ ÐÏ j�i ×ËÌÀÞÁÀÔ ×

ÓÅÂÑ ÔÏÌØËÏ ×ÅËÔÏÒÙ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÓÏÇÌÁÛÅÎÉÅ ÂÕÄÅÍ

ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ É ÄÁÌÅÅ × ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ, ×ÙÎÏÓÑ ÎÏÒÍÉÒÏ×ÏÞÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅ-

ÌÉ ÚÁ ÚÎÁË j i.

åÓÌÉ ×ÍÅÓÔÏ ÞÉÓÔÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ j�i ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÓÍÅÛÁÎÎÙÅ, ÔÏ ÐÏ-

ÌÕÞÁÅÔÓÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ: ÍÁËÓÉÍÕÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ×Ó£ ÒÁ×ÎÏ

ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÎÁ ÞÉÓÔÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ.

ðÏ ÓÕÔÉ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ×Ó£ ÔÁ ÖÅ ÉÇÒÁ íÅÒÌÉÎÁ Ó áÒÔÕÒÏÍ, ÔÏÌØËÏ

ÔÅÐÅÒØ ÐÏÄÞÉÎÑÀÝÁÑÓÑ ÚÁËÏÎÁÍ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÉ. óÏÏÂÝÅÎÉÅ íÅÒ-

ÌÉÎÁ (ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ j�i) ÄÁ£Ô áÒÔÕÒÕ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ

F (x) = 1 Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ p

1

, ÅÓÌÉ ÜÔÏ ÔÁË. á ÅÓÌÉ F (x) = 0, ÔÏ ×ÅÒÏÑÔ-

ÎÏÓÔØ, ÞÔÏ íÅÒÌÉÎÕ ÕÄÁÓÔÓÑ ÕÂÅÄÉÔØ áÒÔÕÒÁ × ÏÂÒÁÔÎÏÍ, ÎÅ ×ÙÛÅ p

0

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÏÏÂÝÅÎÉÑ íÅÒÌÉÎÁ.

ïÂÓÕÄÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÐÏÒÏÇÏ×ÙÍÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÑÍÉ.

éÚ ÐÒÉ×ÅÄ£ÎÎÏÇÏ × ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ 13.2 ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ ÇÏÒÁÚÄÏ ÂÏÌÅÅ

ÓÉÌØÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÎÁ p

0

É p

1

.

ìÅÍÍÁ 13.1 (ÕÓÉÌÅÎÉÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ). åÓÌÉ F 2 BQNP, ÔÏ ÏÎÁ ÕÄÏ-

×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÔÁËÖÅ É ÔÁËÏÍÕ ×ÁÒÉÁÎÔÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 13.2, ÇÄÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ

p

1

� p

0

= 
(n

��

) ÚÁÍÅÎÅÎÏ ÎÁ p

1

= 1 � ", p

0

= ", " = exp(�O(n

�

)),

� > 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÂÝÁÑ ÉÄÅÑ ÕÓÉÌÅÎÉÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÏÓÔÁ£ÔÓÑ ÐÒÅÖ-

ÎÅÊ: ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÂÏÌØÛÏÅ, ÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÐÏÌÉÎÏÍÏÍ, ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ËÏ-

ÐÉÊ ÓÈÅÍÙ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÅÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ U = U

n

(ÉÎÄÅËÓ n ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÐÕÓ-

ËÁÔØ). ë ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍ ÉÈ ÒÁÂÏÔÙ ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ ÇÏÌÏÓÏ×ÁÎÉÑ Ó

ÐÏÒÏÇÏ×ÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ, ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÉÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ p

0

É p

1

:

G(z

1

; : : : ; z

k

) =

8
>
>
>
<

>
>
>
:

1; ÅÓÌÉ

k

P

j=1

z

j

> l

0; ÅÓÌÉ

k

P

j=1

z

j

< l;

(13.1)

ÇÄÅ l = pk, p = (p

0

+ p

1

)=2. îÏ ÔÅÐÅÒØ ÐÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÁÑ ÔÒÕÄ-

ÎÏÓÔØ | íÅÒÌÉÎ ÍÏÖÅÔ ÐÙÔÁÔØÓÑ ÏÂÍÁÎÕÔØ áÒÔÕÒÁ, ÓÏÏÂÝÁÑ ÅÍÕ ÎÅ-

ÒÁÚÌÏÖÉÍÕÀ × ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÐÏÄÓËÁÚËÕ.

ðÕÓÔØ ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ k ËÏÐÉÊ ÓÈÅÍÙ U . ðÒÅÄÏÓÔÁ×ÉÍ íÅÒÌÉÎÕ

Â�ÏÌØÛÕÀ Ó×ÏÂÏÄÕ, ÒÁÚÒÅÛÉ× × ËÁÞÅÓÔ×Å ÐÏÄÓËÁÚËÉ ÌÀÂÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ
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ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ � 2 L(B


km

). ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÏÔ×ÅÔÏ× z

1

; : : : ; z

k

ÐÒÉ

ÐÏÄÓËÁÚËÅ � ÒÁ×ÎÁ

P(z

1

; : : : ; z

k

j �) = Tr(X

(z

1

)


 : : :
X

(z

k

)

�); (13.2)

ÇÄÅ

X

(a)

= Tr

[m+1;:::;N ]

�

U

y

�

(a)

1

U

�

I

B


m


 jx; 0

N�n�m

ihx; 0

N�n�m

j

�

�

: (13.3)

úÄÅÓØ �

(a)

1

| ÐÒÏÅËÔÏÒ ÎÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ, ÉÍÅÀÝÉÈ a ×

ÐÅÒ×ÏÍ q-ÂÉÔÅ (Ô. Å. C (jai) 
 B


(N�1)

).

þÔÏÂÙ ÕÂÅÄÉÔØ áÒÔÕÒÁ × ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÓÔÉ F (x) = 1, íÅÒÌÉÎ ÍÏÖÅÔ

ÄÁÔØ ÐÏÄÓËÁÚËÕ � = �


k

x

, ÇÄÅ �

x

= j�

x

ih�

x

j | ÓÏÏÂÝÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÕÂÅ-

ÖÄÁÅÔ áÒÔÕÒÁ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÐÏ ÓÈÅÍÅ U , Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ p

1

. ðÏ ÏÂÝÉÍ

Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ, ÆÏÒÍÕÌÁ (13.2) ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ ×

P(z

1

; : : : ; z

k

j �) =

k

Y

j=1

Tr(X

(z

j

)

�

x

) =

k

Y

j=1

P(z

j

j�

x

):

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ F (x) = 0. îÁÍ ÎÕÖÎÏ ÏÃÅÎÉÔØ ×Å-

ÒÏÑÔÎÏÓÔØ P(z

1

; : : : ; z

k

) ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÓÏÏÂÝÅÎÉÑ íÅÒÌÉÎÁ �. ÷Ù-

ÂÅÒÅÍ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å B


m

ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÄÉÁ-

ÇÏÎÁÌÉÚÕÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒ X

(1)

(ÜÔÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÜÒÍÉÔÏ×). ïÐÅ-

ÒÁÔÏÒ X

(0)

= I � X

(1)

ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÎ × ÔÏÍ ÖÅ ÂÁÚÉÓÅ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÎÁÂÏÒ

�ÕÓÌÏ×ÎÙÈ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ� p(zjd) = hdjX

(z)

jdi, ÇÄÅ jdi | ÏÄÉÎ ÉÚ ÂÁÚÉÓ-

ÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×. (ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ p(zjd) > 0 É p(0jd) + p(1jd) = 1.) ôÏÇÄÁ

×ÅÌÉÞÉÎÁ P(z

1

; : : : ; z

k

j �) ÐÒÉÏÂÒÅÔÁÅÔ ×ÉÄ

P(z

1

; : : : ; z

k

j �) =

X

d

1

;:::;d

k

p

d

1

:::d

k

p(z

1

jd

1

) : : : p(z

k

jd

k

);

X

d

1

;:::;d

k

p

d

1

:::d

k

= 1:

(13.4)

úÄÅÓØ p

d

1

:::d

k

= hd

1

: : :d

k

j�jd

1

: : :d

k

i.

æÏÒÍÕÌÁ (13.4) ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÀ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ-

ÂÏÒ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ P(z

1

; : : : ; z

k

j �) ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ (z

1

; : : :

: : : ; z

k

) ËÁË ×ÅËÔÏÒ × k-ÍÅÒÎÏÍ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å. íÙ ÐÏËÁÚÁ-

ÌÉ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ×ÅËÔÏÒ ÎÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÐÏÄÓËÁÚËÅ � ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ×ÙÐÕËÌ-

ÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ ÔÁËÉÈ ÖÅ ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÁ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ ÐÏÄÓËÁÚËÁÈ jd

1

; : : : ; d

n

i.

ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÉÂÏÌØÛÁÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÏÂÙÔÉÑ G(z

1

; : : : ; z

k

) = 1 (ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ

ÆÕÎËÃÉÉ G) ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÎÁ ÐÏÄÓËÁÚËÁÈ ÔÁËÏÇÏ ×ÉÄÁ.

÷ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ G | ÐÏÒÏÇÏ×ÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ (13.1),

p

max

= max

�

Pr

�

G(z

1

; : : : ; z

k

) = 1

�
�

�

�

=

X

j>l

�

k

j

�

p

j
�

(1 � p

�

)

k�j

; (13.5)
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ÇÄÅ p

�

= max

j�i

h�jX

(1)

j�i. óÏÇÌÁÓÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ, p

�

> p

1

, ÅÓÌÉ F (x) = 1, É

p

�

6 p

0

, ÅÓÌÉ F (x) = 0. ïÃÅÎÉÍ ×ÅÌÉÞÉÎÕ p

max

× ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ, ÓÏÏÔ×ÅÔ-

ÓÔ×ÅÎÎÏ, ÓÎÉÚÕ É Ó×ÅÒÈÕ.

âÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï þÅÒÎÏ×Á (ÓÍ. [18]). ðÕÓÔØ

H(p; q) = �(1� p) ln

1� q

1� p

� p ln

q
p

:

ôÏÇÄÁ ÐÒÉ p

�

> p

1

ÐÏÌÕÞÁÅÍ

1� p

max

6 exp(�H(p; p

1

)k);

Á ÐÒÉ p

�

6 p

0

|

p

max

6 exp(�H(p; p

0

)k):

éÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ln(1 + x) 6 x ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ H(p; q) > 0. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÂÏÌÅÅ

ÔÏÞÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ln(1 + x) 6 x� x

2

=2+ x

3

=3, ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÏÃÅÎËÕ

H(p; q) = 
((p�q)

2

). ôÁË ÞÔÏ ÐÒÉ k = n

2�+�

ÕËÁÚÁÎÎÙÅ × ÕÓÌÏ×ÉÉ ÏÃÅÎËÉ

ÎÁ " ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ. �

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 13.2. ÷ÁÖÎÙÍ ÍÏÍÅÎÔÏÍ × ÉÚÌÏÖÅÎÎÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ X

(0)

É X

(1)

ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÍ É ÔÏÍ ÖÅ

ÂÁÚÉÓÅ. ÷ÏÏÂÝÅ, ÕÓÉÌÅÎÉÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÄÌÑ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔ-

ÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× (ËÁË Ë×ÁÎÔÏ×ÙÈ, ÔÁË É ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ) | ×ÅÝØ ÄÏ×ÏÌØÎÏ

ÔÏÎËÁÑ.

13.3. ðÏÌÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ. ÷ ËÌÁÓÓÅ BQNP, ËÁË É × NP, ÅÓÔØ ÐÏÌÎÙÅ ÚÁ-

ÄÁÞÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÊ ÖÅ ÓÁÍÏÊ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ Ó×ÏÄÉÍÏÓÔÉ, ËÏÔÏÒÕÀ

ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÉ ÒÁÎØÛÅ. ÷ÏÔ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÊ ÐÒÉÍÅÒ.

úÁÄÁÞÁ 0. úÁÄÁÄÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ F ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØ Z |

ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÒÏÅË ×ÉÄÁ

(hÏÐÉÓÁÎÉÅ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ ÓÈÅÍÙ W i; p

0

; p

1

);

ÇÄÅ ÐÏÄ ÏÐÉÓÁÎÉÅÍ ÓÈÅÍÙ ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ Å£ ÐÒÉÂÌÉÖ£ÎÎÁÑ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÑ ×

ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ, Á p

1

� p

0

= 
(n

��

) (� > 0, n | ÒÁÚÍÅÒ ÏÐÉÓÁÎÉÑ

ÓÈÅÍÙ). ôÏÇÄÁ ÄÌÑ z 2 Z

F (z) = 1 () ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÅËÔÏÒ j�i, ÐÒÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÉ ÎÁ ËÏÔÏ-

ÒÙÊ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ × ÐÅÒ×ÏÍ ÂÉÔÅ 1 Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ,

Â�ÏÌØÛÅÊ p

1

;

F (z) = 0 () ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÅÈ j�i ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÐÏÌÕÞÉÔØ × ÐÅÒ×ÏÍ ÂÉ-

ÔÅ 1 ÍÅÎØÛÅ p

0

.

ðÏÌÎÏÔÁ ÚÁÄÁÞÉ 0 ÏÞÅ×ÉÄÎÁ. ÷Ó£, ÞÔÏ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÄÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ

Ó×ÅÄ�ÅÎÉÑ, ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ 13.2. ÷ÈÏÄ x ×ÏÊÄ£Ô × ÏÐÉÓÁÎÉÅ

ÓÈÅÍÙ W ×ÍÅÓÔÅ ÓÏ ÓÈÅÍÏÊ U

n

.
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òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÂÏÌÅÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÅ ÐÒÉÍÅÒÙ. äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÄÁÄÉÍ ÏÐÒÅ-

ÄÅÌÅÎÉÅ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÇÏ ÁÎÁÌÏÇÁ 3-ëîæ | ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÉÁÎÁ (ÌÏ-

ËÁÌØÎÏÓÔØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÏÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ×ÈÏ-

ÄÑÝÉÈ × ÏÄÎÕ ÄÉÚßÀÎËÃÉÀ).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 13.3. ïÐÅÒÁÔÏÒ H : B


n

! B


n

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ k-ÌÏËÁÌØ-

ÎÙÍ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÉÁÎÏÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ

H =

X

j

H

j

[S

j

];

ÇÄÅ ËÁÖÄÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ | ÜÒÍÉÔÏ× ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÎÁ ÍÎÏÖÅ-

ÓÔ×Å q-ÂÉÔÏ× S

j

, jS

j

j 6 k, ÎÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ q-ÂÉÔÁÈ ÏÎ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÔÏ-

ÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ.

ðÒÉ ÜÔÏÍ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÎÏÒÍÉÒÏ×ËÉ 0 6 H

j

6 1 (ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ-

×ÁÍÉ, É H

j

, É I �H

j

| ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÕÏÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÅ).

úÁÄÁÞÁ 1: ÌÏËÁÌØÎÙÊ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÉÁÎ. ðÕÓÔØ Z | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï

ÔÒÏÅË ×ÉÄÁ

(hÏÐÉÓÁÎÉÅ k-ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÉÁÎÁ Hi; a; b);

ÇÄÅ k = O(1), 0 6 a < b, b� a = 
(n

��

), (� > 0). ôÏÇÄÁ ÄÌÑ z 2 Z

F (z) = 1 () ÅÓÌÉ Õ H ÅÓÔØ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÎÅ ÂÏÌØÛÅÅ a,

F (z) = 0 () ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ H ÂÏÌØÛÅ b.

õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 13.2. úÁÄÁÞÁ ÌÏËÁÌØÎÙÊ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÉÁÎ ÐÒÉÎÁÄÌÅ-

ÖÉÔ BQNP.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÐÉÛÅÍ ×ÎÁÞÁÌÅ ÏÓÎÏ×ÎÕÀ ÉÄÅÀ. íÙ ÐÏÓÔÒÏÉÍ

ÔÁËÕÀ ÓÈÅÍÕ W , ËÏÔÏÒÁÑ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÐÏÄÓËÁÚËÕ ÉÚ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, × ËÏ-

ÔÏÒÏÍ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ H, É ×ÙÄÁ£Ô ÏÔ×ÅÔ �ÄÁ� (ÚÎÁÞÅÎÉÅ 1) ÎÁ ÐÏÄÓËÁÚËÅ

j�i Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ p = 1 � r

�1

h�jH j�i, ÇÄÅ r | ÞÉÓÌÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ×

ÇÁÍÉÌØÔÏÎÉÁÎÅ H. åÓÌÉ j�i | ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ

ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ a, ÔÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÔ×ÅÔÁ �ÄÁ� ÂÕÄÅÔ

p = 1� r

�1

h�jH j�i > 1� r

�1

a;

Á ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ H ÂÏÌØÛÅ b, ÔÏ

p = 1� r

�1

h�jH j�i 6 1� r

�1

b:

óÐÅÒ×Á ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÔÁËÕÀ ÓÈÅÍÕ ÄÌÑ ÏÄÎÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ. ðÕÓÔØ ÜÔÏ

ÂÕÄÅÔ H

j

=

P

s

�

s

j 

s

ih 

s

j, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å q-ÂÉÔÏ× S

j

. ðÏ-

ÓËÏÌØËÕ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ H

j

, ÏÇÒÁÎÉ-

ÞÅÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ

W

j

: j 

s

; 0i 7! j 

s

i 


�

p

�

s

j0i+

p

1� �

s

j1i

�

;
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ËÏÔÏÒÙÊ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å q-ÂÉÔÏ× S

j

[ fhÏÔ×ÅÔig, ÇÄÅ hÏÔ×ÅÔi

ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ q-ÂÉÔ, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÂÅÒ£ÔÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÒÁÂÏÔÙ ÓÈÅÍÙ. îÁ

ÏÓÔÁÌØÎÙÈ q-ÂÉÔÁÈ ÐÏÄÓËÁÚËÉ W

j

ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ.

÷ÙÞÉÓÌÉÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ 1 × ÂÉÔÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÐÏÓÌÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ W

j

Ë

ÓÏÓÔÏÑÎÉÀ j�; 0i (ÂÉÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎ × 0 ÐÅÒÅÄ ÎÁÞÁÌÏÍ ÒÁÂÏÔÙ

ÓÈÅÍÙ). ðÕÓÔØ j�i =

P

s

y

s

j 

s

i | ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ j�i ÐÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÓÉ-

ÓÔÅÍÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× H

j

. éÍÅÅÍ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ,

P

j

(1) = h�; 0jW

y

j

�

I 
 j1ih1j

| {z }

hÏÔ×ÅÔi

�

W

j

j�; 0i =

=

 

X

s

y

�
s

h 

s

; 0j

!

W

y

j

�

I 
 j1ih1j

| {z }

hÏÔ×ÅÔi

�

W

j

 

X

t

y

t

j 

t

; 0i

!

=

=

X

s;t

p

1� �

s

y

�
s

p

1� �

t

y

t

h 

s

j 

t

i =

X

s

(1� �

s

)y

�
s

y

s

= 1�

X

s

�

s

y

�
s

y

s

=

= 1� h�jH j�i: (13.6)

ïÂÝÁÑ ÓÈÅÍÁ W ×ÙÂÉÒÁÅÔ ÓÌÕÞÁÊÎÏ É ÒÁ×ÎÏ×ÅÒÏÑÔÎÏ ÎÏÍÅÒ j, ÐÏ-

ÓÌÅ ÞÅÇÏ ÐÒÉÍÅÎÑÅÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ W

j

. ôÁËÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÍÏÖÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ

ÉÚÍÅÒÑÀÝÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ×ÉÄÁ

P

j

jjihjj 
W

j

, ÐÒÉÍÅÎ£ÎÎÙÍ Ë ×ÅËÔÏÒÕ

�

1

p

r

P

j

jji

�


 j�; 0i. (úÄÅÓØ jji ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÂÁÚÉÓÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ ×Ï ×ÓÐÏ-

ÍÏÇÁÔÅÌØÎÏÍ r-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å.) ðÒÏ×ÏÄÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞ-

ÎÏ (13.6), ÐÏÌÕÞÁÅÍ

P(1) =

X

j

1
r

hj; �; 0jW

y

j

�

I 
 j1ih1j

| {z }

hÏÔ×ÅÔi

�

W

j

jj; �; 0i =

X

j

1
r

P

j

(1) =

=1� r

�1

h�jH j�i:

(13.7)

�

õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 13.3. úÁÄÁÞÁ ÌÏËÁÌØÎÙÊ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÉÁÎ ÐÏÌÎÁ ×

ËÌÁÓÓÅ BQNP ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ Ó×ÏÄÉÍÏÓÔÉ.

éÄÅÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ×ÏÓÈÏÄÉÔ Ë æÅÊÎÍÁÎÕ [29]: ÚÁÍÅÎÁ ÕÎÉÔÁÒÎÏÊ

Ü×ÏÌÀÃÉÉ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÉÍ ÏÔ ×ÒÅÍÅÎÉ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÉÁÎÏÍ (Ô. Å. ÐÅÒÅÈÏÄ ÏÔ

ÓÈÅÍÙ Ë ÌÏËÁÌØÎÏÍÕ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÉÁÎÕ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÔÁË, ÐÕÓÔØ ÅÓÔØ ÓÈÅÍÁ ÒÁÚÍÅÒÁ L: U = U

L

�: : :�U

1

.

âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ U ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÉÚ N q-ÂÉÔÏ×, ÐÅÒ×ÙÅ

m ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ | q-ÂÉÔÙ ÐÏÄÓËÁÚËÉ, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ | ×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÅ

(×ÚÑÔÙÅ ÎÁÐÒÏËÁÔ ÎÁ ×ÒÅÍÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ); ÓÞÉÔÁÅÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÓÈÅÍÁ ÓÏ-

ÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÎÁ ÐÁÒÁÈ q-ÂÉÔÏ×.
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çÁÍÉÌØÔÏÎÉÁÎ, ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÅÍÙÊ ÓÈÅÍÅ. ïÎ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔ×Å

L = B


N


 C

L+1

;

ÇÄÅ ÐÅÒ×ÙÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÓÈÅÍÁ,

Á ×ÔÏÒÏÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÓÞ£ÔÞÉËÁ ÛÁÇÏ× (ÞÁÓÙ). óÏÓÔÏ-

ÉÔ ÜÔÏÔ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÉÁÎ ÉÚ ÔÒ£È ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ

H = H

in

+H

prop

+H

out

:

óÌÁÇÁÅÍÏÅ H

in

ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÎÁÞÁÌØÎÏÍÕ ÓÏÓÔÏÑÎÉÀ É ÒÁ×ÎÏ

H

in

=

 

N

X

s=m+1

�

(1)

s

!


 j0ih0j; (13.8)

ÇÄÅ �

(�)

s

| ÐÒÏÅËÔÏÒ ÎÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ×ÅËÔÏÒÏ×, Õ ËÏÔÏÒÙÈ s-Ê ÂÉÔ

ÒÁ×ÅÎ �. ÷ÔÏÒÏÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ × ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å

ÓÞ£ÔÞÉËÁ.

óÌÁÇÁÅÍÏÅ H

out

ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÍÕ ÓÏÓÔÏÑÎÉÀ É ÒÁ×ÎÏ

H

out

= �

(0)

1


 jLihLj; (13.9)

ÚÄÅÓØ ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ ÂÉÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ | ÐÅÒ×ÙÊ.

é, ÎÁËÏÎÅÃ, ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ H

prop

ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔ Ü×ÏÌÀÃÉÀ ÓÉÓÔÅÍÙ É ÓÏÓÔÏ-

ÉÔ, ËÁË É ÓÌÅÄÏ×ÁÌÏ ÏÖÉÄÁÔØ, ÉÚ L ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÔ-

×ÅÞÁÅÔ ÚÁ ÐÅÒÅÈÏÄ ÏÔ j � 1 Ë j:

H

prop

=

L

X
j=1

H

j

;

H

j

= �

1
2

U

j


 jjihj�1j �

1
2

U

y

j


 jj�1ihjj+

1
2

I 


�

jjihjj+ jj�1ihj�1j

�

:

(13.10)

ëÁÖÄÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ H

j

ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ Ä×Á q-ÂÉÔÁ ÉÚ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÓÏ-

ÓÔÏÑÎÉÊ É ÎÁ q-ÂÉÔÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÓÞ£ÔÞÉËÁ.

úÁÍÅÎÁ ÂÁÚÉÓÁ. ðÒÏÉÚ×ÅÄ£Í ÚÁÍÅÎÕ ÂÁÚÉÓÁ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÕÀ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ

W =

L

X
j=0

U

j

� : : : � U

1


 jjihjj:

ðÏÌÅÚÎÏ ÏÂÒÁÔÉÔØ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ W | ÉÚÍÅÒÑÀÝÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ:

ÉÚÍÅÒÑÅÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÓÞ£ÔÞÉËÁ j É Ë q-ÂÉÔÁÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ

ÓÈÅÍÙ ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ü×ÏÌÀÃÉÉ ÚÁ ×ÒÅÍÑ j.

çÁÍÉÌØÔÏÎÉÁÎ ÐÒÉ ÔÁËÏÊ ÚÁÍÅÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ ÎÁ ÓÏÐÒÑÖ£ÎÎÙÊ:

e

H =

= W

y

HW . ðÏÓÍÏÔÒÉÍ, ËÁË ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ W ÎÁ

ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ H.
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îÁ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ H

in

ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ ÎÅ ×ÌÉÑÅÔ:

e

H

in

=W

y

H

in

W = H

in

: (13.11)

äÅÊÓÔ×ÉÅ ÎÁ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ H

out

:

e

H

out

= W

y

H

out

W =

�

U

y

�

(0)

1

U

�


 jLihLj: (13.12)

óÌÁÇÁÅÍÏÅ H

j

ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÒ£È. ÷ÎÁÞÁÌÅ ÚÁÐÉÛÅÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÓÏÐÒÑÖÅ-

ÎÉÑ ÎÁ ÐÅÒ×ÏÅ ÉÚ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ × (13.10):

W

y

�

�

1
2

U

j


 jjihj � 1j

�

W =

= �

1
2

X

u;t

�

U

u

� : : : � U

1


 juihuj

�

y

�

U

j


 jjihj � 1j

��

U

t

� : : : � U

1


 jtihtj

�

=

= �

1
2

�

(U

j

� : : : � U

1

)

y

U

j

� : : : � U

1

�




�

�

jjihjj

�

y

jjihj � 1j

�

jj � 1ihj � 1j

�

�

=

= �

1
2

I 
 jjihj � 1j:

óÏÐÒÑÖÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÄÒÕÇÉÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, × ÉÔÏÇÅ

ÐÏÌÕÞÁÅÍ

e

H

j

= W

y

H

j

W =

= I 


1
2

�

jj � 1ihj � 1j � jj � 1ihjj � jjihj � 1j+ jjihjj

�

= I 
E

j

É

e

H

prop

=W

y

H

prop

W = I 
E; (13.13)

ÇÄÅ

E =

L

X
j=1

E

j

=

0
B
B
B
B
B
B
B
@

1
2

�

1
2

0

�

1
2

1 �

1
2

�

1
2

1 �

1
2

�

1
2

.

.

.

.

.

.

0 .

.

.

.

.

.

1
C
C
C
C
C
C
C
A

:

ïÃÅÎËÁ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÒÉ ÏÔ×ÅÔÅ �ÄÁ�. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÓÈÅ-

ÍÁ, ÎÁ ×ÈÏÄ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÄÁÎ ×ÅËÔÏÒ j�i, ÄÁ£Ô ÏÔ×ÅÔ 1 Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÎÅ

ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ 1� ". üÔÏ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ

P(0) = h�; 0jU

y

�

(0)

1

U j�; 0i 6 ":

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Õ

e

H (Á, ÚÎÁÞÉÔ, É Õ H) ÅÓÔØ ÍÁÌÏÅ

ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÒÅÄßÑ×ÉÍ ÔÁËÏÊ ×ÅËÔÏÒ je�i, ÞÔÏ he�j

e

H je�i

ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏ (ÍÉÎÉÍÕÍ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ h�j

e

H j�i ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ

ÎÁ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÍ ×ÅËÔÏÒÅ).
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÷ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÓÞ£ÔÞÉËÁ ×ÙÂÅÒÅÍ ×ÅËÔÏÒ

j i =

1

p

L+ 1

L

X
j=0

jji: (13.14)

éÓËÏÍÙÊ ×ÅËÔÏÒ je�i ÒÁ×ÅÎ j�; 0i 
 j i. ïÃÅÎÉÍ he�jH je�i.

ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ Ej i = 0. ðÏÜÔÏÍÕ

he�j

e

H

prop

je�i = 0 = he�j

e

H

j

je�i:

ðÏÓËÏÌØËÕ ×ÓÅ ×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÅ q-ÂÉÔÙ ×ÎÁÞÁÌÅ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÙ × 0, ÔÏ

ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÙ (13.8) ÐÏÌÕÞÁÅÍ

he�j

e

H

in

je�i = 0:

ïÓÔÁÌÏÓØ ÏÃÅÎÉÔØ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ

he�j

e

H

out

je�i = he�j

�

U

y

�

(0)

1

U

�


 jLihLj je�i = P(0) �

1

L+ 1

6

"

L+ 1

:

éÔÁË, ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ

he�j

e

H je�i 6

"

L+ 1

;

ÐÏÜÔÏÍÕ Õ H ÅÓÔØ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ Ó ÔÁËÏÊ ÖÅ ×ÅÒÈÎÅÊ ÏÃÅÎËÏÊ.

ïÃÅÎËÁ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÒÉ ÏÔ×ÅÔÅ �ÎÅÔ�. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÍ

ÎÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ×ÅÌÉËÉ. ðÕÓÔØ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ

×ÅËÔÏÒÁ j�i ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÔ×ÅÔÁ 1 ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ", Ô. Å.

h�; 0jU

y

�

(0)

1

U j�; 0i > 1� ":

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÓÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ H ÂÏÌØÛÅ ÌÉÂÏ ÒÁ×-

ÎÙ c(1�

p

")L

�3

, ÇÄÅ c | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÄÌÉÎÎÏÅ, ÐÏÜÔÏÍÕ ×ÎÁÞÁÌÅ ÐÒÉ×ÅÄ£Í ÅÇÏ

ËÒÁÔËÉÊ ÐÌÁÎ. ðÒÅÄÓÔÁ×É× ÇÁÍÉÌØÔÏÎÉÁÎ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ

e

H = A

1

+ A

2

ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× A

1

=

e

H

in

+

e

H

out

É A

2

=

e

H

prop

, ÍÙ ÏÃÅÎÉÍ ÓÎÉÚÕ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÅ

ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ A

1

É A

2

ÐÏ ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ. ðÏÌÕÞÉÍ ÏÃÅÎ-

ËÉ 1 É c

0

L

�2

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. þÔÏÂÙ ÏÃÅÎÉÔØ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ

ÞÉÓÌÏ A

1

+A

2

, ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÌÅÍÍÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÄÁ£Ô ÔÁËÕÀ ÏÃÅÎËÕ ÄÌÑ

ÓÕÍÍÙ ÞÅÒÅÚ ÏÃÅÎËÉ ÄÌÑ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ É ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ÉÈ ÎÕÌÅ×ÙÍÉ ÐÏÄ-

ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ. õÇÌÏÍ ÍÅÖÄÕ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ L

1

É L

2

Ó ÎÕÌÅ×ÙÍ

ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ×ÅÌÉÞÉÎÕ #(L

1

;L

2

), ÚÁÄÁ×ÁÅÍÕÀ ÕÓÌÏ×É-

ÑÍÉ

cos #(L

1

;L

2

) = max

j�

1

i2L

1

j�

2

i2L

2

�
�

h�

1

j�

2

i

�
�

; 0 < #(L

1

;L

2

) <

�

2

: (13.15)

ìÅÍÍÁ 13.4. ðÕÓÔØ A

1

, A

2

| ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, L

1

,

L

2

| ÉÈ ÎÕÌÅ×ÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÐÒÉÞ£Í L

1

\L

2

= 0. ðÕÓÔØ ÔÁËÖÅ
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ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ A

1

É A

2

ÎÅ ÍÅÎØÛÅ v. ôÏÇÄÁ

A

1

+A

2

> v � 2 sin

2

#

2

; (13.16)

ÇÄÅ # = #(L

1

;L

2

) | ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ L

1

É L

2

.

ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ A > a (A | ÏÐÅÒÁÔÏÒ, a | ÞÉÓÌÏ) ÎÕÖÎÏ ÐÏÎÉÍÁÔØ

ËÁË ÓÏËÒÁÝÅÎÉÅ ÏÔ A � aI > 0. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÅÓÌÉ A > a, ÔÏ ×ÓÅ

ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ A ÎÅ ÍÅÎØÛÅ a.

÷ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÏÃÅÎËÉ 1 É c

0

L

�2

ÄÌÑ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÓÏÂ-

ÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ A

1

É A

2

(ÏÂ ÜÔÏÍ ÕÖÅ ÇÏ×ÏÒÉÌÏÓØ ×ÙÛÅ) É sin

2

# >

> (1�

p

")=(L + 1) ÄÌÑ ÕÇÌÁ. ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÓËÏÍÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

H > c(1�

p

")L

�3

:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï (ÌÅÍÍÙ 13.4). ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ A

1

> v(I � �

L

1

) É

A

2

> v(I ��

L

2

), ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (I ��

L

1

)+

+ (I � �

L

2

) > 2 sin

2

(#=2). ïÎÏ, × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÔÁËÏÍÕ

ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ:

�

L

1

+ �

L

2

6 1 + cos#: (13.17)

ðÕÓÔØ j�i| ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ �

L

1

+�

L

2

, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÊ

ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ � > 0. ôÏÇÄÁ

�

L

1

j�i = u

1

j�

1

i; �

L

2

j�i = u

2

j�

2

i; u

1

j�

1

i + u

2

j�

2

i = �j�i;

ÇÄÅ j�

1

i 2 L

1

É j�

2

i 2 L

2

| ÅÄÉÎÉÞÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ, Á u

1

É u

2

| ÎÅÏÔÒÉÃÁ-

ÔÅÌØÎÙÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. ïÔÓÀÄÁ ÎÁÈÏÄÉÍ

� = h�j

�

�

L

1

+�

L

2

�

j�i = u

2
1

+ u

2
2

;

�

2

=

�

u

1

h�

1

j+ u

2

h�

2

j

��

u

1

j�

1

i+ u

2

j�

2

i

�

= u

2
1

+ u

2
2

+ 2u

1

u

2

Reh�

1

j�

2

i:

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

(1 + x)�� �

2

= x(u

1

� u

2

)

2

> 0; ÇÄÅ x =

�
�

Reh�

1

j�

2

i

�
�

:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, � 6 1 + x 6 1 + cos #. �

ôÅÐÅÒØ ÐÏÌÕÞÉÍ ÕÐÏÍÑÎÕÔÙÅ ×ÙÛÅ ÏÃÅÎËÉ. îÕÌÅ×ÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔ×Á A

1

É A

2

ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ × ×ÉÄÅ

L

1

= B


m


 j0

N�m

i 
 j0i � B


N


 C (j1i; : : : ; jL� 1i)�

� U

y

�

j1i 
 B


(N�1)

�


 jLi

(13.18)

(ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ ×Ï ×ÓÅÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ

ÓÞ£ÔÞÉËÁ),

L

2

= B


N


 j i; (13.19)

ÇÄÅ ×ÅËÔÏÒ j i ÏÐÒÅÄÅÌ£Î ÆÏÒÍÕÌÏÊ (13.14).
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äÌÑ ÏÃÅÎËÉ

A

1

L

?
1

> 1 (13.20)

ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ A

1

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÄÒÕÇ

Ó ÄÒÕÇÏÍ ÐÒÏÅËÔÏÒÏ×, ÐÏÜÔÏÍÕ ×ÓÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÜÔÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ

ÃÅÌÙÅ.

äÌÑ ÏÃÅÎËÉ A

2

L

?
2

ÎÕÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÐÅÒ×ÏÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ

ÞÉÓÌÏ ÍÁÔÒÉÃÙ E. óÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ É ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ å ÄÁÀÔÓÑ

ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ

j 

k

i = �

k

L

X
j=0

cos

�

q

k

�

j +

1
2

�

�

jji; �

k

= 1� cos q

k

;

ÇÄÅ q

k

= �k=(L + 1) (k = 0; : : : ; L). ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

A

2

L

?
2

> 1� cos

�

�

L+ 1

�

> c

0

L

�2

: (13.21)

îÁËÏÎÅÃ, ÎÕÖÎÏ ÏÃÅÎÉÔØ ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ L

1

É L

2

.

âÕÄÅÍ ÏÃÅÎÉ×ÁÔØ Ë×ÁÄÒÁÔ ËÏÓÉÎÕÓÁ ÕÇÌÁ

cos

2

# = max

j�

1

i2L

1

j�

2

i2L

2

�
�

h�

1

j�

2

i

�
�

2

= max

j�

2

i2L

2

h�

2

j�

L

1

j�

2

i: (13.22)

ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ j�

2

i × ×ÉÄÅ j�i
 j i. ðÒÏÅËÔÏÒ ÎÁ L

1

ÒÁÓÐÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁ ÓÕÍÍÕ

ÔÒ£È ÐÒÏÅËÔÏÒÏ×, × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó (13.18). óÏ×ÓÅÍ ÌÅÇËÏ ÐÏÄÓÞÉÔÁÔØ

×ËÌÁÄ ×ÔÏÒÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ, ÏÎ ÒÁ×ÅÎ (L � 1)=(L + 1). ðÅÒ×ÏÅ É ÔÒÅÔØÅ

ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ × ÓÕÍÍÅ ÄÁÀÔ

1

L+ 1

h�j

�

�

K

1

+ �

K

2

�

j�i 6

1 + cos'

L+ 1

;

ÇÄÅ K

1

= B


N

, K

2

= U

y

�

j1i 
 B


(N�1)

�

, Á '| ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ Ä×Õ-

ÍÑ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ. (úÄÅÓØ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (13.17), ÐÏÌÕ-

ÞÅÎÎÏÅ × ÈÏÄÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÌÅÍÍÙ 13.4).

÷ÅÌÉÞÉÎÁ cos

2

' ÒÁ×ÎÁ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÏÔ×ÅÔÁ

1 ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÓÈÅÍÏÊ; ÐÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÏÎÁ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ". ðÏÌÕÞÁÅÍ ÔÁËÕÀ,

ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÝÕÀ (13.22), ÏÃÅÎËÕ:

h�

2

j�

L

1

j�

2

i 6

L� 1

L+ 1

+

1 +

p

"

L+ 1

= 1�

1�

p

"

L+ 1

:

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, sin

2

# = 1�cos

2

# > (1�

p

")=(L+1), ËÁË É ÕÔ×ÅÒÖÄÁÌÏÓØ

×ÙÛÅ.

òÅÁÌÉÚÁÃÉÑ ÓÞ£ÔÞÉËÁ. íÙ ÎÁÐÉÓÁÌÉ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÊ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÉÁÎ,

ÐÏÞÔÉ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊ ÔÒÅÂÕÅÍÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ. õ ÎÅÇÏ ÅÓÔØ ÔÏÌØËÏ

ÏÄÉÎ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏË | ÏÎ ÌÉÛØ (logL)-ÌÏËÁÌØÎÙÊ (× ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÓÞ£ÔÞÉ-

ËÁ ÍÙ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÍ ÎÁ ×ÓÅ q-ÂÉÔÙ).
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üÔÏÔ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏË ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÏÄÏÌÅÔØ, ÅÓÌÉ ×ÌÏÖÉÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï

ÓÞ£ÔÞÉËÁ × Â�ÏÌØÛÅÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. ÷ÏÚØÍ£Í L q-ÂÉÔÏ×, ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÙÈ

ÏÔ 1 ÄÏ L. éÓËÏÍÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ C

L+1

! B


L

×ÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË:

jji 7! j 1; : : : ; 1

| {z }

j

; 0; : : : ; 0

| {z }

L�j

i:

éÓÐÏÌØÚÕÅÍÙÅ × ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÉÁÎÁ H ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÎÁ ÐÒÏ-

ÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÓÞ£ÔÞÉËÁ ÚÁÍÅÎÑÀÔÓÑ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÓÈÅÍÅ

j0ih0j ÎÁ �

(0)

1

; j0ih1j ÎÁ

�

j0ih1j

�

1

�

(0)

2

;

jjihjj ÎÁ �

(1)

j

�

(0)

j+1

; jj � 1ihjj ÎÁ �

(1)

j�1

�

j0ih1j

�

j

�

(0)

j+1

;

jLihLj ÎÁ �

(1)

L

; jL� 1ihLj ÎÁ �

(1)

L�1

�

j0ih1j

�

L

:

(13.23)

ôÅÐÅÒØ ÏÎÉ 3-ÌÏËÁÌØÎÙÅ (Á ÓÁÍ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÉÁÎ, Ó ÕÞÅÔÏÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÎÁ

q-ÂÉÔÙ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÓÈÅÍÙ, | 5-ÌÏËÁÌØÎÙÊ).

åÓÌÉ ÇÏ×ÏÒÉÔØ ÔÏÞÎÅÅ, ÍÙ ÚÁÍÅÎÉÌÉ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÉÁÎ H, ÄÅÊÓÔ×Ï×Á×-

ÛÉÊ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å L = B


N


 C

L+1

, ÎÁ ÎÏ×ÙÊ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÉÁÎ H

ext

,

ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÎÁ Â�ÏÌØÛÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å L

ext

= B


N


 B


L

. ïÐÅÒÁÔÏÒ

H

ext

ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï L � L

ext

× ÓÅÂÑ É ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ÎÅÍ

ÔÁË ÖÅ, ËÁË H.

ôÅÐÅÒØ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÎÏ×ÁÑ ÐÒÏÂÌÅÍÁ: ÞÔÏ ÄÅÌÁÔØ Ó ÌÉÛÎÉÍÉ ÓÏÓÔÏÑ-

ÎÉÑÍÉ × ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÓÞ£ÔÞÉËÁ? íÙ ÓÐÒÁ×ÉÍÓÑ Ó ÜÔÏÊ

ÐÒÏÂÌÅÍÏÊ, ÄÏÂÁ×É× ÅÝ£ ÏÄÎÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ Ë ÇÁÍÉÌØÔÏÎÉÁÎÕ H

ext

:

H

stab

= I

B


N 


L�1

X

j=1

�

(0)

j

�

(1)

j+1

:

îÕÌÅ×ÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ H

stab

ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ÓÔÁÒÙÍ ÒÁ-

ÂÏÞÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ L, ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ

×ÅÒÈÎÅÊ ÏÃÅÎËÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÒÉ ÏÔ×ÅÔÅ �ÄÁ�.

ðÒÉ ÏÔ×ÅÔÅ �ÎÅÔ� ÔÒÅÂÕÅÍÕÀ ÎÉÖÎÀÀ ÏÃÅÎËÕ ÄÌÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ

ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ H

ext

+H

stab

ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ïÂÁ ÓÌÁ-

ÇÁÅÍÙÈ ÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï L, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ

ÏÃÅÎÉ×ÁÔØ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÎÁ L É ÅÇÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÉ L

?

. îÁ L

ÉÍÅÅÍ H

ext

> c(1�

p

")L

�3

É H

stab

= 0, Á ÎÁ L

?

| H

ext

> 0 É H

stab

> 1.

(úÄÅÓØ ÍÙ ÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÉÁÎÁ,

(13.8), (13.9) É (13.10), ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍ ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ (13.23)).

÷ ÌÀÂÏÍ ÓÌÕÞÁÅ

H

ext

+H

stab

> c(1�

p

")L

�3

:

üÔÏ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÐÏÌÎÏÔÙ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÌÏËÁÌØÎÏÍ ÇÁÍÉÌØÔÏ-

ÎÉÁÎÅ × ËÌÁÓÓÅ BQNP. �
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13.4. íÅÓÔÏ BQNP ÓÒÅÄÉ ÄÒÕÇÉÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ×. ðÒÑÍÏ ÉÚ

ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ BQNP ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÌÁÓÓ MA (Á, ÚÎÁÞÉÔ, É

BPP, É NP). îÉÞÅÇÏ ÂÏÌÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÇÏ Ï ÓÉÌÅ �ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ�

Ë×ÁÎÔÏ×ÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ÓËÁÚÁÔØ ÐÏËÁ ÎÅÌØÚÑ.

15)

îÅ ÓÌÉÛËÏÍ ÍÎÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ É ÏÂ ÉÈ �ÓÌÁÂÏÓÔÉ�.

õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 13.5. BQNP � PSPACE.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. íÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÐÏÄÓËÁÚËÁ

íÅÒÌÉÎÁ ÂÕÄÅÔ ÐÒÉÎÑÔÁ áÒÔÕÒÏÍ, ÒÁ×ÎÁ ÍÁÓÉÍÁÌØÎÏÍÕ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ

ÞÉÓÌÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ X = X

(1)

(ÓÍ. ÆÏÒÍÕÌÕ (13.3)). îÁÍ ÎÕÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ

ÜÔÕ ×ÅÌÉÞÉÎÕ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ O(n

��

) (� > 0).

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ 0 6 X 6 1. äÌÑ ÏÃÅÎËÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ

ÞÉÓÌÁ ÂÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:

ln�

max

= lim

d!1

ln TrX

d

d

:

ðÕÓÔØ �

max

= �

1

> �

2

> : : : > �

2

m

| ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ X

(ÚÄÅÓØ m = poly(n) | ÄÌÉÎÁ ÐÏÄÓËÁÚËÉ). éÍÅÅÍ ÏÃÅÎËÕ

ln�

max

6

ln TrX

d

d

=

ln

2

m

P

j=1

�

d
j

d

6 ln�

max

+

m

d

ln 2;

ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÏÃÅÎËÉ Ó ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÎÅÏ-

ÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÎÁ m q-ÂÉÔÁÈ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×Ù-

ÞÉÓÌÉÔØ ÓÌÅÄ ÏÔ ÅÇÏ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÐÏÌÉÎÏÍÏÍ ÏÔ m.

÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ TrX

d

ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÎÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÐÁÍÑÔÉ

ÔÅÍ ÖÅ ÓÐÏÓÏÂÏÍ, ÞÔÏ É ÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÒÁÂÏÔÙ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ ÓÈÅÍÙ. �

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 13.3. ðÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÍÏÖÎÏ ÕÓÉÌÉÔØ: BQNP �

� PP. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÒÅÛÅÎÉÀ ÚÁÄÁÞÉ 8.3.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 13.4. íÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉÌÉÓØ ÓÌÕÞÁÅÍ ÉÇÒ íÅÒÌÉÎÁ É áÒÔÕ-

ÒÁ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÔÓÑ ÏÄÉÎ ÒÁÕÎÄ. îÅÄÁ×ÎÏ ÂÙÌÏ ÐÏËÁÚÁÎÏ [45],

ÞÔÏ ÕÖÅ Ä×ÕÈ ÒÁÕÎÄÏ× ÔÁËÏÊ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ ÉÇÒÙ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕ-

ÞÉÔØ ×ÅÓØ ËÌÁÓÓ PSPACE. ÷ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÌÑ ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÑ ËÌÁÓÓÁ

PSPACE ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÕÎÄÏ× [36, 37], ÐÒÉ-

Þ£Í × ÛÉÒÏËÉÈ ËÒÕÇÁÈ ÕÚËÉÈ ÓÐÅÃÉÁÌÉÓÔÏ× ÇÏÓÐÏÄÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÅÎÉÅ, ÞÔÏ

ÎÉËÁËÏÇÏ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÒÁÕÎÄÏ× ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ.

15)

ðÒÅÄÕÐÒÅÖÄÅÎÉÅ: × ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÄÒÕÇÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÇÏ ÎÅ-

ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏÌÕÞÅÎÁ ÐÏÌÎÁÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÁÃÉÑ ×

ÔÅÒÍÉÎÁÈ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× (ÓÍ. [46]).
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14. ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ É Ë×ÁÎÔÏ×ÙÅ ËÏÄÙ

ëÁË ÕÖÅ ÏÂÓÕÖÄÁÌÏÓØ ÒÁÎÅÅ, Ë×ÁÎÔÏ×ÏÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ �ÎÅ ÓÌÉÛËÏÍ�

ÞÕ×ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ Ë ÐÏÇÒÅÛÎÏÓÔÑÍ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ ÕÎÉÔÁÒÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×:

ÏÛÉÂËÉ ÎÁËÁÐÌÉ×ÁÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ. åÓÌÉ ÅÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÕÎÉÔÁÒ-

ÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× U

1

; : : : ; U

L

É ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÊ

~

U

1

; : : :

: : : ;

~

U

L

, k

~

U

j

� U

j

k < �, ÔÏ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

k

~

U

L

� : : : �

~

U

1

� U

L

� : : : �U

1

k < L�:

ïÔÓÀÄÁ ÌÅÇËÏ ÚÁËÌÀÞÉÔØ, ÎÁÓËÏÌØËÏ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÐÏÌÕÞÅ-

ÎÉÑ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÏÔ×ÅÔÁ F (x) Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ ÓÈÅÍÏÊ U = U

L

� : : : � U

1

(ÓÍ.

ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.1). üÔÁ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ (ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á × ÏÐÒÅÄÅ-

ÌÅÎÉÉ) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÐÉÓÁÎÁ ËÁË h�jU

y

�

M

U j�i, ÇÄÅ j�i = jx; 0

N�n

i, Á

M = jF (x)i 
 B


(N�m)

. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÏÃÅÎËÁ:

�
�

h�j

~

U

y

�

M

~

U j�i � h�jU

y

�

M

U j�i

�
�

6 2k

~

U � Uk 6 2L�:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÉ ÎÅÔÏÞÎÏÊ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ ÕÎÉÔÁÒÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÐÒÁ-

×ÉÌØÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ > 1�"�2L�; × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ

ÜÔÁ ÏÃÅÎËÁ ÎÅÕÌÕÞÛÁÅÍÁ.

ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÆÉÚÉÞÅÓËÏÊ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÇÏ ËÏÍÐØÀÔÅÒÁ, ÐÏ-

ÌÕÞÅÎÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÉÔÅÌØÎÙÍ. ðÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ

ÒÁÚÍÅÒ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ ÓÈÅÍÙ L ÎÅ ÄÏÌÖÅÎ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔØ 1=(4�), ÉÎÁÞÅ ×ÅÒÏ-

ÑÔÎÏÓÔØ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÏÔ×ÅÔÁ ÍÏÖÅÔ ÓÔÁÔØ ÍÅÎØÛÅ 1=2. ðÏÜÔÏÍÕ ×ÏÚÎÉ-

ËÁÅÔ ×ÁÖÎÙÊ ×ÏÐÒÏÓ: ÍÏÖÎÏ ÌÉ ÉÚÂÅÖÁÔØ ÎÁËÏÐÌÅÎÉÑ ÏÛÉÂÏË, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ

ÓÈÅÍÙ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÇÏ ×ÉÄÁ?

ïÔ×ÅÔ ÎÁ ÜÔÏÔ ×ÏÐÒÏÓ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ. éÄÅÑ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ

ÚÁËÏÄÉÒÏ×ÁÔØ (ÚÁÍÅÎÉÔØ) ËÁÖÄÙÊ q-ÂÉÔ, ÉÓÐÏÌØÚÕÀÝÉÊÓÑ × ×ÙÞÉÓÌÅÎÉ-

ÑÈ, ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÏÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÇÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ×ÌÏÖÅÎÉÑ

V : B ! B


n

. äÅÌÏ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÛÉÂËÉ, ËÁË ÐÒÁ×ÉÌÏ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ ÏÄÎÏ-

×ÒÅÍÅÎÎÏ ÎÁ ÎÅÂÏÌØÛÏÅ ÞÉÓÌÏ q-ÂÉÔÏ×, ÐÏÜÔÏÍÕ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÐÏ×ÙÛÁÅÔ

ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÓÔØ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ.

ëÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÄÌÑ ÏÒÇÁÎÉÚÁÃÉÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÂÅÚ ÐÏÔÅÒÉ

ÔÏÞÎÏÓÔÉ, ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÓÌÏÖÎÙ. ðÏÄÒÏÂÎÏ ÏÎÉ ÉÚÌÏÖÅÎÙ × [41, 19, 34, 4, 32],

Á ÚÄÅÓØ ÍÙ × ÏÓÎÏ×ÎÏÍ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÙÍ ×ÏÐÒÏÓÏÍ: ËÁË ÓÏ-

ÈÒÁÎÑÔØ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏ ÄÏÌÇÏ ÚÁÄÁÎÎÏÅ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ? (ìÅÇËÏ

ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ | ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ×ÏÐÒÏÓÁ, ËÏÇÄÁ ÒÅÁÌÉ-

ÚÕÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×.) äÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ

ÔÁËÏÊ ÕÐÒÏÝ£ÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ËÏÎËÒÅÔÎÙÊ ×ÉÄ ËÏÄÉÒÕÀÝÅÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ

V ÎÅ×ÁÖÅÎ; ÎÕÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÌÉÛØ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï M = ImV � B


n

.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 14.1. ë×ÁÎÔÏ×ÙÊ ËÏÄ ÔÉÐÁ (n;m) | ÜÔÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔ×Ï M � B


n

ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2

m

. (þÉÓÌÏ m | ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÚÁËÏÄÉÒÏ×ÁÎ-

ÎÙÈ q-ÂÉÔÏ× | ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÃÅÌÙÍ).
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ïÛÉÂËÉ, ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÅ ÐÒÉ ÈÒÁÎÅÎÉÉ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ, ÂÕÄÕÔ ÐÒÉ×ÏÄÉÔØ

Ë ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÂÕÄÅÔ ×ÙÈÏÄÉÔØ ÚÁ ÐÒÅÄÅÌÙM. ðÏÜÔÏÍÕ

ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÎÁÕÞÉÔØÓÑ ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÔØ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÐÏÓÌÅ ×ÏÚ-

ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÏÛÉÂÏË ÏÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÇÏ ÔÉÐÁ.

14.1. ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ËÏÄÙ. ÷ÎÁÞÁÌÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ ËÌÁÓÓÉÞÅ-

ÓËÉÈ ËÏÄÏ×. íÙ ÌÉÛØ ÓÌÅÇËÁ ÚÁÔÒÏÎÅÍ ÜÔÕ ÏÂÛÉÒÎÕÀ ÔÅÍÕ. ðÏÄÒÏÂÎÏÅ

ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ÔÅÏÒÉÉ ËÏÄÏ×, ËÏÒÒÅËÔÉÒÕÀÝÉÈ ÏÛÉÂËÉ, (ÔÁË ÏÂÙÞÎÏ ÎÁÚÙ-

×ÁÅÔÓÑ ÜÔÁ ÎÁÕËÁ) ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ × [9].

ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊ ËÏÄ ÔÉÐÁ (n;m) | ÜÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M � B

n

ÍÏÝ-

ÎÏÓÔÉ 2

m

. äÌÑ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÏÛÉÂÏË ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÔÁËÖÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ËÁÎÁÌ

Ó×ÑÚÉ | ÎÅÞÔÏ ×ÒÏÄÅ ÎÅÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ B

n

! B

n

0

. óÕÝÅÓÔ-

×ÕÅÔ Ä×Å ÍÏÄÅÌÉ ÏÛÉÂÏË: ÂÏÌÅÅ ÒÅÁÌÉÓÔÉÞÎÁÑ | ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÁÑ, É ÕÐÒÏ-

Ý£ÎÎÁÑ | ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-ÍÎÏÖÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ. óÏÇÌÁÓÎÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ,

ËÁÎÁÌ Ó×ÑÚÉ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÎÙÍÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÑÍÉ p(y jx) ÐÒÉÅÍÁ ÓÌÏ×Á

y ÐÒÉ ÐÅÒÅÄÁÞÅ ÓÌÏ×Á x. íÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÓÌÕÞÁÊ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ

ÒÁÓÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÈ ÏÛÉÂÏË, ÐÏÌÁÇÁÑ ÞÔÏ n

0

= n, Á ÕÓÌÏ×ÎÙÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ

ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÛÉÂËÉ ÐÒÉ ÐÅÒÅÄÁÞÅ ÏÄÎÏÇÏ ÂÉÔÁ p

1

:

p(y jx) = p

d(x;y)

1

(1 � p

1

)

n�d(x;y)

: (14.1)

úÄÅÓØ d(x; y) | ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ èÜÍÍÉÎÇÁ (ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÂÉÔÏ×).

åÓÔØ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÕÐÒÏÓÔÉÔØ ÍÏÄÅÌØ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅ-

Ì£ÎÎÙÈ ÏÛÉÂÏË. ïÃÅÎÉÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÓÌÕÞÉÔÓÑ ÂÏÌÅÅ k ÏÛÉÂÏË

(ËÁË ÑÓÎÏ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (14.1), ÜÔÁ ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÏÔ x ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ). óÞÉÔÁÅÍ,

ÞÔÏ n; k | ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÙ, p

1

! 0. ôÏÇÄÁ

Pr[ÞÉÓÌÏ ÏÛÉÂÏË > k] =

X
j>k

�

n

j

�

p

j
1

(1 � p

1

)

n�j

= o(p

k
1

): (14.2)

éÔÁË, ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÏÛÉÂÏË ÂÏÌØÛÅ k, ÍÁÌÁ. ðÏÜÔÏÍÕ

ÍÏÖÎÏ ÓÉÌØÎÏ ÕÐÒÏÓÔÉÔØ ÍÏÄÅÌØ. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÐÅÒÅÄÁÞÅ ÓÌÏ-

×Á x ÍÏÖÅÔ ÐÏÌÕÞÉÔØÓÑ ÌÀÂÏÅ ÓÌÏ×Ï y, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ d(x; y) 6 k (ÐÁÒÁÍÅÔÒ k

ÚÁÄÁ£Ô ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÉÊ ÎÁÓ ÐÏÒÏÇ ÔÏÞÎÏÓÔÉ), Á ÄÒÕÇÉÅ ÏÛÉÂËÉ ÎÅ ×ÓÔÒÅ-

ÞÁÀÔÓÑ.

÷×ÅÄ£Í ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ:

N = B

n

| ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÈÏÄÏ×,

N

0

= B

n

0

| ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÙÈÏÄÏ×,

E � N �N

0

| ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÅÒÅÈÏÄÏ×

(ÏÎÏ ÖÅ | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÛÉÂÏË),

E(n; k) | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï f(x; y) : d(x; y) 6 kg.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 14.2. ëÏÄM ÉÓÐÒÁ×ÌÑÅÔ ÏÛÉÂËÉ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á E, ÅÓ-

ÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x

1

; x

2

2M ÉÚ (x

1

; y) 2 E É (x

2

; y) 2 E ÓÌÅÄÕÅÔ x

1

= x

2

.
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äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ ÜÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÔÁË: ÄÌÑ ÌÀ-

ÂÙÈ ÐÁÒ (x

1

; y

1

); (x

2

; y

2

), ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ E, ÉÚ x

1

; x

2

2 M É x

1

6= x

2

ÓÌÅÄÕÅÔ y

1

6= y

2

.

÷ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ E = E(n; k), ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ËÏÄ ÉÓÐÒÁ×ÌÑÅÔ k

ÏÛÉÂÏË.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ôÅÒÍÉÎ �ËÏÄ, ÉÓÐÒÁ×ÌÑÀÝÉÊ ÏÛÉÂËÉ� Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÔÏÞ-

ÎÙÍ. ðÒÁ×ÉÌØÎÅÅ ÂÙÌÏ ÂÙ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÄ ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÄÌÑ

ÉÓÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ ÏÛÉÂÏË. éÓÐÒÁ×ÌÑÀÝÉÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ | ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅ-

ÎÉÅ P : N

0

! N , ÔÁËÏÅ ÞÔÏ, ÅÓÌÉ (x; y) 2 E É x 2 M , ÔÏ P (y) = x,

×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÓÐÒÁ×ÌÑÀÝÅÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÅËÏ-

ÄÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ.

ðÒÉÍÅÒ 14.1. ëÏÄ Ó ÐÏ×ÔÏÒÅÎÉÅÍ:

M

3

= f(0; 0; 0); (1; 1;1)g � B

3

:

ôÁËÏÊ ËÏÄ ÉÓÐÒÁ×ÌÑÅÔ ÏÄÎÕ ÏÛÉÂËÕ.

ïÞÅ×ÉÄÎÏÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÐÒÉÍÅÒÁ 14.1 ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍ ËÏÄÁÍ,

ÉÓÐÒÁ×ÌÑÀÝÉÍ ÌÀÂÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÏÛÉÂÏË. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÂÏÌÅÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÅ

ÐÒÉÍÅÒÙ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ËÏÄÏ×. äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÄÁÄÉÍ ÅÝ£ ÏÄÎÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ

ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 14.3. ëÏÄÏ×ÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ | ÜÔÏ

d(M ) = minfd(x

1

; x

2

) : x

1

; x

2

2M ; x

1

6= x

2

g:

äÌÑ ËÏÄÁ ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ 14.1 ËÏÄÏ×ÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÒÁ×ÎÏ 3. éÍÅÅÔÓÑ ÏÞÅ-

×ÉÄÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.

õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 14.1. ëÏÄ ÉÓÐÒÁ×ÌÑÅÔ k ÏÛÉÂÏË ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏ-

ÇÄÁ, ËÏÇÄÁ d(M ) > 2k.

14.2. ðÒÉÍÅÒÙ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ËÏÄÏ×.

1. M

n

ÔÉÐÁ (n; 1); ÄÌÑ ÎÅÇÏ d(M

n

) = n.

M

n

= f(0; : : : ; 0

| {z }

n

); (1; : : : ; 1

| {z }

n

)g:

üÔÏ ÓÁÍÁÑ ÐÒÏÓÔÁÑ ÓÈÅÍÁ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ. ðÏ×ÔÏÒÑÅÍ ËÁÖÄÙÊ ÂÉÔ ÍÎÏ-

ÇÏ ÒÁÚ, Á ÐÏÓÌÅ ËÁÖÄÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÍ ËÏÄÏ×ÏÅ ÓÌÏ×Ï,

ÚÁÍÅÎÑÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÂÉÔÏ× ÎÁ ÔÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÞÁÝÅ.

üÔÁ ÓÅÒÉÑ ËÏÄÏ×, ËÁË ÂÕÄÅÔ ÐÏËÁÚÁÎÏ ÎÉÖÅ, ÎÅ ÏÂÏÂÝÁÅÔÓÑ ÎÁ Ë×ÁÎ-

ÔÏ×ÙÊ ÓÌÕÞÁÊ.

2. ðÒÏ×ÅÒËÁ ÎÁ Þ£ÔÎÏÓÔØ. ëÏÄ M

(2)

n

ÔÉÐÁ (n; n�1), ÄÌÑ ÎÅÇÏ d(M

(2)

n

) =

= 2. óÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ Þ£ÔÎÙÈ ÓÌÏ×, Ô. Å. ÓÌÏ×, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ Þ£ÔÎÏÅ

ÞÉÓÌÏ ÅÄÉÎÉÃ.
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3. ëÏÄ èÜÍÍÉÎÇÁ H

r

. üÔÏ ËÏÄ ÔÉÐÁ (n; n� r), ÇÄÅ ÞÉÓÌÏ n = 2

r

� 1.

óÌÏ×Á ÉÚ B

n

| ÜÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÂÉÔÏ×

x = (x

�

: � = 1; : : : ; n). îÏÍÅÒ ËÁÖÄÏÇÏ ÂÉÔÁ

ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ × Ä×ÏÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÁË � =

= (�

1

; : : : ; �

n

). ÷×ÅÄ£Í ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÎÔÒÏÌØ-

ÎÙÈ ÓÕÍÍ

�

j

(x) =

X

�:�

j

=1

x

�

(ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÚÄÅÓØ ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 2).

îÁ ÒÉÓÕÎËÅ ×ÙÄÅÌÅÎÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÂÉÔÏ×, ×ÈÏÄÑ-

ÝÉÈ × ËÏÎÔÒÏÌØÎÙÅ ÓÕÍÍÙ ÐÒÉ r = 3 (ÐÏÌÅÚÎÏ

×ÉÄÅÔØ × ÜÔÏÊ ËÁÒÔÉÎËÅ ÔÒ£ÈÍÅÒÎÙÊ ËÕÂ).

001

010

011

100

101

110

111

íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÌÏ× ËÏÄÁ èÜÍÍÉÎÇÁ ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ×ÓÅÈ

ËÏÎÔÒÏÌØÎÙÈ ÓÕÍÍ 0 (Ô. Å. ÏÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÐÏ ÍÏÄÕ-

ÌÀ 2). íÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÏÄÁ èÜÍÍÉÎÇÁ d = 3.

14.3. ìÉÎÅÊÎÙÅ ËÏÄÙ. ðÕÓÔØ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï N = B

n

= F

n
2

. ìÉ-

ÎÅÊÎÙÊ ËÏÄ M � N | ÜÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. ìÉÎÅÊÎÙÅ ËÏÄÙ

ÕÄÏÂÎÏ ÚÁÄÁ×ÁÔØ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ (ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉ-

ÓÔÅÍÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ).

ðÒÉÍÅÒ 14.2. ëÏÄ èÜÍÍÉÎÇÁ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÊ ×ÙÛÅ, ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ËÁË

ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ

8
>
<

>
:

x

100

+ x

101

+ x

110

+ x

111

= �

1

(x) = 0;

x

010

+ x

011

+ x

110

+ x

111

= �

2

(x) = 0;

x

001

+ x

011

+ x

101

+ x

111

= �

3

(x) = 0:

ðÏÜÔÏÍÕ ËÏÄ èÜÍÍÉÎÇÁ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 3.

14.4. ë×ÁÎÔÏ×ÙÅ ËÏÄÙ. âÕÄÅÍ ÄÁ×ÁÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ËÌÁÓ-

ÓÉÞÅÓËÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀ. îÁÂÏÒÕ ÕÓÌÏ×ÎÙÈ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ

�

p(yjx) : x 2 N; y 2

2 N

0

�

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÆÉÚÉÞÅÓËÉ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÍÁÔÒÉÃ

ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ T : L(N ) ! L(N

0

). éÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ É ÕÐÒÏÝ£ÎÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ: ÐÏ

ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÐÅÒÅÈÏÄÏ× E � N � N

0

ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔ×Ï ÏÛÉÂÏË | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï E � L(N ;N

0

).

(ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Ë×ÁÎÔÏ×ÁÑ ÏÛÉÂËÁ | ÜÔÏ ÌÀÂÏÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ

N ! N

0

). åÓÔØ É ÐÒÑÍÏÊ ÁÎÁÌÏÇ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á E(n; k). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ N =

= N

0

= B


n

. þÅÒÅÚ E [A] ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÔÅ ÏÛÉÂËÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ ÎÁ

q-ÂÉÔÁÈ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A É ÎÅ ÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ ÎÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ q-ÂÉÔÁÈ, Ô. Å.
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E [A] = L(B


A

) 
 I

B


[n]nA

(ÚÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ [n] ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ

q-ÂÉÔÏ× f1; : : : ; ng). ôÏÇÄÁ ÐÏÌÁÇÁÅÍ

E(n; k) =

X

jAj6k

E [A]:

(úÄÅÓØ ÓÔÏÉÔ ÐÒÏÓÔÏ ÓÕÍÍÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, ÎÅ ÐÒÑÍÁÑ.) ÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ

ÎÁÓ ÂÕÄÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÔØ ÉÍÅÎÎÏ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÓÔØ Ë ÏÛÉÂËÁÍ ÉÚ E(n; k).

îÏ ÐÅÒÅÄ ÔÅÍ, ËÁË ÚÁÎÑÔØÓÑ ÉÚÕÞÅÎÉÅÍ ËÏÄÏ×, ÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÈ Ë ÏÛÉÂ-

ËÁÍ ÉÚ E(n; k), ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁÎÁÌÏÇ ÍÏÄÅÌÉ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÈ

ÏÛÉÂÏË × Ë×ÁÎÔÏ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ É ÅÇÏ Ó×ÑÚØ Ó ÏÛÉÂËÁÍÉ ÉÚ E(n; k).

14.5. íÏÄÅÌØ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÏÛÉÂÏË × Ë×ÁÎÔÏ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. ðÒÅÄÐÏÌÏ-

ÖÉÍ, ÞÔÏ ÎÁ ËÁÖÄÙÊ q-ÂÉÔ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÍÁÌÏÅ ×ÏÚÍÕÝÅÎÉÅ.

üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÁ ÍÁÔÒÉÃÕ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÉÚ

n q-ÂÉÔÏ× ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ T = (I + R)


n

, ÇÄÅ R | �ÍÁÌÏ�.

÷ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÁÌÏÅ ×ÏÚÍÕÝÅÎÉÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÍÁÌÕÀ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ

ÏÛÉÂËÉ. ÷ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÁÌÏÅ ×ÏÚÍÕÝÅÎÉÅ ÍÅÎÑÅÔ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÌÏÔ-

ÎÏÓÔÉ �ÎÅ ÓÌÉÛËÏÍ ÓÉÌØÎÏ�. þÔÏÂÙ ÐÒÉÄÁÔØ ÜÔÏÍÕ ×ÙÒÁÖÅÎÉÀ ÔÏÞÎÙÊ

ÓÍÙÓÌ, ÎÕÖÎÏ ××ÅÓÔÉ ÎÏÒÍÕ ÎÁ ÍÁÔÒÉÃÁÈ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ, ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÀÝÕÀ

ÉÈ ÂÌÉÚÏÓÔØ, Á ÚÁÔÅÍ | ÔÁËÕÀ ÎÏÒÍÕ ÎÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÈ ÍÁÔÒÉÃ ÐÌÏÔ-

ÎÏÓÔÉ, ÞÔÏÂÙ ×ÙÐÏÌÎÑÌÏÓØ ÕÓÌÏ×ÉÅ: ÍÁÌÏÅ ÐÏ ÎÏÒÍÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÐÅ-

ÒÅ×ÏÄÉÔ ÍÁÔÒÉÃÕ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ × ÂÌÉÚËÕÀ Ë ÎÅÊ.

îÁÞÎ£Í Ó ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ×ÙÑÓÎÉÍ, ËÁËÉÅ ÎÏÒÍÙ ÐÒÉÇÏÄÎÙ ÄÌÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ-

ÚÁÃÉÉ ÂÌÉÚÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉÃ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ. íÁÔÒÉÃÁ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ, ËÁË ÍÙ ÐÏÍÎÉÍ

ÉÚ ÒÁÚÄÅÌÁ 9, ÚÁÄÁ£Ô ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁ ÞÉÓÔÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉ-

ÑÈ. ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÔØ × `

1

-ÎÏÒÍÅ:

ÅÓÌÉ p = (p

1

; : : : ; p

n

), q = (q

1

; : : : ; q

n

) | Ä×Á ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÔÏ ÍÅÒÏÊ ÉÈ

ÒÁÚÌÉÞÉÑ ÓÞÉÔÁÅÍ

P

n
j=1

jp

j

� q

j

j = kp� qk

1

. äÁÄÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÁÎÁÌÏ-

ÇÉÞÎÏÊ ÎÏÒÍÙ ÄÌÑ ÍÁÔÒÉÃ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 14.4. óÌÅÄÏ×ÁÑ ÎÏÒÍÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A 2 L(N ) ÒÁ×ÎÁ

kAk

tr

= Tr

�

p

A

y

A

�

: (14.3)

äÌÑ ÜÒÍÉÔÏ×Á ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÓÌÅÄÏ×ÁÑ ÎÏÒÍÁ | ÜÔÏ ÓÕÍÍÁ ÍÏÄÕÌÅÊ ÓÏÂ-

ÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

úÁÄÁÞÁ 14.1. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ (14.3) ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÎÏÒ-

ÍÕ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

kAk

tr

= sup

X 6=0

jTrAXj

kXk

(14.4)

(kXk | ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÁÑ ÎÏÒÍÁ, ÓÍ. ÏÐÒ. 7.2 ÎÁ Ó. 62).
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úÁÄÁÞÁ 14.2. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ Ó×ÏÊÓÔ× ÓÌÅÄÏ×ÏÊ

ÎÏÒÍÙ:

Á) kABk

tr

6 kBk kAk

tr

, Ç) kTr

M

Ak

tr

6 kAk

tr

,

Â) kBAk

tr

6 kBk kAk

tr

, Ä) kA
Bk

tr

= kAk

tr

kBk

tr

:

×) jTrAj 6 kAk

tr

,

óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÐÏÞÅÍÕ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÓÌÅÄÏ-

×ÕÀ ÎÏÒÍÕ ÄÌÑ ÍÁÔÒÉÃ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ËÁË ÁÎÁÌÏÇ `

1

-ÎÏÒÍÙ ÄÌÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔ-

ÎÙÈ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ.

ìÅÍÍÁ 14.2. ðÕÓÔØ N =

L

j

N

j

| ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á N

× ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ

ÌÀÂÏÊ ÐÁÒÙ ÍÁÔÒÉÃ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ �, 


X

j

jP(�;N

j

)�P(
;N

j

)j 6 k�� 
k

tr

:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ìÅ×ÕÀ ÞÁÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ-

×ÉÔØ × ×ÉÄÅ Tr((� � 
)B), ÇÄÅ B =

P

j

(��

N

j

). ñÓÎÏ, ÞÔÏ kBk 6 1.

ôÅÐÅÒØ ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÓÌÅÄÏ×ÏÊ ÎÏÒÍÙ × ×ÉÄÅ (14.4). �

ôÅÐÅÒØ ËÁÖÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÎÏÒÍÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ

ÍÁÔÒÉÃ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÏÊ ÎÏÒÍÅ

kTk

1

= sup

X 6=0

kTXk

tr

kXk

tr

(14.5)

É ÍÅÒÉÔØ ÜÔÏÊ ÎÏÒÍÏÊ ÍÁÌÏÓÔØ ×ÏÚÍÕÝÅÎÉÑ. ïÄÎÁËÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ ÎÏÒ-

ÍÙ (14.5) ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÕÄÏÂÎÙÍ, ÔÁË ËÁË ÏÎÁ ÎÅ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÁ Ó ÔÅÎ-

ÚÏÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ. ðÏÑÓÎÉÍ ÜÔÏ ÐÏÄÒÏÂÎÅÅ. þÔÏÂÙ ÉÍÅÔØ ÏÃÅÎËÕ,

ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ ÏÃÅÎËÅ (14.2) × ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÎÁÐÉÓÁÔØ

ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ

T = (I + R)


n

= I +

X

jAj6k

R


A


 I

[n]nA

+

X

jAj>k

R


A


 I

[n]nA

| {z }

P

(14.6)

É ÏÃÅÎÉÔØ ÎÏÒÍÕ P ÐÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ kPk

1

< �. åÓÌÉ ÂÙ ×ÙÐÏÌÎÑÌÏÓØ ÎÅ-

ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï kT 
 Rk

1

6 kTk

1

kRk

1

, ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÂÕË×ÁÌØÎÏ ÐÏ×ÔÏÒÉÔØ

ÏÃÅÎËÕ (14.2). ïÄÎÁËÏ ÜÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ.

ðÒÉÍÅÒ 14.3. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ

T : jjihkj 7! jkihjj (j; k = 0; 1):

ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ kTk

1

= 1, ÏÄÎÁËÏ kT 
 I

L(B)

k

1

= 2. (ðÏÄÅÊÓÔ×ÕÊÔÅ ÐÒÅ-

ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ T 
 I

L(B)

ÎÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒ X =

P

j;k

jj; jihk; kj.)

ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ É Ë×ÁÎÔÏ×ÙÅ ËÏÄÙ 123

ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ (ÎÉÖÅ ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎÏ), ÞÔÏ ÐÁÔÏÌÏÇÉÑ ÐÒÉÍÅÒÁ 14.3

ÉÍÅÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÐÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÅÓÌÉ dimG > dimN , ÔÏ

kT 
 I

L(G)

k

1

= kTk

}

, ÇÄÅ ×ÅÌÉÞÉÎÁ kTk

}

ÏÔ G ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ. ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ

ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÐÏÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÅÇÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ.

÷Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÁÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ×ÅÌÉÞÉÎÁ kTk

}

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÏÒÍÏÊ.

÷Ï-×ÔÏÒÙÈ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÓÌÅÄÏ×ÁÑ ÎÏÒÍÁ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉ×ÎÁ ÏÔÎÏÓÉ-

ÔÅÌØÎÏ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, ÔÏ kT 
 Rk

1

> kTk

1

kRk

1

. ðÏÜÔÏÍÕ

kTk

}

> kTk

1

.

÷-ÔÒÅÔØÉÈ, ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ kTRk

1

6 kTk

1

kRk

1

, ÐÏÜÔÏÍÕ

ÉÍÅÅÍ ÔÁËÉÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á

kTk

1

kRk

1

6 kT 
 Rk

1

= k(T 
 I)(I 
R)k

1

6 kT 
 Ik

1

kI 
Rk

1

: (14.7)

éÚ ÜÔÉÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× ÓÌÅÄÕÅÔ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉ×ÎÏÓÔØ ÎÏÒÍÙ k � k

}

ÏÔÎÏÓÉ-

ÔÅÌØÎÏ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ.

þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÐÒÉ×ÅÄ£ÎÎÏÅ ×ÙÛÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÎÏÒÍ kT 
 Ik

1

, ÄÁÄÉÍ

ÄÒÕÇÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ kTk

}

.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 14.5. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ T : L(N ) ! L(N

0

) ×

×ÉÄÅ T = Tr

F

A�B

y

. úÄÅÓØ A�B

y

ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅX 7! AXB

y

,

Á A;B 2 L(N ;N

0


F), ÇÄÅ F | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÕÎÉÔÁÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï

ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÎÅ ÍÅÎØÛÅÊ, ÞÅÍ (dimN )(dimN

0

). ôÏÇÄÁ kTk

}

| ÔÏÞÎÁÑ

ÎÉÖÎÑÑ ÇÒÁÎØ ÞÉÓÅÌ ×ÉÄÁ kAk kBk (ÜÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÙÅ ÎÏÒÍÙ) ÐÏ ×ÓÅÍ

ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑÍ ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ×ÉÄÁ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. õÓÌÏ×ÉÅ dimF > (dimN )(dimN

0

) ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÕ-

ÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ T = Tr

F

A

0

�B

y

0

. äÌÑ ÍÉÎÉÍÉÚÁÃÉÉ

ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ kAk kBk ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ Ó ÎÏÒÍÁ-

ÍÉ kAk 6 kA

0

k É kBk 6 kB

0

k, ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÎÆÉÍÕÍ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ × ÓÉÌÕ

ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ. ôÏ, ÞÔÏ ÏÎ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ F , ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ

ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ.

ôÅÏÒÅÍÁ 14.1. åÓÌÉ dimG > dimN , ÔÏ kTk

}

= kT 
 I

L(G)

k

1

.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ TX = Tr

F

AXB

y

. ôÏÇÄÁ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ Ó×ÏÊ-

ÓÔ×Á ÓÌÅÄÏ×ÏÊ ÎÏÒÍÙ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 14.2, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

k(T 
 I

L(G)

)Xk

tr

=kTr

F

(A
 I

G

)X(B

y


 I

G

)k

tr

6

6k(A 
 I

G

)X(B

y


 I

G

)k

tr

6 kAk kBk kXk

tr

:

ðÏÜÔÏÍÕ kTk

}

> kT 
 I

L(G)

k

1

.

äÏËÁÚÁÔØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï × ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÌÏÖÎÅÅ. âÅÚ

ÕÍÅÎØÛÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, kTk

}

= 1. éÎÆÉÍÕÍ × ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ 14.5 ÄÏÓÔÉ-

ÇÁÅÔÓÑ ÐÒÉ kAk = kBk = 1.
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ðÏËÁÖÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÒÉ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ �; 
 2

2 L(N ) É � 2 L(F), ÔÁËÉÅ ÞÔÏ Tr

N

0

(A�A

y

) = Tr

N

0

(B
B

y

) = � . ðÕÓÔØ

K = Ker(A

y

A� I

N

); L = Ker(B

y

B � I

N

);

E =

n

Tr

N

0

(A�A

y

) : � 2D(K)

o

; F =

n

Tr

N

0

(B
B

y

) : 
 2D(L)

o

;

ÇÄÅ D(L) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÁÔÒÉÃ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å L.

ôÏÇÄÁ E;F � D(F), ÐÏÜÔÏÍÕ × ËÁÞÅÓÔ×Å � ÇÏÄÉÔÓÑ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ

E \ F .

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ E \ F 6= ?. ôÁË ËÁË E É F | ËÏÍÐÁËÔÎÙÅ ×ÙÐÕË-

ÌÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÅÊ

ÉÈ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÎÅÔ ÔÁËÏÇÏ ÜÒÍÉÔÏ×Á ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ

Z 2 L(F), ÞÔÏ TrXZ > TrY Z ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ X 2 E, Y 2 F . á ÜÔÏ, × Ó×ÏÀ

ÏÞÅÒÅÄØ, ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ ×ÅÌÉÞÉÎÙ kAk kBk ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë

ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÀ
A 7! (I

N

0


 e

�tZ

)A; B 7! (I

N

0


 e

tZ

)B;

ÇÄÅ t ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ, ÎÏ ÍÁÌÏ.

éÔÁË, ÐÕÓÔØ Tr

N

0

(A�A

y

) = Tr

N

0

(B
B

y

) = � 2 D(F), ÇÄÅ �; 
 2

2 D(N ). ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ � É 
 × ×ÉÄÅ � = Tr

G

�

j�ih�j

�

, 
 = Tr

G

�

j�ih�j

�

,

ÇÄÅ j�i; j�i 2 N 
 G | ÅÄÉÎÉÞÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ. úÄÅÓØ ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÕÓÌÏ-

×ÉÅ dimG > dimN É ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 9.1. ðÏÌÏÖÉÍ X = j�ih�j. ïÞÅ×ÉÄÎÏ,

ÞÔÏ kXk

tr

= 1.

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ k(T 
 I

L(G)

)Xk

tr

> 1. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ

X

0

= (T 
 I

L(G)

)X; j�

0

i = (A
 I

G

)j�i; j�

0

i = (B 
 I

G

)j�i;

ÔÏÇÄÁ

X

0

= Tr

F

(j�

0

ih�

0

j); Tr

N

0


G

(j�

0

ih�

0

j) = Tr

N

0


G

(j�

0

ih�

0

j) = �:

ïÔÓÀÄÁ, ×Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒÙ j�

0

i É j�

0

i ÉÍÅÀÔ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ

ÄÌÉÎÕ. ÷Ï-×ÔÏÒÙÈ, ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ U ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å

N

0


 G, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ (U 
 I

F

)j�

0

i = j�

0

i (ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 9.3).

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

kX

0

k

tr

>

jTrUX

0

j

kUk

=

�
�

Tr

�

(U 
 I

F

)j�

0

ih�

0

j

�

�
�

= jTr(j�

0

ih�

0

j)j = 1: �

ôÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÏÃÅÎÉÔØ ÏÓÔÁÔÏÞÎÙÊ ÞÌÅÎ P × ÆÏÒÍÕÌÅ (14.6), ÐÏÞÔÉ

ÄÏÓÌÏ×ÎÏ ÐÏ×ÔÏÒÑÑ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ × ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. åÓÌÉ kRk

1

< �,

ÔÏ kRk

}

< C�, ÇÄÅ C | ËÏÎÓÔÁÎÔÁ (×ÓÅ ÎÏÒÍÙ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ, ÐÒÉ-

Þ£Í ÍÎÏÖÉÔÅÌØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á; R ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ

ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÍÁÔÒÉÃ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ÏÄÎÏÇÏ q-ÂÉÔÁ). éÓÐÏÌØÚÕÑ ÍÕÌØÔÉ-

ÐÌÉËÁÔÉ×ÎÏÓÔØ ÎÏÒÍÙ k � k

}

, ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ

kPk

1

6 kPk

}

= o(�

k

):
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ðÏÜÔÏÍÕ ÂÕÄÅÍ ÐÒÅÎÅÂÒÅÇÁÔØ ×ÓÅÍÉ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍÉ ÉÚ P , Á ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ×ÓÅÈ

ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÂÕÄÅÍ ÕÞÉÔÙ×ÁÔØ. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ R


A

ÉÍÅÀÔ

×ÉÄ R


A

� =

P

i

X

i

�Y

y

i

, ÇÄÅ X

i

; Y

i

2 E(A); ÓÉÍ×ÏÌÉÞÅÓËÉ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉ-

ÓÁÔØ ÔÁË:R


A

2 E(A)�E

y

(A). óÕÍÍÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ

P

jAj6k

R


A

1


I

[n]nA

ÌÅÖÉÔ × E(n; k) � E

y

(n; k). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ×Ù×ÏÄÕ, ÞÔÏ

ÎÕÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÏÛÉÂËÉ ÉÚ E(n; k).

14.6. ïÓÎÏ×ÎÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ. óÌÅÄÕÀÝÅÅ

ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄÁ£Ô × Ë×ÁÎÔÏ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÔÒÅÂÏ×Á-

ÎÉÑ �ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ × ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ� (ÜÔÏ ÎÅ-

ÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÑ ÉÓÈÏÄÎÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ

ÆÉÚÉÞÅÓËÉ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 14.6. ë×ÁÎÔÏ×ÙÊ ËÏÄ (ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï M � N ) ÉÓ-

ÐÒÁ×ÌÑÅÔ ÏÛÉÂËÉ ÉÚ E � L(N ;N

0

), ÅÓÌÉ

8 j�

1

i; j�

2

i 2 M8X;Y 2 E (h�

2

j�

1

i = 0))

�

h�

2

jY

y

Xj�

1

i = 0

�

: (14.8)

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 14.7. æÉÚÉÞÅÓËÉ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ

P : L(N

0

)! L(M)

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÓÐÒÁ×ÌÑÀÝÉÍ (ÄÌÑ ËÏÄÁ M É ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÏÛÉÂÏË E),

ÅÓÌÉ

8T 2 E � E

y

9 c = c(T ) 8 � 2 L(M)

�

PT� = c(T )�

�

:

åÓÌÉ ÐÒÉ ÜÔÏÍ T ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÓÌÅÄ, ÔÏ c(T ) = 1.

ôÅÏÒÅÍÁ 14.2. åÓÌÉ ËÏÄ M ÉÓÐÒÁ×ÌÑÅÔ ÏÛÉÂËÉ ÉÚ E , ÔÏ ÉÓÐÒÁ×ÌÑ-

ÀÝÅÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÂÕÄÅÔ ÄÁÎÏ ÎÉÖÅ. ïÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ × [4].

ðÒÉÍÅÒ 14.4. ôÒÉ×ÉÁÌØÎÙÊ ËÏÄ ÔÉÐÁ (n;m): ÐÕÓÔØ M = B


m





 j0

n�m

i, Á E = E [m + 1; : : : ; n], Ô. Å. ÄÌÑ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ

ÐÅÒ×ÙÅ m q-ÂÉÔÏ×, Á ÏÛÉÂËÉ ÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ ÎÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ q-ÂÉÔÙ. õÓÌÏ×ÉÅ

(14.8), ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÉÓÐÒÁ×ÌÑÀÝÅÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×Á-

ÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ P = I

L(B


m

)


 R, ÇÄÅ R : X 7! (TrX)j0

n�m

ih0

n�m

j.

ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ P ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ ÏÞÅÎØ ÐÒÏÓÔÏ: ×ÙÂÒÁÓÙ×ÁÅÍ ÐÏÓÌÅÄÎÉÅ

n�m q-ÂÉÔÏ× É ÚÁÍÅÎÑÅÍ ÉÈ ÎÁ ÎÏ×ÙÅ q-ÂÉÔÙ × ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ j0i. ðÒÁËÔÉ-

ÞÅÓËÏÊ ÐÏÌØÚÙ ÏÔ ÔÁËÏÇÏ ËÏÄÁ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÍÁÌÏ. éÎÔÅÒÅÓÎÏ, ÏÄÎÁËÏ, ÞÔÏ

ÌÀÂÏÊ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÊ ËÏÄ, ÉÓÐÒÁ×ÌÑÀÝÉÊ ÏÛÉÂËÉ, × ÏÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ

ÐÏÈÏÖ ÎÁ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÊ (ÓÍ. ÌÅÍÍÕ 14.3 ÎÉÖÅ).

ðÒÉÍÅÒ 14.5. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÊ ÁÎÁÌÏÇ ËÏÄÁ Ó ÐÏ×ÔÏÒÅÎÉÅÍ.

ðÕÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï M = C (j0; : : : ; 0i; j1; : : : ; 1i). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Á ÓÏ-

ÓÔÏÑÎÉÑ j�

1

i = j0; : : : ; 0i+ j1; : : :; 1i É j�

2

i = j0; : : : ; 0i� j1; : : :; 1i. ïÛÉÂËÕ
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×ÙÂÅÒÅÍ ÔÁË: X = I, Y = �

z

[1]. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ X;Y 2 E(n; 1). ðÒÉ

ÜÔÏÍ Y j�

2

i = Xj�

1

i, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ËÏÄÁ, ÉÓÐÒÁ×ÌÑÀ-

ÝÅÇÏ ÏÛÉÂËÉ. íÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ËÏÄ Ó ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ ÂÏÌØÛÉÍ ÐÏ×ÔÏÒÅÎÉÅÍ

ÎÅ ÚÁÝÉÝÁÅÔ ÄÁÖÅ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÏÛÉÂËÉ.

ïÛÉÂËÉ ×ÉÄÁ �

x

[1] ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍÉ, Á ÏÛÉÂËÉ ×ÉÄÁ �

z

[1]

ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÆÁÚÏ×ÙÍÉ.

÷ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ 14.6 ÒÅÞØ ÛÌÁ ÔÏÌØËÏ Ï ÐÁÒÁÈ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÓÏÓÔÏ-

ÑÎÉÊ. äÁ×ÁÊÔÅ ÐÏÓÍÏÔÒÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÎÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÐÁÒÁÈ. úÁ-

ÆÉËÓÉÒÕÅÍ X;Y 2 E É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ Z = Y

y

X. ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ

8 j�

1

i; j�

2

i 2 M h�

2

jZj�

1

i = c(Z)h�

2

j�

1

i; (14.9)

ÇÄÅ c(Z) | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÅÅ ÏÔ j�

1

i; j�

2

i. äÅÊ-

ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ j�

1

i; : : : ; j�

m

i| ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔ×Á M. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ 14.6 h�

j

jZj�

k

i = 0 ÐÒÉ j 6= k, Á h�

j

jZj�

j

i ÎÅ

ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ j, ÔÁË ËÁË

h�

j

jZj�

j

i � h�

k

jZj�

k

i = h�

j

� �

k

jZj�

j

+ �

k

i+ h�

k

jZj�

j

i � h�

j

jZj�

k

i = 0:

(÷ÓÅ ÔÒÉ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ × ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ, ÔÁË ËÁË

×ÈÏÄÑÝÉÅ × ÎÉÈ ÐÁÒÙ ×ÅËÔÏÒÏ× ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ.)

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ X;Y 2 E(n; k), ÔÏ Z = Y

y

X 2 E(n; 2k).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 14.8. ëÏÄ M ÏÂÎÁÒÕÖÉ×ÁÅÔ ÏÛÉÂËÉ ÉÚ E

0

� L(N ),

ÅÓÌÉ

8 j�

1

i; j�

2

i 2 M 8Z 2 E

0

h�

2

jZj�

1

i = c(Z)h�

2

j�

1

i:

ëÏÄÏ×ÙÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ d = d(M), ÐÒÉ

ËÏÔÏÒÏÍ ËÏÄ ÎÅ ÏÂÎÁÒÕÖÉ×ÁÅÔ ÏÛÉÂËÉ ÉÚ E(n; d).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÏÄ ÉÓÐÒÁ×ÌÑÅÔ k ÏÛÉÂÏË, ÅÓÌÉ 2k < d(M).

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÐÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÔÅÏÒÅÍÙ 14.2.

ìÅÍÍÁ 14.3. ðÕÓÔØ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÊ ËÏÄ M�N ÉÓÐÒÁ×ÌÑÅÔ ÏÛÉÂËÉ ÉÚ

E � L(N ;N

0

). ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÕÎÉÔÁÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï F , ÉÚÏÍÅ-

ÔÒÉÞÅÓËÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ V : M
F ! N

0

É ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : E !

! F , ÔÁËÉÅ ÞÔÏ

8 j�i 2 M 8X 2 E Xj�i = V

�

j�i 
 jf(X)i

�

: (14.10)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ E

0

= fX 2 E : 8 j�i 2 M Xj�i = 0g. òÁÓ-

ÓÍÏÔÒÉÍ ÆÁËÔÏÒ-ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï F = E=E

0

É ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

f : E ! F . ìÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ V : M
F ! N

0

, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ

ÕÓÌÏ×ÉÀ (14.10), ÓÔÒÏÉÔÓÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ; ÎÕÖÎÏ ÌÉÛØ ÐÒÏ×Å-

ÒÉÔØ ÅÇÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ.

óËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å F ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÐÒÉ ÐÏÍÏ-

ÝÉ ÆÕÎËÃÉÉ Ó ÉÚ Ó×ÏÊÓÔ×Á ËÏÄÁ (14.9): ÅÓÌÉ j�

1

i = jf(X)i É j�

2

i = jf(Y )i,
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ÔÏ h�

2

j�

1

i = c(Y

y

X). ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÁ ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ

X É Y . ñÓÎÏ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ h�j�i > 0, ÅÓÌÉ j�i 6= 0. æÏÒÍÕÌÁ (14.9) ËÁË ÒÁÚ

É ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ V Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ. �

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï (ÔÅÏÒÅÍÙ 14.2). ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï N

0

ËÁË

ÓÕÍÍÕ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×: N

0

= (ImV ) � K, ÇÄÅ

V | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅÍÍÙ. ðÕÓÔØ W : K ! N

0

| ËÁ-

ÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ, Á R : L(K) ! L(M) | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÆÉÚÉÞÅÓËÉ

ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ. ôÏÇÄÁ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ

P : � 7! Tr

F

(V

y

�V ) + R(W

y

�W ); c : X � Y

y

7! hf(Y )jf(X)i:

(æÕÎËÃÉÑ Ó ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ×ÓÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï E � E

y

). �

ìÅÍÍÕ 14.3 É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 14.2 ÍÏÖÎÏ ÎÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÉÚ-

ÌÏÖÉÔØ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ëÏÄ, ÉÓÐÒÁ×ÌÑÀÝÉÊ ÏÛÉÂËÉ, ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÅÔÓÑ

ÔÅÍ, ÞÔÏ ÏÛÉÂËÁ ÎÅ ÓÍÅÛÉ×ÁÅÔÓÑ Ó ÚÁËÏÄÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÅÊ, Ô. Å.

ÏÓÔÁ£ÔÓÑ × ×ÉÄÅ ÏÔÄÅÌØÎÏÇÏ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÑ. éÓÐÒÁ×ÌÑÀÝÅÅ

ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÉÚ×ÌÅËÁÅÔ ÜÔÕ �×ÓÔÒÏÅÎÎÕÀ ÏÛÉÂËÕ� É ×ÙÂÒÁÓÙ×ÁÅÔ ÅÅ

× ÍÕÓÏÒÎÕÀ ËÏÒÚÉÎÕ.

úÁÄÁÞÁ 14.3. ðÕÓÔØ ËÏÄ M � B


n

ÏÂÎÁÒÕÖÉ×ÁÅÔ ÏÛÉÂËÉ ÉÚ E(A).

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ � 2 L(M) ÍÏÖÎÏ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ, ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÑ

q-ÂÉÔÏ× ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A.

14.7. ëÏÄ ûÏÒÁ [40]. ïÐÉÛÅÍ ÓÅÒÉÀ ËÏÄÏ× ÓÏ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÏÌØ-

ÛÉÍ ËÏÄÏ×ÙÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ. ïÎÉ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔ n = r

2

ËÏÄÏ×ÙÈ q-ÂÉÔÏ× É

ËÏÄÉÒÕÀÔ ÏÄÉÎ q-ÂÉÔ (Ô. Å. dimM = 2), Á ËÏÄÏ×ÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ d ÒÁ×ÎÏ r.

ðÏÓËÏÌØËÕ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ËÏÄÏ×ÙÈ q-ÂÉÔÏ× | ÔÏÞÎÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔ, ÕÄÏÂ-

ÎÏ ÚÁÄÁ×ÁÔØ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ × ÔÁËÏÍ ËÏÄÏ×ÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å × ×ÉÄÅ

ÍÁÔÒÉÃÙ. ÷ ÜÔÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ËÏÄ ûÏÒÁ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ

j�

�

i =

X

y

1

;:::;y

r

2B

r

(�1)

�

P

r
j=1

y

j

�
�
�
�
�

y

1

: : : : : : y

1

y

2

: : : : : : y

2

: : : : : : : : : : : : : : : : :

y

r

: : : : : : y

r

+

: (14.11)

äÌÑ ÁÎÁÌÉÚÁ ËÏÄÁ ûÏÒÁ ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏ-

ÒÏ× Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÍÁÔÒÉÃ ðÁÕÌÉ. éÈ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÔÒÉ, ÎÏ ÞÅÔ×£ÒÔÏÊ

ÍÁÔÒÉÃÅÊ ðÁÕÌÉ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ. ÷×ÅÄ£Í ÎÅÓÔÁÎÄÁÒÔÎÕÀ ÉÎ-

ÄÅËÓÁÃÉÀ ÍÁÔÒÉÃ ðÁÕÌÉ:

�

00

=

�

1 0

0 1

�

; �

01

=

�

1 0

0 �1

�

= �

z

;

�

10

=

�

0 1

1 0

�

= �

x

; �

11

=

�

0 �i

i 0

�

= �

y

:

íÁÔÒÉÃÙ ðÁÕÌÉ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÜÒÍÉÔÏ×Ù É ÕÎÉÔÁÒÎÙÅ ÏÄ-
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ÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ. ÷×ÅÄ£ÎÎÁÑ ÉÎÄÅËÓÁÃÉÑ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÕÄÏÂÎÏ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÔØ ËÏÍ-

ÍÕÔÁÃÉÏÎÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ ðÁÕÌÉ

�

��

�

�

0

�

0

= (�i)

��

0

��

0

�

�

���

0

;���

0

; �

��

�

�

0

�

0

= (�1)

��

0

��

0

�

�

�

0

�

0

�

��

:

(14.12)

íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÎÄÅËÓÏ× ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÇÒÕÐÐÕ G = Z

2

�Z

2

ÉÌÉ 2-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏ-

ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F

2

.

íÁÔÒÉÃÙ ðÁÕÌÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á L(B):

L(B) = C (�

00

) � C (�

01

)� C (�

10

)� C (�

11

):

äÌÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á B


n

ÂÕÄÅÔ ÕÖÅ 4

n

ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×. ÷×ÅÄ£Í ÏÂÏ-

ÚÎÁÞÅÎÉÅ

�(f) = �(�

1

; �

1

; �

2

; �

2

; : : : ; �

n

; �

n

)

def

= �

�

1

;�

1


 �

�

2

;�

2


 � � � 
 �

�

n

;�

n

:

úÄÅÓØ f 2 G

n

= F

2n

2

.

éÓÐÏÌØÚÕÑ ËÏÍÍÕÔÁÃÉÏÎÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ, ÍÏÖÎÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ, Ó ÔÏÞ-

ÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÏÂÝÅÇÏ ÆÁÚÏ×ÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ, �(f) = c�(f

(x)

) � �(f

(z)

), ÇÄÅ

f

(x)

= (�

1

; 0; �

2

; 0; : : :) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÏÛÉÂËÏÊ, Á f

(z)

=

= (0; �

1

; 0; �

2

; : : : ) | ÆÁÚÏ×ÏÊ ÏÛÉÂËÏÊ.

ôÅÐÅÒØ ÐÒÏÁÎÁÌÉÚÉÒÕÅÍ ËÏÄ ûÏÒÁ. ÷ ÓÉÌÕ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅ-

ÎÉÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÉÚÕÞÅÎÉÅÍ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÏÛÉÂÏË. ðÕÓÔØ Z 2

2 E(r

2

; k), (k < r) É Z = �(f) = c�(f

(x)

)�(f

(z)

). ðÏÓËÏÌØËÕ jf j 6 k (jf j|

ÞÉÓÌÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ × f), ÔÏ jf

(x)

j; jf

(z)

j 6 k < r.

äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ

h�

1

jZj�

0

i = 0; h�

1

jZj�

1

i = h�

0

jZj�

0

i: (14.13)

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ.

1. ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÁÑ ÏÛÉÂËÁ ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ 0. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÁÖÄÏÅ ÂÁÚÉÓÎÏÅ

ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ

�
�
�
�
�

y

1

: : : : : : y

1

y

2

: : : : : : y

2

: : : : : : : : : : : : : : : : :

y

r

: : : : : : y

r

+

ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ Z × ÎÅËÏÔÏÒÙÈ e ÂÉÔÁÈ, 0 < e < r. ðÏÜÔÏ-

ÍÕ × ÓËÁÌÑÒÎÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑÈ (14.13) ×ÓÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÂÕÄÕÔ ÒÁ×ÎÙ 0.

2. f

(x)

= 0. ïÛÉÂËÁ ÞÉÓÔÏ ÆÁÚÏ×ÁÑ: Z = (�

z

)

�

11


 � � � 
 (�

z

)

�

rr

, ÇÄÅ

P

j;l

�

jl

< r. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ �

j

=

P

l

�

jl

. ôÏÇÄÁ (ÓÍ. (14.11))

Zj�

�

i =

X

y

1

;:::;y

r

(�1)

P

j

(�

j

+�)y

j

�
�
�
�
�

y

1

: : : : : : y

1

y

2

: : : : : : y

2

: : : : : : : : : : : : : : : : :

y

r

: : : : : : y

r

+

:

îÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �

j

ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 2. ÷ÏÚÍÏÖÎÙ 3 ÓÌÕÞÁÑ:

Á) (�

1

; : : : ; �

r

) = (0; : : : ; 0) (mod 2).

ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ É Ë×ÁÎÔÏ×ÙÅ ËÏÄÙ 129

Â) (�

1

; : : : ; �

r

) = (1; : : : ; 1) (mod 2).

×) (�

1

; : : : ; �

r

) 6= (0; : : : ; 0); (1; : : : ; 1) (mod 2).

óÌÕÞÁÊ Â) × ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØÓÑ ÎÅ ÍÏÖÅÔ, ÔÁË ËÁË

P

j

�

j

6 k < r. ÷ ÓÌÕÞÁÅ ×) ×ÓÅ ÓËÁÌÑÒÎÙÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ

× ÎÕÌØ, h�

�

jZj�

�

0

i = 0. ÷ ÓÌÕÞÁÅ Á) Zj�

�

i = j�

�

i, Ô. Å. Z ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ

ËÏÄÏ×ÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. (ôÁËÁÑ ÏÛÉÂËÁ,

ÐÏ ÓÕÝÅÓÔ×Õ, ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÛÉÂËÏÊ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÐÏÒÔÉÔ).

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, h�

�

jZj�

�

0

i = h�

�

j�

�

0

i.

éÔÁË, ËÏÄ ûÏÒÁ ÏÂÎÁÒÕÖÉ×ÁÅÔ r � 1 ÏÛÉÂËÕ; ËÏÄÏ×ÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ

ÒÁ×ÎÏ r.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ëÏÄûÏÒÁ ÏÓÎÏ×ÁÎ ÎÁ ÄÕÁÌØÎÏÓÔÉ ÍÅÖÄÕ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍÉ

É ÆÁÚÏ×ÙÍÉ ÏÛÉÂËÁÍÉ, ËÏÔÏÒÁÑ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ �

z

= H�

x

H

y

.

÷ÎÕÔÒÉ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏËÉ y

1

; : : : ; y

r

ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÎ ÏÂÙÞÎÙÊ ÐÏ×ÔÏÒÉÔÅÌØ-

ÎÙÊ ËÏÄ, ÉÓÐÒÁ×ÌÑÀÝÉÊ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ÏÛÉÂËÉ. óÔÒÏËÉ ÏÒÇÁÎÉÚÏ×ÁÎÙ

× ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ËÏÄ, ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÊÓÑ ÚÁÍÅÎÏÊ ÂÁÚÉÓÁ × ËÁÖÄÏÍ q-ÂÉÔÅ:

P

y

1

;:::;y

r

(�1)

�(

P

j

y

j

)

jy

1

; : : : ; y

r

i = (H 
 � � � 
 H)j�; : : : ; �i. üÔÏÔ ËÏÄ ÉÓ-

ÐÒÁ×ÌÑÅÔ ÆÁÚÏ×ÙÅ ÏÛÉÂËÉ.

14.8. óÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÅ (ÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÀÝÉÅ) ËÏÄÙ [26]. üÔÏ ÁÎÁÌÏÇ

ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÄÏ×. ë×ÁÎÔÏ×ÙÅ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÅ ËÏÄÙ ÕÓÔ-

ÒÏÅÎÙ ÔÁË ÖÅ, ÔÏÌØËÏ ×ÍÅÓÔÏ ËÏÎÔÒÏÌØÎÙÈ ÓÕÍÍ ÂÕÄÕÔ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ

�-ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ (�(�

1

; �

1

; : : : ; �

n

; �

n

) × ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ).

úÁÄÁÄÉÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÁËÉÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ËÏÄ ûÏÒÁ. äÌÑ ÎÅÇÏ N = B


r

2

,

dimM = 2. ëÏÄÏ×ÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ Ä×ÕÍÑ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ,

ÓÍ. (14.11).

ëÁËÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ M?

1. äÌÑ ÌÀÂÙÈ j; l (l < r) ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ �

z
jl

�

z
j(l+1)

j�i = j�i, Ô. Å. ËÁÖÄÁÑ

ÓÔÒÏËÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÐÏ×ÔÏÒÅÎÉÊ ÏÄÎÏÇÏ ÂÉÔÁ.

2. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ j < r ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ

Q

l

�

�

x
jl

�

x
(j+1)l

�

j�i = j�i. þÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ

ÜÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ? ïÐÅÒÁÔÏÒ

Q

l

�

�

x
jl

�

x
(j+1)l

�

ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ

ÂÁÚÉÓÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ

�
�
�
�
�

: : : : : : : : : : : : :

y

j

: : : y

j

y

j+1

: : : y

j+1

: : : : : : : : : : : : :

+

× ×ÅËÔÏÒ

�
�
�
�
�

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

y

j

� 1 : : : y

j

� 1

y

j+1

� 1 : : : y

j+1

� 1

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

+

(ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÓÔÒÏËÉ ÎÅ ÍÅÎÑÀÔÓÑ). üÔÉ Ä×Á ×ÅËÔÏÒÁ ÄÏÌÖÎÙ ×ÈÏÄÉÔØ

× j�i Ó ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ.

õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 14.4. åÓÌÉ j�i ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ 1 É 2, ÔÏ

j�i = c

0

j�i

0

+ c

1

j�i

0

.
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ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÉÚÕÞÅÎÉÀ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÈ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÈ ËÏ-

ÄÏ×, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÄÒÏÂÎÅÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á �-ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×.

ëÁË ÕÖÅ ÇÏ×ÏÒÉÌÏÓØ, �-ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÕÄÏÂÎÏ ÉÎÄÅËÓÉÒÏ×ÁÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÁ-

ÍÉ ÇÒÕÐÐÙ G = (Z

2

)

2

. âÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓ �-ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ

ÞÅÒÅÚ 
 = (�

1

; �

1

; : : : ; �

n

; �

n

) 2 G

n

.

�-ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ × L(B


n

), ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÔØ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎ-

ÎÁÑ G

n

-ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ËÁ:

L(B


n

) =

M


2G

n

C

�

�(
)

�

:

äÌÑ �-ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ

�(


1

)�(


2

) = (�i)

~!(


1

;


2

)

�(


1

+ 


2

) = (�1)

!(


1

;


2

)

�(


2

)�(


1

);

ÇÄÅ

~!(�

1

; �

1

; : : : ; �

n

; �

n

;�

0
1

; �

0

1

; : : : ; �

0
n

; �

0

n

) =

n

X
j=1

(�

j

�

0

j

� �

0
j

�

j

) mod 4;

!(


1

; 


2

) = ~!(


1

; 


2

) mod 2:

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÕÎÉÔÁÒÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ| ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÕÎÉÔÁÒÎÙÈ ÏÐÅ-

ÒÁÔÏÒÏ× X 7! UXU

y

. ôÁËÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÄÏÍÎÏÖÅÎÉÉ U

ÎÁ ÞÉÓÌÏ, ÒÁ×ÎÏÅ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÅÄÉÎÉÃÅ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÇÒÕÐÐÁ ÕÎÉÔÁÒÎÙÈ ÐÒÅ-

ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ UT(B


n

) = U(B


n

)=U(1). ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÕÎÉ-

ÔÁÒÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ | ÜÔÏ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ �-ÁÌÇÅÂÒÙ

L(B


n

).

îÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ U�(
)U

y

=

= �(u(
))�c(
) (u : G

n

! G

n

| ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ). ïÐÅÒÁÔÏÒ U�(
)U

y

ÜÒÍÉÔÏ×, ÐÏÜÔÏÍÕ c(
) = �1, ÔÏ ÅÓÔØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÁÐÉÓÁÔØ

U�(
)U

y

= (�1)

v(
)

�(u(
)); u : G

n

! G

n

; v : G

n

!Z

2

: (14.14)

çÒÕÐÐÁ ÔÁËÉÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÊ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅ-

ÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ESp

2

(n). ïÐÅÒÁÔÏÒÙ ÉÚ ÜÔÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÂÕ-

ÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÍÉ. ðÒÉ×ÅÄ£Í ÐÒÉÍÅÒÙ.

1. �-ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ. �(f)�(
)�(f)

y

= �(f)�(
)�(f ) = (�1)

!(f;
)

�(
): ÷ ÄÁÎ-

ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ u(
) = 
.

2. ïÐÅÒÁÔÏÒ H =

1

p

2

�

1 1

1 �1

�

. îÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ

H�

x

H = �

z

; H�

z

H = �

x

; H�

y

H = ��

y

:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ H �H

y

2 ESp

2

(1).

íÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ jESp

2

(1)j = 24. åÓÌÉ ÕÞÉÔÙ×ÁÔØ ÆÁÚÏ×ÙÅ ÍÎÏ-

ÖÉÔÅÌÉ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÌÁÓØ ÂÙ ÇÒÕÐÐÁ ëÌÉÆÆÏÒÄÁ ÉÚ 24 � 8 = 192 ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.

ïÓÎÏ×ÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ××ÅÄ£ÎÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ u : G

n

! G

n

ÔÁËÏ×Ù:
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1. u ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÁ G

n

.

2. u ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÆÏÒÍÕ !, Ô. Å. !(u(f); u(g)) = !(f; g):

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Ó ÔÁËÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ, ËÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÓÉÍ-

ÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÍÉ; ÏÎÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÕÀ ÇÒÕÐÐÕ Sp

2

(n). ôÁËÉÍ

ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÐÒÅÄÅÌ£Î ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ � : ESp

2

(n)! Sp

2

(n).

ôÅÏÒÅÍÁ 14.3. Im � = Sp

2

(n), Ker � = G

n

(ÑÄÒÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ

�-ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ESp

2

(n)=G

n

�
=

Sp

2

(n).

äÌÑ ÐÏÎÉÍÁÎÉÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÖÅÌÁÔÅÌØÎÏ ÚÎÁÔØ ÞÔÏ-ÎÉÂÕÄØ ÐÒÏ

ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ É ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÇÒÕÐÐ [15]. þÉÔÁÔÅÌÀ, ÎÅÚÎÁËÏÍÏÍÕ Ó ÜÔÉÍÉ

ÐÏÎÑÔÉÑÍÉ, ÂÕÄÅÔ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎ �ÏÂÈÏÄÎÏÊ ÐÕÔØ� (ÓÍ. ÎÉÖÅ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ (14.14) ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚ-

ÍÏÍ �-ÁÌÇÅÂÒÙ L(B


n

). üÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ

ÓÏÈÒÁÎÑÀÔÓÑ ÐÒÁ×ÉÌÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× �(
). üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ

ÆÕÎËÃÉÑ u ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÕËÁÚÁÎÎÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ, Á v ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÒÁ×-

ÎÅÎÉÀ

v(x + y) � v(x) � v(y) = w(x; y); (14.15)

ÇÄÅ w(x; y) =

~!(u(x); u(y)) � ~!(x;y)

2

2Z

2

.

÷ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ u | ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÐÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (14.15) ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ. òÅÛÅÎÉÑÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÓÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÕÎ-

ËÃÉÉ. üÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ Ker � = G

n

.

õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Im � = Sp

2

(n) ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (14.15)

ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ u ÉÚ Sp

2

(n). þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÜÔÏ, ÚÁÍÅÔÉÍ,

ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ w ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:

w(y; z) � w(x+ y; z) +w(x; y + z)� w(x; y) = 0; (14.16)

w(x; y) = w(y; x); (14.17)

w(x; x) = 0: (14.18)

æÏÒÍÕÌÁ (14.16) | ÜÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ËÏÃÉËÌÁ. ïÎÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎË-

ÃÉÑ w ÚÁÄÁÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÇÒÕÐÐÙ ÎÁ ÄÅËÁÒÔÏ×ÏÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×

G

n

�Z

2

ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ (x; p) � (y; q) = (x+y; p+q+w(x; y)). ðÏÌÕÞÅÎ-

ÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÅ E) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ G

n

ÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ

Z

2

, Ô. Å. ÏÐÒÅÄÅÌ£Î ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ � : E ! G

n

, � : (x; p) 7! x Ó ÑÄÒÏÍ Z

2

.

õÒÁ×ÎÅÎÉÅ (14.17) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ E ÁÂÅÌÅ×Á. îÁËÏÎÅÃ, ÕÒÁ×-

ÎÅÎÉÅ (14.18) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÇÒÕÐÐÙ E ÉÍÅÀÔ ÐÏÒÑÄÏË 2

(ÉÌÉ 1). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, E

�
=

(Z

2

)

2n+1

. ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÒÁÓÛÉÒÅ-

ÎÉÅ E ! G

n

ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ: ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ � : G

n

! E, ÔÁËÏÊ

ÞÔÏ �� = id

G

n

. úÁÐÉÓÙ×ÁÑ ÜÔÏÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ × ×ÉÄÅ � : x 7! (x; v(x)),

ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (14.15). �
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óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÄÒÕÇÏÊ, ÎÅÓËÏÌØËÏ ËÕÓÔÁÒÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

Im� = Sp

2

(n). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ-

×ÁÎÉÑ: (H � H

y

)[j], (K � K

y

)[j] É

�

�(�

x

) � �

y

(�

x

)

�

[j; k]. (îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ

K =

�

1 0

0 i

�

). éÈ ÏÂÒÁÚÙ ÐÒÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÅ � ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ×ÓÀ ÇÒÕÐÐÕ

Sp

2

(n). (îÁÍ£Ë ÎÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: ÌÀÂÕÀ ÐÁÒÕ ×ÅËÔÏÒÏ× 


1

; 


2

2 G

n

, ÔÁ-

ËÕÀ ÞÔÏ !(


1

; 


2

) = 1, ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅ×ÅÓÔÉ ÜÔÉÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÍÉ × (1; 0;

0; 0; : : :) É (0; 1; 0; 0; : : :).) îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÔÁËÉÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕ-

ÞÉÔØ É ÄÒÕÇÏÊ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ. õËÁÚÁÎÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÇÒÕÐÐÙ

ESp

2

(n) ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ×ÓÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ðÁÕÌÉ, Ô. Å. ÑÄÒÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ �.

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ×ÅÒÎÏ ÔÁËÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.

õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 14.5. çÒÕÐÐÁ ESp

2

(n) ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ

(H �H

y

)[j]; (K �K

y

)[j];

�

�(�

x

) � �

y

(�

x

)

�

[j; k]:

äÌÑ ÐÒÉÍÅÒÁ ÐÏÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ U = �(�

x

)[1; 2]. ðÏ

ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÉÍÅÅÍ U ja; bi = ja; a� bi. äÅÊÓÔ×ÉÅ U ÎÁ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ÁÌ-

ÇÅÂÒÙ L(B


2

):

U�

z
1

U

y

= �

z
1

;

U�

z
2

U

y

= �

z
1

�

z
2

;

U�

x
2

U

y

= �

x
2

;

U�

x
1

U

y

= �

x
1

�

x
2

:

ðÒÉ×ÅÄ£ÎÎÙÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÍÏÖÎÏ ÂÅÚ ÔÒÕÄÁ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÐÒÑÍÙÍ ×ÙÞÉÓÌÅ-

ÎÉÅÍ. ïÄÎÁËÏ ÐÏÌÅÚÎÏ ÐÒÉ×ÅÓÔÉ ÏÂßÑÓÎÅÎÉÅ �ÎÁ ÐÁÌØÃÁÈ�. ïÐÅÒÁÔÏÒ �

z

ÍÏÖÎÏ ÐÏÎÉÍÁÔØ ËÁË ÉÚÍÅÒÅÎÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ q-ÂÉÔÁ.

ðÅÒ×ÙÅ Ä×Á ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÐÒÏÓÔÏ ÐÏËÁÚÙ×ÁÀÔ, ËÁË ÍÅÎÑÀÔÓÑ ÜÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ

ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÂÁÚÉÓÁ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÊ U . ôÒÅÔØÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ

ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ×ÔÏÒÏÇÏ q-ÂÉÔÁ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó ÚÁÍÅÎÏÊ ÂÁÚÉÓÁ U .

þÅÔ×£ÒÔÏÅ | ÞÔÏ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÅÒ×ÏÇÏ q-ÂÉÔÁ ÐÒÉ ÎÅÉÚÍÅÎÎÏÍ

×ÔÏÒÏÍ ÂÉÔÅ × ÐÏ×ÅÒÎÕÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÅ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ

ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÏÂÏÉÈ q-ÂÉÔÏ× × ÉÓÈÏÄÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ.

äÁÄÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÇÏ ËÏÄÁ. ÷ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å

N = B


n

ÍÙ ×ÙÄÅÌÉÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï M ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ X

j

j�i = j�i

(X

j

ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÐÒÏ×ÅÒÏÞÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ). ðÒÏ×ÅÒÏÞÎÙÅ ÏÐÅ-

ÒÁÔÏÒÙ ÂÕÄÕÔ ÉÍÅÔØ ×ÉÄ

X

j

= (�1)

'

j

�(f

j

); f

j

2 G

n

; '

j

2Z

2

: (14.19)

âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ff

j

g ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×É-

ÓÉÍÙ. ðÏÔÒÅÂÕÅÍ ÅÝ£, ÞÔÏÂÙ ×ÓÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ X

j

ËÏÍÍÕÔÉÒÏ×ÁÌÉ. ðÏ-

ÓËÏÌØËÕ X

j

X

k

= (�1)

!(f

j

;f

k

)

X

k

X

j

, ÕÓÌÏ×ÉÅ ËÏÍÍÕÔÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÏÚÎÁÞÁÅÔ,

ÞÔÏ !(f

j

; f

k

) = 0.
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ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 14.9. óÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÊ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÊ ËÏÄ ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÕÓ-

ÌÏ×ÉÑÍÉ (14.19), ÇÄÅ ×ÓÅ X

j

ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ.

éÔÁË, ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÍÕ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÍÕ ËÏÄÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÉÚÏÔÒÏÐ-

ÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï F � G

n

; ÉÚÏÔÒÏÐÎÏÓÔØ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ

f; g 2 F ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ !(f; g) = 0. ðÏÜÔÏÍÕ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏ-

ÇÏ ËÏÄÁ ÌÅÇËÏ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ.

ôÅÏÒÅÍÁ 14.4. dimM = 2

n�dimF

.

ìÅÍÍÁ 14.6. ìÀÂÏÊ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÊ ËÏÄ ÐÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ-

×ÁÎÉÑÍÉ ÉÚ ESp

2

(n) Ë ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍÕ ×ÉÄÕ, ËÏÇÄÁ ÐÒÏ×ÅÒÏÞÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁ-

ÔÏÒÁÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �

z

[1]; : : : ; �

z

[s], ÇÄÅ s = dimF .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï F � G

n

ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅ×ÅÓÔÉ ÏÔÏ-

ÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ÉÚ Sp

2

(n) × ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï F

0

, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ×ÅËÔÏÒÏ× ×ÉÄÁ

(0; �

1

; 0; �

2

; : : : ; 0; �

s

; 0; : : : ; 0), ÇÄÅ �

j

| ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅ-

ÍÅ 14.3, ÜÔÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÕÎÉÔÁÒÎÏÅ ÐÒÅ-

ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ U �U

y

. ïÎÏ ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ËÏÄÏ×ÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × ÐÏÄÐÒÏ-

ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÐÒÏ×ÅÒÏÞÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ��

z

[j] (j = 1; : : : ; s).

ðÒÉÍÅÎÑÑ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ×ÉÄÁ �(f) � �(f)

y

, ×ÓÅ ÚÎÁËÉ

ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÐÌÀÓÁÍÉ. �

ôÅÐÅÒØ ÐÏÓÍÏÔÒÉÍ, ËÁËÉÅ ÏÛÉÂËÉ ÓÐÏÓÏÂÅÎ ÏÂÎÁÒÕÖÉ×ÁÔØ ÓÉÍÐÌÅË-

ÔÉÞÅÓËÉÊ ËÏÄ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ËÏÄ ÏÂÎÁÒÕÖÉ×ÁÅÔ ÏÛÉÂËÉ ÉÚ E(n; k), ÅÓÌÉ

8 j�i; j�i 2 M 8Z 2 E(n; k) h�jZj�i = c(Z)h�j�i (14.20)

ðÏ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÌÉÛØ Z =

= �(g), jgj 6 k.

ðÕÓÔØ j�i 2 M, Ô. Å. X

j

j�i = j�i ÄÌÑ ×ÓÅÈ j, ÇÄÅ X

j

= (�1)

'

j

�(f

j

).

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ Zj�i = j i, ÇÄÅ Z = �(g). ëÁË ÍÙ ÓÅÊÞÁÓ Õ×ÉÄÉÍ, ×ÅËÔÏÒ j i

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÐÒÏ×ÅÒÏÞÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× X

j

, ÐÏÜÔÏÍÕ

ÏÎ ÌÉÂÏ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÏÄÏ×ÏÍÕ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ M, ÌÉÂÏ ÅÍÕ ÏÒÔÏÇÏ-

ÎÁÌÅÎ. ðÏÄÅÊÓÔ×ÕÅÍ ÐÒÏ×ÅÒÏÞÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ÎÁ j i:

X

j

j i = X

j

Zj�i = (�1)

!(f

j

;g)

ZX

j

j�i = (�1)

!(f

j

;g)

Zj�i =

= (�1)

!(f

j

;g)

j i:

õÓÌÏ×ÉÅ j i 2 M ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ !(f

j

; g) = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ j. ôÁËÉÅ g

ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ F

+

, Ô. Å.

F

+

= fg 2 G

n

: 8 f 2 F !(f; g) = 0g.

÷ÏÚÍÏÖÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÒÉ ÓÌÕÞÁÑ:

1. g 62 F

+

. ðÒÉ ÜÔÏÍ j i ? M, ÐÏÜÔÏÍÕ h�j�(g)j�i = 0. ôÁËÕÀ ÏÛÉÂËÕ

ËÏÄ ÏÂÎÁÒÕÖÉÔ.
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2. g 2 F . ôÁËÁÑ ÏÛÉÂËÁ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÎÅÏÔÌÉÞÉÍÁ ÏÔ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ

ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, ÔÁË ËÁË ÏÎÁ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ ËÏÄÏ×ÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ j�i (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ

ÄÏ ÆÁÚÏ×ÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ). ðÕÓÔØ g = a

1

f

1

+ : : :+ a

s

f

s

, ÔÏÇÄÁ �(g) =

c(g)X

a

1

1

� : : : � X

a

s

s

, ÇÄÅ c(g) = �1;�i. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ h�j�(g)j�i =

= Ó(g)h�j�i | ÕÓÌÏ×ÉÅ (14.20) ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ.

3. g 2 F

+

n F . ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ (ÐÒÏ×ÅÒØÔÅ!) h�j�(g)j�i ÎÅ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄÁ

c(g)h�j�i. ôÁËÕÀ ÏÛÉÂËÕ ËÏÄ ÎÅ ÏÂÎÁÒÕÖÉ×ÁÅÔ.

üÔÉÍÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÍÉ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 14.5. ëÏÄÏ×ÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÄÌÑ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÇÏ ËÏÄÁ M

d(M) = minfjf j : f 2 F

+

n Fg:

úÁÍÅÔÉÍ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÄÏ×. ôÁÍ ËÏÄÏ×ÏÅ ÒÁÓ-

ÓÔÏÑÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÎÁÉÍÅÎØÛÁÑ ÎÏÒÍÁ ×ÅËÔÏÒÁ ÉÚ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔ×Á Ó ×ÙËÉÎÕÔÙÍ ÎÕÌ£Í. á Õ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÈ ËÏÄÏ× ÎÕÌØ ÒÁÚÄÕ×ÁÅÔÓÑ

ÄÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á.

úÁÄÁÞÁ 14.4. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÊ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÊ ËÏÄ ÔÉÐÁ (5; 1),

ÉÓÐÒÁ×ÌÑÀÝÉÊ ÏÄÎÕ ÏÛÉÂËÕ.

úÁÄÁÞÁ 14.5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÇÏ ËÏÄÁ ÔÉÐÁ

(4; 1), ÉÓÐÒÁ×ÌÑÀÝÅÇÏ ÏÄÎÕ ÏÛÉÂËÕ.

14.9. ôÏÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÄÙ. ðÒÉ×ÅÄ£Í ×ÁÖÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅ-

ÓËÏÇÏ ËÏÄÁ. ïÎ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÔÁË. ðÕÓÔØ ÅÓÔØ Ë×ÁÄÒÁÔÎÁÑ ÒÅÛÅÔËÁ ÒÁÚÍÅÒÁ

r � r ÎÁ ÔÏÒÅ. óÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ ËÁÖÄÏÍÕ Å£ ÒÅÂÒÕ ÐÏ q-ÂÉÔÕ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁ-

ÚÏÍ, ×ÓÅÇÏ ÉÍÅÅÔÓÑ n = r

2

q-ÂÉÔÏ×. ðÒÏ×ÅÒÏÞÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÂÕÄÕÔ Ä×ÕÈ

ÔÉÐÏ×.

s

u

òÉÓ. 6.
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ôÉÐ I ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ s É ÓÏÐÏ-

ÓÔÁ×ÉÍ ÅÊ ÐÒÏ×ÅÒÏÞÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ

A

(x)

s

= �(f

(x)

s

) =

Y

j2 Ú×ÅÚÄÁ(s)

�

x
j

:

ôÉÐ II ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÇÒÁÎÑÍÉ. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÇÒÁÎØ u É ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ

ÅÊ ÐÒÏ×ÅÒÏÞÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ

A

(z)

u

= �(f

(z)

u

) =

Y

j2ÇÒÁÎÉÃÁ(u)

�

z
j

:

ïÐÅÒÁÔÏÒÙ A

(x)

s

É A

(z)

u

ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÇÒÁÎÉÃÁ É Ú×ÅÚÄÁ

×ÓÅÇÄÁ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÐÏ Þ£ÔÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ Ò£ÂÅÒ. (ðÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÏÓÔØ ÏÐÅ-

ÒÁÔÏÒÏ× ÏÄÎÏÇÏ ÔÉÐÁ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ.)

èÏÔÑ ÍÙ ÕËÁÚÁÌÉ r

2

+ r

2

= 2r

2

ÐÒÏ×ÅÒÏÞÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× (ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ

ÎÁ ÇÒÁÎØ É ÎÁ ×ÅÒÛÉÎÕ), ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÅÓÔØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ. ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ

×ÓÅÈ A

(x)

-ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×, ËÁË É ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÓÅÈ A

(z)

-ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×, ÒÁ×ÎÙ

ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ. íÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÒÕÇÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÎÅÔ. ðÏ-

ÜÔÏÍÕ dimF = 2r

2

�2, Á dimM = 2

2

. ðÏÜÔÏÍÕ ÔÏÒÉÞÅÓËÉÊ ËÏÄ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ

ÚÁËÏÄÉÒÏ×ÁÔØ Ä×Á q-ÂÉÔÁ. ðÏÓÍÏÔÒÉÍ, ÞÅÍÕ ÒÁ×ÎÏ ËÏÄÏ×ÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ

ÄÌÑ ÔÏÒÉÞÅÓËÏÇÏ ËÏÄÁ.

äÌÑ ÔÏÒÉÞÅÓËÏÇÏ ËÏÄÁ ÉÍÅÀÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ

F = F

(x)

� F

(z)

; F

+

= F

(x)

+

� F

(z)

+

ÎÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÐÒÏ×ÅÒÏÞÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍ, ÓÏ-

ÓÔÏÑÝÉÍ ÔÏÌØËÏ ÉÚ �

x
j

, ÌÉÂÏ ÔÏÌØËÏ ÉÚ �

z
j

. ôÁËÉÅ ËÏÄÙ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ CSS

ËÏÄÁÍÉ (ÐÏ ÆÁÍÉÌÉÑÍ Á×ÔÏÒÏ×, ×ÐÅÒ×ÙÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅ×ÛÉÈ ÜÔÏÔ ËÌÁÓÓ ËÏ-

ÄÏ× [25, 44]). ÷ ÓÌÕÞÁÅ ÔÏÒÉÞÅÓËÏÇÏ ËÏÄÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× F

(z)

,

F

(z)

+

ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ (0; �

1

; : : : ; 0; �

n

); ÉÍ ÍÏÖÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÔØ 1-ÃÅÐÉ, Ô. Å. ÆÏÒ-

ÍÁÌØÎÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ Ò£ÂÅÒ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ �

1

; : : : ; �

n

2

2 F

2

. üÌÅÍÅÎÔÁÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× F

(x)

; F

(x)

+

ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ 1-ËÏÃÅÐÉ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÅËÔÏÒ f

(z)

u

2 F

(z)

, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÊ ÇÒÁÎÉ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ u. åÍÕ

ÂÕÄÅÔ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÁ 1-ÃÅÐØ, Ñ×ÌÑÀÝÁÑÓÑ ÇÒÁÎÉÃÅÊ ÜÔÏÊ ÇÒÁÎÉ. ìÅÇËÏ ×É-

ÄÅÔØ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï F

(z)

ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ 1-ÇÒÁÎÉÃ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ×ÅË-

ÔÏÒÁÍ f

(x)

s

ÂÕÄÕÔ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÔØÓÑ 1-ËÏÇÒÁÎÉÃÙ, ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÅ ×Ó£ ÐÒÏ-

ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï 1-ËÏÇÒÁÎÉÃ.

÷ÏÚØÍ£Í ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ g 2 F

+

, g = g

(x)

+ g

(z)

. õÓÌÏ×ÉÑ

ËÏÍÍÕÔÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÚÁÐÉÛÕÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

!(f

(x)

s

; g) = 0 () !(f

(x)

s

; g

(z)

) = 0;

!(f

(z)

u

; g) = 0 () !(f

(z)

u

; g

(x)

) = 0:
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þÔÏÂÙ ×ÙÐÏÌÎÑÌÏÓØ !(f

(x)

s

; g

(z)

) = 0, ÎÕÖÎÏ, ÞÔÏÂÙ × ÌÀÂÏÊ Ú×ÅÚÄÅ ÂÙ-

ÌÏ Þ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ Ò£ÂÅÒ Ó ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍÉ ×ÅÓÁÍÉ ÉÚ g

(z)

. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ,

g

(z)

| ÜÔÏ 1-ÃÉËÌ (Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ × Z

2

). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, g

(x)

ÄÏÌÖÅÎ

ÂÙÔØ 1-ËÏÃÉËÌÏÍ.

éÔÁË, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á F

(z)

+

, F

(x)

+

ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ 1-ÃÉËÌÏ× É 1-ËÏÃÉËÌÏ×, Á

ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á F

(z)

, F

(x)

ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ 1-ÇÒÁÎÉÃ É 1-ËÏÇÒÁÎÉÃ. óÌÅÄÏ×Á-

ÔÅÌØÎÏ, ËÏÄÏ×ÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÅÓÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ÍÏÝÎÏÓÔØ (ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï

ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ×) ÐÏ ÃÉËÌÁÍ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÍÓÑ ÇÒÁÎÉÃÁÍÉ, É

ËÏÃÉËÌÁÍ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÍÓÑ ËÏÇÒÁÎÉÃÁÍÉ. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÍÉÎÉ-

ÍÕÍ ÒÁ×ÅÎ r (ÎÕÖÎÙ ÌÉÂÏ ÃÉËÌ, ÌÉÂÏ ÒÁÚÒÅÚ, ÎÅ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÎÙÅ 0). üÔÏ

ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÔÏÒÉÞÅÓËÉÊ ËÏÄ ÉÓÐÒÁ×ÌÑÅÔ b(r � 1)=2c ÏÛÉÂÏË.

âÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ËÏÄÙ ÏÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ×ÉÄÁ ÞÅÒÅÚ TOR(r).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ôÏÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÄÙ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÞÅÎØ ×ÁÖÎÙÍ ÐÒÉÍÅÒÏÍ,

ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÍ ÒÑÄÏÍ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÈ Ó×ÏÊÓÔ×. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÜÔÏ ËÏÄÙ Ó

ÌÏËÁÌØÎÙÍÉ ÐÒÏ×ÅÒËÁÍÉ. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÄÏ× ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÄÁÍÉ

Ó ÌÏËÁÌØÎÙÍÉ ÐÒÏ×ÅÒËÁÍÉ, ÅÓÌÉ ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ:

{ ËÁÖÄÙÊ ÐÒÏ×ÅÒÏÞÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ËÏÎÓÔÁÎ-

ÔÏÊ ÞÉÓÌÏ q-ÂÉÔÏ×;

{ ËÁÖÄÙÊ q-ÂÉÔ ×ÈÏÄÉÔ × ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ ÞÉÓÌÏ ÐÒÏ×ÅÒÏÞ-

ÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×;

{ ËÏÄÏ×ÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ.

ôÁËÉÅ ËÏÄÙ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÉÎÔÅÒÅÓ ÄÌÑ ÚÁÄÁÞÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØ-

ÎÙÈ ÓÈÅÍ, ÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÈ Ë ÏÛÉÂËÁÍ. ðÒÉ ÉÓÐÒÁ×ÌÅÎÉÉ ÏÛÉÂÏË ÍÏÇÕÔ ÐÒÏ-

ÉÓÈÏÄÉÔØ ÎÏ×ÙÅ ÏÛÉÂËÉ. îÏ ÄÌÑ ËÏÄÏ× Ó ÌÏËÁÌØÎÙÍÉ ÐÒÏ×ÅÒËÁÍÉ ÓÈÅ-

ÍÙ ÉÓÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ ÏÛÉÂÏË ÉÍÅÀÔ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ÇÌÕÂÉÎÕ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÄÎÁ

ÏÛÉÂËÁ ÐÒÉ ÒÁÂÏÔÅ ÔÁËÏÊ ÓÈÅÍÙ ÐÏÒÔÉÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ q-ÂÉÔÏ×.

14.10. ðÒÏÃÅÄÕÒÁ ÉÓÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ ÏÛÉÂÏË. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 14.6 É ÔÅÏÒÅ-

ÍÁ 14.2 ÕËÁÚÙ×ÁÀÔ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÐÒÉÎÃÉÐÉÁÌØÎÕÀ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ×ÏÓÓÔÁÎÏ-

×ÉÔØ ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÐÏÓÌÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÏÛÉÂËÉ. îÁ ÐÒÉÍÅÒÅ

ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÈ ËÏÄÏ× ÐÏËÁÖÅÍ, ËÁË ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ ÉÓÐÒÁ×ÌÅ-

ÎÉÑ ÏÛÉÂËÉ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ, Ë ËÏÔÏÒÏÍÕ ×ÓÅ Ó×ÏÄÉÔÓÑ. ðÕÓÔØ ÉÍÅ-

ÀÔÓÑ Ä×Å ÏÛÉÂËÉ, ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ X = �(g

1

), Y = �(g

2

). ôÏÇÄÁ

Z = Y

y

X = Ó�(g

1

� g

2

) (jcj = 1). îÁÚÏ×£Í ÓÉÎÄÒÏÍÏÍ ÏÛÉÂËÉ g

1

×ÅËÔÏÒ

(!(g

1

; f

1

); : : : ; !(g

1

; f

s

)) (ÄÌÑ g

2

| ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ).

÷ÏÚØÍ£Í ×ÅËÔÏÒ j�i 2 M. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ j i = Xj�i. ðÒÏ×ÅÒÏÞÎÙÅ ÏÐÅ-

ÒÁÔÏÒÙ ÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ ÎÁ j i ÔÁË:X

j

j i = (�1)

!(g

1

;f

j

)

j i. ðÏÜÔÏÍÕ, ÉÚÍÅÒÑÑ

ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ X

j

ÎÁ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ j i, ÍÏÖÎÏ ÉÚÍÅÒÉÔØ ÓÉÎÄÒÏÍ.
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j�i

�

.
.
.

�

#
"

 
!

X = �(g)

�

.
.
.

�

j i

�

.
.
.

�

#
"

 
!

ÉÚÍÅÒÅÎÉÅ

ÓÉÎÄÒÏÍÁ

�

.
.
.

�

g

0

: ÓÉÎÄÒÏÍ(g

0

) = ÓÉÎÄÒÏÍ(g)

g

0

= g + f; f 2 F

?

6

�

.
.
.

�

�
�

�
�

�(g

0

)

y

�

.
.
.

�

�(f)j�i= cj�i

òÉÓ. 7. éÓÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ ÏÛÉÂËÉ

åÓÌÉ ËÏÄÏ×ÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÒÁ×ÎÏ k, ÔÏ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ

8 g

1

; g

2

�

(jg

1

j 6 k; jg

2

j 6 k))

�

(g

1

� g

2

2 F ) _ (g

1

� g

2

62 F

+

)

�

�

:

õÓÌÏ×ÉÅ g

1

� g

2

2 F ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÏÛÉÂÏË g

1

É g

2

, Ô. Å.

�(g

1

)j�i = c�(g

2

)j�i ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ j�i ÉÚ ËÏÄÏ×ÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔ×Á. õÓÌÏ×ÉÅ g

1

� g

2

62 F

+

ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÓÉÎÄÒÏÍÙ ÏÛÉÂÏË g

1

É g

2

ÎÅ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ. éÔÁË, ÌÉÂÏ ÏÛÉÂËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ, ÌÉÂÏ ÉÈ ÍÏÖÎÏ

ÒÁÚÌÉÞÉÔØ ÐÏ ÓÉÎÄÒÏÍÕ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏ ÓÉÎÄÒÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ

ÏÛÉÂËÕ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, Ô. Å. ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔ×Á F .

ôÅÐÅÒØ ÑÓÎÏ, ËÁË ÎÕÖÎÏ ÉÓÐÒÁ×ÌÑÔØ ÏÛÉÂËÕ. ðÏÓÌÅ ÔÏÇÏ ËÁË ÏÐÒÅ-

ÄÅÌ£Î ÓÉÎÄÒÏÍ, ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÏÂÒÁÔÎÙÊ Ë ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ ×ÏÓÓÔÁÎÏ-

×ÌÅÎÎÏÊ ÐÏ ÓÉÎÄÒÏÍÕ ÏÛÉÂËÉ. ðÏÌÕÞÉÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ, ÏÔÌÉÞÁÀÝÅÅÓÑ ÏÔ

ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÌÉÛØ ÎÁ ÆÁÚÏ×ÙÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ. ÷ÓÑ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÁ ÎÁ

ÒÉÓ. 7.

÷ÙÛÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎ ÓÌÕÞÁÊ ÏÛÉÂËÉ ÔÉÐÁ �(g). îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÏÛÉÂËÁ

ÓÏÓÔÏÉÔ × ÄÅÊÓÔ×ÉÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ×ÉÄÁ

T =

X

jhj6k;jh

0

j6k

b

h;h

0

�(h) � �(h

0

)

y

:

÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ ÞÉÔÁÔÅÌÀ ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ËÁË ÒÁÂÏ-

ÔÁÅÔ ÐÒÉ×ÅÄ£ÎÎÁÑ ×ÙÛÅ ÓÈÅÍÁ × ÓÌÕÞÁÅ ÔÁËÏÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ

ÍÁÔÒÉÃ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ.

úÁÄÁÞÁ 14.6. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ

ÏÛÉÂËÉ ÐÏ ÓÉÎÄÒÏÍÕ ÄÌÑ ÔÏÒÉÞÅÓËÏÇÏ ËÏÄÁ.

14.11. áÎÉÏÎÙ (ÉÌÌÀÓÔÒÁÔÉ×ÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÔÏÒÉÞÅÓËÏÇÏ ËÏ-

ÄÁ). îÁ ÐÒÉÍÅÒÅ ÔÏÒÉÞÅÓËÏÇÏ ËÏÄÁ ÍÏÖÎÏ ÄÁÔØ ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ-

×ÌÅÎÉÅ ÏÂ ÁÎÉÏÎÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍÁÈ, Ï ËÏÔÏÒÙÈ ÇÏ×ÏÒÉÌÏÓØ ×Ï ××ÅÄÅÎÉÉ.
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éÔÁË, ×ÎÏ×Ø ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ë×ÁÄÒÁÔÎÕÀ ÓÅÔËÕ ÎÁ ÔÏÒÅ (Á ÍÏÖÎÏ É ÎÁ

ÐÌÏÓËÏÓÔÉ | ÓÅÊÞÁÓ ÎÁÓ ÂÕÄÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÔØ ÔÏÌØËÏ Å£ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÁÑ

ÞÁÓÔØ). ëÁË É ÒÁÎØÛÅ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ s É ËÁÖÄÏÊ ÇÒÁÎÉ u ÒÁÓ-

ÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏ×ÅÒÏÞÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ

A

(x)

s

=

Y

j2 Ú×ÅÚÄÁ(s)

�

x
j

; A

(z)

u

=

Y

j2ÇÒÁÎÉÃÁ(u)

�

z
j

:

óÏÓÔÏÑÎÉÅ ËÏÄÏ×ÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ A

(x)

s

j�i = j�i,

A

(z)

u

j�i = j�i. éÈ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ÄÒÕÇÉÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅ-

ÄÕÀÝÉÊ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÉÁÎ | ÜÒÍÉÔÏ× ÏÐÅÒÁÔÏÒ

H =

X

s

(I �A

(x)

s

) +

X

u

(I �A

(z)

u

):

üÔÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÊ, ÐÒÉÞÅÍ ÅÇÏ ÎÕÌÅ×ÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï

× ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ËÏÄÏ×ÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÔÏÒÉÞÅÓËÏÇÏ ËÏÄÁ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÅËÔÏÒÙ ÉÚ ËÏÄÏ×ÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÏÂ-

ÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ É ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÊ ÜÎÅÒÇÉÅÊ (Ô. Å. ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ

ÇÁÍÉÌØÔÏÎÉÁÎÁ). ôÁËÉÅ ×ÅËÔÏÒÙ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÏÓÎÏ×ÎÙÍÉ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ,

Á ×ÅËÔÏÒÙ ÉÚ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÑ | ×ÏÚÂÕÖÄ£ÎÎÙÍÉ ÓÏÓÔÏÑ-

ÎÉÑÍÉ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÏÚÂÕÖÄ£ÎÎÙÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ Ó ÎÁÉÍÅÎØÛÅÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÜÎÅÒ-

ÇÉÅÊ, ËÏÇÄÁ ÎÁÒÕÛÅÎÏ ÒÏ×ÎÏ Ä×Á ÕÓÌÏ×ÉÑ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ×ÅÒÛÉÎÎÙÈ). (þÉ-

ÓÌÏ ÎÁÒÕÛÅÎÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ ËÁÖÄÏÇÏ ÔÉÐÁ Þ£ÔÎÏÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ

Q

s

A

(x)

s

=

=

Q

u

A

(z)

u

= I.) ôÏÇÄÁ ÄÌÑ Ä×ÕÈ ×ÅÒÛÉÎ, × ËÏÔÏÒÙÈ ËÏÄÏ×ÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ

ÎÁÒÕÛÁÀÔÓÑ, ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ

A

(x)

s

j�i = �j�i; A

(x)

p

j�i = �j�i:

ëÁË ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ j�i ÉÚ ËÏÄÏ×ÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ j�i? óÏÅÄÉ-

ÎÉÍ p É s ÒÅÛ£ÔÏÞÎÙÍ ÐÕÔÅÍ C

1

É ÐÏÄÅÊÓÔ×ÕÅÍ ÎÁ j�i ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ

W =

Q

j2C

1

�

z
j

. üÔÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó ÐÒÏ×ÅÒÏÞÎÙÍÉ ×ÅÒÛÉÎ-

ÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ ÐÕÔÉ C

1

, Á × ËÏÎ-

ÃÁÈ | ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ: WA

(x)

s

= �A

(x)

s

W . ðÏÌÏÖÉÍ j�i = W j�i É

ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ j�i ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ. äÌÑ ×ÅÒÛÉÎÙ s

(ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ É ÄÌÑ p) ÉÍÅÅÍ

j�i = W j�i =WA

(x)

s

j�i = �A

(x)

s

W j�i = �A

(x)

s

j�i

(A

(x)

s

j�i = j�i, ÔÁË ËÁË ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ j�i | ËÏÄÏ×ÏÅ).

ìÀÂÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ×ÏÚÂÕ-

ÖÄÅÎÉÊ Ä×ÕÈ ÔÉÐÏ×, ÏÄÎÉ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ �ÖÉ×ÕÔ� ÎÁ ×ÅÒÛÉÎÁÈ, ÄÒÕÇÉÅ |

ÎÁ ÇÒÁÎÑÈ. üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÅ ×ÏÚÂÕÖÄÅÎÉÅ | ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÏ ÎÁÒÕÛÅÎÎÏÅ ËÏ-

ÄÏ×ÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ, ÎÏ ÔÅÐÅÒØ ÍÙ ÄÕÍÁÅÍ Ï Î£Í ËÁË Ï ÞÁÓÔÉÃÅ. þÁÓÔÉÃÙ-

×ÏÚÂÕÖÄÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ Ä×ÉÇÁÔØ, ÓÏÚÄÁ×ÁÔØ É ÕÎÉÞÔÏÖÁÔØ. ðÁÒÁ ×ÏÚÂÕÖÄÅ-

ÎÉÊ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ (ËÏÄÏ×ÏÇÏ) ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÄÅÊ-
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s

p

u

C

2

C

1

s

p

u

C

0

Á) Â)

òÉÓ. 8.

ÓÔ×ÉÅÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ W , ÐÒÉ×ÅÄ£ÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ; ÐÁÒÁ ×ÏÚÂÕÖÄÅÎÉÊ ×ÔÏÒÏÇÏ

ÔÉÐÁ | ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ V =

Q

j2C

2

�

x
j

; ÇÄÅ C

2

| ÐÕÔØ, ÓÏÅÄÉÎÑ-

ÀÝÉÊ Ä×Å ÇÒÁÎÉ, ËÁË ÐÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓ. 8Á). ëÁË É ÒÁÎØÛÅ ÐÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ,

ÞÔÏ A

(z)

u

(V j�i) = �V j�i.

þÔÏ ÓÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ Ä×ÉÇÁÔØ ×ÏÚÂÕÖÄÅÎÉÅ ÏÄÎÏÇÏ ÔÉÐÁ (ËÒÅÓÔÉË) ×Ï-

ËÒÕÇ ×ÏÚÂÕÖÄÅÎÉÑ ×ÔÏÒÏÇÏ ÔÉÐÁ (ËÒÕÖÏÞËÁ)? (óÍ. ÒÉÓ. 8Â).) ä×ÉÖÅÎÉÅ

×ÏÚÂÕÖÄÅÎÉÑ ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ

Q

j2C

0

�

x
j

=

Q

r

A

(x)

r

, ÚÁ×ÉÓÑÝÉÍ

ÏÔ ËÏÎÔÕÒÁ ÏÂÈÏÄÁ C

0

(ÚÄÅÓØ r ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ×ÓÅ ÇÒÁÎÉ ×ÎÕÔÒÉ C

0

). ïÞÅ×ÉÄ-

ÎÏ, ÞÔÏ A

(x)

r

j i = j i ÄÌÑ ×ÓÅÈ r 6= p. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ

j i 7!

Y

j2C

0

�

x
j

j i = A

(x)

p

j i = �j i:

ôÏ ÅÓÔØ ×ÅËÔÏÒ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÄÏÍÎÏÖÉÌÓÑ ÎÁ �1. üÔÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÒÁÓ-

ÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÅ ×ÏÚÂÕÖÄÅÎÉÑ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ (ÁÂÅÌÅ×ÙÍÉ) ÁÎÉÏÎÁÍÉ.

îÁ ÔÏÒÅ ÍÏÖÎÏ Ä×ÉÇÁÔØ ÞÁÓÔÉÃÙ ÐÏ Ä×ÕÍ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ÃÉËÌÁÍ, ÏÂÒÁ-

ÚÕÀÝÉÍ ÂÁÚÉÓ × ÇÒÕÐÐÅ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ÓÏÚÄÁÔØ ÉÚ ÏÓÎÏ×-

ÎÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÐÁÒÕ ×ÏÚÂÕÖÄÅÎÉÊ ÏÄÎÏÇÏ ÔÉÐÁ, ÏÂÎÅÓÔÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ×ÏÚÂÕ-

ÖÄÅÎÉÊ ÐÏ ÃÉËÌÕ É ÐÒÏÁÎÎÉÇÉÌÉÒÏ×ÁÔØ ÓÏ ×ÔÏÒÙÍ ×ÏÚÂÕÖÄÅÎÉÅÍ. üÔÏÔ

ÐÒÏÃÅÓÓ ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÎÁ ËÏÄÏ×ÏÍ

ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, | ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ �

z
j

×ÄÏÌØ ÐÕÔÉ ÎÁ ÒÅÛÅÔËÅ, ÌÉÂÏ �

x
j

×ÄÏÌØ ÐÕÔÉ ÎÁ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÒÅÛ£ÔËÅ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Ä×Á ÔÉÐÁ

×ÏÚÂÕÖÄÅÎÉÊ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ 4 ÔÁËÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ: Y

(z)

1

É Y

(x)

2

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-

ÀÔ ÏÄÎÏÍÕ ÂÁÚÉÓÎÏÍÕ ÃÉËÌÕ, Á Y

(z)

2

É Y

(x)

1

| ÄÒÕÇÏÍÕ. üÔÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ

ÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ ÎÁ Ä×Á ÚÁËÏÄÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ q-ÂÉÔÁ ËÁË �

z
i

; �

x
i

(i = 1; 2), ÐÏÔÏ-

ÍÕ ÞÔÏ ÏÎÉ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÔÁËÉÍÉ ÖÅ ËÏÍÍÕÔÁÃÉÏÎÎÙÍÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ:

Y

(x)

i

Y

(z)

i

= �Y

(z)

i

Y

(x)

i

(ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÐÁÒÙ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ).



þÁÓÔØ III

òÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ

÷ ÜÔÏÊ ÞÁÓÔÉ ÐÒÉ×ÏÄÑÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ ÉÌÉ ÎÅÆÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÕËÁÚÁ-

ÎÉÑ, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ËÏÔÏÒÙÍÉ ÚÁÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÎÎÙÊ ÞÉÔÁÔÅÌØ ÍÏÖÅÔ ×ÏÓÓÔÁÎÏ-

×ÉÔØ ÓÔÒÏÇÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ.

éÚ ÒÁÚÄÅÌÁ 1

1.1. îÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ÔÁËÕÀ ÍÁÛÉÎÕ ÌÅÇËÏ. ïÎÁ ÐÅÒÅÎÏÓÉÔ ÓÉÍ-

×ÏÌÙ ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÓÌÅ×Á ÎÁÐÒÁ×Ï É ÓÐÒÁ×Á ÎÁÌÅ×Ï, ÐÏËÁ ÎÅ ÏÂÎÁÒÕÖÉ×ÁÅÔ,

ÞÔÏ ÄÏÓÔÉÇÎÕÔÁ ÓÅÒÅÄÉÎÁ ÓÌÏ×Á, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ.

äÁÄÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÜÔÏÊ ÍÁÛÉÎÙ.

÷ÎÅÛÎÉÊ ÁÌÆÁ×ÉÔ: A = f0; 1g. áÌÆÁ×ÉÔ S = f ; 0; 1; �; 0

0

; 1

0

g, ÐÏÍÉ-

ÍÏ ÓÉÍ×ÏÌÏ× ×ÎÅÛÎÅÇÏ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ É ÐÕÓÔÏÇÏ ÓÉÍ×ÏÌÁ , ×ËÌÀÞÁÅÔ ÔÒÉ

×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÈ ÍÅÔËÉ, ÕËÁÚÙ×ÁÀÝÉÈ ÎÁ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÓÉÍ×ÏÌÏ×, ËÏÔÏ-

ÒÙÅ ÐÅÒÅÎÏÓÑÔÓÑ.

íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÕÐÒÁ×ÌÑÀÝÅÇÏ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Á

Q = fq

0

; q

f

; r

0

; r

1

; l

0

; l

1

; l

0

0

; l

1

0

g:

âÕË×Ù r É l ÕËÁÚÙ×ÁÀÔ ÎÁ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ ÐÅÒÅÎÏÓÁ ÓÉÍ×ÏÌÁ, ÉÎÄÅËÓÙ ÐÒÉ

ÜÔÉÈ ÂÕË×ÁÈ | ÎÁ ÐÅÒÅÎÏÓÉÍÙÊ ÓÉÍ×ÏÌ.

ôÅÐÅÒØ ÚÁÄÁÄÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ ÐÅÒÅÈÏÄÏ×. äÌÑ ×ÓÅÈ ÐÁÒ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÆÕÎ-

ËÃÉÑ ÐÅÒÅÈÏÄÏ× ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÍÉ ÎÉÖÅ ÐÒÁ×ÉÌÁÍÉ, Å£ ÚÎÁÞÅ-

ÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÉÒÁÔØ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ.

îÁÞÁÌÏ ÒÁÂÏÔÙ:

(q

0

; 0) 7! (r

0

; �;+1); (q

0

; 1) 7! (r

1

; �;+1);

(q

0

; ) 7! (q

0

; ;�1):

ðÅÒ×ÁÑ ÓÔÒÏËÁ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÁÛÉÎÁ ÐÏÓÔÁ×ÉÌÁ ÍÅÔËÕ × ÐÅÒ×ÏÊ ÐÏÚÉÃÉÉ

É ÐÏÎÅÓÌÁ ×ÐÒÁ×Ï ÓÉÍ×ÏÌ, ËÏÔÏÒÙÊ × ÎÅÊ ÓÔÏÑÌ. ÷ÔÏÒÁÑ ÓÔÒÏËÁ ÏÚÎÁÞÁÅÔ,

ÞÔÏ ÎÁ ÐÕÓÔÏÍ ÓÌÏ×Å ÍÁÛÉÎÁ ÓÒÁÚÕ ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ.
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ðÅÒÅÎÏÓ ×ÐÒÁ×Ï:

(r

0

; 0) 7! (r

0

; 0;+1); (r

1

; 0) 7! (r

1

; 0;+1);

(r

0

; 1) 7! (r

0

; 1;+1); (r

1

; 1) 7! (r

1

; 1;+1):

íÁÛÉÎÁ Ä×ÉÇÁÅÔÓÑ ×ÐÒÁ×Ï, ÐÏËÁ ÎÅ ÄÏÓÔÉÇÎÅÔ ËÏÎÃÁ ÓÌÏ×Á ÉÌÉ ÍÅÔËÉ.

ðÅÒÅÍÅÎÁ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÓÐÒÁ×Á ÎÁÌÅ×Ï ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ Ä×ÕÈ ÄÅÊ-

ÓÔ×ÉÊ: ÓÎÑÔØ ÍÅÔËÕ (ÅÓÌÉ ÜÔÏ ÎÅ ÐÕÓÔÏÊ ÓÉÍ×ÏÌ)

(r

0

; 0

0

) 7! (l

0

0

; 0;�1); (r

1

; 0

0

) 7! (l

1

0

; 0;�1);

(r

0

; 1

0

) 7! (l

0

0

; 1;�1); (r

1

; 1

0

) 7! (l

1

0

; 1;�1);

(r

0

; ) 7! (l

0

0

; ;�1); (r

1

; ) 7! (l

1

0

; ;�1)

É ÐÏÓÔÁ×ÉÔØ Å£ ÎÁ ÌÅ×ÏÇÏ ÓÏÓÅÄÁ

(l

0

0

; 0) 7! (l

0

; 0

0

;�1); (l

1

0

; 0) 7! (l

0

; 1

0

;�1);

(l

0

0

; 1) 7! (l

1

; 0

0

;�1); (l

1

0

; 1) 7! (l

1

; 1

0

;�1):

ðÅÒÅÎÏÓ ×ÌÅ×Ï:

(l

0

; 0) 7! (l

0

; 0;�1); (l

1

; 0) 7! (l

0

; 0;�1);

(l

0

; 1) 7! (l

1

; 1;�1); (l

1

; 1) 7! (l

1

; 1;�1):

ðÅÒÅÍÅÎÁ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÓÌÅ×Á ÎÁÐÒÁ×Ï:

(l

0

; �) 7! (q

0

; 0;+1); (l

1

; �) 7! (q

0

; 1;+1):

úÁ×ÅÒÛÅÎÉÅ ÒÁÂÏÔÙ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ Þ£ÔÎÏÓÔÉ ÄÌÉÎÙ ÓÌÏ×Á: ÐÒÉ Þ£ÔÎÏÊ

ÄÌÉÎÅ ÏÓÔÁÎÏ×ËÁ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÐÒÉ ÎÁÞÁÌÅ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ×ÐÒÁ×Ï

(q

0

; 0

0

) 7! (q

f

; 0;�1); (q

0

; 1

0

) 7! (q

f

; 1;�1);

Á ÐÒÉ ÎÅÞ£ÔÎÏÊ ÄÌÉÎÅ | ÐÒÉ ÎÁÞÁÌÅ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ×ÌÅ×Ï

(l

0

0

; �) 7! (q

f

; 0;�1); (l

1

0

; �) 7! (q

f

; 1;�1);

(q

f

; 0) 7! (q

f

; 0;�1); (q

f

; 1) 7! (q

f

; 1;�1):

1.2. îÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ: ËÏ ×ÔÏÒÏÍÕ ÓÌÁÇÁÅÍÏÍÕ ÐÏ-

ÏÞÅÒ£ÄÎÏ ÄÏÂÁ×ÌÑÀÔÓÑ ÒÁÚÒÑÄÙ ÐÅÒ×ÏÇÏ, ÄÏÂÁ×ÌÅÎÎÙÊ ÒÁÚÒÑÄ ÓÔÉÒÁÅÔ-

ÓÑ. äÏÂÁ×ÌÅÎÉÅ ÏÄÎÏÇÏ ÒÁÚÒÑÄÁ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÚÁ ×ÒÅÍÑ, ÎÅ ÐÒÅ×ÙÛÁÀÝÅÅ

ÕÄ×ÏÅÎÎÏÊ ÄÌÉÎÙ ×ÔÏÒÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ, ÔÁË ÞÔÏ ÏÂÝÅÅ ×ÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ ÍÁ-

ÛÉÎÙ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÄÌÉÎÙ ×ÈÏÄÁ.

äÁÄÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÔÁËÏÊ ÍÁÛÉÎÙ.

÷ÎÅÛÎÉÊ ÁÌÆÁ×ÉÔ: A = f0; 1;+g. áÌÆÁ×ÉÔ S = f ; 0; 1;+; 0

0

; 1

0

;+

0

g,

ÐÏÍÉÍÏ ÓÉÍ×ÏÌÏ× ×ÎÅÛÎÅÇÏ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ É ÐÕÓÔÏÇÏ ÓÉÍ×ÏÌÁ , ×ËÌÀÞÁÅÔ

ÔÒÉ ×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÈ ÍÅÔËÉ.

íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÕÐÒÁ×ÌÑÀÝÅÇÏ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Á

Q = fq

0

; q

f

; q

p

; r

0

; r

1

; l

0

; l

1

; dg:
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âÕË×Ù r É l ÕËÁÚÙ×ÁÀÔ ÎÁ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ ÐÅÒÅÎÏÓÁ ÓÉÍ×ÏÌÁ, ÉÎÄÅËÓÙ ÐÒÉ

ÜÔÉÈ ÂÕË×ÁÈ | ÎÁ ÐÅÒÅÎÏÓÉÍÙÊ ÓÉÍ×ÏÌ (×ÌÅ×Ï ÍÁÛÉÎÁ ÎÏÓÉÔ ÂÉÔ ÐÅÒÅ-

ÎÏÓÁ × ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÁÚÒÑÄ, Á ×ÐÒÁ×Ï | ÄÏÂÁ×ÌÑÅÍÙÊ ÂÉÔ), × ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ d

ÍÁÛÉÎÁ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔ ÓÔÉÒÁÎÉÅ ÏÂÒÁÂÏÔÁÎÎÏÇÏ ÒÁÚÒÑÄÁ.

ôÅÐÅÒØ ÚÁÄÁÄÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ ÐÅÒÅÈÏÄÏ×. ëÁË É × ÚÁÄÁÞÅ 1.1, ÄÌÑ ÎÅ ÕÐÏ-

ÍÑÎÕÔÙÈ ÎÉÖÅ ÐÁÒ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÅÒÅÈÏÄÏ× ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ.

îÁÞÁÌÏ É ËÏÎÅÃ ÒÁÂÏÔÙ:

(q

0

; 0) 7! (q

0

; 0

0

;+1); (q

0

; 1) 7! (q

p

; 1

0

;+1); (q

0

;+) 7! (d; 0;�1);

(q

p

; 0) 7! (q

p

; 0;+1); (q

p

; 1) 7! (q

p

; 1;+1); (q

p

;+) 7! (d; 0;�1);

(q

p

; 0

0

) 7! (q

f

; 0;+1); (q

p

; 1

0

) 7! (q

f

; 1;+1);

(q

f

; 0) 7! (q

f

; 0;�1); (q

f

; 1) 7! (q

f

; 1;�1):

óÁÍÙÊ ÌÅ×ÙÊ ÓÉÍ×ÏÌ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ ÐÏÍÅÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ ÎÅ ÐÒÏÐÕ-

ÓÔÉÔØ ËÏÎÅÃ ÒÁÂÏÔÙ. äÁÌÅÅ ÍÁÛÉÎÁ Ä×ÉÖÅÔÓÑ ×ÐÒÁ×Ï × ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ q

p

.

åÓÌÉ ÎÁÊÄÅÎ ÚÎÁË +, ÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÐÅÒÅÈÏÄ Ë ÎÁÞÁÌÕ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÑ ÏÞÅ-

ÒÅÄÎÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ. åÓÌÉ ÎÁÊÄÅÎÁ ÍÅÔËÁ, ÔÏ ÏÎÁ ÓÔÉÒÁÅÔÓÑ, Á ÍÁÛÉÎÁ

ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁ ÌÅÎÔÅ ÏÓÔÁ£ÔÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÓÌÏÖÅÎÉÑ (ÓÞÉ-

ÔÁÅÍ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÍÏÖÅÔ ÎÁÞÉÎÁÔØÓÑ ÎÕÌÑÍÉ).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÞÅÒÅÄÎÏÇÏ ÂÉÔÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÕÖÎÏ ÄÏÂÁ×ÌÑÔØ ËÏ ×ÔÏÒÏ-

ÍÕ ÓÌÁÇÁÅÍÏÍÕ, ÐÅÒÅÎÏÓ ÅÇÏ ×ÐÒÁ×Ï É ÐÅÒÅÈÏÄ × ÒÅÖÉÍ ÓÌÏÖÅÎÉÑ:

(d; 0) 7! (r

0

;+;+1); (d; 1) 7! (r

1

;+;+1);

(d; 0

0

) 7! (r

0

;+

0

;+1); (d; 1

0

) 7! (r

1

;+

0

;+1);

(r

0

; 0) 7! (r

0

; 0;+1); (r

1

; 0) 7! (r

1

; 0;+1);

(r

0

; 1) 7! (r

0

; 1;+1); (r

1

; 1) 7! (r

1

; 1;+1);

(r

0

; ) 7! (l

0

0

; ;�1); (r

1

; ) 7! (l

1

0

; ;�1);

(r

0

; 0

0

) 7! (l

0

0

; 0;�1); (r

1

; 0

0

) 7! (l

1

0

; 0;�1);

(r

0

; 1

0

) 7! (l

0

0

; 1;�1); (r

1

; 1

0

) 7! (l

1

0

; 1;�1);

(l

0

0

; 0) 7! (l

0

; 0

0

;�1); (l

1

0

; 0) 7! (l

0

; 1

0

;�1);

(l

0

0

; 1) 7! (l

0

; 1

0

;�1); (l

1

0

; 1) 7! (l

1

; 0

0

;�1):

óÌÏÖÅÎÉÅ, ÐÏËÁ ÎÅ ÄÏÓÔÉÇÎÕÔ ÚÎÁË +

(l

0

; 0) 7! (l

0

; 0;�1); (l

1

; 0) 7! (l

0

; 1;�1);

(l

0

; 1) 7! (l

0

; 1;�1); (l

1

; 1) 7! (l

1

; 0;�1);

(l

0

;+) 7! (d; 0;�1); (l

1

;+) 7! (d; 1;�1);

(l

0

;+

0

) 7! (q

p

; 0;�1); (l

1

;+

0

) 7! (q

p

; 1;�1):

ðÏÓÌÅÄÎÑÑ ÓÔÒÏÞËÁ ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ × ËÏÎÃÅ, ËÏÇÄÁ ÌÅ×ÅÅ ÚÎÁËÁ +

0

ÕÖÅ ÎÉ-

ÞÅÇÏ ÎÅÔ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÁÛÉÎÁ ÎÁÞÉÎÁÅÔ Ä×ÉÇÁÔØÓÑ ×ÐÒÁ×Ï, ÞÔÏÂÙ ÓÔÅÒÅÔØ

ÏÓÔÁ×ÛÕÀÓÑ ÍÅÔËÕ.
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1.3. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÏÔ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÇÏ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÔÁËÏÊ ÁÌÇÏ-

ÒÉÔÍ ÅÓÔØ, Ô. Å. ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÁÛÉÎÁ A, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁ ×ÈÏÄÅ ([í ]; x) ÄÁ£Ô

ÏÔ×ÅÔ �ÄÁ�, ÅÓÌÉ ÍÁÛÉÎÁ í ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ×ÈÏÄÅ x, × ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ

ÓÌÕÞÁÅ ÄÁ£Ô ÏÔ×ÅÔ �ÎÅÔ� (ÞÅÒÅÚ [í ] ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÏ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÍÁÛÉÎÙ í ).

ôÏÇÄÁ ÅÓÔØ É ÔÁËÁÑ ÍÁÛÉÎÁ A

0

, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁ ×ÈÏÄÅ X ÍÏÄÅÌÉÒÕÅÔ ÒÁÂÏÔÕ

A ÎÁ ×ÈÏÄÅ (X;X). úÁÔÅÍ, ÅÓÌÉ ÏÔ×ÅÔ ÍÁÛÉÎÙ A| �ÄÁ�, ÔÏ A

0

ÎÁÞÉÎÁÅÔ

Ä×ÉÇÁÔØ ÇÏÌÏ×ËÕ ×ÐÒÁ×Ï É ÎÅ ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ, Á ÅÓÌÉ ÏÔ×ÅÔ A | �ÎÅÔ�,

ÔÏ A

0

ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ.

ïÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÌÉ A

0

ÎÁ ×ÈÏÄÅ [A

0

]? åÓÌÉ ÏÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ, ÔÏ A ÄÁ£Ô ÏÔ×ÅÔ

�ÄÁ� ÎÁ ×ÈÏÄÅ ([A

0

]; [A

0

]). ôÏÇÄÁ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÍÁÛÉÎÙ A

0

, ÎÁ ×ÈÏÄÅ

[A

0

] ÏÎÁ ÎÅ ÏÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ. éÔÁË, A

0

ÎÁ ×ÈÏÄÅ [A

0

] ÎÅ ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ. îÏ

ÔÏÇÄÁ A ÄÁ£Ô ÏÔ×ÅÔ �ÎÅÔ� ÎÁ ×ÈÏÄÅ ([A

0

]; [A

0

]). îÏ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ A

0

ÎÁ ×ÈÏÄÅ [A

0

] ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ. ðÒÉÛÌÉ Ë ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÀ.

1.4. ÷Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ×ÙÐÉÓÙ×ÁÅÔ

ÏÄÎÕ ÚÁ ÄÒÕÇÏÊ ÔÅ íô, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÀÔÓÑ, ÂÕÄÕÞÉ ÚÁÐÕÝÅÎ-

ÎÙÍÉ ÎÁ ÐÕÓÔÏÊ ÌÅÎÔÅ. üÔÏÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÐÅÒÅÂÉÒÁÅÔ ×ÓÅ ÐÁÒÙ ([M ]; n)

([M ] | ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÍÁÛÉÎÙ M , n | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ) É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ

ÐÁÒÙ ÍÏÄÅÌÉÒÕÅÔ ÒÁÂÏÔÕ M ÎÁ ÐÕÓÔÏÍ ×ÈÏÄÅ × ÔÅÞÅÎÉÅ n ÔÁËÔÏ×. åÓÌÉ

ÚÁ ÜÔÏ ×ÒÅÍÑ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÏÓÔÁÎÏ×ËÁ, ÔÏ M ×ËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÓÐÉÓÏË, ÅÓÌÉ

ÎÅ ÂÙÌÁ ×ËÌÀÞÅÎÁ × ÎÅÇÏ ÒÁÎÅÅ.

åÓÌÉ ÂÙ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÌ ÅÝ£ É ÔÁËÏÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ×ÙÐÉÓÙ×ÁÅÔ

ÏÄÎÕ ÚÁ ÄÒÕÇÏÊ ÍÁÛÉÎÙ, ÎÅ ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÀÝÉÅÓÑ ÎÁ ÐÕÓÔÏÍ ×ÈÏÄÅ, ÔÏ

ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ É ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÐÒÏ×ÅÒÑÀÝÉÊ, ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ

ÌÉ íô A ÎÁ ÐÕÓÔÏÍ ×ÈÏÄÅ: ÚÁÐÕÓËÁÅÍ ÏÂÁ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑ É

ÖÄ£Í, ËÏÇÄÁ ÏÐÉÓÁÎÉÅ A ÐÏÑ×ÉÔÓÑ × ÏÄÎÏÍ ÉÌÉ × ÄÒÕÇÏÍ ÓÐÉÓËÅ.

îÏ ÔÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÌ ÂÙ É ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÒÅÛÁÀÝÉÊ ÐÒÏÂÌÅÍÕ ÏÓÔÁ-

ÎÏ×ËÉ: ÐÏ ÍÁÛÉÎÅ M É ×ÈÏÄÕ x ÌÅÇËÏ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÍÁÛÉÎÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÎÁÞÁ-

ÌÁ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÔ x ÎÁ ÌÅÎÔÕ, Á ÚÁÔÅÍ ÍÏÄÅÌÉÒÕÅÔ ÒÁÂÏÔÕ M . ôÁË ÞÔÏ ÉÚ

ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÎÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÀÝÅÇÏ

ÍÁÛÉÎÙ, ÎÅ ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÀÝÉÅÓÑ ÎÁ ÐÕÓÔÏÍ ÓÌÏ×Å.

1.5. ïÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÕËÁÚÁÎÉÅÍ. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ b(n)

ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ n ÓÒÅÄÉ ÍÁÛÉÎ Ó n ÓÉÍ×ÏÌÁÍÉ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ É

n ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ, ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÀÝÉÈÓÑ ÎÁ ÐÕÓÔÏÍ ×ÈÏÄÅ, ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ É

ÔÁËÕÀ, ËÏÔÏÒÁÑ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔ nb(n), Á ÚÁÔÅÍ ×ÙÞÉÔÁÅÔ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÏ

ÅÄÉÎÉÃÅ, ÐÏËÁ ÎÅ ÄÏÊÄ£Ô ÄÏ ÎÕÌÑ.

1.6. ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ Ä×ÕÈÌÅÎÔÏÞÎÁÑ íô M

2

, ÒÁÂÏÔÁÀÝÁÑ ÚÁ ×ÒÅÍÑ

T (n) > n ÎÁ ×ÈÏÄÁÈ ÄÌÉÎÙ n. ïÐÉÛÅÍ ÎÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÍÁÛÉÎÕ M

1

Ó ÅÄÉÎ-

ÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÌÅÎÔÏÊ, ÍÏÄÅÌÉÒÕÀÝÕÀ ÒÁÂÏÔÕ M

2

. áÌÆÁ×ÉÔ ÜÔÏÊ ÍÁÛÉÎÙ

ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÅÌÉË, ÞÔÏÂÙ ËÏÄÉÒÏ×ÁÔØ × ÏÄÎÏÊ ÑÞÅÊËÅ ÓÏÄÅÒÖÉÍÏÅ ÑÞÅÅË

Ó ÔÅÍ ÖÅ ÎÏÍÅÒÏÍ ÎÁ ÌÅÎÔÁÈ M

2

É ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ Ï ÐÏÌÏÖÅÎÉÉ ÇÏÌÏ×ÏË
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(ÎÁ ËÁËÉÈ ÌÅÎÔÁÈ ÇÏÌÏ×ËÉ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÎÁÄ ÑÞÅÊËÏÊ Ó ÔÅÍ ÖÅ ÎÏÍÅÒÏÍ).

õÐÒÁ×ÌÑÀÝÅÅ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Ï M

1

ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÚÁÐÏÍÉÎÁÔØ ÓÏÄÅÒÖÉÍÏÅ ÑÞÅ-

ÅË, ÎÁÄ ËÏÔÏÒÙÍÉ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÇÏÌÏ×ËÉ M

2

, É ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÕÐÒÁ×ÌÑÀÝÅÇÏ

ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Á M

2

.

íÁÛÉÎÁM

1

ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÃÉËÌÁÍÉ, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÍÉÔÉÒÕÅÔ ÏÄÉÎ

ÔÁËÔ ÒÁÂÏÔÙ M

2

. ÷ ÎÁÞÁÌÅ ËÁÖÄÏÇÏ ÃÉËÌÁ ÇÏÌÏ×ËÁ M

1

ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁÄ

ÓÁÍÏÊ ÌÅ×ÏÊ ÑÞÅÊËÏÊ.

ãÉËÌ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ Ä×ÕÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÐÒÏÈÏÄÏ× ÐÏ ÚÁÐÉÓÁÎÎÏÍÕ

ÓÌÏ×Õ. ÷ÎÁÞÁÌÅ M

1

Ä×ÉÖÅÔÓÑ ×ÐÒÁ×Ï É ÓÏÂÉÒÁÅÔ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ Ï ÓÏÓÔÏ-

ÑÎÉÑÈ × ÑÞÅÊËÁÈ M

2

, ÎÁÄ ËÏÔÏÒÙÍÉ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÇÏÌÏ×ËÉ. ðÒÉ ÏÂÒÁÔÎÏÍ

ÐÒÏÈÏÄÅ ÓÐÒÁ×Á ÎÁÌÅ×ÏM

1

×ÙÐÏÌÎÑÅÔ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ, ÉÍÉÔÉÒÕÀÝÉÅ ÔÁËÔ ÒÁ-

ÂÏÔÙ M

2

. îÁ ËÁÖÄÏÅ ÔÁËÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ O(1) ÔÁËÔÏ×.

ãÉËÌ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÚÁ O(S) ÔÁËÔÏ× ÒÁÂÏÔÙ M

1

, ÇÄÅ S | ÄÌÉÎÁ ÉÓ-

ÐÏÌØÚÕÅÍÏÊ ÞÁÓÔÉ ÌÅÎÔÙ. ôÁË ËÁË T (n) > n, ÔÏ S 6 maxfn; T (n)g =

T (n). ðÏÜÔÏÍÕ M

1

ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÚÁ ×ÒÅÍÑ O(ST (n)) = O(T

2

(n)).

1.7. ðÒÉ×ÅÄ£Í ÅÝ£ ÂÏÌÅÅ ÎÅÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ, ÞÅÍ × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ,

ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ. áÌÆÁ×ÉÔ ÍÏÄÅÌÉÒÕÀÝÅÊ ÍÁÛÉÎÙ ×ÙÂÅÒÅÍ ÄÏÓÔÁ-

ÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÍ, ÞÔÏÂÙ ËÏÄÉÒÏ×ÁÔØ × ÏÄÎÏÊ ÑÞÅÊËÅ ÓÏÄÅÒÖÉÍÏÅ ÑÞÅÅË ÎÁ

×ÓÅÈ ÌÅÎÔÁÈ, ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ Ï ÐÏÌÏÖÅÎÉÉ ÇÏÌÏ×ÏË (ÎÁ ËÁËÉÈ ÌÅÎÔÁÈ ÇÏÌÏ×-

ËÉ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÎÁÄ ÄÁÎÎÏÊ ÑÞÅÊËÏÊ) É ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÍÅÔËÉ, ËÏÔÏÒÙÅ

ÐÏÔÒÅÂÕÀÔÓÑ × ÐÒÏÃÅÓÓÅ ÒÁÂÏÔÙ.

ïÐÉÛÅÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍ A, ËÏÔÏÒÙÊ ÒÅÛÁÅÔ ÔÁËÕÀ ÚÁÄÁÞÕ: ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÉÚ

ÌÅÎÔ ÚÁÐÉÓÁÎÏ ÓÌÏ×Ï (t; w), ÎÁ ×ÔÏÒÏÊ ÇÏÌÏ×ËÁ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ËÏÎÃÅ ÉÓ-

ÐÏÌØÚÕÅÍÏÊ ÞÁÓÔÉ ÌÅÎÔÙ, ÎÕÖÎÏ ÐÒÏÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÔØ ÒÁÂÏÔÕ ÔÒ£ÈÌÅÎÔÏÞ-

ÎÏÊ ÍÁÛÉÎÙ ÚÁ ÐÅÒÉÏÄ ×ÒÅÍÅÎÉ t (ÚÁÐÉÓÁÎÎÙÊ Ä×ÏÉÞÎÙÍ ÓÌÏ×ÏÍ), ÅÓÌÉ

×ÎÁÞÁÌÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÌÅÎÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÓÌÏ×ÏÍ w.

úÁÐÉÛÅÍ ÎÁ Ó×ÏÂÏÄÎÏÅ ÍÅÓÔÏ ÎÁ ×ÔÏÒÏÊ ÌÅÎÔÅ ÞÉÓÌÏ t=2, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ

ÓËÏÐÉÒÕÅÍ ÔÕÄÁ ÖÅ (t=2)-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÇÏÌÏ×ÏË ÎÁ ×ÓÅÈ ÔÒ£È

ÌÅÎÔÁÈ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÍÁÛÉÎÙ É ÐÅÒÅÍÅÓÔÉÍ ÇÏÌÏ×ËÕ × ËÏÎÅÃ ÓÌÏ×Á w (× ËÏÎÅÃ

ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÏÊ ÞÁÓÔÉ ÐÅÒ×ÏÊ ÌÅÎÔÙ). ë ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÍÕ ÎÁ ×ÔÏÒÏÊ ÌÅÎÔÅ ÓÌÏ-

×Õ ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍA, ÐÏ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÉ ÅÇÏ ÒÁÂÏÔÙ ÓËÏÐÉ-

ÒÕÅÍ ÎÁ ÐÅÒ×ÕÀ ÌÅÎÔÕ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÎÉÑ, ÓËÏÐÉÒÕÅÍ ÎÁ ×ÔÏÒÕÀ

ÌÅÎÔÕ (t=2)-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÇÏÌÏ×ÏË ×Ï ×ÎÏ×Ø ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ, ÏÔ×Å-

ÞÁÀÝÅÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÀ ÔÒ£ÈÌÅÎÔÏÞÎÏÊ ÍÁÛÉÎÙ ÐÏÓÌÅ t=2 ÔÁËÔÏ× ÒÁÂÏÔÙ,

ÏÐÑÔØ ÐÅÒÅÍÅÓÔÉÍ ÇÏÌÏ×ËÕ × ËÏÎÅÃ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÏÊ ÞÁÓÔÉ ÐÅÒ×ÏÊ ÌÅÎÔÙ.

åÝ£ ÒÁÚ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÍ A Ë ÓÌÏ×Õ ÎÁ ×ÔÏÒÏÊ ÌÅÎÔÅ, ÐÏ ÚÁ×ÅÒÛÅ-

ÎÉÉ ÅÇÏ ÒÁÂÏÔÙ ÓËÏÐÉÒÕÅÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÎÁ ÐÅÒ×ÕÀ ÌÅÎÔÕ.

äÌÑ ËÏÒÒÅËÔÎÏÇÏ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÎÕÖÎÏ ÅÝ£ ÚÁÄÁÔØ ÅÇÏ ÒÁÂÏÔÕ

ÎÁ ÓÌÏ×Å (1; w). ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÏÓÔÏ ÐÒÉÍÅÎÑÅÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÁÎÁÌÏÇÉÞ-

ÎÙÊ ÏÐÉÓÁÎÎÏÍÕ × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ.
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ïÐÅÒÁÃÉÀ ËÏÐÉÒÏ×ÁÎÉÑ Ó ÌÅÎÔÙ ÎÁ ÌÅÎÔÕ ÍÏÖÎÏ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÉÔØ ÚÁ

ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔ ÄÌÉÎÙ ËÏÐÉÒÕÅÍÏÇÏ ÓÌÏ×Á ×ÒÅÍÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ×ÒÅÍÅÎÉ

e

T (t; s) ÒÁÂÏÔÙ × ÎÁÉÈÕÄÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ A, ÍÏÄÅÌÉÒÕÀÝÅÇÏ ÒÁ-

ÂÏÔÕ ÔÒ£ÈÌÅÎÔÏÞÎÏÊ ÍÁÛÉÎÙ ÚÁ ×ÒÅÍÑ t ÎÁ ÓÌÏ×ÁÈ ÄÌÉÎÙ s, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

ÏÃÅÎËÕ:

e

T (t; s) 6 2

e

T (

t

2

; t) + O(t) + O(s): (�)

éÚ (�) ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÅ C

1

É t > 1

e

T (t; 2t) 6 C

1

t(log t + 1):

ðÏÜÔÏÍÕ

e

T (t; s) = O(t log t) +O(t) +O(s):

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÓÌÏ×Ï (t; w) ÉÚ ÓÌÏ×Á w ÍÏÖÎÏ ÚÁ ×ÒÅÍÑ

jwj log t, ÅÓÌÉ t ÉÚ×ÅÓÔÎÏ.

áÌÇÏÒÉÔÍ ÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÔÒ£ÈÌÅÎÔÏÞÎÏÊ ÍÁÛÉÎÙ ÎÁ Ä×ÕÈÌÅÎÔÏÞÎÏÊ

ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ A ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÒÏÍÏÄÅÌÉÒÕÅÍ ÒÁÂÏÔÕ

ÍÁÛÉÎÙ ÉÚ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÚÁ 1 ÔÁËÔ, ÚÁÔÅÍ ÒÁÂÏÔÕ ÚÁ 2 ÔÁËÔÁ ÉÚ

ÄÏÓÔÉÇÎÕÔÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ É Ô. Ä. ïÃÅÎÉÍ ×ÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ ÜÔÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ.

ðÕÓÔØ ÉÓÈÏÄÎÁÑ ÔÒ£ÈÌÅÎÔÏÞÎÁÑ ÍÁÛÉÎÁ ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÎÁ ÓÌÏ×ÁÈ ÄÌÉÎÙ n ÚÁ

×ÒÅÍÑ T (n) > n. ôÏÇÄÁ ×ÒÅÍÑ T

0

(n) ÒÁÂÏÔÙ ÍÏÄÅÌÉÒÕÀÝÅÊ ÍÁÛÉÎÙ

ÂÕÄÅÔ ÏÃÅÎÉ×ÁÔØÓÑ ËÁË

T

0

(n) 6

dlogT (n)e

X
k=0

e

T (2

k

; n+2

k

) 6

dlog T (n)e

X
k=0

O(n+2

k

)+O(k2

k

)+O(2

k

) 6

6

dlog T (n)e

X
k=0

O(T (n)) = O(T (n) logT (n)):

1.8. éÎÆÏÒÍÁÃÉÑ × ÍÁÛÉÎÅ ôØÀÒÉÎÇÁ ÐÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ ÇÏÌÏ×ËÏÊ ÕÐÒÁ-

×ÌÑÀÝÅÇÏ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Á. âÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ ÜÔÁ ÍÙÓÌØ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔÓÑ ÔÁË.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ fQ

j

(x; k)g ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÕÐÒÁ×ÌÑÀÝÅÇÏ

ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Á íô × ÍÏÍÅÎÔÙ ÐÅÒÅÈÏÄÏ× ÇÏÌÏ×ËÉ ÍÅÖÄÕ k-Ê É (k + 1)-Ê

ÑÞÅÊËÁÍÉ ÐÒÉ ÒÁÂÏÔÅ íô ÎÁ ×ÈÏÄÅ x (ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÐÅÒÅÈÏÄÙ × ÏÂÅ

ÓÔÏÒÏÎÙ). òÁÂÏÔÁ ÍÁÛÉÎÙ ôØÀÒÉÎÇÁ ÓÐÒÁ×Á ÏÔ k-Ê ÑÞÅÊËÉ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ

ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ fQ

j

(x; k)g.

ôÅÐÅÒØ ÚÁÐÉÛÅÍ ÎÉÖÎÀÀ ÏÃÅÎËÕ ÎÁ ×ÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ íô, ËÏÐÉÒÕÀÝÅÊ

×ÈÏÄÎÏÅ ÓÌÏ×Ï. ïÎÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÁ ÎÁ ÔÏÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÐÅÒÅÈÏÄ ÇÏÌÏ×ËÉ ÔÒÅ-

ÂÕÅÔ ÏÔÄÅÌØÎÏÇÏ ÔÁËÔÁ ÒÁÂÏÔÙ íô. ÷×ÅÄ£Í ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ " É �

k

, ÚÎÁÞÅÎÉÑ

ËÏÔÏÒÙÈ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÏÚÖÅ. äÌÑ ÓÌÏ×Á w ÞÅÒÅÚ �

k

(w) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÉÓÌÏ

ÐÅÒÅÈÏÄÏ× ÇÏÌÏ×ËÉ ÍÅÖÄÕ k-Ê É (k + 1)-Ê ÑÞÅÊËÁÍÉ ÐÒÉ ÒÁÂÏÔÅ íô ÎÁ

×ÈÏÄÅ w. âÕÄÅÍ ÉÓËÁÔØ ÔÁËÏÅ ÓÌÏ×Ï w, ÞÔÏ �

k

(w) > �

k

ÐÒÉ k > n=2.
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ðÏÓËÏÌØËÕ íô ËÏÐÉÒÕÅÔ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ËÕÓÏË ÄÌÉÎÙ k ÓÐÒÁ×Á ÏÔ k-Ê

ÑÞÅÊËÉ, ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ fQ

j

(vu; k)g ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ u ÄÏÌÖÎÙ

ÂÙÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙ ÄÌÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ k-ÂÕË×ÅÎÎÙÈ ÓÌÏ× v. ëÏÒÏÔËÉÈ (ÄÌÉÎÙ

ÎÅ ÂÏÌØÛÅ � ) ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÕÐÒÁ×ÌÑÀÝÅÇÏ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Á

ÎÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ jQj

�+1

=(jQj � 1), ÇÄÅ Q | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÕÐÒÁ-

×ÌÑÀÝÅÇÏ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Á. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ (n� k)-ÂÕË×ÅÎÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á u ÐÒÉ

jQj

�+1

jQj � 1

6 2jQj

�

6 "jAj

k

; (�)

ÇÄÅ A | ×ÎÅÛÎÉÊ ÁÌÆÁ×ÉÔ, ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �

k

(vu) > � ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÐÏ ËÒÁÊ-

ÎÅÊ ÍÅÒÅ ÄÌÑ ÄÏÌÉ 1� " ÏÔ ×ÓÅÈ k-ÂÕË×ÅÎÎÙÈ ÓÌÏ× v. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ

ÄÌÑ ÄÏÌÉ 1�jAj

n�k

" ÏÔ ×ÓÅÈ k-ÂÕË×ÅÎÎÙÈ ÓÌÏ× v ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �

k

(vu) > �

×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÄÌÑ ×ÓÅÈ u. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉ

jAj

n�k

" <

1

n

(��)

ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÓÌÏ×Ï w ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ �

k

(w) > �

k

ÐÒÉ k > n=2.

åÓÌÉ " = (njAj

n=2

)

�1

, ÔÏ (��) ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ k > n=2. åÓÌÉ ÐÒÉ

ÜÔÏÍ ÅÝ£ É �

k

= b(log("=2) +

2
3

n log jAj)= log jQjc, ÔÏ (�) ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ

ÐÒÉ k > 2n=3. ðÒÉ ÔÁËÏÍ ×ÙÂÏÒÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ× �

k

= 
(n) ÐÒÉ k > 2n=3.

ïÃÅÎÉÍ ×ÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ íô ÎÁ ÓÌÏ×Å w ÔÁËÏÍ, ÞÔÏ �

k

(w) > �

k

ÐÒÉ k >

> 2n=3 (ÍÙ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÓÌÏ×Ï ÅÓÔØ)

T (n) >

n

X

k=d2n=3e

�

k

=

n

3

�
(n) = 
(n

2

):

äÌÑ ÏÃÅÎËÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ×ÒÅÍÅÎÉ ÒÁÂÏÔÙ T

0

(n) ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ,

ÞÔÏ íô ×ÎÁÞÁÌÅ ÄÏÐÉÓÙ×ÁÅÔ ÚÁ T

1

(n) ÔÁËÔÏ× ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÚ

ÏÄÎÉÈ 0 ÄÌÉÎÙ n, ÚÁÔÅÍ ÚÁ O(n) ÛÁÇÏ× ÐÒÏ×ÅÒÑÅÔ, ÓÏÓÔÏÉÔ ÌÉ ÉÓÈÏÄ-

ÎÏÅ ÓÌÏ×Ï ÉÚ ÏÄÎÉÈ 0, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÐÒÅËÒÁÝÁÅÔ ÒÁÂÏÔÕ, ÅÓÌÉ ÜÔÏ ÔÁË, Á

× ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÌÀÂÙÍ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ

T

0

(n) = T

1

(n) + O(n). ÷ Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, T

1

(n) = O(n logn). äÅÊÓÔ×É-

ÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÂÙ ÍÁÛÉÎÁ ×Ï ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÐÁÍÑÔÉ ÍÏÇÌÁ ÈÒÁÎÉÔØ ÞÉÓÌÁ,

ÔÏ ËÏÐÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÓÌÏ×Á ÉÚ ÎÕÌÅÊ ÎÅ ÓÏÚÄÁÌÏ ÂÙ ÐÒÏÂÌÅÍÙ (ÎÁÄÏ ÂÙÌÏ ÂÙ

ÐÏÄÓÞÉÔÁÔØ ÄÌÉÎÕ ÓÌÏ×Á É ÐÏÔÏÍ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ ÎÕÌÅÊ). îÏ ÜÔÏÇÏ

ÓÄÅÌÁÔØ ÎÅÌØÚÑ. úÁÔÏ ÍÁÛÉÎÁ ôØÀÒÉÎÇÁ ÍÏÖÅÔ ÈÒÁÎÉÔØ ÞÉÓÌÏ × Ä×ÏÉÞ-

ÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ Ó×ÏÅÊ ÇÏÌÏ×ËÉ (ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÒÁÓÛÉÒÉÔØ ÁÌÆÁ×ÉÔ

É ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁ ÌÅÎÔÅ ÅÓÔØ ÍÅÓÔÏ ÄÌÑ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÐÏÍÅÔÏË ÒÑÄÏÍ

Ó ÂÕË×ÁÍÉ ÓÌÏ×Á ÉÚ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÒÉÂÁ×ÌÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ Ë

ÔÁËÏÍÕ ÓÞ£ÔÞÉËÕ, ×ÙÞÉÔÁÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ É ÓÄ×ÉÇ ÓÞ£ÔÞÉËÁ ÐÏ ÌÅÎÔÅ (ÅÇÏ

×ÅÄØ ÎÁÄÏ ×ÏÚÉÔØ Ó ÓÏÂÏÊ) ÔÒÅÂÕÀÔ ×ÒÅÍÅÎÉ ÐÏÒÑÄËÁ ÄÌÉÎÙ ÓÞ£ÔÞÉËÁ,

Ô. Å. O(logn), ÔÁË ÞÔÏ ×ÓÅÇÏ ÍÙ ÕËÌÁÄÙ×ÁÅÍÓÑ × O(n logn) ÔÁËÔÏ×.
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úÁÍÅÞÁÎÉÅ. íÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ T

0

(n) = 
(n logn). þÉÔÁÔÅÌÀ

ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ ÐÏÎÑÔØ, ËÁË ÎÕÖÎÏ ÍÏÄÉÆÉÃÉÒÏ×ÁÔØ ÉÚ-

ÌÏÖÅÎÎÕÀ ×ÙÛÅ ÎÉÖÎÀÀ ÏÃÅÎËÕ ×ÒÅÍÅÎÉ ÒÁÂÏÔÙ × ÈÕÄÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ.

1.9. ðÒÉ×ÅÄ£Í ÉÄÅÀ ÎÁÐÉÓÁÎÉÑ ÔÁËÏÊ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ.

âÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ, ÍÏÄÅÌÉÒÕÀÝÕÀ ÒÁÂÏÔÕ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ ÍÁ-

ÛÉÎÙ ôØÀÒÉÎÇÁ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓËÏÌØ

ÕÇÏÄÎÏ ×ÅÌÉËÏ, ÔÏ × ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÍÏÖÎÏ ÈÒÁÎÉÔØ ×ÓÀ ÌÅÎÔÕ ÍÁÛÉ-

ÎÙ (ÃÉÆÒÙ jSj-ÉÞÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÞÉÓÌÁ, ÇÄÅ S | ÁÌÆÁ×ÉÔ ÍÁÛÉÎÙ).

õËÁÚÁÔÅÌØ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÇÏÌÏ×ËÉ | ÜÔÏ ÅÝ£ ÏÄÎÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ, ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ

ÕÐÒÁ×ÌÑÀÝÅÇÏ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Á | ÔÒÅÔØÑ.

ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÜÔÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÚÁ ÔÁËÔ ÒÁÂÏÔÙ ÏÐÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ ÐÒÏ-

ÓÔÙÍÉ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÑÍÉ (ÓÌÏÖÅÎÉÅ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ, ×ÏÚ×ÅÄÅ-

ÎÉÅ × ÓÔÅÐÅÎØ, ÄÅÌÅÎÉÅ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ É ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÏÓÔÁÔËÁ, ÓÒÁ×ÎÅ-

ÎÉÅ ÞÉÓÅÌ). ÷ÓÅ ÜÔÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÌÅÇËÏ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÂÅÚ ÒÅËÕÒÓÉÉ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ

ÉÈ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÐÒÉ×ÌÅËÁÑ ÎÅÂÏÌØÛÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÄÏÐÏÌ-

ÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÕÐÒÁ×ÌÑÀÝÅÇÏ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Á É ÓÉÍ×ÏÌÏ× ÁÌÆÁ×É-

ÔÁ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÎÁÂÏÒÏÍ ×ÌÏÖÅÎÎÙÈ ÐÒÏ×ÅÒÏË if-then-else

ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÌÕÂÉÎÙ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ×ÙÂÏÒ ÔÅËÕÝÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÜÔÉÈ ÐÅÒÅ-

ÍÅÎÎÙÈ, É, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÆÕÎËÃÉÀ ÐÅÒÅÈÏÄÏ×.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ëÏÇÄÁ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ, × ÏÄÎÏÊ ÐÅ-

ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÍÏÖÎÏ ÈÒÁÎÉÔØ ÃÅÌÙÊ ÍÁÓÓÉ× ÔÁËÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ:

(x

1

; : : : ; x

n

) 7! 2

x

1

3

x

2

: : : p

x

n

n

;

p

j

| ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ ÞÉÓÌÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÎÅÓÕ-

ÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ.

1.10. âÕÄÅÍ ÉÓËÁÔØ ×ÓÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔ Ä×ÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ËÏÔÏÒÙÅ ×ÙÒÁ-

ÖÁÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ × ÂÁÚÉÓÅ F . ÷ÎÁÞÁÌÅ ÅÓÔØ Ä×Å ÔÁËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ (ÐÒÏ-

ÅËÃÉÉ): p

1

(x; y) = x É p

2

(x; y) = y. äÁÌÅÅ Ë ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÕÖÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ

ÆÕÎËÃÉÊ F

0

ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ. äÏÂÁ×ÌÑÅÍ Ë ÍÎÏÖÅ-

ÓÔ×Õ F

0

×ÓÅ ÆÕÎËÃÉÉ ×ÉÄÁ f(g

1

(x

1

; x

2

); g

2

(x

3

; x

4

); : : : ; g

k

(x

2k�1

; x

2k

)), ÇÄÅ

x

j

2 fx; yg, g

j

2 F

0

, f 2 F . åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï F

0

Õ×ÅÌÉÞÉÌÏÓØ, ÐÏ×ÔÏÒÑÅÍ

ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ ÅÝ£ ÒÁÚ. ÷ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙ Ä×Á ×ÁÒÉÁÎÔÁ: ÌÉÂÏ

ÕÖÅ ÐÏÌÕÞÅÎÙ ×ÓÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔ Ä×ÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (ÔÏÇÄÁ ÂÁÚÉÓ ÐÏÌÏÎ),

ÌÉÂÏ | ÎÅÔ (ÔÏÇÄÁ ÂÁÚÉÓ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÎÙÍ).

ïÃÅÎÉÍ ×ÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ ÜÔÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ. òÁÓÛÉÒÑÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï F

0

ÍÏÖÎÏ ÌÉÛØ 14 ÒÁÚ (×ÓÅÇÏ ÅÓÔØ 16 ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÔ Ä×ÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎ-

ÎÙÈ). ëÁÖÄÙÊ ÒÁÚ ÎÕÖÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ jF

0

j

m

� 2

m

= (2

m

)

1+log jF

0

j

×ÁÒÉÁÎÔÏ×, ÇÄÅ m | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× Õ ÂÁÚÉÓÎÙÈ
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ÆÕÎËÃÉÊ. äÌÉÎÁ ×ÈÏÄÁ (ÄÌÉÎÁ ÚÁÐÉÓÉ ÂÁÚÉÓÁ) ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ jFj2

m

, Á

jF

0

j = O(1). ôÁË ÞÔÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÚÁ ×ÒÅÍÑ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÐÏÌÉ-

ÎÏÍÏÍ ÏÔ ÄÌÉÎÙ ×ÈÏÄÁ.

1.11. ÷ÅÒÈÎÑÑ ÏÃÅÎËÁ n2

n

< 2;01

n

(ÐÒÉ n > 2000) ÄÌÑ c

n

ÓÒÁÚÕ ÓÌÅ-

ÄÕÅÔ ÉÚ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ × ÄÉÚßÀÎËÔÉ×ÎÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ

(ÓÍ. (1.1) ÎÁ Ó. 22).

äÌÑ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÎÉÖÎÅÊ ÏÃÅÎËÉ ÐÏÄÓÞÉÔÁÅÍ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÈÅÍ

ÒÁÚÍÅÒÁ s É ÓÒÁ×ÎÉÍ ÅÇÏ Ó ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÔ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. äÌÑ

ÏÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÓÔÉ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÐÏÌÎÙÊ ÂÁÚÉÓ.

ôÏÇÄÁ ÄÌÑ k-ÇÏ ÐÒÉÓ×ÁÉ×ÁÎÉÑ ÓÈÅÍÙ ÅÓÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ

2 � (n+ k)(n+ k � 1)=2 + (n + k � 1) < (n+ k)

2

×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ (ËÏÎßÀÎËÃÉÑ É ÄÉÚßÀÎËÃÉÑ | ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË-

ÃÉÉ, Á ×ÙÂÉÒÁÔØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÉÚ n+k�1 ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ), ÐÏÜÔÏÍÕ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï

N

s

ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÈÅÍ ÒÁÚÍÅÒÁ s ÎÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ

s

Y

k=1

(n + k)

2

6

s

Y

k=1

2n

2

k

2

6 (2n

2

)

s

(s!)

2

6 2

s(1+2 logn)+2s log s

:

á ÞÉÓÌÏ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÔ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÒÁ×ÎÏ 2

2

n

. ðÒÉ

2

n

> s(1 + 2 logn) + 2s log s (�)

ÆÕÎËÃÉÊ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÓÈÅÍ, ÐÏÜÔÏÍÕ c

n

> s. åÓÌÉ s = 1;99

n

, ÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎ-

ÓÔ×Ï (�) ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ n > 3000.

1.12. óÎÏ×Á ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÄÉÚßÀÎËÔÉ×ÎÕÀ ÎÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕ. åÓÌÉ

ÓÔÒÏÉÔØ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (1.1) ÓÈÅÍÕ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× AND É OR, ÉÍÅÀÝÉÈ

ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ×ÈÏÄÏ×, ÔÏ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 3 ÓÌÏ£× ÜÌÅÍÅÎÔÏ×:

ÏÄÉÎ ÓÌÏÊ ÎÁ ÏÔÒÉÃÁÎÉÑ, ÏÄÉÎ | ÎÁ ËÏÎßÀÎËÃÉÉ, É ÏÄÉÎ | ÎÁ ÉÔÏÇÏ×ÕÀ

ÄÉÚßÀÎËÃÉÀ.

1.13. ëÁË ÇÏ×ÏÒÉÌÏÓØ ÎÁ Ó. 21, ÓÈÅÍÕ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ × ×ÉÄÅ

ÇÒÁÆÁ. éÚ ËÁÖÄÏÊ ÎÅ×ÙÈÏÄÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ ÓÈÅÍÙ ÅÓÔØ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ

ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÐÕÔØ × ÏÄÎÕ ÉÚ ×ÙÈÏÄÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ. ðÏÜÔÏÍÕ ÒÁÚÍÅÒ

ÓÈÅÍÙ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ Ó×ÅÒÈÕ ÓÕÍÍÏÊ ÞÉÓÌÁ ×ÙÈÏÄÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ É ÞÉÓÌÁ ÔÁËÉÈ

ÐÕÔÅÊ.

äÌÉÎÁ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÐÕÔÉ × ÇÒÁÆÅ ÓÈÅÍÙ ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÇÌÕÂÉ-

ÎÙ ÓÈÅÍÙ d. äÌÑ ÓÈÅÍÙ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ×ÈÏÄÎÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ ËÁÖÄÏÊ

×ÅÒÛÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 2. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÐÕÔÅÊ, ×ÅÄÕÝÉÈ × ×Ù-

ÈÏÄÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ, ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÞÅÍ 2

d

= O(n

O(1)

) (Ä×ÉÇÁÅÍÓÑ ÏÔ ×ÙÈÏÄÎÏÊ

×ÅÒÛÉÎÙ ÐÒÏÔÉ× ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ ÓÔÒÅÌÏË É ÐÒÉÍÅÎÑÅÍ ÉÎÄÕËÃÉÀ).

1.14. òÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ÞÉÓÅÌ x É y ÔÒÉ | x > y, ÉÌÉ

x = y, ÉÌÉ x < y. âÕÄÅÍ ÓÔÒÏÉÔØ ÓÈÅÍÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ×ÙÄÁ£Ô Ä×Á ÂÉÔÁ ÒÅ-

ÚÕÌØÔÁÔÁ, ËÏÄÉÒÕÀÝÉÅ ÜÔÉ ÔÒÉ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ.
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x

n

: : : : : : : : : x

n=2

y

n

: : : : : : : : : y

n=2

óÈÅÍÁ Cmp

n=2

e

0

= 1, ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÁ ÒÁ×ÎÙ

g

0

= 1, ÅÓÌÉ x > y

x

n=2�1

: : : : : : : : : x

0

y

n=2�1

: : : : : : : : : y

0

óÈÅÍÁ Cmp

n=2

e

00

= 1, ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÁ ÒÁ×ÎÙ

g

00

= 1, ÅÓÌÉ x > y

e := e

0

^ e

00

g := g

0

_ (e

0

^ g

00

)

e = 1, ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÁ ÒÁ×ÎÙ

g = 1, ÅÓÌÉ x > y

òÉÓ. 9. óÈÅÍÁ Cmp

n

ÄÌÑ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ n-ÒÁÚÒÑÄÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (ÒÁÚÍÅÒ ÓÈÅÍÙ

O(n), ÇÌÕÂÉÎÁ | O(logn)

äÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ n Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÅÐÅÎØÀ Ä×ÏÊËÉ. üÔÏ ÎÅ

ÐÏÒÔÉÔ ÏÃÅÎËÕ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏÐÏÌÎÉÔØ ÞÉÓÌÁ

ÎÕÌÑÍÉ ÓÌÅ×Á, ÞÔÏÂÙ ÉÈ ÄÌÉÎÁ ÓÔÁÌÁ ÓÔÅÐÅÎØÀ Ä×ÏÊËÉ. òÁÚÍÅÒ ×ÈÏÄÁ

Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ×Ä×ÏÅ.

óÈÅÍÕ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ n-ÒÁÚÒÑÄÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÂÕÄÅÍ ÓÏÂÉÒÁÔØ ÉÚ Ä×ÕÈ ÓÈÅÍ,

ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÀÝÉÈ ÞÉÓÌÁ, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÙÅ ÐÅÒ×ÙÍÉ n=2 ÒÁÚÒÑÄÁÍÉ É ÐÏÓÌÅÄ-

ÎÉÍÉ n=2 ÒÁÚÒÑÄÁÍÉ. úÎÁÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ ÐÁÒ ÞÉÓÅÌ,

ÍÏÖÎÏ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ É ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÉÓÈÏÄÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

ëÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÓÈÅÍÙ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÁ ÎÁ ÒÉÓ. 9. ïÃÅÎÉÍ Å£ ÒÁÚÍÅÒ É ÇÌÕ-

ÂÉÎÕ. ÷ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ

s

n

= 2s

n=2

+ 3; h

n

= h

n=2

+ 2:

éÚ ÎÉÈ ÐÏÌÕÞÁÅÍ s

n

= O(n) É h

n

= O(logn).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. óÒÁ×ÎÅÎÉÅ n-ÚÎÁÞÎÙÈ Ä×ÏÉÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ x É y ÒÁ×ÎÏÓÉÌØ-

ÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÓÔÁÒÛÅÇÏ ÒÁÚÒÑÄÁ ÞÉÓÌÁ x+(2

n

�1�y), Á ÞÉÓÌÏ 2

n

�1�y

ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÐÏ y ÓÈÅÍÏÊ ÇÌÕÂÉÎÙ O(1) ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ (ÎÕÖÎÏ ÐÒÉÍÅ-

ÎÉÔØ ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ ËÏ ×ÓÅÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ). ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ

ÒÅÛÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ 1.15. íÙ, ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÂÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ

ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÞÉÓÅÌ ÄÌÑ ÓÌÏÖÅÎÉÑ.

1.15. ÷×ÅÄ£Í ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ: ÐÕÓÔØ x

n�1

; : : : ; x

0

| Ä×ÏÉÞÎÙÅ ÒÁÚÒÑÄÙ

ÐÅÒ×ÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ; y

n�1

; : : : ; y

0

| ×ÔÏÒÏÇÏ; s

n

; s

n�1

; : : : ; s

0

| ÒÁÚÒÑÄÙ

ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ; r

n�1

; : : : ; r

0

| ÂÉÔÙ ÐÅÒÅÎÏÓÁ × ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÁÚÒÑÄ. ÷×ÅÄ£Í

ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ t

i

= x

i

� y

i

, t

0

= 0. ôÏÇÄÁ s

0

= t

0

, s

i

=

= r

i�1

� t

i

ÐÒÉ i > 0; r

�1

= 0, r

i

= (r

i�1

^ t

i

) _ x

i

ÐÒÉ i > 0 (ÅÓÌÉ ÂÉÔÙ

× ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙ, ÔÏ ÂÉÔ ÐÅÒÅÎÏÓÁ ÔÁËÏÊ ÖÅ, ËÁË × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ
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ÒÁÚÒÑÄÅ; ÅÓÌÉ ÏÄÉÎÁËÏ×Ù | ÂÉÔ ÐÅÒÅÎÏÓÁ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÉÈ (ÏÂÝÉÍ) ÚÎÁ-

ÞÅÎÉÅÍ).

ðÏËÁ ÍÙ ××ÏÄÉÌÉ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÍÉÍÏÈÏÄÏÍ ÒÅÛÉÌÁÓØ ÚÁÄÁÞÁ ÐÕÎË-

ÔÁ Á). äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÐÒÉÓ×ÁÉ×ÁÎÉÊ ÐÏ ÐÒÉ×ÅÄ£ÎÎÙÍ ×ÙÛÅ ÆÏÒÍÕÌÁÍ

ÎÕÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ O(n) ÛÔÕË.

äÌÑ ÐÕÎËÔÁ Â) ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÐÒÅÄÙÄÕÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÅÓÔØ ÓÈÅÍÁ ÒÁÚÍÅÒÁ S É ÇÌÕÂÉÎÙH, ×ÙÞÉÓÌÑÀÝÁÑ

ÂÉÔÙ ÐÅÒÅÎÏÓÁ, ÔÏ ÉÚ ÎÅ£ ÌÅÇËÏ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÓÈÅÍÁ ÒÁÚÍÅÒÁ S + O(n) É

ÇÌÕÂÉÎÙ H + O(1), ×ÙÞÉÓÌÑÀÝÁÑ ÓÕÍÍÕ (×ÓÅ t

i

ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÎÁÊÄÅÎÙ

ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ, É, ÐÒÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÂÉÔÁÈ ÐÅÒÅÎÏÓÁ r

i

, ×ÓÅ s

i

ÔÁËÖÅ ÍÏÇÕÔ

ÂÙÔØ ÎÁÊÄÅÎÙ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ).

÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÂÉÔÏ× ÐÅÒÅÎÏÓÁ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ, ÔÁË ÞÔÏ ÄÏÓÔÁ-

ÔÏÞÎÏ ÎÁÕÞÉÔØÓÑ ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÔØ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ×ÓÅ �ÓÕÆÆÉËÓÙ� ÞÉÓÅÌ, Ô. Å.

ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ÓÒÁ×ÎÉÔØ ÞÉÓÌÁ x

i

x

i�1

: : : x

0

É :y

i

:y

i�1

: : ::y

0

.

÷ÎÁÞÁÌÅ ÓÒÁ×ÎÉÍ ÞÉÓÌÁ x

n�1

x

n�2

: : :x

0

É :y

n�1

:y

n�2

: : ::y

0

ÐÏ ÓÈÅ-

ÍÅ, ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÒÁÂÏÔÅ ÜÔÏÊ

ÓÈÅÍÙ ÎÁ ÎÉÖÎÅÍ ÕÒÏ×ÎÅ ÍÙ ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÅÍ ÂÉÔÙ, ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ | Ä×Õ-

ÚÎÁÞÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÚÁÔÅÍ | ÞÅÔÙÒ£ÈÚÎÁÞÎÙÅ É Ô.Ä. ðÏÌÕÞÁÅÍ �ÓÕÖÁÀÝÅÅÓÑ

ÄÅÒÅ×Ï�. ïÎÏ ÄÁ£Ô ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÂÌÏËÏ× ÐÏ 2

k

ÂÉÔÏ×, × ÞÁÓÔÎÏ-

ÓÔÉ, ÄÌÑ ÓÕÆÆÉËÓÏ× ÄÌÉÎ 1, 2, : : : , 2

m

= n. üÔÏ ÞÉÓÌÁ, Ä×ÏÉÞÎÁÑ ÚÁÐÉÓØ

ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÕ ÅÄÉÎÉÃÕ. ëÏÍÂÉÎÉÒÕÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÓÒÁ×-

ÎÅÎÉÑ ÓÕÆÆÉËÓÏ× ÄÌÉÎÙ 2

k

É ÓÏÓÅÄÎÉÈ Ó ÎÉÍÉ ÂÌÏËÏ×, ÐÏÌÕÞÉÍ ÒÅÚÕÌØÔÁ-

ÔÙ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÓÕÆÆÉËÓÏ×, Ä×ÏÉÞÎÁÑ ÚÁÐÉÓØ ÄÌÉÎ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÄÅÒÖÉÔ Ä×Å

ÅÄÉÎÉÃÙ. ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÜÔÏÔ ÐÒÏÃÅÓÓ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ

×ÓÅÈ ÓÕÆÆÉËÓÏ×. ðÏÓËÏÌØËÕ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÅÄÉÎÉÃ × Ä×ÏÉÞÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ ÄÌÉ-

ÎÙ ÓÕÆÆÉËÓÁ ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ logn, ÇÌÕÂÉÎÁ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÓÈÅÍÙ O(logn).

òÁÚÍÅÒ ÓÈÅÍÙ ÌÉÎÅÅÎ | ÐÏÍÉÍÏ ÓÈÅÍÙ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ x É 2

n

�1�y (ÌÉÎÅÊÎÏ-

ÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ) ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÕÆÆÉËÓÁ ÏÄÉÎ

ÂÌÏË, ÉÚÏÂÒÁÖ£ÎÎÙÊ × ÃÅÎÔÒÅ ÒÉÓ. 9, ËÏÔÏÒÙÊ ËÏÍÂÉÎÉÒÕÅÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ

ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÊ.

1.16. äÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ MAJ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁÕÞÉÔØÓÑ ÐÏÄÓÞÉ-

ÔÙ×ÁÔØ ÞÉÓÌÏ ÅÄÉÎÉÃ ÓÒÅÄÉ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ: ÄÁÌØÛÅ ÍÏÖÎÏ ÉÓ-

ÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÓÈÅÍÕ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 1.14. ïÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÅÄÉÎÉÃ ÒÁ×ÎÏ ÓÕÍÍÅ ÞÉ-

ÓÌÁ ÅÄÉÎÉÃ ÓÒÅÄÉ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÏÔ x

1

ÄÏ x

bn=2c

É ÞÉÓÌÁ ÅÄÉÎÉÃ

ÓÒÅÄÉ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÏÔ x

bn=2c+1

ÄÏ x

n

. ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÜÔÏ × ×É-

ÄÅ ÓÈÅÍÙ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÓÈÅÍÕ ÇÌÕÂÉÎÙ logn, ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÄÏÌÖÎÙ

ÂÙÔØ ÆÕÎËÃÉÉ, ×ÙÞÉÓÌÑÀÝÉÅ ÓÕÍÍÕ Ä×ÕÈ ÞÉÓÅÌ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÉ ÞÉÓÌÁ

ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÔ n, ÉÈ Ä×ÏÉÞÎÁÑ ÄÌÉÎÁ ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ logn. éÚ ÒÅÛÅÎÉÑ

ÚÁÄÁÞÉ 1.15 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÇÌÕÂÉÎÁ ÔÁËÉÈ ÓÈÅÍ O(loglogn). çÌÕÂÉÎÁ ×ÓÅÊ

ÓÈÅÍÙ ÐÏÜÔÏÍÕ O(logn loglogn) (Á ÒÁÚÍÅÒ O(n)).
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1.17. äÌÑ ÇÒÁÆÏ× ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ×ÏÚ×ÅÄÅÎÉÑ × ÓÔÅÐÅÎØ.

÷ ÇÒÁÆÅ G

k

ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ ×ÅÒÛÉÎ, ÓËÏÌØËÏ É × G, Á Ä×Å ×ÅÒÛÉÎÙ Ó×ÑÚÁÎÙ

ÒÅÂÒÏÍ, ÅÓÌÉ × G ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÓÏÅÄÉÎÉÔØ ÐÕÔ£Í ÎÅ ÄÌÉÎÎÅÅ k (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,

G

1

= G).

çÒÁÆÙ ÂÕÄÅÍ ÚÁÄÁ×ÁÔØ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ ÓÍÅÖÎÏÓÔÉ. óÔÒÏËÉ É ÓÔÏÌÂÃÙ

ÍÁÔÒÉÃÙ ÓÍÅÖÎÏÓÔÉ A(G) ÇÒÁÆÁ G ÉÎÄÅËÓÉÒÏ×ÁÎÙ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÇÒÁÆÁ.

åÓÌÉ (jk) | ÒÅÂÒÏ G, ÔÏ a

jk

= 1, × ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ a

jk

= 0. îÁÍ

ÂÕÄÅÔ ÕÄÏÂÎÏ ÐÏÌÁÇÁÔØ a

jj

= 1 É ÓÞÉÔÁÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉÃÙ ÂÕÌÅ×ÙÍÉ

ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ.

ìÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÅÖÄÕ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ÇÒÁÆÅ G ÅÓÔØ ÐÕÔØ, ÔÏ

ÅÓÔØ É ÐÕÔØ ÎÅ ÄÌÉÎÎÅÅ n, ÇÄÅ n| ÞÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎ × ÇÒÁÆÅ G. ôÁË ÞÔÏ ÄÌÑ

ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÓÈÅÍÕ, ×ÙÞÉÓÌÑÀÝÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ

A(G

k

) ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ k > n, É ÓÈÅÍÕ, ×ÙÂÉÒÁÀÝÕÀ ÍÁÔÒÉÞÎÙÊ ÜÌÅ-

ÍÅÎÔ ÐÏ ÚÁÄÁÎÎÙÍ ÎÏÍÅÒÁÍ ÓÔÒÏËÉ É ÓÔÏÌÂÃÁ.

äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ k, j, m, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ k = j+m, ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï

ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï

A(G

k

)

uv

=

_

w2V (G)

A(G

j

)

uw

^A(G

m

)

wv

: (�)

åÓÌÉ ÓËÁÚÁÔØ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÔÏ ÜÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÐÕÔÉ

ÄÌÉÎÙ k × ÇÒÁÆÅ G, Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÅÍ ×ÅÒÛÉÎÙ u É v, ÅÓÔØ ×ÅÒÛÉÎÁ w ÔÁËÁÑ,

ÞÔÏ ÄÌÉÎÁ ÐÕÔÉ ÏÔ u ÄÏ w ÒÁ×ÎÁ j, Á ÄÌÉÎÁ ÐÕÔÉ ÏÔ w ÄÏ v ÒÁ×ÎÁ m.

÷ ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ, ÅÓÌÉ ÅÓÔØ ÐÕÔÉ ÍÅÖÄÕ u É w, w É v ÄÌÉÎÙ j É

m ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÔÏ ÉÈ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÄÁ£Ô ÐÕÔØ ÄÌÉÎÙ j + m = k ÉÚ

u × v.

÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉÞÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (�) ÌÅÇËÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ

× ×ÉÄÅ ÓÈÅÍÙ ÇÌÕÂÉÎÙ O(logn). ÷ÙÞÉÓÌÑÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÁÔÒÉÃ

A(G

1

), A(G

2

), A(G

4

),: : : ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÍ ×ÏÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ × Ë×ÁÄÒÁÔ, ÞÅ-

ÒÅÚ dlogne ÛÁÇÏ× ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÍÁÔÒÉÃÕ A(G

2

k

), ÇÄÅ 2

k

> n. çÌÕÂÉÎÁ

ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ ÓÈÅÍÙ log

2

n, Á ÒÁÚÍÅÒ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌÅÎ ÐÏ n.

ôÅÐÅÒØ ÐÏËÁÖÅÍ, ËÁË ÉÚ×ÌÅËÁÔØ ÉÚ ÎÁÂÏÒÁ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×

ÜÌÅÍÅÎÔ a

jk

, ÅÓÌÉ j É k ÚÁÄÁÎÙ Ä×ÏÉÞÎÙÍÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑÍÉ j

l

: : : j

0

,

k

l

: : :k

0

, l = dlogne. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Ä×ÕÈ ÂÉÔÏ× x É y ÐÒÏ×Å-

ÒÑÅÔÓÑ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ x

?

= y

def

= (:x ^ :y) _ (x ^ y).

ðÏÜÔÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÅ, ×ÙÞÉÓÌÅÎÎÏÅ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

_

s

l

:::s

0

;t

l

:::t

0

a

s

l

:::s

0

;t

l

:::t

0

l

^

m=0

�

s

m

?

= j

m

�

^

�

t

m

?

= k

m

�

; (��)

×ÓÅÇÄÁ ÒÁ×ÎÏ a

j

l

:::j

0

;k

l

:::k

0

. òÁÚÍÅÒ ÆÏÒÍÕÌÙ (��) ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌÅÎ ÐÏ n. ìÅÇ-

ËÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÜÔÕ ÆÏÒÍÕÌÕ ÓÈÅÍÏÊ ÇÌÕÂÉÎÙ O(logn). íÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ

ÓÏÓÌÁÔØÓÑ ÎÁ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÚÁÄÁÞÉ 1.19.
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1.18. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ÄÅ íÏÒÇÁÎÁ

:

_

x

i

=

^

:x

i

; :

^

x

i

=

_

:x

i

;

ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ, ÞÔÏÂÙ ÏÔÒÉÃÁÎÉÑ ÐÒÉÍÅÎÑÌÉÓØ ÐÅÒ×ÙÍÉ. á ÐÏÓËÏÌØËÕ

:f = f � 1, ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÐÒÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ÄÅ íÏÒÇÁÎÁ ÅÝ£

ÒÁÚ, ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÐÒÉÍÅÎÑÌÁÓØ ÄÉÚßÀÎËÃÉÑ.

ðÏÓÌÅ ÔÁËÉÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÓÈÅÍÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÅÓÔØ äîæ.

é ÚÁÄÁÞÁ Ó×ÅÌÁÓØ Ë ÔÏÍÕ, ÞÔÏÂÙ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ËÏÎßÀÎËÔÏ×

(ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× ÄÉÚßÀÎËÃÉÉ) × ÌÀÂÏÊ äîæ, ÚÁÄÁÀÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÀ PARITY,

ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏ ×ÅÌÉËÏ.

ìÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ËÏÎßÀÎËÔ × ÔÁËÏÊ äîæ ÄÏÌÖÅÎ ÓÏÄÅÒ-

ÖÁÔØ n ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ (× ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÆÕÎËÃÉÑ, ËÏÔÏÒÕÀ ÚÁÄÁ£Ô

ÜÔÁ äîæ, ÉÎÏÇÄÁ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÍÅÎÑÔØÓÑ ÐÒÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ Å£

ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×). ëÏÎßÀÎËÔ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ n ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ, ÒÁ×ÅÎ 1 ÒÏ×ÎÏ

ÎÁ ÏÄÎÏÍ ÎÁÂÏÒÅ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ðÏÜÔÏÍÕ ÞÉÓÌÏ ËÏÎßÀÎËÔÏ× ÎÅ

ÍÅÎØÛÅ ÞÉÓÌÁ ÅÄÉÎÉÃ ÆÕÎËÃÉÉ PARITY, ËÏÔÏÒÏÅ ÒÁ×ÎÏ 2

n�1

.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. íÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÈÅÍÙ ÌÀÂÏÊ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÇÌÕ-

ÂÉÎÙ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× NOT É OR, AND Ó ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ×ÈÏÄÏ×,

×ÙÞÉÓÌÑÀÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÀ PARITY, ÉÍÅÀÔ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÒÁÚÍÅÒ. äÏ-

ËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÄÁÀÔ ÓÈÅÍÙ

ÇÌÕÂÉÎÙ 2 É 3 (ÉÚÌÏÖÅÎÎÙÊ ×ÙÛÅ ÓÌÕÞÁÊ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ × [24]. ðÒÉ×ÅÄ£Í

ËÒÁÔËÏÅ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÉÄÅÉ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÄÉÚßÀÎË-

ÃÉÉ É ËÏÎßÀÎËÃÉÉ × ÓÈÅÍÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ ÄÏÌÖÎÏ ÞÅÒÅÄÏ×ÁÔØÓÑ.

úÁÍÅÎÑÑ ÄÉÚßÀÎËÃÉÀ ËÏÎßÀÎËÃÉÊ ÎÁ ËÏÎßÀÎËÃÉÀ ÄÉÚßÀÎËÃÉÊ, ÍÏÖ-

ÎÏ ÕÍÅÎØÛÉÔØ ÇÌÕÂÉÎÕ ÓÈÅÍÙ ÎÁ 2. ïÄÎÁËÏ ÒÁÚÍÅÒ ÓÈÅÍÙ ÍÏÖÅÔ ÐÒÉ

ÜÔÏÍ Õ×ÅÌÉÞÉÔØÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÉËÁËÏÊ ÒÁÚÕÍÎÏÊ ÏÃÅÎËÉ ÔÁË

ÎÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ. äÌÑ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÏÃÅÎËÉ ÓÌÕÞÁÊÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÉÓ×ÏÉÍ ÚÎÁ-

ÞÅÎÉÑ ÞÁÓÔÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ðÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ ÍÅÎØÛÅÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÅ-

ÒÅÍÅÎÎÙÈ | ÌÉÂÏ PARITY, ÌÉÂÏ Å£ ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ. óÈÅÍÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÄÌÑ

ÏÔÒÉÃÁÎÉÑ PARITY ÔÁËÁÑ ÖÅ, ËÁË É ÄÌÑ ÓÁÍÏÊ PARITY. á Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ

×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÎÁÛÁ ÓÈÅÍÁ ÕÐÒÏÓÔÉÔÓÑ É ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ ËÏÎßÀÎËÃÉÊ É

ÄÉÚßÀÎËÃÉÊ ÎÅ ÐÒÉ×ÅÄ£Ô Ë ÂÏÌØÛÏÍÕ Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÀ ÒÁÚÍÅÒÁ ÓÈÅÍÙ.

1.19. Á) =) Â). çÒÁÆ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÊ ÆÏÒÍÕÌÕ, ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ

ÄÅÒÅ×ÏÍ, ÅÓÌÉ ÒÁÚÍÎÏÖÉÔØ ×ÈÏÄÎÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ. òÁÚÍÅÒ ÐÒÉ ÜÔÏÍ Õ×Å-

ÌÉÞÉÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ ×Ä×ÏÅ.

äÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÓÈÅÍÙ ÇÌÕÂÉÎÙ O(logn), ×ÙÞÉÓÌÑÀÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÕ X

ÒÁÚÍÅÒÁ n, ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÉÄÅÀ, ÐÒÉÍÅÎ£ÎÎÕÀ × ÒÅÛÅÎÉÉ ÚÁÄÁÞ 1.14 É 1.15.

ä×ÉÇÁÑÓØ ÏÔ ËÏÒÎÑ ÄÅÒÅ×Á, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÇÏ ÆÏÒÍÕÌÕ, É ×ÙÂÉÒÁÑ

ËÁÖÄÙÊ ÒÁÚ ×ÅÒÛÉÎÕ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÐÏÄÆÏÒÍÕÌÅ Â�ÏÌØÛÅÇÏ ÒÁÚÍÅ-
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ÒÁ, ÍÙ ÎÁÊÄ£Í ÒÁÎÏ ÉÌÉ ÐÏÚÄÎÏ ÐÏÄÆÏÒÍÕÌÕ Z, ÒÁÚÍÅÒ ËÏÔÏÒÏÊ ÌÅÖÉÔ

ÍÅÖÄÕ n=3 É 2n=3. úÁÍÅÎÑÑ × ÆÏÒÍÕÌÅ X ÐÏÄÆÏÒÍÕÌÕ Z ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÊ

ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ z, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ Y Ó ÔÁËÉÍÉ ÖÅ ÏÃÅÎËÁÍÉ ÎÁ ÒÁÚÍÅÒ.

ðÕÓÔØ ÄÌÑ Z É Y ÅÓÔØ ×ÙÞÉÓÌÑÀÝÉÅ ÉÈ ÓÈÅÍÙ ÇÌÕÂÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ

h. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÄÌÑ ×ÓÅÊ ÆÏÒÍÕÌÙ X ÓÈÅÍÕ ÇÌÕÂÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ h+ 3. ÷Ù-

ÞÉÓÌÉÍ 3 ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÐÏÄÓÈÅÍÁÍÉ ÇÌÕÂÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ h: y

0

| ÚÎÁÞÅÎÉÅ

ÆÏÒÍÕÌÙ Y ÐÒÉ z = 0, y

1

| ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ Y ÐÒÉ z = 1, s |

ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ Z. úÎÁÞÅÎÉÅ f ×ÓÅÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÒÁ×ÎÏ

f = (y

0

^ :s) _ (y

1

^ s) :

üÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ ÇÌÕÂÉÎÙ 3.

éÔÁË, ÄÌÑ h(L) | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÇÌÕÂÉÎÙ ÓÈÅÍÙ, ×ÙÞÉÓÌÑÀÝÅÊ ÆÏÒ-

ÍÕÌÕ ÒÁÚÍÅÒÁ L, ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ:

h(L) 6 h(

2L

3

) + 3:

éÚ ÎÅÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ h(L) = O(logL).

Â) =) Á). üÔÏ ÓÏ×ÓÅÍ ÐÒÏÓÔÏ. ðÒÅ×ÒÁÔÉÍ ÇÒÁÆ ÓÈÅÍÙ × ÄÅÒÅ×Ï,

ÒÁÚÍÎÏÖÁÑ ÐÒÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ×ÅÒÛÉÎÙ. òÁÚÍÅÒ ÜÔÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á ÎÅ ÂÕÄÅÔ

ÐÒÅ×ÙÛÁÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÐÕÔÅÊ ÏÔ ×ÙÈÏÄÁ ËÏ ×ÈÏÄÁÍ.

á ÔÁËÉÈ ÐÕÔÅÊ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2

h

.

1.20. ÷ÓÐÏÍÎÉÍ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÏÇÏ ÐÒÅÄÉËÁÔÁ f

'

(x), ÐÒÉ-

ÎÁÄÌÅÖÁÝÅÇÏ P=poly, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÁ × ÚÁÍÅÞÁÎÉÉ 1.1 ÎÁ Ó. 24.

óÅÊÞÁÓ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÓÔÒÏÉÔØ ÔÁËÏÊ ÐÒÅÄÉËÁÔ f

'

(x), ÞÔÏÂÙ ÏÎ ÂÙÌ ÒÁÚ-

ÒÅÛÉÍ, ÎÏ ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÌ P. íÙ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÔÁËÕÀ ×ÙÞÉÓÌÉÍÕÀ ÆÕÎ-

ËÃÉÀ '(n), ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ Å£ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÄÏÌØÛÅ, ÞÅÍ

2

n

. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÅÓÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÒÁÓÐÏÚÎÁ×ÁÎÉÑ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔÉ

ÑÚÙËÕ H, ÓÏÓÔÏÑÝÅÍÕ ÉÚ Ä×ÏÉÞÎÙÈ ÚÁÐÉÓÅÊ ÔÅÈ ÞÉÓÅÌ n, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ

'(n) = 1; ÎÏ ×ÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ × ÎÁÉÈÕÄÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÌÀÂÏÇÏ ÔÁËÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔ-

ÍÁ ÎÁ ÓÌÏ×ÁÈ ÄÌÉÎÙ m ÒÁÓÔ£Ô ÂÙÓÔÒÅÅ, ÞÅÍ 2

2

m

.

äÏËÁÖÅÍ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ f(n) | ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÆÕÎ-

ËÃÉÑ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ M

f

ÑÚÙË, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÐÁÒ ([M ]; x), ÞÔÏ

ÍÁÛÉÎÁM ÎÁ ×ÈÏÄÅ x ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÚÁ ×ÒÅÍÑ f(jxj). ðÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔØ

ÜÔÏÍÕ ÑÚÙËÕ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ (ÚÁÐÕÓÔÉÍ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÕÀ ÍÁÛÉÎÕ ôØÀÒÉÎÇÁ

ÓÏ ×ÈÏÄÏÍ ([M ]; x), ÏÔÓÞÉÔÁÅÍ f(jxj) ÔÁËÔÏ× ÒÁÂÏÔÙ M É ÐÏÓÍÏÔÒÉÍ |

ÏÓÔÁÎÏ×ÉÌÁÓØ ÌÉ M ). îÏ ÂÙÓÔÒÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÜÔÕ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ ÎÅÌØÚÑ,

ËÁË ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ÐÏÞÔÉ ÄÏÓÌÏ×ÎÏ ÐÏ×ÔÏÒÑÀÝÅÅ

ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ 1.3.

ðÕÓÔØ ÍÁÛÉÎÁ A ÒÁÓÐÏÚÎÁ£Ô ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔØ ÑÚÙËÕ M

f

ÓÌÏ× ÄÌÉ-

ÎÙ n ÚÁ ×ÒÅÍÑ T (n). ôÏÇÄÁ ÅÓÔØ É ÔÁËÁÑ ÍÁÛÉÎÁ A

0

, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁ ×ÈÏ-

ÄÅ X ÚÁÐÕÓËÁÅÔ A ÎÁ ×ÈÏÄÅ (X;X), ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ × ÓÌÕÞÁÅ ÏÔ×ÅÔÁ �ÄÁ�



154 òÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ

ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÇÏÌÏ×ËÁ Ä×ÉÇÁÅÔÓÑ ×ÐÒÁ×Ï (É ÍÁÛÉÎÁ

ÎÅ ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ), Á × ÓÌÕÞÁÅ ÏÔ×ÅÔÁ �ÎÅÔ� ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ. óÍÏÄÅÌÉ-

ÒÏ×ÁÔØ ÒÁÂÏÔÕ A ÚÁ ×ÒÅÍÑ T (n) ÍÏÖÎÏ ÚÁ ×ÒÅÍÑ T

0

(n) = O(T

2

(n)). åÓÌÉ

T

0

(n) < f(n), ÔÏ ÞÔÏ ÓËÁÖÅÔ A Ï ÓÌÏ×Å ([A

0

]; [A

0

])? åÓÌÉ �ÄÁ�, ÔÏ ÐÒÉ-

ÈÏÄÉÍ Ë ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÀ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÍÁÛÉÎÙ A

0

, ÅÓÌÉ �ÎÅÔ� | ÔÏÖÅ

ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÀ. ðÏÜÔÏÍÕ T

0

(n) > f(n), Á T (n) = 
(f

1=2

(n)).

éÔÁË, ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ×ÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ ÌÀÂÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, ÒÁÓÐÏÚÎÁ-

ÀÝÅÇÏ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔØ ÓÌÏ×Á ÑÚÙËÕ M

f

ÎÅ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ 
(f

1=2

).

÷ÚÑ× × ËÁÞÅÓÔ×Å f ÆÕÎËÃÉÀ 2

2

n

, ÐÏÌÕÞÉÍ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ.

éÚ ÒÁÚÄÅÌÁ 2

2.1. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÌÉÔÅÒÁÌÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ÉÌÉ Å£ ÏÔÒÉ-

ÃÁÎÉÅ. ìÉÔÅÒÁÌÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ l

1

; l

2

; : : : . áÌÇÏÒÉÔÍ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ

2-ëîæ ÂÕÄÅÔ ÒÁÂÏÔÁÔØ × ÔÒÉ ÜÔÁÐÁ.

üÔÁÐ 1. ðÅÒÅÂÉÒÁÅÍ ×ÓÅ ÐÁÒÙ ÄÉÚßÀÎËÃÉÊ. åÓÌÉ ×ÓÔÒÅÞÁÅÍ ÐÁÒÕ

l

1

_ x, l

2

_ :x, ÔÏ ÄÏÂÁ×ÌÑÅÍ Ë ëîæ ÄÉÚßÀÎËÃÉÀ l

1

_ l

2

. åÓÌÉ ×ÓÅ ÐÁ-

ÒÙ (×ËÌÀÞÁÑ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÎÙÅ ÄÉÚßÀÎËÃÉÉ) ÐÒÏÓÍÏÔÒÅÎÙ, ÔÏ ÐÅÒÅÈÏÄÉÍ Ë

ÜÔÁÐÕ 2.

üÔÁÐ 2. ðÒÏ×ÅÒÑÅÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÙ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÓËÏÌØËÏ ÄÉÚß-

ÀÎËÃÉÊ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÜÔÕ ÐÁÒÕ. åÓÌÉ ËÁÖÄÁÑ ÐÁÒÁ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ

ÏÄÎÏÇÏ ÒÁÚÁ, ÔÏ ×ÙÄÁ£Í ÏÔ×ÅÔ �ÄÁ� (ëîæ ×ÙÐÏÌÎÉÍÁ). åÓÌÉ ÎÁÛÌÁÓØ

ÐÁÒÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÁÑ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ × Ä×ÕÈ ÄÉÚßÀÎËÃÉÑÈ,

×ÙÐÏÌÎÑÅÍ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÅ: ÄÅÌÁÅÍ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÕ ÒÁ×ÅÎÓÔ×, ÕËÁÚÁÎÎÙÈ × ÔÒÅ-

ÔØÅÊ ÓÔÒÏÞËÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÁÂÌÉÃÙ, ×Ï ×ÓÅ ÄÉÚßÀÎËÃÉÉ É ÅÓÌÉ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ ((x = 0) ^ (x = 1) ÉÌÉ (x = :y) ^ (x = y)), ÔÏ ×ÙÄÁ£Í

ÏÔ×ÅÔ �ÎÅÔ�, × ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÅÒÅÈÏÄÉÍ Ë ÜÔÁÐÕ 3.

x _ y x_ y x _ y :x _ y :x_ :y :x_ :y

^ ^ ^ ^ ^ ^

x _ :y :x_ y :x _ :y x _ :y :x_ y x _ :y

x = 1 y = 1 x = :y x = y x = 0 y = 0

üÔÁÐ 3. òÅÛÁÅÍ ÐÏÌÕÞÅÎÎÕÀ ÎÁ ÜÔÁÐÅ 2 ÚÁÄÁÞÕ Ó ÍÅÎØÛÉÍ ÞÉÓÌÏÍ

ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ É ÐÏ×ÔÏÒÑÅÍ Å£ ÏÔ×ÅÔ.

ëÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÔÁËÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÎÁÂÌÀÄÅ-

ÎÉÊ. ÷Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, × ÓÉÌÕ ÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á

�

(l

1

_ x) ^ (l

2

_ :x)

�

=) (l

1

_ l

2

);

ÎÁ ÐÅÒ×ÏÍ ÜÔÁÐÅ ÍÙ ÄÏÂÁ×ÌÑÅÍ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ ÕÖÅ ÉÍÅÀÝÉÈÓÑ ËÏÎßÀÎËÃÉÊ.

÷Ï-×ÔÏÒÙÈ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÊ ×ÙÛÅ ÔÁÂÌÉÃÙ ÌÅÇËÏ ÐÒÏ-

×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ËÏÎßÀÎËÃÉÑ ÐÅÒ×ÙÈ Ä×ÕÈ ÓÔÒÏÞÅË ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ
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× ÔÒÅÔØÅÊ ÓÔÒÏÞËÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ×ÙÐÏÌÎÉÍÏÓÔØ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ëîæ ÜË×É×ÁÌÅÎÔ-

ÎÁ ×ÙÐÏÌÎÉÍÏÓÔÉ ÓÏËÒÁÝÅÎÎÏÊ ëîæ.

îÁËÏÎÅÃ, ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÅÓÔØ ÎÅ ÂÏ-

ÌÅÅ ÏÄÎÏÊ ÄÉÚßÀÎËÃÉÉ, ÔÏ ëîæ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ËÏ ×ÔÏÒÏÍÕ ÜÔÁÐÕ, ×ÙÐÏÌ-

ÎÉÍÁ. ðÒÉÓ×ÏÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x

1

ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÚÁÔÅÍ

ÕÞÔ£Í ×ÓÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ ÜÔÏÇÏ ÐÒÉÓ×ÏÅÎÉÑ. ðÅÒ×ÏÊ ÉÚ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ËÏÔÏ-

ÒÏÊ ÎÅ ÐÒÉÓ×ÏÅÎÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ, ÔÁËÖÅ ÐÒÉÓ×ÏÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ

ÏÂÒÁÚÏÍ É Ô.Ä. ëÏÇÄÁ ÍÙ ÎÅ ÐÏÌÕÞÉÍ ×ÙÐÏÌÎÑÀÝÅÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÚÎÁÞÅÎÉÊ

ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ? ôÏÌØËÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÉÚ

ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÒÁÎÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÂÕÄÕÔ ÓÌÅÄÏ×ÁÔØ É 0, É 1. òÁÓ-

ÓÍÏÔÒÉÍ ÓÁÍÏÅ ÒÁÎÎÅÅ ÔÁËÏÅ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ. ïÎÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÉÍÅÀÔÓÑ

ÄÉÚßÀÎËÃÉÉ l

1

_x É l

2

_:x, Á ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ l

1

_ l

2

= 0. îÏ ÜÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ,

ÔÁË ËÁË × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÉÚßÀÎËÃÉÑ l

1

_ l

2

ÔÁËÖÅ ×ÈÏÄÉÔ × ëîæ ÐÏÓÌÅ

ÜÔÁÐÁ 1.

ôÅÐÅÒØ ÏÃÅÎÉÍ ×ÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ × ÈÕÄÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ. ïÂÏÚÎÁ-

ÞÉÍ ÅÇÏ ÞÅÒÅÚ T (n), ÇÄÅ n | ÞÉÓÌÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (ÞÉÓÌÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÚÁ-

×ÅÄÏÍÏ ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÄÌÉÎÙ ×ÈÏÄÁ). ðÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÉÍÅÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ

T (n) 6 O(n

4

) + T (n� 1);

ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ T (n) = O(n

5

).

2.2. óÔÅÐÅÎØÀ ×ÅÒÛÉÎÙ × ÇÒÁÆÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï Ò£ÂÅÒ, ×Ù-

ÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚ ÜÔÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ. îÅÏÂÈÏÄÉÍÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÜÊ-

ÌÅÒÏ×Á ÐÕÔÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ó×ÑÚÎÏÓÔØ ÇÒÁÆÁ: ÄÏÌÖÅÎ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÔØ ÐÕÔØ ÉÚ

ÌÀÂÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ × ÌÀÂÕÀ. þÔÏÂÙ ×ÙÑÓÎÉÔØ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÜÊÌÅÒÏ× ÐÕÔØ

× Ó×ÑÚÎÏÍ ÇÒÁÆÅ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÄÓÞÉÔÁÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ ÎÅÞ£ÔÎÏÊ

ÓÔÅÐÅÎÉ × ÜÔÏÍ ÇÒÁÆÅ. åÓÌÉ ÏÎÏ ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 2, ÔÏ ÜÊÌÅÒÏ× ÐÕÔØ ÅÓÔØ,

× ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ | ÎÅÔ.

÷ÔÏÒÁÑ ÞÁÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ: ÅÓÌÉ ÅÓÔØ ÜÊÌÅÒÏ× ÐÕÔØ,

ÔÏ ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ ÉÍÅÀÔ Þ£ÔÎÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ, ËÒÏÍÅ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ É ËÏ-

ÎÅÞÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎ ÜÊÌÅÒÏ×Á ÐÕÔÉ (ÅÓÌÉ ÎÁÞÁÌØÎÁÑ É ËÏÎÅÞÎÁÑ ×ÅÒÛÉÎÙ ÓÏ-

×ÐÁÄÁÀÔ, ÔÏ ÓÔÅÐÅÎÉ ×ÓÅÈ ×ÅÒÛÉÎ Þ£ÔÎÙ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÜÊÌÅÒÏ×Á ÐÕÔÉ ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ ÔÁËÏÍ

ÐÒÏÓÔÏÍ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÉ: ÅÓÌÉ ÅÓÔØ Ä×Á ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÐÕÔÉ ÂÅÚ ÏÂÝÉÈ ÒÅÂ£Ò,

ÎÏ Ó ÏÂÝÅÊ ×ÅÒÛÉÎÏÊ, ÔÏ ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÏÂßÅÄÉÎÉÔØ × ÏÄÉÎ ÐÕÔØ (ÉÄ£Í ÐÏ

ÐÅÒ×ÏÍÕ ÐÕÔÉ ÄÏ ÏÂÝÅÊ ×ÅÒÛÉÎÙ, ÐÏÔÏÍ ÏÂÈÏÄÉÍ ×ÔÏÒÏÊ ÐÕÔØ É ÐÒÏ-

ÄÏÌÖÁÅÍ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÐÏ ÐÅÒ×ÏÍÕ). äÁÌÅÅ ÎÕÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÉÎÄÕËÃÉÀ ÐÏ

ÞÉÓÌÕ ×ÅÒÛÉÎ É Ò£ÂÅÒ × ÇÒÁÆÅ. ëÒÁÔËÏ ÉÚÌÏÖÉÍ ÜÔÏ ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÏÅ ÒÁÓ-

ÓÕÖÄÅÎÉÅ (ÞÉÔÁÔÅÌÀ ÒÅËÏÍÅÎÄÕÅÔÓÑ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÏÐÕÝÅÎÎÙÅ ÄÅÔÁÌÉ

ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ).
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åÓÌÉ ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ G Þ£ÔÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÔÏ ×ÙÂÅÒÅÍ × Î£Í ËÁËÏÊ-

ÎÉÂÕÄØ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÐÕÔØ C. ÷ÙÂÒÏÓÉ× Ò£ÂÒÁ C ÉÚ ÇÒÁÆÁ G, ÐÏÌÕÞÉÍ ÎÅ-

ËÏÔÏÒÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï Ó×ÑÚÎÙÈ ÇÒÁÆÏ× G

1

, : : : , G

r

, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÓÅ ÓÔÅÐÅÎÉ

×ÅÒÛÉÎ Þ£ÔÎÙÅ. ôÁË ÞÔÏ × ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÇÒÁÆÏ× ÅÓÔØ ÜÊÌÅÒÏ× ÐÕÔØ

(ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ). ëÁÖÄÙÊ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÇÒÁÆÏ× ÉÍÅÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÕ ×ÅÒÛÉÎÕ

ÎÁ C (ÉÎÁÞÅ G ÂÙÌ ÂÙ ÎÅÓ×ÑÚÎÙÍ). ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÉÚÌÏ-

ÖÅÎÎÕÀ ×ÙÛÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÉÚ C É ÜÊÌÅÒÏ×ÙÈ ÐÕÔÅÊ

× ÇÒÁÆÁÈ G

j

ÜÊÌÅÒÏ× ÐÕÔØ × G.

åÓÌÉ × ÇÒÁÆÅ G ÅÓÔØ Ä×Å

16)

×ÅÒÛÉÎÙ ÎÅÞ£ÔÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÔÏ ×ÙÂÅÒÅÍ

Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÉÊ ÉÈ ÐÕÔØ C. äÁÌØÎÅÊÛÅÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÅÖÎÉÍ.

ïÓÔÁÌÏÓØ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ É ÐÏÄÓÞ£Ô ÓÔÅÐÅÎÉ ×ÅÒÛÉÎÙ, É ÐÒÏ×ÅÒËÁ

Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÇÒÁÆÁ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ ÚÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ.

2.3. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÅÄÉËÁÔ Q 2 NP. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ

Q(x) = 9 y

�

(jyj < q(jxj)) ^R(x; y)

�

;

ÇÄÅ q(�) | ÐÏÌÉÎÏÍ, Á R(�; �) 2 P. ÷ ÄÒÕÇÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ÓÌÏ×Ï y |

ÜÔÏ ÓÏÏÂÝÅÎÉÅ íÅÒÌÉÎÁ, ÄÏËÁÚÙ×ÁÀÝÅÅ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔØ Q(x).

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ áÒÔÕÒ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÄÏ×ÅÒÑÅÔ íÅÒÌÉÎÕ, Á ÔÏÔ ÉÍÅÅÔ

ÐÒÁ×Ï ÏÔ×ÅÞÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÉÍ ÂÉÔÏÍ (É ×ÓÅÇÄÁ ÄÁ£Ô ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ

ÎÁ ÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÊ ×ÏÐÒÏÓ). ôÏÇÄÁ áÒÔÕÒ ÍÏÖÅÔ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÓÌÏ×Ï y,

×ÙÑÓÎÑÑ ÅÇÏ ÂÉÔÙ ÏÔ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÄÏ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ, ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. åÓ-

ÌÉ ÕÖÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ ÐÅÒ×ÙÅ k ÂÉÔÏ×, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ÓÌÏ×Ï u, ÔÏ áÒÔÕÒ ÍÏ-

ÖÅÔ ÐÏÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÔØÓÑ Õ íÅÒÌÉÎÁ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÓÌÏ×Ï u0z, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ

R(x; u0z). ðÒÉ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÍ ÏÔ×ÅÔÅ (k+1)-Ê ÂÉÔ ÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÙÍ 0,

ÐÒÉ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÍ | 1.

åÓÌÉ P = NP, ÔÏ áÒÔÕÒ ÍÏÖÅÔ ÉÍÉÔÉÒÏ×ÁÔØ íÅÒÌÉÎÁ.

2.4. ðÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑÈ ËÌÁÓÓÕ NP ÏÞÅ×ÉÄ-

ÎÁ: íÅÒÌÉÎÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÍÁÌØÞÉËÏ× É ÄÅ×ÏÞÅË ÎÁ ÐÁÒÙ, ÐÏÓÌÅ

ÞÅÇÏ áÒÔÕÒ ÓÍÏÖÅÔ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÐÁÒ ÒÏ×ÎÏ n É ×ÓÅ ×ÙÂÒÁÎÎÙÅ ÐÁÒÙ

ÓÏÇÌÁÓÎÙ ÔÁÎÃÅ×ÁÔØ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔÉ P ÂÕÄÅÍ ÐÒÏ×ÏÄÉÔØ, ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉ-

ÒÏ×Á× ÚÁÄÁÞÕ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÔÅÏÒÉÉ ÇÒÁÆÏ×. åÓÔØ Ä×ÕÄÏÌØÎÙÊ ÇÒÁÆ (Ò£ÂÒÁ

ÓÏÅÄÉÎÑÀÔ ÔÏÌØËÏ ×ÅÒÛÉÎÙ ÉÚ ÒÁÚÎÙÈ ÄÏÌÅÊ), ÎÕÖÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÓÕ-

ÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏÅ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ, Ô. Å. ÔÁËÏÊ ÎÁÂÏÒ Ò£ÂÅÒ, ÞÔÏ

ËÁÖÄÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÁ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÏÍÕ ÒÅÂÒÕ ÉÚ ÎÁÂÏÒÁ (ÅÓÌÉ ËÁ-

ÖÄÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÇÒÁÆÁ ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÏÄÎÏÍÕ ÒÅÂÒÕ ÉÚ ÎÁÂÏÒÁ,

ÔÏ ÔÁËÏÊ ÎÁÂÏÒ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅÍ, ÒÁÚÍÅÒ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑ |

ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÈÏÄÑÝÉÈ × ÎÅÇÏ Ò£ÂÅÒ).

16)

åÓÌÉ Õ ×ÁÓ ÐÏÌÕÞÉÌÓÑ ÇÒÁÆ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÁ ×ÅÒÛÉÎÁ ÎÅÞ£ÔÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ,

ÔÏ ÐÒÏ×ÅÒØÔÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ É ÎÁÊÄÉÔÅ ÏÛÉÂËÕ.
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U
V

: : :

òÉÓ. 10.

íÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÀÝÉÊ ÔÅËÕ-

ÝÅÅ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÐÕÓÔÏÇÏ. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔÓÑ ÌÉÂÏ

ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÙÍ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅÍ, ÌÉÂÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ

ÒÁÚÍÅÒÁ ÔÅËÕÝÅÇÏ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑ (É ÔÏÇÄÁ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏÇÏ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁ-

ÎÉÑ × ÇÒÁÆÅ ÎÅÔ).

áÌÇÏÒÉÔÍ ÂÕÄÅÔ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÄÌÑ Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÑ ÒÁÚÍÅÒÁ ÔÅËÕÝÅÇÏ ÐÁ-

ÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÞÅÒÅÄÕÀÝÅÇÏ ÐÕÔÉ (ÜÔÏ ÔÁËÏÊ ÐÕÔØ × ÇÒÁÆÅ,

ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ É ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ, ÎÅ ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÙÈ Ò£-

ÂÒÁÍ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑ, É ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÐÏÐÅÒÅÍÅÎÎÏ ÐÏ Ò£ÂÒÁÍ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁ-

ÝÉÍ É ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÍ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÀ). úÁÍÅÎÉ× × ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÉ

Ò£ÂÒÁ ÞÅÒÅÄÕÀÝÅÇÏ ÐÕÔÉ, ÓÔÏÑÝÉÅ ÎÁ Þ£ÔÎÙÈ ÍÅÓÔÁÈ, ÎÁ Ò£ÂÒÁ, ÓÔÏÑÝÉÅ

ÎÁ ÎÅÞ£ÔÎÙÈ ÍÅÓÔÁÈ, ÍÙ Õ×ÅÌÉÞÉÍ ÒÁÚÍÅÒ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÔÅËÕÝÅÅ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ ÞÅÒÅÚ C, Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ,

ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÙÈ Ò£ÂÒÁÍ ÉÚ C, | ÞÅÒÅÚ W (C). ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ × ÇÒÁÆÅ

ÅÓÔØ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ C

0

Â�ÏÌØÛÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÒÁÆ A, ÏÂÒÁÚÏ-

×ÁÎÎÙÊ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ Ò£ÂÅÒ C É C

0

. óÔÅÐÅÎÉ ×ÅÒÛÉÎ × ÔÁËÏÍ ÇÒÁÆÅ ÎÅ

ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÔ 2, ÐÏÜÔÏÍÕ ÅÇÏ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ | ÜÔÏ ÐÕÔÉ (×ÏÚÍÏÖ-

ÎÏ, ÄÌÉÎÙ 1, Ô. Å. Ò£ÂÒÁ) É ÃÉËÌÙ (ÓÍ. ÒÉÓ. 10, ÇÄÅ ÓÐÌÏÛÎÙÍÉ ÌÉÎÉÑÍÉ

ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÙ Ò£ÂÒÁ ÉÚ C, Á ÛÔÒÉÈÏ×ÙÍÉ | ÉÚ C

0

, ÎÁ ÓÔÒÅÌËÉ ÐÏËÁ ÎÅ

ÎÕÖÎÏ ÏÂÒÁÝÁÔØ ×ÎÉÍÁÎÉÅ). ôÁË ËÁË C

0

ÉÍÅÅÔ ÂÏÌØÛÅ Ò£ÂÅÒ, ÞÅÍ C, ÔÏ

× A ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ÂÏÌØÛÅ Ò£ÂÅÒ ÉÚ C

0

,

ÞÅÍ ÉÚ C. ôÁËÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ, ËÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÅÒÅÄÕÀ-

ÝÉÍ ÐÕÔ£Í.

éÔÁË, ÐÒÏ×ÅÒËÁ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑ C ÒÁ×ÎÏ-

ÓÉÌØÎÁ ÐÒÏ×ÅÒËÅ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÞÅÒÅÄÕÀÝÅÇÏ ÐÕÔÉ. ðÏÓÌÅÄÎÀÀ ÍÏÖÎÏ

ÓÄÅÌÁÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÁË. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÄÏÌÉ ÇÒÁÆÁ ÞÅÒÅÚ V É U . ïÒÉÅÎ-

ÔÉÒÕÅÍ Ò£ÂÒÁ ÇÒÁÆÁ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÐÒÁ×ÉÌÕ: Ò£ÂÒÁ, ×ÈÏÄÑÝÉÅ

× C, ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÙ ÉÚ V × U , Á ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ Ò£ÂÒÁ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÙ ÐÒÏÔÉ-

×ÏÐÏÌÏÖÎÏ (ÜÔÁ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÑ ÔÁËÖÅ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÁ ÎÁ ÒÉÓ. 10). ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅ-

ÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÞÅÒÅÄÕÀÝÅÇÏ ÐÕÔÉ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÀ ÔÁËÏÊ ÐÁÒÙ

×ÅÒÛÉÎ u 2 U nW (C) É v 2 V nW (C), ÞÔÏ ÉÚ u × v ÅÓÔØ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ-

×ÁÎÎÙÊ ÐÕÔØ. óÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÐÕÔÉ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ É ËÏÎ-

ÃÏÍ × ÚÁÄÁÎÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÐÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ ÓÐÏÓÏÂÏÍ, ÏÐÉÓÁÎÎÙÍ × ÒÅÛÅÎÉÉ
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ÚÁÄÁÞÉ 1.17, ËÏÔÏÒÙÊ ÒÁÂÏÔÁÅÔ É × ÓÌÕÞÁÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ (ÍÁ-

ÔÒÉÃÁ ÓÍÅÖÎÏÓÔÉ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÎÅÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ, ÞÔÏ ÎÉËÁË ÎÅ ×ÌÉÑÅÔ ÎÁ

×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ).

éÔÁË, ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÁ Ï ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑÈ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ P.

ïÐÉÓÁÎÎÙÊ ×ÙÛÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÎÅ ÏÐÔÉÍÁÌÅÎ, ÞÉÔÁÔÅÌÀ ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ ÐÏ-

ÄÕÍÁÔØ, ËÁË ÍÏÖÎÏ ÅÇÏ ÕÓËÏÒÉÔØ.

2.5. Â) õÄÏÂÎÅÅ ÏÐÉÓÙ×ÁÔØ Ó×ÅÄÅÎÉÅ 3-ëîæ Ë ÚÁÄÁÞÅ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÅ

ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. ÷ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅ ÐÏ ÇÒÁÆÕG É ÞÉÓÌÕ q ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ,

ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ × ÇÒÁÆÅ G ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ ÍÏÝÎÏÓÔÉ q, ÎÉËÁËÁÑ ÐÁÒÁ

×ÅÒÛÉÎ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅ Ó×ÑÚÁÎÁ ÒÅÂÒÏÍ (ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï).

ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÁ ËÌÉËÁ ÄÌÑ ÇÒÁÆÁ G ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÚÁÄÁÞÅ ÎÅ-

ÚÁ×ÉÓÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÌÑ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ

�

G (× ÄÏÐÏÌÎÉ-

ÔÅÌØÎÏÍ ÇÒÁÆÅ Ò£ÂÒÁ É ÎÅÒ£ÂÒÁ ÍÅÎÑÀÔÓÑ ÍÅÓÔÁÍÉ).

x

i

:x

i

: l

3

l

2

l

1

: l

1

: l

2

ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ÄÉÚßÀÎËÃÉÑ

Á) Â)

òÉÓ. 11.

÷ÏÚØÍ£Í 3-ëîæ ÉÚ m ÄÉÚßÀÎËÃÉÊ, × ËÏÔÏÒÙÅ ×ÈÏÄÑÔ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

çÒÁÆ, ËÏÔÏÒÙÊ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÔÏÊ ëîæ, ÉÍÅÅÔ 2n+ 4m ×ÅÒÛÉÎ. ëÁ-

ÖÄÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x

i

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ Ä×Å ×ÅÒÛÉÎÙ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ ÒÅÂÒÏÍ.

ðÏÍÅÔÉÍ ÉÈ x

i

É :x

i

(ÓÍ. ÒÉÓ. 11Á).

ëÁÖÄÏÊ ÄÉÚßÀÎËÃÉÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ

ÞÅÔÙÒÅ ×ÅÒÛÉÎÙ, ÐÏÐÁÒÎÏ Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ

Ò£ÂÒÁÍÉ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ. ÷ÅÒÛÉÎÙ, ÓÏ-

ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ É ÄÉÚß-

ÀÎËÃÉÑÍ, Ó×ÑÚÁÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ÔÁË,

ËÁË ÐÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓ. 11Â), (ÎÁÒÉÓÏ×ÁÎ

ÐÒÉÍÅÒ ÄÌÑ ÄÉÚßÀÎËÃÉÉ l

1

_ l

2

_ l

3

).

ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÔÁËÏÊ ÇÒÁÆ ÓÔÒÏÉÔ-

ÓÑ ÐÏ 3-ëîæ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍ ÁÌÇÏ-

ÒÉÔÍÏÍ.

ðÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÇÒÁÆÁ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÅÇÏ

×ÅÒÛÉÎ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n + m ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉ-

ÍÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÒÁÚÍÅÒÁ n + m ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ×Ï ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏ-

ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ×ÙÐÏÌÎÑÀÝÉÍÉ ÎÁÂÏÒÁÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÄÌÑ 3-ëîæ, ËÏÔÏÒÏÅ

ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÐÒÁ×ÉÌÏÍ: ÅÓÌÉ ÉÚ ÐÁÒÙ ×ÅÒÛÉÎ, ÐÏÍÅÞÅÎÎÙÈ x

i

É :x

i

, × ÎÅ-

ÚÁ×ÉÓÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÈÏÄÉÔ ×ÅÒÛÉÎÁ x

i

, ÔÏ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍ ÜÔÏÍÕ

ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÎÁÂÏÒÅ ÚÎÁÞÅÎÉÊ x

i

= 1, × ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ

x

i

= 0.

éÚ ÒÉÓ. 11Â) ÌÅÇËÏ ÕÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÔÁËÏÇÏ ÓÏÏÔ×ÅÔ-

ÓÔ×ÉÑ. ÷ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÁÚÍÅÒÁ n +m ÏÂÑÚÁÎÁ ×ÈÏÄÉÔØ ÈÏÔÑ

ÂÙ ÏÄÎÁ ×ÅÒÛÉÎÁ ÉÚ ÞÅÔ×£ÒËÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÄÉÚßÀÎËÃÉÉ. îÏ ÜÔÏ

ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ, ÐÏÍÅÞÅÎÎÙÈ :l

1

, :l

2

, :l

3

, × ÜÔÏ

ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅ ×ÈÏÄÉÔ. é ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ ×ÚÑÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï S ×ÅÒÛÉÎ, ÓÏ-

ÉÚ ÒÁÚÄÅÌÁ 2 159

ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ×ÙÐÏÌÎÑÀÝÅÍÕ ÎÁÂÏÒÕ ÄÌÑ 3-ëîæ, ÔÏ ÏÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ

ÄÏÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÄÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÒÁÚÍÅÒÁ n +m (ÐÒÏ×ÅÒØÔÅ ÐÏ

ÒÉÓ. 11Â), ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÚÎÁÞÅÎÉÊ l

1

; l

2

; l

3

(ËÒÏÍÅ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ

ÎÁÂÏÒÁ!) ÉÚ ÞÅÔ×£ÒËÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÄÉÚßÀÎËÃÉÉ, ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ×Ù-

ÂÉÒÁÅÔÓÑ ×ÅÒÛÉÎÁ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÁ×ÉÔØ Ë S).

2.6. Â). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÒÁÓËÒÁÓÏË × 3 Ã×ÅÔÁ ÐÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ ÐÒÉ-

ÞÉÎÁÍ ËÒÁÔÎÏ 6: ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ Ã×ÅÔÏ× ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÐÒÁ×ÉÌØÎÕÀ ÒÁÓËÒÁÓËÕ.

ðÕÓÔØ ÅÓÔØ 3-ëîæ ÉÚ m ÄÉÚßÀÎËÃÉÊ, × ËÏÔÏÒÙÅ ×ÈÏÄÑÔ n ÐÅÒÅÍÅÎ-

ÎÙÈ. çÒÁÆ, ËÏÔÏÒÙÊ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÔÏÊ ëîæ, ÉÍÅÅÔ 7m+ 2n+3 ×ÅÒ-

ÛÉÎ. äÌÑ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÇÒÁÆÁ ÕÄÏÂÎÏ ÐÏÍÅÔÉÔØ ÞÁÓÔØ ×ÅÒÛÉÎ.

÷Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, ÐÏÍÅÔÉÍ ÔÒÉ ×ÅÒÛÉÎÙ ÞÉÓÌÁÍÉ 0, 1, 2. ÷Ï-×ÔÏÒÙÈ, ÐÏÍÅÔÉÍ

ËÁÖÄÙÍ ÌÉÔÅÒÁÌÏÍ (ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÉÌÉ Å£ ÏÔÒÉÃÁÎÉÅÍ) ÐÏ ÏÄÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ.

ïÓÔÁÌØÎÙÅ 7m ×ÅÒÛÉÎ ÒÁÚÏÂØ£Í ÎÁ ÇÒÕÐÐÙ ÐÏ 7, ËÁÖÄÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÓÏÏÔ-

×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÄÉÚßÀÎËÃÉÊ.

ôÅÐÅÒØ ÏÐÉÛÅÍ Ò£ÂÒÁ ÜÔÏÇÏ ÇÒÁÆÁ. ëÁË ÐÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓ. 12Á), ×ÅÒ-

ÛÉÎÙ 0, 1 É 2 ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ Ò£ÂÒÁÍÉ. îÁ ÒÉÓ. 12Â) ÐÏËÁÚÁÎÙ

ÅÝ£ n ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× × ÜÔÏÍ ÇÒÁÆÅ. é, ÎÁËÏÎÅÃ, ÒÉÓ. 12×) ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ,

ËÁË ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ Ò£ÂÒÁÍÉ ×ÅÒÛÉÎÙ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ËÁÖÄÏÊ ÄÉÚßÀÎË-

ÃÉÉ. îÁ ÜÔÏÍ ÒÉÓÕÎËÅ l

1

, l

2

, l

3

ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÌÉÔÅÒÁÌÙ, ×ÈÏÄÑÝÉÅ × ÄÉÚß-

ÀÎËÃÉÀ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ Ò£ÂÒÁ ÍÙ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÌÉ ÐÏ ÎÅÓËÏÌØËÕ

ÒÁÚ.
ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÏÐÉÓÁÎÎÏÅ ×ÙÛÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ×ÙÐÏÌÎÉÔØ ÚÁ ÐÏ-

ÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ÏÔ n É m ×ÒÅÍÑ. äÏËÁÖÅÍ ÅÇÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ, ËÁËÉÅ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÅ ÒÁÓËÒÁÓËÉ × 3 Ã×ÅÔÁ ×ÏÚÍÏÖÎÙ ÄÌÑ

ÔÁËÏÇÏ ÇÒÁÆÁ. âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ×ÅÒÛÉÎÙ

0, 1 É 2 ÐÏËÒÁÛÅÎÙ × Ã×ÅÔÁ 0, 1 É 2 (ÉÚ ÛÅÓÔÉ ÒÁÓËÒÁÓÏË, ÒÁÚÌÉÞÁÀÝÉÈÓÑ

ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÍÉ Ã×ÅÔÏ× ÍÙ ×ÙÂÒÁÌÉ ÏÄÎÕ). ôÏÇÄÁ ×ÅÒÛÉÎÙ, ÐÏÍÅÞÅÎÎÙÅ

x

i

É :x

i

, ÐÏËÒÁÛÅÎÙ × Ã×ÅÔÁ 0 É 1, ÐÒÉÞ£Í ÉÈ Ã×ÅÔÁ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ

ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙ (ÓÍ. ÒÉÓ. 12Â).

2

10

2

x

i

:x

i

0 1

l

3

l

2

l

1

: l

1

: l

2

ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ÄÉÚßÀÎËÃÉÑ

Á) Â) ×)

òÉÓ. 12.
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ðÒÑÍÙÍ ÐÅÒÅÂÏÒÏÍ ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ÍÏÖÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÇÒÁÆ, ÉÚÏÂÒÁ-

Ö£ÎÎÙÊ ÎÁ ÒÉÓ. 12×) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ Ó×ÏÊÓÔ×Õ: ÅÓÌÉ ËÒÁÓÉÔØ

×ÅÒÛÉÎÙ, ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÅ ÌÉÔÅÒÁÌÁÍÉ, × Ã×ÅÔÁ 0 ÉÌÉ 1, Á ×ÅÒÛÉÎÙ, ÏÔÍÅ-

ÞÅÎÎÙÅ ÏÔÒÉÃÁÎÉÑÍÉ ÌÉÔÅÒÁÌÏ×, | × ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÅ Ã×ÅÔÁ 1 ÉÌÉ 0,

ÔÏ ÐÒÁ×ÉÌØÎÁÑ ÒÁÓËÒÁÓËÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ ÜÔÏÇÏ ÇÒÁÆÁ × 3 Ã×ÅÔÁ ÓÕ-

ÝÅÓÔ×ÕÅÔ (É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁ!) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ

ÉÚ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÌÉÔÅÒÁÌÏ× ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ 0.

ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÅ 3-ÒÁÓËÒÁÓËÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ

×ÅÒÛÉÎÙ 0, 1, 2 ÐÏËÒÁÛÅÎÙ × Ã×ÅÔÁ 0, 1, 2 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ

×Ï ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ×ÙÐÏÌÎÑÀÝÉÍÉ ÎÁÂÏÒÁÍÉ ÚÎÁ-

ÞÅÎÉÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÉÓÈÏÄÎÏÊ 3-ëîæ.

2.7. äÁÎÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÒÁÚÎÏÇÏ ×ÉÄÁ, ÂÏÒÏÔØÓÑ

Ó ËÏÔÏÒÙÍÉ ÕÄÏÂÎÅÅ ÐÏ ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÐÒÏ-

ÍÅÖÕÔÏÞÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ É ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÃÅÐÏÞËÕ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ Ó×ÏÄÉÍÏÓÔÅÊ

ÚÁÄÁÞ.

éÔÁË, ÎÁÚÏ×£Í ÄÁÎÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ RP (\restricted puzzle"). úÁÄÁÞÁ UP

(\unrestricted puzzle") ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÏÔËÁÚÁÔØÓÑ ÏÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÁ

ÞÉÓÌÏ ÔÉÐÏ× Ë×ÁÄÒÁÔÉËÏ× É ÔÒÅÂÏ×ÁÔØ ÓÌÏÖÉÔØ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË ÚÁÄÁÎ-

ÎÙÈ ÒÁÚÍÅÒÏ×, ÐÒÉÞ£Í ÎÅ ÉÚ ×ÓÅÇÏ ÎÁÂÏÒÁ Ë×ÁÄÒÁÔÉËÏ×, Á ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ

ÅÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á.

ïÐÉÛÅÍ ÎÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÃÅÐÏÞËÕ Ó×ÏÄÉÍÏÓÔÅÊ

3-ëîæ / UP / RP;

ËÏÔÏÒÁÑ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ NP-ÐÏÌÎÏÔÕ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ.

3-ëîæ / UP. äÌÑ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÜÔÏÊ Ó×ÏÄÉÍÏÓÔÉ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ Ë×Á-

ÄÒÁÔÉËÉ ÒÏÂÏÔÁÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÇÕÔ ÐÏÌÕÞÁÔØ É ÐÅÒÅÄÁ×ÁÔØ ÓÏÏÂÝÅÎÉÑ

ÞÅÒÅÚ ÓÔÏÒÏÎÙ. ðÁÒÁ ÂÕË× ÄÏÐÕÓÔÉÍÁ, ÅÓÌÉ ÏÄÎÁ ÉÚ ÎÉÈ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÅÒÅ-

ÄÁÞÕ ÓÏÏÂÝÅÎÉÑ, Á ×ÔÏÒÁÑ | ÐÒÉ£Í ÔÏÇÏ ÖÅ ÓÏÏÂÝÅÎÉÑ.

éÔÁË, ÐÕÓÔØ ÅÓÔØ 3-ëîæ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÂÏÚÎÁ-

ÞÉÍ ÞÅÒÅÚ X, Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÉÚßÀÎËÃÉÊ | ÞÅÒÅÚ D. þÅÒÅÚ D

0

ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ

ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÙÐÏÌÎÉÍÙÈ ÄÉÚßÀÎËÃÉÊ, ÐÏÌÕÞÁÅÍÙÈ ÉÚ D ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÏÊ

ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

âÕÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÏÐÉÓÙ×ÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ë×ÁÄÒÁÔÉËÏ× É ÉÈ ÔÉÐÙ, ÉÚ ËÏ-

ÔÏÒÙÈ ÎÕÖÎÏ ÂÕÄÅÔ ÓËÌÁÄÙ×ÁÔØ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË ÒÁÚÍÅÒÁ jXj�jDj. ïÄÎÁ

ÓÔÏÒÏÎÁ ÜÔÏÇÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ (ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÓÔÉ | ÌÅ×ÁÑ) ÓÏÏÔ×ÅÔ-

ÓÔ×ÕÅÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ ëîæ, Á ÄÒÕÇÁÑ (ÎÉÖÎÑÑ) | ÄÉÚßÀÎËÃÉÑÍ. òÏÂÏÔÙ-

Ë×ÁÄÒÁÔÉËÉ ÐÏÌÕÞÁÀÔ ÓÌÅ×Á ÓÏÏÂÝÅÎÉÑ �x

j

= 1� ÉÌÉ �x

j

= 0�, x

j

2 X;

ÐÅÒÅÄÁÀÔ ×ÐÒÁ×Ï ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÓÏÏÂÝÅÎÉÅ; ÐÏÌÕÞÁÀÔ ÓÎÉÚÕ ÄÉÚßÀÎËÃÉÀ

ÉÚ D

0

; ÐÏÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ × ÎÅ£, ÅÓÌÉ ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ x

j

É ÐÅÒÅÄÁÀÔ ÐÏ-

ÌÕÞÅÎÎÕÀ ÄÉÚßÀÎËÃÉÀ ××ÅÒÈ, ÅÓÌÉ ÎÅ ÐÏÌÕÞÅÎÏ ÎÕÌÅ×ÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ (ÄÒÕ-

ÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÀÔ ÔÉÐÙ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÅ ÓÌÅ×Á ÓÏÏÂÝÅÎÉÑ ×ÉÄÁ
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�x

j

= ��, Á ÓÎÉÚÕ | �� � x

j

�). ÷ÓÅ ÜÔÉ ÔÉÐÙ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ

ÂÕË×. á ÅÓÔØ ÅÝ£ 4 ÕÇÌÏ×ÙÈÔÉÐÁ, Ä×ÕÍ ÓÔÏÒÏÎÁÍ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁÚÒÅÛÅÎÏ ×Ù-

ÈÏÄÉÔØ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÕ, É 2jXj+2jDj ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÔÉÐÏ× (ÏÄÎÁ ÓÔÏÒÏÎÁ ÍÏÖÅÔ

×ÙÈÏÄÉÔØ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÕ), ËÏÔÏÒÙÅ ÎÕÍÅÒÕÀÔÓÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ É ÄÉÚßÀÎË-

ÃÉÑÍÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. âÕË×Ù, ÎÁÐÉÓÁÎÎÙÅ ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ Ë×ÁÄÒÁÔÉËÏ×

ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÔÉÐÏ×, ÏÂÅÓÐÅÞÉ×ÁÀÔ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÕÀ ÓÂÏÒËÕ ËÏÎÔÕÒÁ ÐÒÑÍÏ-

ÕÇÏÌØÎÉËÁ. ë×ÁÄÒÁÔÉË ËÁÖÄÏÇÏ ÔÉÐÁ ÏÄÉÎ. á ×ÓÅÇÏ ÔÉÐÏ× O(jXj � jDj).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÙÐÏÌÎÉÍÏÓÔØ ëîæ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÓÌÏ-

ÖÉÔØ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË ÒÁÚÍÅÒÁ (jXj+ 2)� (jDj+ 2) ÉÚ ÏÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ

ÎÁÂÏÒÁ ÔÉÐÏ× Ë×ÁÄÒÁÔÉËÏ×.

UP / RP. ðÕÓÔØ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ë×ÁÄÒÁÔÉËÏ×, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ

ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÔÉÐÏ× T , ËÁÖÄÏÇÏ ÔÉÐÁ t ÐÏ n(t) ÛÔÕË (

P

t2T

n(t) = N ), ÉÚ

ËÏÔÏÒÙÈ ÎÕÖÎÏ ÓÌÏÖÉÔØ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË m � k. âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝ-

ÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ N > 5. äÏÂÁ×ÉÍ Ë×ÁÄÒÁÔÉËÏ×: ÐÏ 2 ÛÔÕËÉ

ÉÚ m+ k ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÔÉÐÏ× c

j

É r

l

, ÞÔÏÂÙ ×ÙÌÏÖÉÔØ ×ÎÅÛÎÉÊ ËÏÎ-

ÔÕÒ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ m � k, 4(N � mk) Ë×ÁÄÒÁÔÉËÏ× ÅÝ£ ÏÄÎÏÇÏ ÔÉÐÁ

u, ÞÔÏÂÙ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ Ë×ÁÄÒÁÔÉËÉ, ÎÅ ×ÏÛÅÄÛÉÅ × ÐÒÑÍÏ-

ÕÇÏÌØÎÉË, É (5N + 3)

2

� 5N � 2(m + k) + 4mk Ë×ÁÄÒÁÔÉËÏ× ÔÉÐÁ v ÄÌÑ

ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ Ë×ÁÄÒÁÔÁ. ðÏÓËÏÌØËÕ 5N+3 > jT j+2(m+k)+2, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ

ÞÉÓÌÁ ÔÉÐÏ× ÄÌÉÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÂÕÄÅÔ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ.

óÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÐÒÑÍÏ ÐÅÒÅ×ÏÄÑÔÓÑ ÎÁ ÑÚÙË ÂÕË× É ÉÈ

ÓÏÞÅÔÁÎÉÊ. îÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ Ë×ÁÄÒÁÔÉËÏ× ÔÉÐÁ v ÎÁÐÉÓÁÎÁ ÏÄÎÁ É ÔÁ ÖÅ

ÂÕË×Á v, ËÏÔÏÒÁÑ ÍÏÖÅÔ ÓÏÓÅÄÓÔ×Ï×ÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÓÁÍÁ Ó ÓÏÂÏÊ; ÎÁ ÏÄÎÏÊ

ÓÔÏÒÏÎÅ Ë×ÁÄÒÁÔÉËÁ ÔÉÐÁ u ÎÁÐÉÓÁÎÁ ÂÕË×Á u, ËÏÔÏÒÁÑ ÍÏÖÅÔ ÓÏÓÅÄÓÔ×Ï-

×ÁÔØ ÓÏ ×ÓÅÍÉ ÂÕË×ÁÍÉ, Á ÎÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ | v; ÎÁËÏÎÅÃ, ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÅ

Ë×ÁÄÒÁÔÉËÏ× ÔÉÐÏ× c

j

É r

j

ÎÁÐÉÓÁÎÁ ÂÕË×Á v, Á ÎÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÔÏÒÏ-

ÎÁÈ ÎÁÐÉÓÁÎÙ ÂÕË×Ù, ÏÂÅÓÐÅÞÉ×ÁÀÝÉÅ ÓÂÏÒËÕ ËÏÎÔÕÒÁ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ

m � k.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÓÏÂÒÁÔØ Ë×ÁÄÒÁÔ (5N+3)�(5N+3) ÉÚ ÎÏ×ÏÇÏ

ÎÁÂÏÒÁ Ë×ÁÄÒÁÔÉËÏ× 1 � 1, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÍÅÔØ ÓÏÂÉÒÁÔØ

ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË m � k ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ.

2.8. ðÏÓËÏÌØËÕ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÞÉÓÅÌ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÓÔÉ ÚÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØ-

ÎÏÅ ×ÒÅÍÑ, íÅÒÌÉÎ ÍÏÖÅÔ ÓÏÏÂÝÉÔØ áÒÔÕÒÕ ÌÀÂÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁ n

ÎÁ Ä×Á ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ.

2.9. äÏËÁÖÅÍ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ ÐÒÏÓÔÏÔÁ ÞÉÓÌÁ ËÌÁÓÓÕ NP,

ÐÏÓÔÒÏÉ× ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ÍÁÛÉÎÕ ôØÀ-

ÒÉÎÇÁ N , ËÏÔÏÒÁÑ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏ ×ÙÚÙ×ÁÅÔ ÓÁÍÕ ÓÅÂÑ.

îÁ ×ÈÏÄ ÍÁÛÉÎÅ N ÐÏÄÁ£ÔÓÑ Ä×ÏÉÞÎÁÑ ÚÁÐÉÓØ ÞÉÓÌÁ p, ÐÒÏÓÔÏÔÕ

ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÕÖÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ. íÁÛÉÎÁ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÏ ÄÏÐÉÓÙ×Á-

ÅÔ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÊ ËÏÒÅÎØ g ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p É ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ
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ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÞÉÓÌÁ p � 1, Ô. Å. ÔÁËÉÅ ÞÉÓÌÁ p

1

, : : : , p

s

, �

1

, : : : , �

s

, ÞÔÏ

p� 1 =

s

Y

j=1

p

�

j

j

: (�)

ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÍÁÛÉÎÁ ÐÒÏ×ÅÒÑÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (�) (ÎÁ ÜÔÏ È×ÁÔÉÔ ×ÒÅÍÅÎÉ

O(n

3

), ÇÄÅ n = log p, ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ ÕÍÎÏÖÁÔØ ÂÏÌØÛÉÅ ÞÉÓÌÁ �× ÓÔÏÌÂÉË�),

ÐÒÏ×ÅÒÑÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï g

p�1

� 1 (mod p) É ×ÓÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á

g

(p�1)=p

j

6� 1 (mod p):

äÌÑ ÜÔÉÈ ÐÒÏ×ÅÒÏË ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ×ÒÅÍÑ O(n

4

), ÔÁË ËÁË s = O(n), Á ×ÏÚ×Å-

ÄÅÎÉÅ × ÓÔÅÐÅÎØ q ÔÒÅÂÕÅÔ O(log q) ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ. äÁÌÅÅ ÍÁÛÉÎÁ ÐÒÏ×ÅÒÑÅÔ

ÐÒÏÓÔÏÔÕ ×ÓÅÈ p

j

, ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏ ×ÙÚÙ×ÁÑ ÓÁÍÕ ÓÅÂÑ.

ïÐÉÓÁÎÎÙÅ ×ÙÛÅ ÐÒÏ×ÅÒËÉ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÀÔ, ÞÔÏ ÐÏÒÑÄÏË ÞÉÓÌÁ g ×

ÇÒÕÐÐÅ (Z=pZ)

�

ÒÁ×ÅÎ p� 1, ÞÔÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÐÒÏÓÔÏÔÅ p.

ïÃÅÎÉÍ ÔÅÐÅÒØ ×ÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ ÔÁËÏÊ îíô ÎÁ ×ÈÏÄÅ ÄÌÉÎÙ n. ïÎÏ

ÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÚ ×ÒÅÍÅÎÉ, ÚÁÔÒÁÞÉ×ÁÅÍÏÇÏ ÎÁ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÄÅÊ-

ÓÔ×ÉÑ, É ×ÒÅÍÅÎÉ, ÚÁÔÒÁÞÉ×ÁÅÍÏÇÏ ÎÁ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ.

ëÁË ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÈ ×ÙÛÅ ÏÃÅÎÏË, ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎ-

ÎÙÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ ÐÏÌÉÎÏÍÏÍ ÏÔ ÄÌÉÎÙ ÚÁÐÉÓÅÊ ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ, ÐÒÏ-

×ÅÒÑÅÍÙÈ ÎÁ ÐÒÏÓÔÏÔÕ ÚÁ ×ÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ. äÌÉÎÁ ÚÁÐÉÓÅÊ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÈ

ËÏÒÎÅÊ É ËÒÁÔÎÏÓÔÅÊ ÔÁËÖÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÐÏÌÉÎÏÍÏÍ (É ÄÁÖÅ ÌÉÎÅÊÎÏ)

ÏÔ ÄÌÉÎÙ ÚÁÐÉÓÅÊ ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ, ÐÒÏ×ÅÒÑÅÍÙÈ ÎÁ ÐÒÏÓÔÏÔÕ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÓÔÁÌÏÓØ ÏÃÅÎÉÔØ ÄÌÉÎÕ ÚÁÐÉÓÅÊ ÞÉÓÅÌ, ÐÒÏ×ÅÒÑÅ-

ÍÙÈ ÎÁ ÐÒÏÓÔÏÔÕ. åÓÌÉ ×ÚÑÔØ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ, ÐÒÏ×ÅÒÑÅÍÙÈ ÎÁ

ÐÒÏÓÔÏÔÕ ÎÁ k-Í ÕÒÏ×ÎÅ ÒÅËÕÒÓÉÉ, ÔÏ ÏÎÏ ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÍÅÎØÛÅ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ

ÞÉÓÌÁ p. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÕÍÍÁÒÎÁÑ ÄÌÉÎÁ ÚÁÐÉÓÅÊ ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ

×Ä×ÏÅ ÐÒÅ×ÙÛÁÅÔ ÄÌÉÎÕ ÚÁÐÉÓÉ p (ÄÌÉÎÁ ÚÁÐÉÓÉ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ÞÉ-

ÓÅÌ ÒÁÚ×Å ÞÔÏ ÎÁ 1 ÍÅÎØÛÅ ÓÕÍÍÙ ÄÌÉÎ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ). íÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ

ÉÚ ÞÉÓÅÌ, ÐÒÏ×ÅÒÑÅÍÙÈ ÎÁ ÐÒÏÓÔÏÔÕ ÎÁ k-Í ÕÒÏ×ÎÅ ÒÅËÕÒÓÉÉ, ÐÏ ËÒÁÊ-

ÎÅÊ ÍÅÒÅ ×Ä×ÏÅ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ, ÐÒÏ×ÅÒÑÅÍÙÈ ÎÁ

(k�1)-Í ÕÒÏ×ÎÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÕÒÏ×ÅÎØ ÒÅËÕÒÓÉÉ ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏ-

ÄÉÔ log p. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÂÝÁÑ ÄÌÉÎÁ ÚÁÐÉÓÅÊ ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ, ÐÒÏ×ÅÒÑÅÍÙÈ

ÎÁ ÐÒÏÓÔÏÔÕ ÐÒÉ ×ÈÏÄÅ p, ÒÁ×ÎÁ O(log

2

p).

éÚ ÒÁÚÄÅÌÁ 4

4.1. úÁÍÅÔÉÍ ÐÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, ÞÔÏ S ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÄÌÉÎÙ ×ÈÏÄÁ

× ÓÉÌÕ ÉcÐÏÌØÚÕÅÍÙÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ.

17)

17)

âÙ×ÁÀÔ É ÄÒÕÇÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. ôÁË, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ËÌÁÓÓ log-SPACE ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ

Ó ÐÏÍÏÝØÀ Ä×ÕÈÌÅÎÔÏÞÎÙÈ ÍÁÛÉÎ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÌÅÎÔÅ ÚÁÐÉÓÁÎ ×ÈÏÄ É Ó ÎÅ£

ÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÞÉÔÁÔØ, Á ÎÁ ×ÔÏÒÏÊ ÌÅÎÔÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÐÁÍÑÔØ O(logn).
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ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÎÁ ×ÅÒÈÎÑÑ ÏÃÅÎËÁ ×ÉÄÁ 2

poly(S)

ÎÁ ×ÒÅÍÑ

ÒÁÂÏÔÙ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÍÁÛÉÎÙ. ôÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÄÏÓÌÏ×ÎÏ ÐÏ×ÔÏ-

ÒÉÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 4.2, ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÉÇÒÕ ÄÌÉÎÙ poly(S), É ×Ù-

ÞÉÓÌÉÔØ Å£ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÍÁÛÉÎÏÊ ÎÁ ÐÁÍÑÔÉ poly(S).

ðÕÓÔØ ÅÓÔØ îíô, ÒÁÂÏÔÁÀÝÁÑ ÎÁ ÐÁÍÑÔÉ S. ÷ ÐÒÏÃÅÓÓÅ ÒÁÂÏÔÙ ÏÎÁ

ÍÏÖÅÔ ÎÁÈÏÄÉÔØÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ × N = jAj

S

� jQj � S ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÈ, ÇÄÅ

Q;A| ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÕÐÒÁ×ÌÑÀÝÅÇÏ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Á É ×ÎÅÛÎÉÊ ÁÌ-

ÆÁ×ÉÔ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. èÏÔÑ Õ îíô ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ×ÁÒÉÁÎÔÏ×

ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÉÚ ÄÁÎÎÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ, ÉÚ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÅÒÅÈÏÄÏ× ×ÓÅ-

ÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÏÓÉÔØ ÃÉËÌÙ (ÎÉ Ë ÞÅÍÕ ÄÅÌÁÔØ ×ÎÁÞÁÌÅ ÎÅÐÒÁ×ÉÌØÎÙÊ

ÐÅÒÅÈÏÄ, Á ÚÁÔÅÍ, ×ÅÒÎÕ×ÛÉÓØ × ÔÏ ÖÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ, | ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÊ). ôÁË

ÞÔÏ ×ÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ îíô ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ 2

O(S)

, ËÁË É ÄÌÑ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎ-

ÎÏÊ íô.

4.2. ìÅÇËÏ ÓÏÏÂÒÁÚÉÔØ, ËÁË ÉÍÉÔÉÒÏ×ÁÔØ ÏÒÁËÕÌ F ÉÚ �

k

, ÉÍÅÑ ×ÏÚ-

ÍÏÖÎÏÓÔØ ÚÁËÁÚÙ×ÁÔØ ÏÒÁËÕÌ ÉÚ �

k

. îÕÖÎÏ ÚÁËÁÚÁÔØ ÏÒÁËÕÌ :F , Á ÄÁÌØ-

ÛÅ ÂÒÁÔØ ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ ÏÔ ËÁÖÄÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÅÇÏ ÒÁÂÏÔÙ.

ëÌÁÓÓ P

�

k

, ËÁË É P, ÚÁÍËÎÕÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÚÑÔÉÑ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÊ. ôÁË

ÞÔÏ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ P

�

k

� �

k+1

. üÔÏ ÕÄÏÂÎÏ ÄÅÌÁÔØ, ÉÓ-

ÐÏÌØÚÕÑ ÉÇÒÏ×ÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÏ× �

k

.

ðÕÓÔØ ÅÓÔØ ÐÒÅÄÉËÁÔ F 2 P

�

k

, Á ×ÙÞÉÓÌÑÀÝÉÊ ÅÇÏ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØ-

ÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÏÒÁËÕÌ G 2 �

k

. éÇÒÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÚÁÄÁ£Ô G(x),

ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ G(x). ïÐÉÛÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÉÇÒÕ F(x), ×ÙÉÇÒÙÛ ÂÅÌÙÈ × ËÏÔÏÒÏÊ

(ÔÏÞÎÅÅ, ÎÁÌÉÞÉÅ ×ÙÉÇÒÙÛÎÏÊ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ) ÜË×É×ÁÌÅÎÔÅÎ F (x).

ðÅÒ×ÙÊ ÈÏÄ ÂÅÌÙÈ × ÜÔÏÊ ÉÇÒÅ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÏÂßÑ×ÌÅÎÉÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-

ÎÏÓÔÉ ÐÁÒ (f

j

; x

j

)

q
j=1

. âÅÌÙÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÀÔ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

ÅÓÔØ ÐÒÏÔÏËÏÌ ÏÂÒÁÝÅÎÉÊ Ë ÏÒÁËÕÌÕ × ÐÒÏÃÅÓÓÅ ÒÁÂÏÔÙ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ Ó

ÏÒÁËÕÌÏÍ G, ×ÙÞÉÓÌÑÀÝÅÇÏ F (x). âÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÁÌÇÏ-

ÒÉÔÍ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Ë ÏÒÁËÕÌÕ q ÒÁÚ, j-Ê ÚÁÐÒÏÓ ÄÅÌÁÅÔÓÑ Ï ÓÌÏ×Å x

j

, ÏÒÁ-

ËÕÌ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÎÁ ÜÔÏ ÚÁÐÒÏÓ f

j

, É ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ F (x) = 1.

óÌÅÄÕÀÝÉÍ ÈÏÄÏÍ Þ£ÒÎÙÅ ÏÂßÑ×ÌÑÀÔ ÉÎÄÅËÓ j É, ÅÓÌÉ f

j

= 0, ÔÏ ÄÏ-

ÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÐÅÒ×ÙÊ ÈÏÄ ÂÅÌÙÈ × ÉÇÒÅ G(x

j

). äÁÌÅÅ, ÅÓÌÉ f

j

= 1, ÔÏ

ÒÁÚÙÇÒÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÇÒÁ G(x

j

), Á ÅÓÌÉ f

j

= 0, ÔÏ ÒÁÚÙÇÒÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÇÒÁ G(x

j

)

ÓÏ ÓÄ×ÉÇÏÍ �ÎÁ ÔÅÍÐ�: (i + 1)-Ê ÈÏÄ ÂÅÌÙÈ × F(x) × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÏÏÔ-

×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ i-Õ ÈÏÄÕ Þ£ÒÎÙÈ × G(x

j

), Á (i + 1)-Ê ÈÏÄ Þ£ÒÎÙÈ | (i + 1)-Õ

ÈÏÄÕ ÂÅÌÙÈ × G(x

j

), (k + 1)-Ê ÈÏÄ Þ£ÒÎÙÈ ÎÁ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ×ÌÉÑÎÉÑ ÎÅ ÏËÁ-

ÚÙ×ÁÅÔ.

âÅÌÙÅ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÀÔ × ÜÔÏÊ ÉÇÒÅ, ÅÓÌÉ (x

j

)

q
j=1

| ÐÒÁ×ÉÌØÎÁÑ ÐÏÓÌÅ-

ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× ÐÒÉ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑÈ Ë ÏÒÁËÕÌÕ, ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÉÇÒÙ

G(x

j

) ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó f

j

, Á ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÒÁÂÏÔÙ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ F

ÎÁ ×ÈÏÄÅ x Ó ÏÔ×ÅÔÁÍÉ ÏÒÁËÕÌÁ (f

j

)

q
j=1

ÒÁ×ÅÎ 1.
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äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ F (x) = 1, ÔÏ Õ ÂÅÌÙÈ ÅÓÔØ ×ÙÉÇÒÙÛÎÁÑ

ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ × F(x): ÐÅÒ×ÙÍ ÈÏÄÏÍ ÓËÁÚÁÔØ ÐÒÁ×ÄÕ, Á ÄÁÌØÛÅ ÉÇÒÁÔØ ×

G(x

j

) ÐÏ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑÍ, ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á

f

j

= G(x

j

). åÓÌÉ ÖÅ F (x) = 0, ÔÏ × ËÁËÏÍ-ÔÏ ÞÌÅÎÅ (f

m

; x

m

) ÐÏÓÌÅÄÏ-

×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (f

j

; x

j

)

q
j=1

ÂÅÌÙÅ ÄÏÌÖÎÙ ÏÔËÌÏÎÉÔØÓÑ ÏÔ ÉÓÔÉÎÙ. þ£ÒÎÙÅ

Ó×ÏÉÍ ÈÏÄÏÍ ÄÏÌÖÎÙ ÏÂßÑ×ÉÔØ m (É, ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ, ÐÅÒ×ÙÊ ÈÏÄ ÚÁ ÂÅ-

ÌÙÈ × ÉÇÒÅ G(x

m

) ÐÒÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ), ÄÁÌØÎÅÊÛÁÑ ÉÈ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ ÓÏÓÔÏ-

ÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ f

j

6= G(x

j

), ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ

ÓÔÒÁÔÅÇÉÑÍÉ ÄÌÑ G(x

j

).

éÚ ÒÁÚÄÅÌÁ 6

6.1. ðÏÓËÏÌØËÕ ËÏÎßÀÎËÃÉÑ É ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÌÎÙÊ ÂÁÚÉÓ

ÄÌÑ ÏÂÙÞÎÙÈ ÓÈÅÍ, ÉÚ ÌÅÍÍ 6.1, 6.2 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏ-

×ÁÔØ ÆÕÎËÃÉÉ :

�

: (x; y) 7! (x; x� y � 1) É

he

. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ :

�

[1; 2] =

= :[2]

he

[1; 2], ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ

he

. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÚÁ×ÅÄ£Í

×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÊ ÂÉÔ u, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ 1 (ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ × ÓÁÍÏÍ

ÎÁÞÁÌÅ É × ÓÁÍÏÍ ËÏÎÃÅ ÐÒÉÍÅÎÑÅÍ :[u]). ôÏÇÄÁ

he

[1; 2] = ^

�

[u; 1; 2].

éÚ ÒÁÚÄÅÌÁ 7

7.1. éÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ 7.1 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁ-

ÕÞÉÔØÓÑ ÒÅÁÌÉÚÏ×Ù×ÁÔØ ×ÓÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ×ÉÄÁ �(X), X 2 U(2) (ÕÐÒÁ×ÌÑ-

ÅÍÙÊ Ä×ÕÍÑ q-ÂÉÔÁÍÉ ÆÁÚÏ×ÙÊ ÓÄ×ÉÇ ÎÁ �i Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ:

�

2

(�i) = �(K

�1

)). äÌÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÓÈÅÍÙ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ

ËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ 7.1.

óÐÅÒ×Á ÒÅÁÌÉÚÕÅÍ ÕÐÒÁ×ÌÑÅÍÙÊ ÆÁÚÏ×ÙÊ ÓÄ×ÉÇ:

�(P ('))[1; 2] = E(')[1]; ÇÄÅ P (') =

�

e

i'

0

0 e

i'

�

; E(') =

�

1 0

0 e

i'

�

:

ðÏÓËÏÌØËÕ �(XY ) = �(X)�(Y ), ÔÏ ÏÓÔÁ£ÔÓÑ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ Y

ÉÚU(2)=U(1), ÇÄÅU(1) | ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÆÁÚÏ×ÙÈ ÓÄ×ÉÇÏ×. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ,

ÞÔÏ Y 2 SU(2). üÔÁ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÑ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÁ ÎÁ ÒÉÓ. 13. éÓÐÏÌØÚÕÅÍÙÅ

× ÎÅÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ A É B ÄÏÌÖÎÙ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ

A�

x

A

�1

B�

x

B

�1

= Y: (�)

çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (�) ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÔÁËÏÍÕ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ: ÌÀ-

ÂÏÅ ×ÒÁÝÅÎÉÅ ÔÒ£ÈÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÅÓÔØ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ Ä×ÕÈ ÐÏ×ÏÒÏ-

ÔÏ× ÎÁ ÕÇÏÌ 180

�

. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÕÓÍÏÔÒÅÔØ

ÉÚ ÒÉÓ. 14.

ïÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ ÌÅÍÍÕ 7.1 ËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÏ. äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÚÁÍÅÔÉÍ,

ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÞÉÓÅÌ c

1

; c

2

ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÕÎÉÔÁÒÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ V ÒÁÚÍÅÒÁ
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A

�1

B

�1

A B�

x

�

x

�=2

�

180

�

180

�

òÉÓ. 13. òÉÓ. 14.

2 � 2 (ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ Ó ÌÀÂÏÊ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ �), ÔÁËÁÑ

ÞÔÏ

V

�

c

1

c

2

�

=

�

p

jc

1

j

2

+ jc

2

j

2

0

�

:

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ j�i 2 C

M

ÓÕÝÅÓÔ×Õ-

ÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÕÎÉÔÁÒÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ V

(1)

; : : : ; V

(M�1)

, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ

V

(1)

� : : : � V

(M�1)

j�i = j1i, ÇÄÅ V

(s)

ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å

C

�

jsi; js + 1i

�

(ËÁË ÍÁÔÒÉÃÙ × ÕÓÌÏ×ÉÉ ÌÅÍÍÙ 7.1) É ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÎÅÉÚ-

ÍÅÎÎÙÍÉ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ÚÁÄÁÎÁ ÕÎÉÔÁÒÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ U ÒÁÚÍÅÒÁM�M . õÍÎÏÖÁÑ

U

�1

ÓÌÅ×Á ÎÁ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÅ ÍÁÔÒÉÃÙ U

(1;1)

; : : : ; U

(1;M�1)

, ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅ×Å-

ÓÔÉ ÐÅÒ×ÙÊ ÓÔÏÌÂÅÃ × ×ÅËÔÏÒ j1i. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÔÏÌÂÃÙ ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÏÒÔÏ-

ÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÅÒ×ÁÑ ÓÔÒÏËÁ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ × h1j. äÅÊÓÔ×ÕÑ ÔÁËÉÍ

ÖÅ ÏÂÒÁÚÏÍ Ó ÏÓÔÁÌØÎÙÍÉ ÓÔÏÌÂÃÁÍÉ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÎÁÂÏÒ ÍÁÔÒÉÃ U

(j;s)

(1 6 j 6 s 6 M � 1) (ÇÄÅ U

(j;s)

ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ jsi É js + 1i), ÕÄÏ×ÌÅ-

Ô×ÏÒÑÀÝÉÊ ÕÓÌÏ×ÉÀ

U

(M�1;M�1)

U

(M�2;M�2)

U

(M�2;M�1)

� : : : �U

(1;1)

� : : : � U

(1;M�1)

U

�1

= I:

üÔÏÔ ÎÁÂÏÒ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ O(M

3

) � poly(log(1=�)).

7.2. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (7.6) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÃÅÐÏÞËÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×, ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×ÙÈ

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ j�i:






XY j�i






6 kXk �






Y j�i






6 kXk � kY k �






j�i






:

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (7.7) ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ

ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× XX

y

É X

y

X ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ.
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é, ÎÁËÏÎÅÃ, ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (7.8) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ

ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ (X 
 Y )

y

(X 
 Y ) = X

y

X 
 Y

y

Y ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ �

j

�

k

, ÇÄÅ �

j

É

�

k

| ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ X

y

X É Y

y

Y , ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.

7.3. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÄÌÑ Ä×ÕÈ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ. éÍÅÅÍ

~

U

2

~

U

1

�

j�i 
 j0

N�n

i

�

=

~

U

2

�

U

1

j�i 
 j0

N�n

i+ j�

1

i

�

=

= U

2

U

1

j�i 
 j0

N�n

i+ j�

2

i +

~

U

2

j�

1

i;

ÇÄÅ






j�

j

i






6 �

j

(j = 1; 2). ðÏÜÔÏÍÕ




 ~

U

2

~

U

1

�

j�i 
 j0

N�n

i

�

� U

2

U

1

j�i 
 j0

N�n

i






6 �

1

+ �

2

:

7.4. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ M = B


n


 j0

N�n

i. âÕÄÅÍ ÉÓËÁÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ × ×ÉÄÅ

W = (U 
 I

[n+1;:::;N ]

)�

M

+

~

W (I � �

M

), ÇÄÅ ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ

~

W

ÓÏÈÒÁÎÑÅÔM

?

. äÌÑ ÔÁËÏÇÏ W , ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

W

�

j�i 
 j0

N�n

i

�

= (U j�i)
 j0

N�n

i;

Á kW�

~

Uk 6 O(�) ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ j�i 2 M

?

×ÙÐÏÌÎÑÅÔ-

ÓÑ






(

~

W�

~

U )j�i






= O(�). ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÑ

~

W = X

~

U , ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÅ

ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÁ ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ X:

kX � Ik = O(�); XL

?

=M

?

;

ÇÄÅ L =

~

UM.

ôÅÐÅÒØ ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ.

ìÅÍÍÁ. ðÕÓÔØ L É M | ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏ-

ÓÔÒÁÎÓÔ×Á N , ÔÁËÉÅ ÞÔÏ k�

L

� �

M

k 6 �, � < 1=2. ôÏÇÄÁ ÎÁÊÄ£Ô-

ÓÑ ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ X, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ kX � Ik = O(�) É XL = M.

(úÎÁÞÉÔ, É XL

?

=M

?

.)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÏÚØÍ£Í ÏÐÅÒÁÔÏÒ Y = �

M

�

L

+(I��

M

)(I��

L

).

óÒÁÚÕ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÏÎ ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ L ×M É L

?

×M

?

. äÌÑ ÎÏÒÍÙ kY � Ik

ÉÍÅÅÍ ÏÃÅÎËÕ

kY � Ik = k�

M

�

L

� �

M

� �

L

+ �

M

�

L

k 6

6 k(�

M

� �

L

)�

L

k+ k�

M

(�

M

� �

L

)k 6 2� < 1:

ïÐÅÒÁÔÏÒ Y ÎÅ ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ. îÏ ÉÚ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÊ ÏÃÅÎËÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÎ

ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÊ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ X = Y (Y

y

Y )

�1=2

.

ïÐÅÒÁÔÏÒ Y

y

Y ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï L, ÐÏÜÔÏÍÕ X ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ L

×M. äÌÑ ÏÃÅÎËÉ ÎÏÒÍÙ X ÒÁÚÌÏÖÉÍ (Y

y

Y )

�1=2

× ÒÑÄ ôÅÊÌÏÒÁ

(Y

y

Y )

�1=2

= I +

1
2

Z +

3
8

Z

2

+ : : : ; ÇÄÅ Z = I � Y

y

Y:

ðÏÜÔÏÍÕ k(Y

y

Y )

�1=2

� Ik 6 (1� kZk)

�1=2

� 1 = O(�), ÏÔÓÀÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

kX � Ik = O(�). �
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þÔÏÂÙ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÌÅÍÍÕ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÏÃÅÎÉÔØ ×ÅÌÉÞÉÎÕ k�

L

��

M

k.

éÍÅÅÍ k(

~

U � U 
 I)�

M

k 6 � (

~

U ÐÒÉÂÌÉÖÁÅÔ U × ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ

Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ �). ïÂÏÚÎÁÞÁÑ V = U 
 I, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

k�

L

��

M

k = k

~

U�

M

~

U

y

� V �

M

V

y

k 6 2�:

éÔÁË, ÕÓÌÏ×ÉÅ ÌÅÍÍÙ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ (É ÚÁÄÁÞÁ ÒÅÛÅÎÁ) ÐÒÉ � < 1=4.

7.5. óÈÅÍÕ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ �(U ) ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÜÌÅ-

ÍÅÎÔ æÒÅÄËÉÎÁ F = �($) | ÕÐÒÁ×ÌÑÅÍÙÊ ÏÂÍÅÎ ÂÉÔÁÍÉ. üÌÅÍÅÎÔ

æÒÅÄËÉÎÁ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ

F : ja; b; ci 7!

�

j0; b; ci ÅÓÌÉ a = 0;

j1; c; bi ÅÓÌÉ a = 1:

åÇÏ ÍÏÖÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

F [1; 2; 3] = �(

he

)[1; 2; 3] �(

he

)[1; 3; 2] �(

he

)[1; 2; 3]

(ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �(

he

) = �

2

(�

x

) | ÜÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ ôÏÆÆÏÌÉ).

U

FF

j�i

j0i

òÉÓ. 15.

îÁ ÒÉÓ. 15 ÐÏËÁÚÁÎÏ, ËÁË ÉÚ ÓÈÅÍÙ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ U , ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÇÏ

j0i, ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÓÈÅÍÕ ÄÌÑ �(U ). ÷ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁÈ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÕÐÒÁ-

×ÌÑÅÍÙÊ ÏÂÍÅÎ q-ÂÉÔÁÍÉ (ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÕÖÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï

ÜÌÅÍÅÎÔÏ× æÒÅÄËÉÎÁ). åÓÌÉ ÕÐÒÁ×ÌÑÀÝÉÊ q-ÂÉÔ ÒÁ×ÅÎ j1i, ÔÏ ÎÁ ×ÈÏÄ

ÓÈÅÍÙ, ×ÙÞÉÓÌÑÀÝÅÊ U , ÂÕÄÅÔ ÐÏÄÁÎ j�i, × ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ | j0i.

7.6. ëÁÖÄÙÊ ÉÚ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÐÏ×ÏÒÏÔÏ× ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ×ÓÀÄÕ ÐÌÏÔ-

ÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ ÐÏ×ÏÒÏÔÏ× ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ

ÐÒÑÍÏÊ. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÏ×ÏÒÏÔÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ä×ÕÈ

ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ SO(3). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ,

ÞÔÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ, ÐÏÒÏÖÄ£ÎÎÁÑ ×ÓÅÍÉ ÐÏ×ÏÒÏÔÁÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ä×ÕÈ ÒÁÚ-

ÌÉÞÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ, ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏ ÎÁ ÓÆÅÒÅ (ÉÌÉ ÎÁ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ

ÐÌÏÓËÏÓÔÉ | ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×). óÐÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔØ

ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ ÉÚ ÒÉÓ. 16 (ÅÓÌÉ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÍÅÝÁÔØÓÑ ÐÏ Ä×ÕÍ ÓÅ-

ÍÅÊÓÔ×ÁÍ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÊ, ÔÏ ÉÚ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ ÎÁ ÓÆÅÒÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÐÁÓÔØ ×

ÌÀÂÕÀ ÄÒÕÇÕÀ). óÔÒÏÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÒÅÛÅ-

ÎÉÀ ÚÁÄÁÞÉ 7.7.
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òÉÓ. 16.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. üÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÎÅËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÏ: ÎÅÌØÚÑ ÄÁÔØ ÎÉËÁËÏÊ

×ÅÒÈÎÅÊ ÏÃÅÎËÉ ÎÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÐÏ×ÏÒÏÔÏ× X;X

�1

; Y; Y

�1

, ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ

ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÉÂÌÉÖÁÅÔ ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ U 2 SO(3) Ó ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞÎÏ-

ÓÔØÀ �. ðÒÉÞÉÎÁ ÎÅËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ. ðÏ×ÏÒÏÔ

ÎÁ ÕÇÏÌ 2��, ÇÄÅ � | ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ, ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ×ÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÏÅ ÐÏÄ-

ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × ÇÒÕÐÐÅ ÐÏ×ÏÒÏÔÏ× ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ

(ÜÔÁ ÇÒÕÐÐÁ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ R=Z). ïÄÎÁËÏ ÞÉÓÌÏ � ÍÏÖÅÔ ÏÞÅÎØ

ÈÏÒÏÛÏ ÐÒÉÂÌÉÖÁÔØÓÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ (ÜÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ, ËÏ-

ÇÄÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÃÅÐÎÏÊ ÄÒÏÂÉ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÊ �, ÏÞÅÎØ ÂÙÓÔÒÏ ÒÁ-

ÓÔÕÔ). ôÏÇÄÁ ÌÀÂÏÅ r 2 R=ZÐÒÉÂÌÉÖÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ×ÉÄÁ n� (n 2Z)

Ó ÌÀÂÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ � > 0, ÎÏ ÞÉÓÌÏ n ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ×ÅÌÉËÏ:

ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÌÀÂÁÑ ÎÁÐÅÒ£Ä ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ �.

ëÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï É ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÊ (ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎ-

ÎÙÈ X É Y ) ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÁÃÉÊ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÓÌÏÖÎÙ [4].

7.7. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ j�

0

i = V

�1

j�i, ÔÏÇÄÁ H

0

= V

�1

HV | ÓÔÁÂÉÌÉÚÁ-

ÔÏÒ C (j�

0

i). ôÁË ÞÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÐÒÉÏÂÒÅÔÁÅÔ ×ÉÄ: ÏÂßÅÄÉÎÅ-

ÎÉÅ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÏ× Ä×ÕÈ ÎÅÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÉÈ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×

ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ U(M).

äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ G, ÐÏÒÏÖÄ£ÎÎÁÑH[H

0

, ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ

ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÅÄÉÎÉÞÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ

ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ j i 2 M ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒ U

 

2 G, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ U

 

j�i = j i.

ôÏÇÄÁ

U(M) =

[

j i2M

U

 

H:

äÏËÁÚÙ×ÁÅÍ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÓÔØ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÇÒÕÐÐÙ G. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ

Hj i = Q(#)

def

= fj�i : jh� j �ij = cos #g;

H

0

j i = Q

0

(#

0

)

def

= fj�i : jh� j �

0

ij = cos #

0

g;
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ÇÄÅ #; #

0

ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÕÇÌÙ ÍÅÖÄÕ j i É j�i, j�i

0

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ: cos# =

= jh j �ij, cos #

0

= jh j �

0

ij, 0 6 #; #

0

6 �=2. ÷ ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÆÏÒÍÕÌÁÈ

ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÕÇÏÌ � ÍÅÖÄÕ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ j�i É j�i

0

: cos� = jh� j �

0

ij,

0 6 � 6 �=2.

íÏÖÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ dimM > 3

HQ

0

(#

0

) =

[

j��#

0

j6#6min(�+#

0

;�=2)

Q(#);

H

0

Q(#) =

[

j��#j6#

0

6min(�+#;�=2)

Q

0

(#

0

):

ðÏÜÔÏÍÕ

H

0

j�i = Q

0

(�);

HH

0

j�i =

[

06#6min(2�;�=2)

Q(#);

H

0

HH

0

j�i =

[

06#

0

6min(3�;�=2)

Q

0

(#

0

);

É Ô. Ä. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÅÊÓÔ×ÕÑ ÎÁ ×ÅËÔÏÒ j�i ÐÏÐÅÒÅÍÅÎÎÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ

ÉÚ H

0

É H ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÌÀÂÏÊ ÅÄÉÎÉÞ-

ÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ j i.

7.8. ðÏÓËÏÌØËÕ �

x

= HK

2

H, ÔÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÏÌ-

ÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÄÌÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ (ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 6.1).

üÔÏ, ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ÚÁÄÁÞÅ 7.5, ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ �(U ) ÄÌÑ

×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÂÁÚÉÓÁ, ËÒÏÍÅ H.

ôÅÐÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ X = �(HKH) = H�(K)H, ËÏÔÏÒÙÊ,

× ÓÉÌÕ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ, ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ (ÏÐÅÒÁÔÏÒ K ÓÏ-

ÈÒÁÎÑÅÔ j0i). ðÏÄÅÊÓÔ×ÕÅÍ ÉÍ ÎÁ B


2

Ä×ÕÍÑ ×ÏÚÍÏÖÎÙÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ:

X

1

= X[1; 2], X

2

= X[2; 1]. ïÐÅÒÁÔÏÒÙ Y

1

= X

1

X

�1

2

, Y

2

= X

�1

2

X

1

ÔÁËÖÅ

ÒÅÁÌÉÚÕÀÔÓÑ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙX

1

,X

2

(ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, É Y

1

, Y

2

) ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ

×ÅËÔÏÒÙ j00i É j�i = j01i+ j10i+ j11i. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÍÉ ÐÒÏ-

×ÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ Y

1

, Y

2

ÎÅ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ É ÉÍÅÀÔ, ÐÏÍÉÍÏ 1, ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ

ÞÉÓÌÁ �

1;2

= (1 �

p

�15)=4 = e

�i'=2

. ÷ SO(3)

�
=

U(2)=U(1) ÏÐÅÒÁÔÏ-

ÒÕ Ó ÔÁËÉÍÉ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÐÏ×ÏÒÏÔ ÎÁ ÕÇÏÌ '.

ðÏÓËÏÌØËÕ �

1;2

ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÒÎÑÍÉ ÉÚ 1 (É ÄÁÖÅ ÃÅÌÙÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉ-

ÞÅÓËÉÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ, ÔÁË ËÁË ÉÈ ÓÌÅÄ ÒÁ×ÅÎ 1=2), ÕÇÏÌ ' ÎÅÓÏÉÚÍÅÒÉÍ Ó

�. á ÐÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÎÅ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ, ÉÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÐÏ-

×ÏÒÏÔÙ ×ÏËÒÕÇ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ. ðÏÜÔÏÍÕ Y

1

, Y

2

ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ×ÓÀÄÕ

ÐÌÏÔÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × U(L)=U(1), ÇÄÅ L = C (j00i; j�i)

?

(ÓÍ. ÚÁÄÁ-

ÞÕ 7.6).
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äÌÑ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á Ä×ÁÖÄÙ ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÚÁ-

ÄÁÞÉ 7.7. ïÐÅÒÁÔÏÒÙ Y

1

, Y

2

ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ×ÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×

U(L)=U(1), ÏÐÅÒÁÔÏÒ V = �(K) ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ C (j00i) É ÎÅ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ C (j�i).

ôÁË ÞÔÏ Y

1

, Y

2

, V

�1

Y

1

V , V

�1

Y

2

V ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ×ÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ-

×Ï × U

�

L�C (j�i)

�

=U(1). ïÐÅÒÁÔÏÒ H[1] ÎÅ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ C (j00i); ÐÒÉÍÅÎÑÑ

ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÚÁÄÁÞÉ 7.7 ÅÝ£ ÒÁÚ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ×ÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×

U(B


2

)=U(1).

7.9. éÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÏÐÅÒÁ-

ÔÏÒ �(c) Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÆÁÚÏ×ÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ, �(c) = e

i'

U . ïÐÅÒÁÔÏÒ

�

x

ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏ. ÷ÏÚØÍ£Í ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ q-ÂÉÔ × ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ j0i

É ÐÒÉÍÅÎÉÍ �

x

U�

x

U

�1

: j0i 7! cj0i: îÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÊ ÆÁÚÏ×ÙÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ

ÓÏËÒÁÝÁÅÔÓÑ.

7.10. ÷ ÂÁÚÉÓÅ j�i =

1

p

2

(j0i + j1i), j�i =

1

p

2

(j0i � j1i) ÏÐÅÒÁÔÏÒ �

x

ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÔÓÑ, ÔÁË ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ R ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

R = �i exp(�i��

x

) = �i

�

e

�i�

0

0 e

��i�

�

:

á ÒÁÚ � | ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÓÔÅÐÅÎÑÍÉ R ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÂÌÉÖ£ÎÎÏ

ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÌÀÂÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ×ÉÄÁ i

s

exp(i'�

x

), ËÏÔÏÒÙÊ × ÕËÁÚÁÎÎÏÍ

×ÙÛÅ ÂÁÚÉÓÅ ÉÍÅÅÔ ÍÁÔÒÉÃÕ i

s

�

z 0

0 z

�1

�

, ÇÄÅ s = 0; 1; 2; 3, jzj = 1. ÷

ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ÜÔÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÐÏ×ÏÒÏ-

ÔÁÍ ×ÏËÒÕÇ ÏÓÉ x. ðÒÉ s = 3 É z = i ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔ ôÏÆÆÏÌÉ:

�

�

2

(R)

�

k

� �

2

(�

x

) (ÐÒÉ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÍ k), ÔÁË ÞÔÏ ÕÖÅ ÉÍÅÅÍ ÐÏÌÎÙÊ

ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊ ÂÁÚÉÓ. ðÒÉ s = 1 É z = 1 ÐÏÌÕÞÁÅÍ �

2

(i) = �(K) (ÎÁ ÔÒÅ-

ÔÉÊ q-ÂÉÔ ÜÔÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ). éÚ �(K)

ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØK, ÐÏÄÁ×ÁÑ ÎÁ ÕÐÒÁ×ÌÑÀÝÉÊ q-ÂÉÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ j1i = �

x

j0i.

ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÆÁÚÏ×ÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ K | ÜÔÏ ÐÏ×ÏÒÏÔ ÎÁ 90

�

×ÏËÒÕÇ

ÏÓÉ z, Á ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑÍÉ ÐÏ×ÏÒÏÔÏ× ×ÏËÒÕÇ x É ÏÄÎÏÇÏ ÐÏ×ÏÒÏÔÁ ×ÏËÒÕÇ z

ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ SO(3) (ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÚÁÄÁÞÅ 7.7).

éÔÁË, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÀ ×ÓÅÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÉÚ U(2) Ó ÔÏÞÎÏ-

ÓÔØÀ ÄÏ ÆÁÚÏ×ÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ. ïÓÔÁÌÏÓØ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÚÁÄÁÞÕ 7.9 ÄÌÑ

ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ H.

7.11. ìÀÂÏÅ ×ÒÁÝÅÎÉÅ ÔÒ£ÈÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ

ËÁË ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÔÒ£È ÐÏ×ÏÒÏÔÏ×: ÎÁ ÕÇÏÌ � ×ÏËÒÕÇ ÏÓÉ z, ÚÁÔÅÍ ÎÁ ÕÇÏÌ

� ×ÏËÒÕÇ ÏÓÉ x, ÚÁÔÅÍ ÎÁ ÕÇÏÌ 
 ×ÏËÒÕÇ ÏÓÉ z. ðÏÜÔÏÍÕ ÌÀÂÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ,

ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÎÁ ÏÄÎÏÍ q-ÂÉÔÅ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ

U = e

i'

e

i(
=2)�

z

e

i(�=2)�

x

e

i(�=2)�

z

: (�)
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ëÁÖÄÙÊ ÉÚ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× × ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ (�) ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ H É ÕÐÒÁ-

×ÌÑÅÍÙÅ ÆÁÚÏ×ÙÅ ÓÄ×ÉÇÉ:

e

i'

= �(e

i'

)�

x

�(e

i'

)�

x

; e

i'�

z

= �(e

�i'

)�

x

�(e

i'

)�

x

;

�

x

= H�(e

i�

)H; e

i'�

x

= He

i'�

z

H:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÓÈÅÍÕ,

ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÕÀ ÕÐÒÁ×ÌÑÅÍÙÊ ÆÁÚÏ×ÙÊ ÓÄ×ÉÇ �(e

i�

) Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ O(�).

÷ÙÂÅÒÅÍ ÔÁËÏÅ q = 2

n

, ÞÔÏ 1=� 6 q < 2=�. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ Õ ÎÁÓ

× ÒÁÓÐÏÒÑÖÅÎÉÉ ÅÓÔØ n-ÂÉÔÏ×ÙÊ ÒÅÇÉÓÔÒ × ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ

j 

n

(q; k)i =

1

p

q

q�1

X
j=0

exp

�

2�i

kj

q

�

jji:

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ j 

n

(q; k)i | ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏ-

ÒÁ V : jji 7! j(j � 1) mod qi:

V

l

j 

n

(q; k)i = e

2�i(kl=q)

j 

n

(q; k)i:

ðÒÉÍÅÎÑÑ Ë j 

n

(q; k)i ÏÐÅÒÁÔÏÒ V

l

, ÕÐÒÁ×ÌÑÅÍÙÊ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍ q-

ÂÉÔÏÍ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÓËÏÍÙÊ ÆÁÚÏ×ÙÊ ÓÄ×ÉÇ ÎÁ ÜÔÏÍ q-ÂÉÔÅ:

�(V

l

)

�

j�i 
 j 

n

(q; k)i

�

= �(e

2�i(kl=q)

)j�i 
 j 

n

(q; k)i:

(ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊ) ÏÐÅÒÁÔÏÒ �(V

l

) ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÓÈÅÍÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÒÁÚ-

ÍÅÒÁ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ. åÓÌÉ k | ÎÅÞ£ÔÎÏ, ÔÏ ×ÙÂÏÒÏÍ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅ-

ÇÏ l ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ �(e

i�

) Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ 2�=q = O(�).

÷ÍÅÓÔÏ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÓÔÒÏÉÔØ ÓÈÅÍÕ, ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÕÀ j 

n

(q; k)i, ÂÕ-

ÄÅÍ ÂÒÁÔØ ÓÍÅÓØ j 

n

(q; k)i ÐÒÉ ÒÁÚÎÙÈ k, ÉÚÍÅÒÑÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ k É ×Ù-

ÂÉÒÁÔØ l, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÜÔÏÍÕ ÉÚÍÅÒÅÎÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ. ïÐÉÛÅÍ ÔÒÅ-

ÂÕÅÍÙÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ.

1. óÏÚÄÁ£Í ×ÅËÔÏÒ

�

z

[1]H[1]j0

n

i = j�i =

1

p

2

j0i �

1

p

2

jq=2i =

1

p

q=2

q=2�1

X
s=0

j 

n

(q; 2s+ 1)i:

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �

z

= �(i)

2

= K

2

ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ

ÂÁÚÉÓÅ.

2. ðÒÏÉÚ×ÅÄ£Í ÉÚÍÅÒÅÎÉÅ k Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÏÛÉÂËÉ " 6 �

2

; ÏÎÏ ÍÏÖÅÔ

ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ

W =

q�1

X
k=0

j 

n

(q; k)ih 

n

(q; k)j 
W

k

;

ÇÄÅ W

k

j0i =

p

1� "jki 
 jÍÕÓÏÒ(k)i +

p

"j�(k)i, Á ×ÅËÔÏÒÙ jÍÕÓÏÒ(k)i
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É j�(k)i| ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÏÞÎÏÓÔØ | Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÊ

ËÏÒÅÎØ ÉÚ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÏÛÉÂËÉ:






W

k

j0i � jki 
 jÍÕÓÏÒ(k)i






=

q

�

1�

p

1� "

�

2

+

p

"

2

= O(�):

3. îÁÊÄ£Í ÔÁËÏÅ l(k), ÞÔÏ jkl(k)=q � �=(2�)j 6 1=q.

4. ðÒÉÍÅÎÉÍ �(V

l

) Ë ÒÁÂÏÞÅÍÕ n-ÂÉÔÏ×ÏÍÕ ÒÅÇÉÓÔÒÕ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÂÉÔ, ×

ËÏÔÏÒÏÍ ÎÕÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÆÁÚÏ×ÙÊ ÓÄ×ÉÇ, × ËÁÞÅÓÔ×Å ÕÐÒÁ×ÌÑÀÝÅÇÏ.

5. ïÂÒÁÔÉÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ, ÓÄÅÌÁÎÎÙÅ ÎÁ ÛÁÇÁÈ 1{3.

þÔÏÂÙ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÛÉÂËÉ ÂÙÌÁ ÍÅÎØÛÅ �

2

, ÎÕÖÎÙ O(log(1=�)) ÜÌÅ-

ÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÉÚÍÅÒÅÎÉÊ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× V , V

2

, : : : , V

2

n�1

.

ðÏÓËÏÌØËÕ n = O(log(1=�)), ÏÂÝÉÊ ÒÁÚÍÅÒ ÓÈÅÍÙ | O(log

3

(1=�)).

éÚ ÒÁÚÄÅÌÁ 8

8.1. ðÕÓÔØ

P

z

�
�
�

hF (x); zjU jx; 0

N�n

i

�
�
�

2

= 1 � "

x

, É "

x

6 " < 1=2 ÄÌÑ

×ÓÅÈ x. îÁÍ ÎÕÖÎÏ ÏÃÅÎÉÔØ ×ÅÌÉÞÉÎÕ

p(x) =

X

f

1

;:::;f

k

z

1

;:::;z

k

�
�
�

hf

1

; z

1

; : : : ; f

k

; z

k

; F (x); 0

s

jMU


k

j(x; 0

N�n

)

k

; 0

m+s

i

�
�
�

2

;

ÇÄÅM | ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÊ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ MAJ Ë ÓÏÏÔ×ÅÔ-

ÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÂÉÔÁÍ k ÒÅÇÉÓÔÒÏ× ÏÔ×ÅÔÁ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÓÈÅÍÙ É ÚÁÐÉÓÙ×ÁÀÝÉÊ

ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ × ÒÅÇÉÓÔÒ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÏÔ×ÅÔÁ. (äÌÉÎÁ ÏÔ×Å-

ÔÁ ÒÁ×ÎÁ m, Á s ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÂÉÔÏ× ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÐÒÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ

MAJ).

åÓÌÉ ÂÏÌÅÅ ÐÏÌÏ×ÉÎÙ ÒÅÇÉÓÔÒÏ× ÏÔ×ÅÔÁ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÓÈÅÍÙ ÓÏÄÅÒÖÁÔ

F (x), ÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ M ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÂÕÄÅÔ F (x). ðÏÜÔÏÍÕ

1� p(x) 6

6

X

S�f1;:::;kg;

jSj6k=2

X

f

1

;:::;f

k

;

f

j

=F (x), j2S

X

z

1

;:::;z

k

�
�
�

hf

1

; z

1

; : : : ; f

k

; z

k

jU


k

j(x; 0

N�n

)

k

i

�
�
�

2

=

=

X

S�f1;:::;kg;

jSj6k=2

(1� "

x

)

jSj

"

k�jSj

x

=

�

(1 � "

x

)"

x

�

k=2

X

S�f1;:::;kg;

jSj6k=2

�

"

x

1� "

x

�

k=2�jSj

6

6

�

p

(1 � "

x

)"

x

�

k

2

k

6 �

k

; ÇÄÅ � = 2

p

(1� ")".
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8.2. ðÏÓËÏÌØËÕ H

2

= I, ÉÍÅÅÍ ÃÅÐÏÞËÕ ÒÁ×ÅÎÓÔ×:

�

x

H H

=

H�

x

H

=

�

z

:

ïÐÅÒÁÔÏÒ �(�

z

) ÕÍÎÏÖÁÅÔ j1; 1i ÎÁ �1, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ

ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ.

åÓÌÉ ÓÄÅÌÁÔØ ÚÁÍÅÎÕ ÂÁÚÉÓÁ ÔÏÌØËÏ × ÕÐÒÁ×ÌÑÀÝÅÍ q-ÂÉÔÅ, ËÁË ÐÏËÁ-

ÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ ÎÉÖÅ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ËÏÔÏÒÙÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚ-

×ÅÄÅÎÉÅÍ ÏÔÒÉÃÁÎÉÊ × ÏÂÏÉÈ q-ÂÉÔÁÈ É �ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÄÉÆÆÕÚÉÉ� (ÎÁ Ó. 68

ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÌÉ ÅÇÏ V ). äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,

H[1]�(�

x

)[1; 2]H[1]ja; bi= H[1]�(�

x

)[1; 2]

1

p

2

X

c

(�1)

ac

jc; bi =

= H[1]

1

p

2

X

c

(�1)

ac

jc; b� ci =

1
2

X

c;d

(�1)

(a+d)c

jd; b� ci =

=

1
2

X

c;b

0

(�1)

(a+d)(b+b

0

)

jd; b

0

i:

îÁ ÒÉÓÕÎËÅ ÓÌÅ×Á ÐÏËÁÚÁÎÁ ÓÈÅÍÁ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÔÁËÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, Á ÓÐÒÁ-

×Á | ÅÇÏ ÍÁÔÒÉÃÁ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ:

�

x

H H

=

1
2

0
B
B
@

1 1 1 �1

1 1 �1 1

1 �1 1 1

�1 1 1 1

1
C
C
A

:

8.3. BPP � BQP. ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ

ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÏÂÒÁÔÉÍÏÊ ÓÈÅÍÏÊ (U

1

; : : : ; U

L

), ËÏÔÏÒÁÑ, ÎÁÒÑÄÕ ÓÏ ×ÈÏÄÏÍ

x, ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÓÌÕÞÁÊÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ r 2 B

s

.

(ëÒÏÍÅ ÐÏÌÅÚÎÏÇÏ ÏÔ×ÅÔÁ, ÓÈÅÍÁ ÍÏÖÅÔ ÓÏÚÄÁ×ÁÔØ ÍÕÓÏÒ | ÜÔÏ ÎÅ×ÁÖ-

ÎÏ). úÁÍÅÎÉÍ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ U

j

ÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÕÎÉÔÁÒÎÙÅ ÏÐÅÒÁ-

ÔÏÒÙ

^

U

j

, Á ×ÍÅÓÔÏ ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á r ÐÒÉÇÏÔÏ×ÉÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ

j i = H


s

j0

s

i = 2

�s=2

X

r2B

s

jri:

BQP � PP. ðÕÓÔØ ÓÈÅÍÁ (U

1

; : : : ; U

L

) ×ÙÞÉÓÌÑÅÔ ÐÒÅÄÉËÁÔ F (x) Ó

×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÏÛÉÂËÉ 6 1=3, ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÂÉÔÏ× × ÓÈÅÍÅ ÒÁ×ÎÏ N , Á

jxj = n. ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÏÔ×ÅÔÁ 1 ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÐÒÏÅËÔÏÒ

�

(1)

= j1ih1j, ÐÒÉÍÅÎ£ÎÎÙÊ Ë ÐÅÒ×ÏÍÕ q-ÂÉÔÕ:

p(x) = hx; 0

N�n

jU

y

1

U

y

2

� : : : � U

y

L

�

(1)

[1]U

L

U

L�1

� : : : �U

1

jx; 0

N�n

i =

=2

�h

hx; 0

N�n

jV

L

V

L�1

� : : : � V

�L+1

V

�L

jx; 0

N�n

i:

(�)
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úÄÅÓØ V

L

; : : : ; V

�L

| ÐÅÒÅÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ U

y

1

; : : : ;�

(1)

[1]; : : :

: : : ; U

1

Ó ÏÄÎÉÍ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ: ÅÓÌÉ U

k

= H[m] (ÉÌÉ U

y

k

= H[m]), ÔÏ

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ V

j

ÒÁ×ÅÎ

p

2H[m]; ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÏ× H

× ÓÈÅÍÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÏ ÞÅÒÅÚ h.

íÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× V

j

2 f

p

2H;K;K

y

;�(�

x

);�

2

(�

x

);

�

(1)

g ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ

M = f0; +1; �1; +i; �ig:

ðÅÒÅÍÎÏÖÁÑ ÍÁÔÒÉÃÙ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÕÍÍÕ ÞÉÓÅÌ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M .

ðÏÓËÏÌØËÕ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÁÑ ÎÁÓ ×ÅÌÉÞÉÎÁ p(x) ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ

ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ �1. ëÒÁÔÎÏÓÔÉ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÂÕÄÕÔ ×ÙÒÁ-

ÖÁÔØÓÑ × ×ÉÄÅ

#

a

(x) = jfw : C

a

(x;w) = 1gj; a 2 f�1g;

ÇÄÅ ÐÒÅÄÉËÁÔÙ C

a

(x;w) 2 P ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÎÉÖÅ. ðÏÌÕÞÁÅÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ

p(x) = 2

�h

(#

1

(x)�#

�1

(x)):

äÁÌØÎÅÊÛÅÅ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ (�) Ë ×ÉÄÕ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ËÌÁÓÓÁ PP

ÕÖÅ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÎÉËÁËÏÊ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ ÓÐÅÃÉÆÉËÉ.

ôÅÐÅÒØ ÏÐÉÛÅÍ ÐÒÅÄÉËÁÔÙ C

a

(x;w) ÆÏÒÍÁÌØÎÏ. íÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎ-

ÔÙ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ V

L

� : : : � V

�L

ÍÏÖÎÏ ×ÙÒÁÚÉÔØ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (5.1)

(V

L

� : : : � V

�L

)

xy

=

X

x

L�1

;:::;x

�L+1

(U

L

)

xx

L�1

� : : : � (U

�L

)

x

�L+1

y

:

ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, C

a

(u

�L

; : : : ; u

L

) ÒÁ×ÎÏ 1, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ

u

�L

= u

L

= (x; 0

N�n

);

L

Y

j=�L+1

(V

j

)

u

j

u

j�1

= a:

ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ C

a

2 P: ÎÕÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ

ËÁË ÓÔÅÐÅÎÉ i É ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÔØ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÉ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 4.

åÓÌÉ F (x) = 0, ÔÏ p(x) 6 1=3; ÅÓÌÉ F (x) = 1, ÔÏ p(x) > 2=3. éÔÁË,

F (x) = 1 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ

p(x) = 2

�h

(#

1

(x)�#

�1

(x)) >

1
2

:

üÔÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ

#

�1

(x) + 2

h�1

< #

1

(x):

úÁÐÉÓÁÎÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÐÏÞÔÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ËÌÁÓÓÁ

PP: ÏÓÔÁ£ÔÓÑ ÌÉÛØ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ × ×ÉÄÅ

f(x) = jfy : R(x; y) = 1gj, R(�; �) 2 P (ÄÌÑ ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÜÔÏ ÕÖÅ ÄÏ-

ËÁÚÁÎÏ). æÕÎËÃÉÉ f ÔÁËÏÇÏ ×ÉÄÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÊ ËÌÁÓÓ #P.
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ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ËÌÁÓÓ ÚÁÍËÎÕÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ g(x) =

= jfy : Q(x; y) = 1gj, Q(�; �) 2 P, ÔÏÇÄÁ

f(x) + g(x) = jfy : T (x; zy) = 1gj;

ÇÄÅ T (x; 0y) = R(x; y); T (x; 1y) = Q(x; y):

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÚÁËÏÎÞÅÎÏ.

PP � PSPACE. üÔÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. úÁ×ÅÄ£Í Ä×Á ÓÞ£ÔÞÉËÁ: ÏÄÉÎ ÄÌÑ R

0

,

ÄÒÕÇÏÊ | ÄÌÑ R

1

. ðÅÒÅÂÉÒÁÅÍ ×ÓÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ y É Õ×ÅÌÉÞÉ-

×ÁÅÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÓÞ£ÔÞÉËÏ× ÄÌÑ R

k

, ÅÓÌÉ R

k

(x; y) = 1. ðÏÔÏÍ ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÅÍ

ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÓÞ£ÔÞÉËÏ×.

8.4. ðÕÎËÔ Á) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÕÎËÔÁ Â). äÌÑ Â) ÐÒÉ×ÅÄ£Í ÓÈÅÍÕ, ËÏÔÏ-

ÒÁÑ ÄÁ£Ô ÐÒÉÂÌÉÖ£ÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ. ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, ÚÁÐÉÛÅÍ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÕÀ

ÆÏÒÍÕÌÕ

j 

n

(q)i = cos#j0i 
 j 

n�1

(q

0

)i+ sin#j1i 
 j 

n�1

(q

00

)i; (�)

ÇÄÅ

q

0

= 2

n�1

; q

00

= q � 2

n�1

; # = arccos

p

q

0

=q; ÅÓÌÉ q > 2

n�1

;

q

0

= q; q

00

= 1; # = 0; ÅÓÌÉ q 6 2

n�1

:

ïÒÇÁÎÉÚÕÅÍ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÆÏÒÍÕÌÕ (�).

1. ÷ÙÞÉÓÌÑÅÍ q

0

, q

00

, #=�, ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÍ ÐÒÉÂÌÉÖ£ÎÎÏ l Ä×Ï-

ÉÞÎÙÍÉ ÃÉÆÒÁÍÉ. úÁÐÏÍÉÎÁÅÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ × ÄÏÐÏÌÎÉ-

ÔÅÌØÎÙÈ q-ÂÉÔÁÈ.

2. ðÒÉÍÅÎÑÅÍ Ë ÐÅÒ×ÏÍÕ q-ÂÉÔÕ ÒÅÇÉÓÔÒÁ j0

n

i, × ËÏÔÏÒÏÍ ÎÕÖÎÏ ÓÏ-

ÚÄÁÔØ j 

n

(q)i, ÏÐÅÒÁÔÏÒ

R(#) =

�

cos# � sin#

sin# cos #

�

:

3. ÷ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ n� 1 ÂÉÔÁÈ ÓÏÚÄÁ£Í ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ, ÚÁ×ÉÓÑÝÅÅ ÏÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ

ÐÅÒ×ÏÇÏ ÂÉÔÁ: ÅÓÌÉ ÏÎ ÒÁ×ÅÎ 0, ÔÏ ÓÏÚÄÁ£Í ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ j 

n�1

(q

0

)i, ×

ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÏÚÄÁ£Í j 

n�1

(q

00

)i.

4. ðÒÏ×ÏÄÉÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ, ÏÂÒÁÔÎÏÅ Ë ÛÁÇÕ 1, ÞÔÏÂÙ ÏÞÉÓÔÉÔØ ÄÏÐÏÌ-

ÎÉÔÅÌØÎÕÀ ÐÁÍÑÔØ.

ïÐÅÒÁÔÏÒ R(#) ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ ÐÒÉÂÌÉÖ£ÎÎÏ. ðÕÓÔØ #=� =

P

l
k=1

a

k

2

�k

.

ôÏÇÄÁ R(#) � R(�=2

l

)

a

l

� : : : �R(�=2)

a

1

Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ O(2

�l

). éÔÁË, ÐÒÉ-

ÂÌÉÖ£ÎÎÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ R(#) ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×

�(R(�=2

k

)), ÇÄÅ k-Ê ÒÁÚÒÑÄ ÞÉÓÌÁ #=� ÕÐÒÁ×ÌÑÅÔ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÏÐÅÒÁ-

ÔÏÒÁ R(�=2

k

).

ïÂÝÁÑ ÔÏÞÎÏÓÔØ ÔÁËÏÊ ÓÈÅÍÙ ÒÁ×ÎÁ � = O(n2

�l

); ÒÁÚÍÅÒ, ×ÙÒÁÖÅÎ-

ÎÙÊ ÞÅÒÅÚ ÄÌÉÎÕ ×ÈÏÄÁ É ÔÏÞÎÏÓÔØ, | poly(n+ log(1=�)).

ðÕÎËÔ ×). ðÒÉ×ÅÄ£Í ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÀ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ, ÎÁÊÄÅÎÎÕÀ

ëÏÐÐÅÒÓÍÉÔÏÍ É, ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ, äÏÊÞÅÍ, × ÉÚÌÏÖÅÎÉÉ ð. ûÏÒÁ [39].
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úÁÎÕÍÅÒÕÅÍ q-ÂÉÔÙ × ÕÂÙ×ÁÀÝÅÍ ÐÏÒÑÄËÅ ÏÔ n� 1 ÄÏ 0. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ

H

j

= H[j]; S

j;l

= �

2

�

e

i�=2

l�j

�

[j; l] (j < l):

ôÏÇÄÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒ

V

k

= H

0

S

0;1

S

0;2

� : : : � S

0;n�2

S

0;n�1

H

1

S

1;2

� : : : � S

1;n�1

� : : :

: : : �H

n�3

S

n�3;n�2

S

n�3;n�1

H

n�2

S

n�2;n�1

H

n�1

ÄÁ£Ô ÐÏÞÔÉ ÔÏ, ÞÔÏ ÎÕÖÎÏ: U

k

= RV

k

, ÇÄÅ R| (ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊ) ÏÐÅÒÁÔÏÒ,

ÐÅÒÅÐÉÓÙ×ÁÀÝÉÊ Ä×ÏÉÞÎÏÅ ÓÌÏ×Ï × ÏÂÒÁÔÎÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ. òÁÚÍÅÒ ÔÁËÏÊ

ÓÈÅÍÙ O(n

2

).

ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÍÏÄÕÌÉ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× V

k

ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ

ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× H

j

, ÔÁË ÞÔÏ ÏÎÉ ÒÁ×ÎÙ 1=

p

k, ËÁË É ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ.

ïÓÔÁÌÏÓØ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÆÁÚÏ×ÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. ðÕÓÔØ

(V

k

)

(x

n�1

:::x

0

;y

n�1

:::y

0

)

=

1

p

k

exp(i � 2�'(x

n�1

; : : : ; x

0

; y

n�1

; : : : ; y

0

)):

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÍÁÔÒÉÞÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ V

k

ÅÓÔØ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÍÁ-

ÔÒÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ. ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ H

j

ÍÅÎÑÅÔ ÆÁÚÕ ÎÁ �

ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ x

j

= y

j

= 1; ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ S

j;l

ÄÏÂÁ×ÌÑÅÔ Ë

ÆÁÚÅ �=2

l�j

ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ x

j

= y

l

= 1. éÚÍÅÎÅÎÉÅ ÆÁÚÙ ÎÁ

2� ÎÉ ÎÁ ÞÔÏ ÎÅ ×ÌÉÑÅÔ, ÐÏÜÔÏÍÕ ×ÙÞÉÓÌÉÍ ' ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 1.

'(x

n�1

; : : : ; x

0

; y

n�1

; : : : ; y

0

) =

n�1

X

j=0

x

j

y

j

2

+

X

06j<l<n

x

j

y

l

2

l�j+1

=

=

X

06j6l<n

x

j

y

l

2

l�j+1

=

X

06j+m<n

x

j

y

n�1�m

2

n�j�m

=

(ÚÄÅÓØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 1)

=

n�1

X

j;m=0

x

j

y

n�1�m

2

n�j�m

= 2

�n

n�1

X
j=0

2

j

x

j

n�1

X

m=0

2

m

y

n�1�m

:

ðÏÓÌÅ ÔÏÇÏ, ËÁË ÍÙ ÐÅÒÅÐÉÛÅÍ ÓÌÏ×Ï y × ÏÂÒÁÔÎÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ, ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ

×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÐÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × xy=2

n

.
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9.1. ðÕÓÔØ � =

P

k

p

k

j�

k

ih�

k

j. ðÒÏ×ÅÒÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÑ 1){3) ÄÌÑ �.

õÓÌÏ×ÉÅ 1): ÏÞÅ×ÉÄÎÏ.

õÓÌÏ×ÉÅ 2): h�j � j�i =

P

k

p

k

h�j�

k

ih�

k

j�i =

P

k

p

k

jh�j�

k

ij

2

> 0.

õÓÌÏ×ÉÅ 3): Tr� =

P

k

p

k

h�

k

j�

k

i =

P

k

p

k

= 1.
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é ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ � ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ 1){3), ÔÏ � =

P

k

�

k

j�

k

ih�

k

j, ÇÄÅ

�

k

| ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, Á fj�

k

ig | ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÉÚ ÓÏÂ-

ÓÔ×ÅÎÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×.

9.2. ÷ÅËÔÏÒÕ j i 2 N 
 F ÍÏÖÎÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÏÐÏÓÔÁ-

×ÉÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ 	: F

�

! N . ðÕÓÔØ p

j

| ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ

ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ

� = 		

y

= Tr

F

(j ih j) 2 L(N )

(ËÁÖÄÏÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÕÞÉÔÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÔÏÌØËÏ ÒÁÚ, ËÁËÏ×Á ÅÇÏ ËÒÁÔ-

ÎÏÓÔØ). ðÏÓËÏÌØËÕ � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ, 0 < p

j

6 1. ðÏÌÏÖÉÍ

�

j

=

p

p

j

, Á × ËÁÞÅÓÔ×Å ÍÎÏÖÅÓÔ×Á fj�

j

ig ×ÏÚØÍ£Í ÌÀÂÕÀ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ-

×ÁÎÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ

ÞÉÓÌÁÍ p

j

.

ïÐÅÒÁÔÏÒ 	 ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ

	 =

X

j

�

j

j�

j

ih�

j

j;

ÇÄÅ j�

j

i = �

�1

j

	

y

j�

j

i 2 F

�

. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, h�

j

j 2 F

��

= F . ðÅÒÅÏÂÏ-

ÚÎÁÞÉ× h�

j

j ÞÅÒÅÚ j�

j

i, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÓËÏÍÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ûÍÉÄÔÁ.

9.3. õÓÌÏ×ÉÅ Tr

F

(j 

1

ih 

1

j) = Tr

F

(j 

2

ih 

2

j), ËÁË ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÒÅÛÅÎÉÑ

ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ×ÙÂÒÁÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ûÍÉÄÔÁ ÄÌÑ j 

1

i É

j 

2

i Ó ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ �

j

É j�

j

i. úÁÐÉÛÅÍ ÜÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ

j 

k

i =

X

j

�

j

j�

j

i 
 j�

(k)

j

i; k = 1; 2:

ðÏÓËÏÌØËÕ fj�

(k)

j

ig | ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÕÎÉ-

ÔÁÒÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ U , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ U j�

(1)

j

i = j�

(2)

j

i ÄÌÑ ×ÓÅÈ j. ôÏÇÄÁ

(I

N


 U )j 

1

i =

X

j

�

j

j�

j

i 
 U j�

(1)

j

i =

X

j

�

j

j�

j

i 
 j�

(2)

j

i = j 

2

i:
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10.1. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅÍÍÙ, ËÏÔÏÒÁÑ

ÂÕÄÅÔ ÐÏÌÅÚÎÁ É × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ.

ìÅÍÍÁ. æÉÚÉÞÅÓËÉ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃ ÐÌÏÔÎÏ-

ÓÔÉ ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ

� 7!

s

X

m=1

A

m

�A

y
m

;

X

m

A

y
m

A

m

= I; (�)

ËÏÔÏÒÙÊ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ × ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÕÀ ÓÕÍÍÕ. á ×ÓÑ-

ËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ × ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÕÀ ÓÕÍÍÕ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ � 7!
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7! Tr

F

(V �V

y

), ÇÄÅ V | ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÌÁÎ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ:

Á) ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ É ×ÚÑÔÉÅ ÞÁÓÔÉÞÎÏÇÏ ÓÌÅÄÁ

ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ × ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÕÀ ÓÕÍÍÕ;

Â) ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÙÅ ÓÕÍÍÙ ÚÁÍËÎÕÔÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÍÐÏÚÉ-

ÃÉÉ;

×) ÎÁÊÄ£Í ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÏÊ ÓÕÍÍÙ × ×ÉÄÅ � 7!

7! Tr

F

(V �V

y

).

Á) õÓÌÏ×ÉÅ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ ×ÌÏÖÅÎÉÑ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ËÁË V

y

V = I.

üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ × ×ÉÄÅ ÏÐÅ-

ÒÁÔÏÒÎÏÊ ÓÕÍÍÙ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ.

äÌÑ ÞÁÓÔÉÞÎÏÇÏ ÓÌÅÄÁ ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ × ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÕÀ

ÓÕÍÍÕ:

Tr

F

(�) =

X

m

W

m

�W

y

m

; ÇÄÅ W

m

= I

N


 hmj : N 
F ! N : (��)

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ W

m

�

jj; ki

�

= �

mk

jji, Á W

y

m

�

jji

�

= jj;mi.

Â) ðÕÓÔØ

P

m

A

m

�A

y
m

,

P

k

B

k

�B

y

k

| ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ

× ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÙÅ ÓÕÍÍÙ. ôÏÇÄÁ ÉÈ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÔÁËÖÅ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ × ÏÐÅ-

ÒÁÔÏÒÎÕÀ ÓÕÍÍÕ:

X

k

B

k

�

X

m

A

m

�A

y
m

�

B

y

k

=

X
k;m

(B

k

A

m

)�(B

k

A

m

)

y

;

X
k;m

(B

k

A

m

)

y

(B

k

A

m

) =

X

m

A

y
m

�

X

k

B

y

k

B

k

�

A

m

=

X

m

A

y
m

A

m

= I:

×) ðÕÓÔØ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÏ × ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÕÀ ÓÕÍÍÕ (�), Á F |

s-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÂÁÚÉÓÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ × ËÏÔÏÒÏÍ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ jmi.

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

V =

X

m

A

m


 jmi : j�i 7!

X

m

A

m

j�i 
 jmi

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ, ÐÏÓËÏÌØËÕ

V

y

V =

X

l;m

�

A

y
l


 hlj

��

A

m


 jmi

�

=

X

l;m

A

y
l

A

m

jki � hljmi = I:

ïÓÔÁÌÏÓØ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÁÑ ÓÕÍÍÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ � 7!

7! Tr

F

(V �V

y

). äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,

Tr

F

(V �V

y

) =

X

m;l

Tr

F

�

A

m

�A

y
l


 jmihlj

�

=

X

m

A

m

�A

y
m

: �
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10.2. ðÕÓÔØ � 2 L(N 
F), U jji = j�

j

i, Y jki = j�

k

i. ôÏÇÄÁ

Tr

F

�

(U 
 Y )�(U 
 Y )

y

�

=

=Tr

F

�

(U 
 Y )

X

j;k;j

0

;k

0

�

jkj

0

k

0

jj; kihj

0

; k

0

j (U 
 Y )

y

�

=

=Tr

F

�

X

j;k;j

0

;k

0

�

jkj

0

k

0

j�

j

ih�

j

0

j 
 j�

k

ih�

k

0

j

�

=

X
jj

0

k

�

jkj

0

k

j�

j

ih�

j

0

j =

= U (Tr

F

�)U

y

:

10.3. ðÕÓÔØ

P

m

A

m

�A

y
m

| ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ × ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÕÀ ÓÕÍÍÕ ÐÒÅ-

ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ T (ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 10.1). ôÏÇÄÁ

T

(j

0

j)(k

0

k)

= hj

0

jT

�

jjihkj

�

j k

0

i =

X

m

hj

0

jA

m

jji � hkjA

y
m

jk

0

i:

ôÁËÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÌÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ×

ÕÓÌÏ×ÉÉ ÚÁÄÁÞÉ Ó×ÏÊÓÔ×Á Á){×).

ó×ÏÊÓÔ×Ï Á):

X

k

0

T

(k

0

j)(k

0

k)

=

X
k

0

m

hk

0

jA

m

jji � hkjA

y
m

jk

0

i =

=

X
k

0

m

hkjA

y
m

jk

0

ihk

0

jA

m

jji =

X

m

hkjA

y
m

A

m

jji = hkjji:

ó×ÏÊÓÔ×Ï Â): T

�

(j

0

j)(k

0

k)

=

X

m

�

hj

0

jA

m

jjihkjA

y
m

jk

0

i

�

�

=

=

X

m

hjjA

y
m

jj

0

ihk

0

jA

m

jki = T

(k

0

k)(j

0

j)

:

ó×ÏÊÓÔ×Ï ×):

X

j

0

;j;k

0

;k

T

(j

0

j)(k

0

k)

jj

0

; jihk

0

; kj =

X

m

j 

m

ih 

m

j;

ÇÄÅ j 

m

i =

X

j

0

;j

hj

0

jA

m

jji jj

0

; ji:

é ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ×ÓÑËÉÊ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ

× ×ÉÄÅ T =

P

m

j 

m

ih 

m

j, ÇÄÅ j 

m

i| ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎ-

ÎÙÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ T , ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ

ÞÉÓÌÁÍ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ

j 

m

i =

X

m;j

0

;j

a

mj

0

j

jj

0

; ji; A

m

: jji 7!

X

j

0

a

mj

0

j

jj

0

i;

ÔÏÇÄÁ T

(j

0

j)(k

0

k)

=

P

m

a

mj

0

j

a

�
mk

0

k

. éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ

P

k

0

T

(k

0

j)(k

0

k)

= �

jk

ÓÌÅÄÕÅÔ
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hkj

�

X

m

A

y
m

A

m

�

jji = hkj

�

X

m;k

0

a

�
mk

0

k

a

mk

0

j

�

jji =

X

k

0

T

(k

0

j)(k

0

k)

= �

jk

:

ïÓÔÁÌÏÓØ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ T

�

jjihkj

�

=

P

m

A

m

jjihkjA

y
m

:

X

m

A

m

jjihkjA

y
m

=

X

j

0

;k

0

X

m

a

mj

0

j

a

�
mk

0

k

jj

0

ihk

0

j =

X

j

0

k

0

T

(j

0

j)(k

0

k)

jj

0

ihk

0

j =

= T

�

jjihkj

�

:

10.4. ó×ÏÊÓÔ×Á Á) É Â) ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ Á) É Â) ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕ-

ÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ.

ðÕÓÔØ ÅÓÔØ ÆÉÚÉÞÅÓËÉ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÍÁÔÒÉÃ ÐÌÏÔÎÏ-

ÓÔÉ T : � 7! Tr

F

(V �V

y

). ôÏÇÄÁ T 
 I

L(G)

: � 7! Tr

F

�

(V 
 I

G

)�(V 
 I

G

)

y

�

ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÉÚÉÞÅÓËÉ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ É ÐÏÜÔÏÍÕ

ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ × ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÕÀ ÓÕÍÍÕ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, T 
 I

L(G)

ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ × ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ × ÄÒÕÇÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ ×Ù×ÅÄÅÍ ÉÚ

Ó×ÏÊÓÔ×Á ×) ÄÁÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ×) ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ.

þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÁÔÒÉÃÙ T

(j

0

j)(k

0

k)

ÐÏ ÐÁÒÁÍ ÉÎ-

ÄÅËÓÏ×, ×ÚÑÔÙÈ × ÓËÏÂËÉ, ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÏÐÅÒÁ-

ÔÏÒÁ ×ÉÄÁ (I 
 T )j ih j, ÇÄÅ j i 2 N 
 N ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ j i =

P

j

jji 
 jji.

äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,

(I
T )j ih j =

X

j

0

;j;k

0

;k

T

(j

0

j)(k

0

k)

jjihkj
jj

0

ihk

0

j =

X

j

0

;j;k

0

;k

T

(j

0

j)(k

0

k)

jj

0

jihk

0

kj:

10.5. ÷ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÚÁÄÁÞÉ 10.1. ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ T� × ×ÉÄÅ

Tr

F

0

(V �V

y

). ÷ÏÚØÍ£Í j i 2 N . ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ

Tr

F
F

0

�

jV  ihV  j

�

= Tr

F

�

Tr

F

0

�

V j ih jV

y

��

= Tr

F

�

T j ih j

�

= j ih j

ÞÉÓÔÏÅ, jV  i = j ; �( )i (ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ, ÓÄÅÌÁÎÎÏÇÏ ÐÏÓÌÅ

ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ ÚÁÄÁÞÉ 9.2, ÓÍ. Ó. 78). éÚ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ V ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

j�( )i = j�i ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ j i. ðÏÜÔÏÍÕ TX = X

, ÇÄÅ 
 = Tr

F

0

(j�ih�j).

10.6. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÓÒÁÚÕ ÖÅ ÐÏÓÌÅ ÉÚÍÅÒÅÎÉÑ ÉÚÍÅÒÑÅÍÙÅ

q-ÂÉÔÙ ×ÙÂÒÁÓÙ×ÁÀÔÓÑ × �ÍÕÓÏÒÎÕÀ ËÏÒÚÉÎÕ�. üÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÐÒÅ-

ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÀ Ä×ÕÈ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÈ ÂÉÔÏ× × ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ:

T : � 7!

X

a;b

h�

ab

j�j�

ab

i(a; b):

þÔÏÂÙ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ T , ÎÕÖÎÏ ÓÎÁÞÁÌÁ ÐÏÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ

ÕÎÉÔÁÒÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ

H[1]�(�

x

)[1; 2] : j�

ab

i 7! jb; ai;
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Á ÚÁÔÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÓÔÉ ÉÚÍÅÒÅÎÉÅ × ÂÁÚÉÓÅ fj0i; j1ig; ÐÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ q-ÂÉÔÙ

×ÙÂÒÁÓÙ×ÁÀÔÓÑ.

âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÐÅÒ×ÙÊ q-ÂÉÔ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÞÉÓÔÏÍ ÓÏÓÔÏ-

ÑÎÉÉ j i = z

0

j0i+z

1

j1i. (åÓÌÉ ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÀÝÕÀ ÐÒÏÃÅ-

ÄÕÒÕ ÄÌÑ ÞÉÓÔÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ, ÔÏ ÏÎÁ ÐÏ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÂÕÄÅÔ ÐÒÏÄÏÌÖÁÔØÓÑ

ÎÁ ÓÍÅÛÁÎÎÙÅ). îÁ ÔÒÅÔÉÊ q-ÂÉÔ ÉÚÍÅÒÅÎÉÅ ÎÅ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖ-

ÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ

�

T 
 I

L(B)

�

�

j ih j 
 j�

00

ih�

00

j

�

=

X

a;b

�

a; b; j 

ab

ih 

ab

j

�

;

ÇÄÅ j 

ab

i =

�

h�

ab

j 
 I

B

��

j i 
 j�

00

i

�

. úÄÅÓØ h�

ab

j ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ËÁË

ÏÐÅÒÁÔÏÒ B


2

! C , ÐÏÜÔÏÍÕ h�

ab

j
 I

B

: B


3

! B. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Ë×ÁÄÒÁÔ

ÎÏÒÍÙ ×ÅËÔÏÒÁ j 

ab

i ÒÁ×ÅÎ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÐÁÒÙ (a; b).

ôÅÐÅÒØ ÚÁÐÉÛÅÍ Ñ×ÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ j 

ab

i:

j 

ab

i =

1

p

2

X

d

�

h�

ab

j 
 I

B

��

j i 
 jd; di

�

=

1

p

2

X

d

h�

ab

j ; di jdi =

=

1

p

2

X

c;d

z

c

h�

ab

jc; di jdi=

1
2

X

c;d

(�1)

bc

�

c�a;d

z

c

jdi =

1
2

X

c

(�1)

bc

z

c

ja� ci:

éÚ ÜÔÏÇÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

(�

z

)

b

(�

x

)

a

j 

ab

i =

1
2

j i:

ôÁË ÞÔÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ j i × ÔÒÅÔØÅÍ q-ÂÉÔÅ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÏÐÅÒÁ-

ÔÏÒÏ× �

x

É �

z

Ó ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍ ÕÐÒÁ×ÌÅÎÉÅÍ: ÕÐÒÁ×ÌÑÀÝÉÍÉ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ-

ÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÉÚÍÅÒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ a É b.

�

x

�

x

�

z

H

~

~

9
>
>
>
>
>
>
=

>
>
>
>
>
>
;

j�

00

i

òÉÓ. 17. óÈÅÍÁ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ ÔÅÌÅÐÏÒÔÁÃÉÉ

óÈÅÍÁ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ ÔÅÌÅÐÏÒÔÁÃÉÉ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÁ ÎÁ ÒÉÓ. 17. úÎÁÞËÏÍ

~ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎ ÐÅÒ×ÙÊ ÂÉÔ, | ×ÔÏÒÏÊ (q-ÂÉÔ áÌÉÓÙ), | ÔÒÅÔÉÊ

(q-ÂÉÔ âÏÂÁ). ëÏÇÄÁ áÌÉÓÁ ÈÏÞÅÔ ÐÅÒÅÄÁÔØ q-ÂÉÔ ~ âÏÂÕ, ÏÎÁ ÓÏ×ÅÒÛÁÅÔ



182 òÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ

ÉÚÍÅÒÅÎÉÑ ÎÁÄ ÎÉÍ É Ó×ÏÉÍ q-ÂÉÔÏÍ (ÄÁÌØÛÅ ÜÔÉ q-ÂÉÔÙ ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔ-

ÓÑ, É ÏÎÁ ×ÙÂÒÁÓÙ×ÁÅÔ ÉÈ × ÍÕÓÏÒÎÕÀ ËÏÒÚÉÎÕ). òÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÉÚÍÅÒÅÎÉÊ

ÏÎÁ ÓÏÏÂÝÁÅÔ âÏÂÕ ÐÏ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÍÕ ËÁÎÁÌÕ Ó×ÑÚÉ (ÔÅÌÅÆÏÎÕ). âÏÂ,

ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÓÏÏÂÝÅÎÉÅ áÌÉÓÙ, ÐÒÅ×ÒÁÝÁÅÔ Ó×ÏÊ q-ÂÉÔ × q-ÂÉÔ ~.

éÚ ÒÁÚÄÅÌÁ 11

11.1. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÉÍÅÅÍ

P

�

W

�

j0ih0j 
 �

�

W

y

; C (jki) 
 N

�

=

=Tr

�

�

C(jki)
N

W

�

j0ih0j 
 �

�

W

y

�

=

=

X

j

Tr

�

�

jkihkj

�

R

j

�

j0ih0j

�

R

y
j


�

L

j

��

L

j

�

=

=

X

j

Tr

�

�

jkihkj

�

R

j

�

j0ih0j

�

R

y
j

�

Tr

�

�

L

j

��

L

j

�

=

=

X

j

jhkjR

j

j0ij

2

P(�;L

j

) =

X

j

P(kjj)P(�;L

j

):

11.2. åÓÌÉ W =

P

t
k=1

�

L

k


V

k

, ÔÏW

�1

=

P

t
k=1

�

L

k


V

�1

k

. ðÏÜÔÏÍÕ

ÉÓËÏÍÁÑ Ë×ÁÎÔÏ×ÁÑ ÓÈÅÍÁ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ W

�1

YW , ÇÄÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Y ËÏÐÉÒÕÅÔ

× ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ ÒÅÇÉÓÔÒ �ÐÏÌÅÚÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ�:

Y : jy; z; vi 7! jy; z; v � yi:

ïÃÅÎËÁ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÔÁË ÖÅ, ËÁË × ÚÁÄÁÞÅ 7.11.

éÚ ÒÁÚÄÅÌÁ 12

12.1. éÎÔÅÒÅÓÕÀÝÕÀ ÎÁÓ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ p(X; l). åÓÌÉ

h

1

; : : : ; h

l

ÎÅ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ×ÓÀ ÇÒÕÐÐÕ X, ÔÏ ÏÎÉ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ

ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ Y � X. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ Y ×ÅÒÏ-

ÑÔÎÏÓÔØ ÔÁËÏÇÏ ÓÏÂÙÔÉÑ ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 2

�l

, ÐÏÓËÏÌØËÕ jY j 6 jXj=2.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÏÃÅÎËÕ

p(X; l) > 1�K(X) � 2

�l

;

ÇÄÅ K(X) | ÞÉÓÌÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÐÏÄÇÒÕÐÐ × ÇÒÕÐÐÅ X.

ðÏÄÇÒÕÐÐÙ ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ÇÒÕÐÐÙ X ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ×Ï ×ÚÁÉÍÎÏÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÐÏÄÇÒÕÐÐÁÍÉ ÇÒÕÐÐÙ ÈÁÒÁËÔÅÒÏ× X

�

, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÍÁËÓÉ-

ÍÁÌØÎÙÍ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁÍ ÏÔ×ÅÞÁÀÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ

ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ. ëÁÖÄÁÑ ÔÁËÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÏÄÎÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ,

ÐÏÜÔÏÍÕ K(X) 6 jX

�

j = jXj.
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12.2. ðÏÓÔÒÏÉÍ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ V

b

2 L(B 
 B


n

) (ÂÁÚÉÓÎÙÅ

×ÅËÔÏÒÙ × B


n

ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÙ ÏÔ 0 ÄÏ 2

n

� 1), ÔÁËÏÊ ÞÔÏ

V

b

j0; 0i = j0; 1i; V

b

j1; 0i = j1; bi:

ôÏÇÄÁ ÓÈÅÍÁ V

�1

[0; B]U [B;A]V [0; B] ÒÅÁÌÉÚÕÅÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ �(U

b

)[0; A] ×

ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ.

12.3. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÏÂÒÁÚ ×ÅËÔÏÒÁ jxi ÐÒÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ æÕÒØÅ ÞÅÒÅÚ

j 

n

(k; x)i. ÷ ÚÁÄÁÞÅ 8.4 ÍÙ ÎÁÕÞÉÌÉÓØ ÓÔÒÏÉÔØ ×ÅËÔÏÒ j 

n

(k; 0)i. ëÁË ÕÖÅ

ÏÔÍÅÞÁÌÏÓØ × ÒÅÛÅÎÉÉ ÚÁÄÁÞÉ 7.11, j 

n

(k; x)i | ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ

ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ V : jji 7! j(j � 1) mod ki, ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ

ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁ×ÎÏ exp(2�ix=k).

éÓÐÏÌØÚÕÑ ÜÔÉ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ É ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÚÁÄÁÞÉ 11.2, ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÓÌÅ-

ÄÕÀÝÕÀ ÓÈÅÍÕ ÄÌÑ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ.

1. ÷ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÍ, ÉÚÎÁÞÁÌØÎÏ ÎÕÌÅ×ÏÍ, ÒÅÇÉÓÔÒÅ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ×ÅËÔÏÒ

j 

n

(k; 0)i. ïÂÝÅÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ

1

p

k

X

y

jx; yi:

2. óÄÅÌÁÅÍ ÆÁÚÏ×ÙÊ ÓÄ×ÉÇ ÎÁ exp(2�ixy=k). ôÅÐÅÒØ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ

jxi 
 j 

n

(k; x)i.

3. éÚÍÅÒÑÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ (ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 11.2) ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ

ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ V , ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÎÁ ×ÔÏÒÏÊ ÒÅÇÉÓÔÒ, ÐÒÉÂÁ×ÌÑÅÍ ÒÅÚÕÌØ-

ÔÁÔ ÉÚÍÅÒÅÎÉÑ x Ë ÐÅÒ×ÏÍÕ ÒÅÇÉÓÔÒÕ. (úÄÅÓØ ÉÍÅÅÔÓÑ × ×ÉÄÕ ÐÏÂÉ-

ÔÏ×ÏÅ ÓÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 2). ÷ ÐÅÒ×ÏÍ ÒÅÇÉÓÔÒÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ j0i, Á

×Ï ×ÔÏÒÏÍ | ÔÒÅÂÕÅÍÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ j 

n

(k; x)i.
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14.1. ïÐÅÒÁÔÏÒ A ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ

A =

X

j

�

j

j�

j

ih�

j

j; �

j

> 0; h�

j

j�

k

i = h�

j

j�

k

i = �

jk

:

úÄÅÓØ �

2
j

| ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ AA

y

, j�

j

i | ÅÇÏ

ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ, Á j�

j

i = �

�1

j

A

y

j�

j

i. ôÏÇÄÁ kAk

tr

=

P

j

�

j

.

äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ X

jTrAXj 6

X

j

�

j

�
�

Tr j�

j

ih�

j

jX

�
�

6

X

j

�

j

kXk = kAk

tr

kXk:

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ ×ÚÑÔØ X =

P

j

j�

j

ih�

j

j, ÔÏ kXk 6 1, Á TrAX =

= kAk

tr

.

éÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÄÌÑ k � k

tr

ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, Á ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔØ É ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔØ k � k

tr

ÏÞÅ×ÉÄÎÙ.
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14.2. ó×ÏÊÓÔ×Ï Á):

kABk

tr

= sup

X 6=0

jTrABXj

kXk

6 sup

X 6=0

kAk

tr

kBXk

kXk

6 kAk

tr

kBk:

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ É Ó×ÏÊÓÔ×Ï Â) (×ÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ

TrABC = TrCAB).

ó×ÏÊÓÔ×Ï ×):

jTr(A)j =

jTr(AI)j

kIk

6 kAk

tr

:

ó×ÏÊÓÔ×Ï Ç): ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ á 2 L(N 
M)

kTr

M

Ak

tr

= sup

X 6=0

�
�

Tr

�

(Tr

M

A)X

�

�
�

kXk

= sup

X 6=0

�
�

Tr

�

A(X 
 I

M

)

�

�
�

kX 
 I

M

k

6 kAk

tr

:

ó×ÏÊÓÔ×Ï Ä):

kA
 Bk

tr

= Tr

q

(A
 B)

y

(A
 B) = Tr

�

p

A

y

A 


p

B

y

B

�

= kAk

tr

kBk

tr

:

14.3. ðÕÓÔØ F | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ q-ÂÉÔÏ× ÉÚ A, Á N |

ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ q-ÂÉÔÏ×. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ

D = I

N


 F

�

: N 
F ! N :

åÓÌÉ X;Y 2 D, ÔÏ Y

y

X 2 I

N


 L(F) = E(A). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ËÏÄ M

ÉÓÐÒÁ×ÌÑÅÔ ÏÛÉÂËÉ ÉÚ D.

ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ T : � 7! Tr

F

� ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÏ × ÏÐÅÒÁÔÏÒ-

ÎÕÀ ÓÕÍÍÕ (��), ÓÍ. ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ 10.1. ïÐÅÒÁÔÏÒÙ W

m

ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÒÁÚ-

ÌÏÖÅÎÉÑ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ D, ÐÏÜÔÏÍÕ T 2 D � D

y

. ïÓÔÁÌÏÓØ

×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ 14.2.

14.4. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï F , ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÉÓËÏÍÏÍÕ ËÏÄÕ, ÐÏÒÏÖÄÁ-

ÅÔÓÑ ÓÔÒÏËÁÍÉ ÔÁÂÌÉÃÙ

1 0 1 0 0 1 0 1 0 0

1 0 0 1 1 0 0 0 0 1

0 1 0 0 0 1 1 0 0 1

0 1 0 1 0 0 0 1 1 0

íÏÖÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ !(f

j

; f

k

) = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÓÔÒÏË f

j

; f

k

. úÁÍÅ-

ÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÔÏÌÂÃÙ × ÔÁÂÌÉÃÅ ÒÁÚÂÉÔÙ ÎÁ ÐÁÒÙ. åÓÌÉ ×ÚÑÔØ ÌÀÂÙÅ Ä×Å ÐÁ-

ÒÙ, ÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ 4 ÓÔÏÌÂÃÁ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-

ÎÏ, ÉÚ ÓÔÒÏË ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÀ, ËÏÔÏÒÁÑ ×

Ä×ÕÈ ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÐÁÒÁÈ ÐÏÚÉÃÉÊ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÕÓÌÏ-

×ÉÑ !(f

j

; g) = 0 (j = 1; 2; 3; 4) ÐÒÉ jgj 6 2 ÍÏÇÕÔ ×ÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ

ÄÌÑ g = 0.

14.5. (óÍ. [22, 33].) äÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏM| ËÏÄ ÔÉÐÁ (4; 1), ÉÓÐÒÁ×ÌÑÀ-

ÝÉÊ ÏÄÎÕ ÏÛÉÂËÕ. ôÏÇÄÁ ÏÎ ÄÏÌÖÅÎ ÏÂÎÁÒÕÖÉ×ÁÔØ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ Ä×Å
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ÏÛÉÂËÉ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÛÉÂËÉ × q-ÂÉÔÁÈ [1; 2], Á ÔÁËÖÅ × q-ÂÉÔÁÈ [3; 4].

üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ � 2 L(M) ÍÏÖÎÏ ×ÏÓÓÔÁÎÏ-

×ÉÔØ ËÁË ÐÏ ÐÅÒ×ÙÍ, ÔÁË É ÐÏ ÐÏÓÌÅÄÎÉÍ Ä×ÕÍ q-ÂÉÔÁÍ (ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 14.3).

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ.

ðÕÓÔØ N

1

| ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ q-ÂÉÔÏ× [1; 2], Á N

2

| ÐÒÏÓÔ-

ÒÁÎÓÔ×Ï ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ q-ÂÉÔÏ× [3; 4], ÔÏÇÄÁ M | ÜÔÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ×

N

1


 N

2

. ÷ÌÏÖÅÎÉÅ M ! N

1


 N

2

ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ V (ÜÔÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉ-

ÞÅÓËÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ). ðÕÓÔØ ÔÁËÖÅ T

1

: � 7! Tr

N

2

� É T

2

: � 7! Tr

N

1

� |

ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÏÛÉÂÏË, Á P

1

: N

1

! M É P

2

: N

2

! M | ÓÏÏÔ×ÅÔ-

ÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÉÓÐÒÁ×ÌÑÀÝÉÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ. ôÏÇÄÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ P =

(P

1


 P

2

)(V � V

y

) : M ! M
M ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ: ÄÌÑ

ÌÀÂÏÇÏ � 2 M

Tr

N

2

P� = Tr

N

2

�

(P

1


 P

2

)(V �V

y

)

�

= P

1

T

1

(V �V

y

) = �;

Tr

N

1

P� = Tr

N

1

�

(P

1


 P

2

)(V �V

y

)

�

= P

2

T

2

(V �V

y

) = �:

óÏÇÌÁÓÎÏ ÚÁÄÁÞÅ 10.5 ÐÅÒ×ÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ P� = � 
 


2

, ÇÄÅ




2

ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ �. éÚ ×ÔÏÒÏÇÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ P� = 


1


 �.

ðÏÌÕÞÉÌÉ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ: 


1


 � = �
 


2

, ÇÄÅ � |ÌÀÂÏÅ.

14.6. ïÐÉÛÅÍ ËÒÁÔËÏ ÉÄÅÀ ÒÅÛÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ.

äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÏÄÎÏ ÉÚ Ä×ÕÈ ÐÒÑÍÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÔÏÒÉÞÅ-

ÓËÏÇÏ ËÏÄÁ. ëÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÓÉÎÄÒÏÍÁ ÒÁ×ÎÁ 1 ÄÌÑ ÔÁËÏÇÏ ÕÚÌÁ ÒÅÛ£ÔËÉ, ×

Ú×ÅÚÄÕ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÈÏÄÉÔ ÎÅÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ Ò£ÂÅÒ Ó ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍÉ ×ÅÓÁÍÉ ×

1-ÃÅÐÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ×ÅËÔÏÒÕ ÏÛÉÂËÉ g

(z)

.

ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÁËÕÀ ÚÁÄÁÞÕ. úÁÄÁÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï D

ÕÚÌÏ× ÒÅÛ£ÔËÉ. éÚ ×ÓÅÈ 1-ÃÅÐÅÊ C, ÇÒÁÎÉÃÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó D,

ÎÕÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÔÕ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ Ò£ÂÅÒ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ×ÅÓÁ.

îÅÔÒÕÄÎÏ ÓÏÏÂÒÁÚÉÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÁÑ 1-ÃÅÐØ ÒÁÓÐÁÄÁÅÔÓÑ × ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÐÕ-

ÔÅÊ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ÕÚÌÙ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á D (ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÕÔÉ ÎÅ

ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÈ Ò£ÂÅÒ), ÐÒÉÞ£Í ÜÔÉ ÐÕÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ËÒÁÔÞÁÊÛÉÍÉ.

ôÁË ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÛÉÂËÉ ÐÏ ÓÉÎÄÒÏÍÕ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÚÁÄÁÞÅ Ï

×Ú×ÅÛÅÎÎÏÍ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÉ: ÄÁÎ ÇÒÁÆ G (× ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÌÎÙÊ), ËÁ-

ÖÄÏÍÕ ÅÇÏ ÒÅÂÒÕ ÐÒÉÐÉÓÁÎ ×ÅÓ (× ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ | ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ

ÕÚÌÁÍÉ ÐÏ ÒÅÛ£ÔËÅ), ÎÕÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÄÏÓÔÉÇÁ-

ÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÕÍ ÓÕÍÍÙ ×ÅÓÏ× ÐÏ Ò£ÂÒÁÍ, ×ÈÏÄÑÝÉÍ × ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ.

äÌÑ ÚÁÄÁÞÉ Ï ×Ú×ÅÛÅÎÎÏÍ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ

ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ (ÓÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ, [11, ÇÌ. 11], ÇÄÅ ÏÐÉÓÁÎ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÏÓÎÏ×ÁÎ-

ÎÙÊ ÎÁ ÉÄÅÑÈ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ).
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