102. áÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ

ðÕÓÔØ f É g | ÄŒÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÅ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ f(x) = O(g(x)) ÐÒÉ x ! a, ÅÓÌÉ ÎÁÊÄčÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ c, ÞÔÏ jf(x)j 6 cjg(x)j ÐÒÉ ŒÓÅÈ x, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÌÉÚËÉÈ Ë a. (þÉÔÁÅÔÓÑ: ĂÜÆ ÏÔ ÉËÓ ÅÓÔØ Ï ÂÏÌØÛÏÅ ÏÔ ÖÅ ÏÔ ÉËÓĄ.) çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ f(x) = o(g(x)), ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ” ¿ 0 ÎÁÊÄčÔÓÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ a, Œ ËÏÔÏÒÏÊ jf(x)j 6 ”jg(x)j. (þÉÔÁÅÔÓÑ: ĂÜÆ ÏÔ ÉËÓ ÅÓÔØ Ï ÍÁÌÏÅ ÏÔ ÖÅ ÏÔ ÉËÓĄ.)

102.1. úÁÐÉÓÁÔØ ÜÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ: f(x) = O(g(x)) , 9c(9ffi ¿ 0) : : : ; f(x) = o(g(x)) , : : :

óÍÙÓÌ ÜÔÉÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ: f(x) = O(g(x)) ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ŒÂÌÉÚÉ a ÚÎÁÞÅÎÉÅ f(x) ÎÅ ÓÉÌØÎÏ ÂÏÌØÛÅ g(x) (ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ g(x) ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ Œ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ); f(x) = o(g(x)) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÂÌÉÚÉ a ÚÎÁÞÅÎÉÅ f(x) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÏ ÐÏ ÓÒÁŒÎÅÎÉÀ Ó g(x).

éÓÐÏÌØÚÕÑ ÜÔÉ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ Œ ÔÏÞËÅ a, ÅÓÌÉ f(x) = f(a) + o(1) ÐÒÉ x ! a.

102.2. ëÁËÉÅ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ ŒÅÒÎÙ: (Á) sin x = O(x) ÐÒÉ x ! 0; (Â) sin x = o(x) ÐÒÉ x ! 0; (Œ) cos x = O(x) ÐÒÉ x ! 0; (Ç) cos x = O(1) ÐÒÉ x ! 0; (Ä) cos x = 1+o(x) ÐÒÉ x ! 0; (Å) sin x = O(x) ÐÒÉ x ! 1; (Ö) sin x = o(x) ÐÒÉ x ! 1; (Ú) sin x = o(x) ÐÒÉ

x ! +1; (É) x^2 = O(2^x) ÐÒÉ x ! +1. (Ë) 1=x = O(sin x) ÐÒÉ x ! +1.

102.3.^? çÒÁÖÄÁÎÉÎ ÐÏÛčÌ Œ ÓÂÅÒËÁÓÓÕ ÐÌÁÔÉÔØ ÚÁ ËŒÁÒÔÉÒÕ, ÎÏ ŒÍÅÓÔÏ ÜÔÏÇÏ ÐÏÌÏÖÉÌ ÄÅÎØÇÉ ÎÁ ÓÞčÔ Ó 5% ÇÏÄÏŒÙÈ. íÏÖÎÏ ÌÉ ÕÔŒÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÄÏÌÇ (ŒËÌÀÞÁÑ ÐÅÎÀ Œ 1% ÉÓ- ÈÏÄÎÏÊ ÓÕÍÍÙ ÚÁ ËÁÖÄÙÊ ÄÅÎØ ÐÒÏÓÒÏÞËÉ) ÂÕÄÅÔ Ï-ÍÁÌÙÍ ÏÔ ÓÕÍÍÙ ÎÁ ÓÞčÔÅ ÐÒÉ ÓÔÒÅÍÌÅÎÉÉ ŒÒÅÍÅÎÉ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ?

102.4.^? íÏÖÎÏ ÌÉ ÕÔŒÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ f(x) = o(h(x)) ÐÒÉ x ! a, ÅÓÌÉ (Á) f(x) = o(g(x)) É g(x) = o(h(x)) ÐÒÉ x ! a; (Â) f(x) = O(g(x)) É g(x) = O(h(x)) ÐÒÉ x ! a; (Œ) f(x) = o(g(x)) É g(x) = O(h(x)) ÐÒÉ x ! a; (Ç) f(x) = O(g(x)) É g(x) = o(h(x)) ÐÒÉ x ! a?

102.5. éÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ f(x) = O(x^4 ) É g(x) = o(x^3 ) ÐÒÉ x ! 0. þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÐÒÏ f(x) + g(x), f(x)g(x) É f(g(x))?

102.6.^? éÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ f(x) = O(x^4) É g(x) = O(1) ÐÒÉ x ! 0. þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÐÒÏ f(g(x)) É g(f(x))?

102.7. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ 1=(1 + x) = 1 - x + O(x^2 ) ÐÒÉ x ! 0. 102.8. : : : ÞÔÏ 1=(1 + x) = 1 - x + x^2 - x^3 + O(x^4) ÐÒÉ x ! 0. 102.9. : : : ÞÔÏ p1 + x = 1 + x=2 + O(x^2). 102.10. îÁÊÔÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ p9 + x.

102.11. îÁÊÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) = 1=(1 - 2x + x^2) ÐÏ ÓÔÅÐÅÎÑÍ x ÐÒÉ x ! 0 ŒÐÌÏÔØ ÄÏ ÞÌÅÎÏŒ ÞÅÔŒčÒÔÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁÊÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ a; b; c; d; e, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ 1 1 - 2x + x^{2 =} a + bx + cx^2 + dx^3 + ex^4 + o(x^4 )

ÐÒÉ x ! 0.

102.12. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏ ÓÔÅÐÅÎÑÍ x ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ: ÅÓÌÉ

f(x) = a_0 + a_1x + : : : + a_kx^k + o(x^k ) = b_0 + b_1x + : : : + b_k x^k + o(x^k)

ÐÒÉ x ! 0, ÔÏ a_i = b_i ÐÒÉ ŒÓÅÈ i = 0; : : : ; k

102.13. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ px + 1 - px = 1=(2px) + o(1=x) ÐÒÉ x ! +1. 102.14. : : : ÞÔÏ sin x = x + o(x) ÐÒÉ x ! 0. 102.15. : : : ÞÔÏ sin x - tg x = O(x^3 ) ÐÒÉ x ! 0. 102.16. : : : ÞÔÏ sin x = x + O(x^3 ) ÐÒÉ x ! 0. 102.17. : : : ÞÔÏ cos x = 1 - x^2=2 + O(x^4 ) ÐÒÉ x ! 0. 102.18. : : : ÞÔÏ ctg x = 1=x + o(1) ÐÒÉ x ! 0 102.19. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÅ ÄÕÇÉ ÄÌÉÎÏÊ x ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏ- ÓÔÉ ÏÔ ÓÔÑÇÉŒÁÀÝÅÊ Åč ÈÏÒÄÙ ÅÓÔØ O(x^2 ) ÐÒÉ x ! 0.

102.20.^? ðÒÅÄÐÏÌÁÇÁÑ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ p1 + x = 1 + x=2 + ax^2 + O(x^3 ) (ÐÒÉ x ! 0) ŒÅÒÎÁ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ a, ÎÁÊÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÅ a.

102.21.^? (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ a ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ŒÅÒÎÁ. 102.22.^? õËÁÚÁÔØ a É b, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÆÏÒÍÕÌÁ p1 + x = 1 + x=2 + ax^2 + bx^3 + O(x^4 ) ŒÅÒÎÁ (ÐÒÉ x ! 0).

102.23.^? òÁÚÌÏÖÉÔØ sin x Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ ß=3 ÐÏ ÓÔÅÐÅÎÑÍ (x - ß=3) ŒÐÌÏÔØ ÄÏ ÞÅÔŒčÒÔÏÊ (ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÒÁÚÌÏÖÉÔØ sin(ß=3 + x) ÐÏ ÓÔÅÐÅÎÑÍ x Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ o(x^4 ).

102.24.^? õËÁÚÁÔØ a, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ^3p1 + x = 1 + ax + O(x^2). œÏ ÍÎÏÇÉÈ ÚÁÄÁÞÁÈ ÐÏÌÅÚÎÙ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ (ÐÒÉ x ! 0)

sin x = x - x^3=3! + x^5=5! - : : : É cos x = 1 - x^2=2! + x^4=4! - : : :

(ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÏÂÏÒŒÁÔØ Œ ÌÀÂÏÍ ÍÅÓÔÅ); ËÁË ÍÙ ÕŒÉÄÉÍ ÄÁÌØÛÅ, ÉÈ ÌÅÇËÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ôÅÊÌÏÒÁ ÉÌÉ ÉÚ ÒÑÄÁ e^{ix} = cos x + i sin x.

102.25.^? îÁÊÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ŒÐÌÏÔØ ÄÏ x^4 ÄÌÑ tg x = sin x= cos x. 102.26.^? (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) ÄÌÑ sin(sin x) ŒÐÌÏÔØ ÄÏ x^4 .

102.27.^? (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) ÄÌÑ arcsin x ŒÐÌÏÔØ ÄÏ x^4 . (íÏÖÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ | ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ ÓÌÅÄÏŒÁÔØ ÉÚ ÏÂÝÉÈ ÔÅÏÒÅÍ.)

102.28.^? òÁÚÌÏÖÉÔØ ÐÏ ÓÔÅÐÅÎÑÍ x (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ o(x^2 )) ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ (Á) ÏÔ ÔÏÞËÉ (0; 2) ÄÏ ÔÏÞËÉ (0; x); (Â) ÏÔ ÔÏÞËÉ (-1; 1) ÄÏ ÔÏÞËÉ (0; x); (Œ) ÄÌÉÎÕ ÌÏÍÁÎÏÊ (-1; 1){(0; x){(2; 2); (Ç) ÄÌÉÎÕ ÌÏÍÁÎÏÊ (-1; 1){(0; x){(1; 2). ëÁË ÏÂSSÑÓÎÉÔØ, ÐÏÞÅÍÕ Œ ÏÄÎÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ x ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ, Á Œ ÄÒÕÇÉÈ | ÎÅÔ?

102.29.^? ôÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÉÍÅÅÔ ÓÔÏÒÏÎÙ a; b; c. ïÄÎÕ ÉÚ ÓÔÏÒÏÎ ÕÄÌÉÎÉÌÉ ÎÁ x; ÐÕÓÔØ S(x) | ÐÌÏÝÁÄØ ÐÏÌÕÞÉŒÛÅÇÏÓÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ a; b; c + x. òÁÚÌÏÖÉÔØ S(x) ÐÏ ÓÔÅÐÅÎÑÍ x Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ o(x). œ ËÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ x ÒÁŒÅÎ 0?

102.30.^? ðÕÓÔØ X | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÆÉÇÕÒÁ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ”-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ X (ÓÏ- ÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ÔÅÈ ÔÏÞÅË, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÔÓÔÏÑÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ” ÏÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X). òÁÚÌÏÖÉÔØ ÐÌÏÝÁÄØ ÜÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÐÏ ÓÔÅÐÅÎÑÍ ” ÄÌÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÆÉÇÕÒ, Œ ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ËÒÕÇÁ, ÏÔÒÅÚËÁ, ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ËŒÁÄÒÁÔÁ, ËÒÕÇÁ Ó ËÒÕÇÌÏÊ ÄÙÒËÏÊ, ËÒÕÇÁ Ó ÄŒÕÍÑ ËÒÕÇÌÙÍÉ ÄÙÒËÁÍÉ, ÕÞÁÓÔËÁ ÇÌÁÄËÏÊ ËÒÉŒÏÊ É ÄÒ. œ ËÁËÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ ÆÏÒÍÕÌÙ ÔÏÞÎÙ ÐÒÉ ÍÁÌÙÈ ”?

102.31.^? ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ a É b ŒÅÒÎÁ ÆÏÒÍÕÌÁ 1+1=2^2 +1=3^2 +: : : +1=n^2 = a+b=n+O(1=n^2 ) É ÎÁÊÔÉ b. (îÁÊÔÉ a ÇÏÒÁÚÄÏ ÓÌÏÖÎÅÅ | ËÁË ÍÙ ÕŒÉÄÉÍ, ÏÎÏ ÒÁŒÎÏ ß^2 =6.)

102.32.^? ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x_n ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ: x_n+_1 = sin x_n; ÐÒÉ ÜÔÏÍ x_0 = 1. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ x_n = O(1=pn).

102.33.^? õÒÁŒÎÅÎÉÅ tg x = x ÉÍÅÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÊ; ÐÅÒÅÎÕÍÅÒÕÅÍ ÎÅÏÔÒÉ- ÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÅÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ Œ ÐÏÒÑÄËÅ ŒÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ: x_0 = 0; x_1; x_2 : : : . ôÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ x_n = nß + a + b=n + c=n^2 + d=n^3 + o(1=n^3). îÁÊÔÉ a; b; c; d.

102.34.^? (Á) ðÒÉ ÁÎÁÌÉÚÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ŒÙÑÓÎÉÌÏÓØ, ÞÔÏ ŒÒÅÍÑ ÅÇÏ ÒÁÂÏÔÙ T(n) ÎÁ ŒÈÏÄÁÈ ÄÌÉÎÙ n (ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÏÅ ÄÌÑ ÃÅÌÙÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ n) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ T(n) = T([n=2]) + T([n=3]) + O(n) (ËŒÁÄÒÁÔÎÙÅ ÓËÏÂËÉ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÃÅÌÕÀ ÞÁÓÔØ). ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ T(n) = O(n). (Â) þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ Ï T(n), ÅÓÌÉ T(n) = 2T([n=2]) + O(n)?

102.35.^? œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ (1; 1) ËÒÉŒÁÑ x^5 + x + y^5 + y = 4 ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÇÒÁÆÉËÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x); ÐÒÉ ÜÔÏÍ f(1 + h) = 1 + ah + bh^2 + o(h) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ a É b. óÞÉÔÁÑ ÜÔÏ ÉÚŒÅÓÔÎÙÍ, ÎÁÊÔÉ a É b.

102.36.^? ðÒÉ ËÁËÏÍ n ÐÒÅÄÅÌ (sin tg(x) - tg sin(x))=x^n ÐÒÉ x ! 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ 0?

102.37.^? îÁÊÔÉ ÐÒÅÄÅÌ sin tg x - tg sin x arcsin arctg x - arctg arcsin x ÐÒÉ x ! 0.