103. ðÒÅÄÅÌÙ Ó ÜËÓÐÏÎÅÎÔÏÊ

ðÒÉ ÌÀÂÏÍ a ¿ 0 ÆÕÎËÃÉÑ x 7! a^x ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ É ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÐÒÉ ŒÓÅÈ x; ÐÒÉ ÜÔÏÍ a^x+^y = a^xa^y É a^0 = 1. ðÒÉ a ¿ 1 ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ŒÏÚÒÁÓÔÁÅÔ, ÐÒÉ a ¡ 1 | ÕÂÙŒÁÅÔ (ÐÒÉ a = 1 ÏÎÁ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ).

þÉÓÌÏ e ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÐÒÅÄÅÌ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (1 + 1=n)^n; ÚÎÁÞÅÎÉÅ e^x ÏÂÏÚÎÁÞÁ- ÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ exp x. ïÂÒÁÔÎÁÑ Ë x 7! a^x ÆÕÎËÃÉÑ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ log_a x (ÌÏÇÁÒÉÆÍ ÐÏ ÏÓÎÏŒÁÎÉÀ a); ÏÎÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ (É ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ) ÐÒÉ a ¿ 0 É a 6= 1. ìÏÇÁÒÉÆÍ ÐÏ ÏÓÎÏŒÁÎÉÀ e ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ln.

103.1.^? ðÏËÁÚÁÔÅÌØÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ x 7! ax ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÔÁË: ÓÎÁÞÁÌÁ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ Åč ÄÌÑ ÃÅÌÙÈ x, ÚÁÔÅÍ ÄÌÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ (a^{m=n} = npa^m), Á ÚÁÔÅÍ (ÐÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ÉÌÉ ÐÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ) ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ x. ðÒÏŒÅÄÉÔÅ ÜÔÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÄÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÕËÁÚÁÎÎÙÅ Œ ÎÁÞÁÌÅ ÌÉÓÔËÁ ÓŒÏÊÓÔŒÁ.

103.2. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÅÌ (1 + 1=x)x ÐÒÉ x ! +1 ÒÁŒÅÎ e. 103.3. îÁÊÔÉ ÐÒÅÄÅÌ (1 + x)1=x ÐÒÉ x ! 0. 103.4. îÁÊÔÉ ÐÒÅÄÅÌ (1 + 2x)1=x ÐÒÉ x ! 0. 103.5. îÁÊÔÉ ÐÒÅÄÅÌ (1 - x)1=x ÐÒÉ x ! 0. 103.6. îÁÊÔÉ ÐÒÅÄÅÌ (1 + x2)1=x ÐÒÉ x ! 0. 103.7. îÁÊÔÉ ÐÒÅÄÅÌ (1 + x)1=x

2 ÐÒÉ x ! 0.

103.8.^? îÁÊÔÉ ÐÒÅÄÅÌ (1 + sin x)1=x ÐÒÉ x ! 0. 103.9.^? îÁÊÔÉ ÐÒÅÄÅÌ (cos x)1=x

2 ÐÒÉ x ! 0.

103.10. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

lim_x!_0

ln(1 + x)_x =_1

(ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ln(1 + x) = x + o(x) ÐÒÉ x ! 0).

103.11. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ lim_y!_0 e^y - 1

y = 1

(ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, e^y = 1 + y + o(y) ÐÒÉ y ! 0).

103.12.^? ðÒÅÄÐÏÌÁÇÁÑ, ÞÔÏ ex = 1 + x + ax2 + o(x2) ÐÒÉ x ! 0, ÎÁÊÔÉ a. (õËÁÚÁÎÉÅ: e^{2x} = e^xe^x.)

103.13.^? äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ x ! 0

exp x = 1 + x + x^2=2 + : : : + x^n=n! + O(x^n+^1)

(exp x ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÓÕÍÍÁ ÒÑÄÁ 1 + x + x^2=2 + : : : + x^n=n! + : : : ).

103.14.^? (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) óÞÉÔÁÑ, ÞÔÏ ln(1 + x) = ax + bx2 + o(x2), ÎÁÊÔÉ a É b. 103.15. îÁÊÔÉ ÐÒÅÄÅÌ (2x - 1)=x ÐÒÉ x ! 0. 103.16. îÁÊÔÉ ÐÒÅÄÅÌ log2(1 + x)=x ÐÒÉ x ! 0.

103.17. îÁÊÔÉ ÐÒÅÄÅÌ (exp(a + h) - exp(a))=h ÐÒÉ h ! 0 (É ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÍ a). 103.18. îÁÊÔÉ ÐÒÅÄÅÌ (ln(a + h) - ln(a))=h ÐÒÉ h ! 0 (É ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÍ a). 103.19. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ an ! a É bn ! b, ÐÒÉÞčÍ a ¿ 0, ÔÏ abnn ! ab. (õËÁÚÁÎÉÅ:

ÌÏÇÁÒÉÆÍ É ÜËÓÐÏÎÅÎÔÁ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ.)

103.20. îÁÊÔÉ ÐÒÅÄÅÌ ax=xn ÐÒÉ x ! +1 (ÇÄÅ a ¿ 1, n ¿ 0).

103.21. îÁÊÔÉ ÐÒÅÄÅÌ x ln x ÐÒÉ x ! 0.

103.22.^? äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ fl ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

1 +^1_2 + : : : +^1_n = ln n + fl + o(1):

103.23.^? (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

1 +^1_2 + : : : +^1_n = ln n + fl +^a_n + O(1=n^2)

ÄÌÑ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÇÏ a É ÎÁÊÔÉ ÜÔÏ a.

103.24.^? îÁÊÔÉ ÐÒÅÄÅÌ ÓÕÍÍÙ 1 n + 1 +^1n + 2 +^{: : :} +^12n

ÐÒÉ n ! 1.

103.25.^? îÁÊÔÉ ÓÕÍÍÕ ÒÑÄÁ

1 -^1_2 +^1_3 -^1_4 + : : :

103.26.^? äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ln(n!) = n ln n + o(n ln n). 103.27.^? äÏËÁÚÁÔØ ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÕÀ ÏÃÅÎËÕ: ln(n!) = n ln n + O(n). 103.28.^? äÏËÁÚÁÔØ ÅÝč ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÕÀ ÏÃÅÎËÕ: ln(n!) = n ln n - n + O(ln n). 103.29.^? äÏËÁÚÁÔØ ÅÝč ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÕÀ ÏÃÅÎËÕ: ln(n!) = n ln n - n +(1=2) ln n + c + o(1).

äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ,

n! = (n=e)^npCn(1 + o(1))

íÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ C = 2ß (ÆÏÒÍÕÌÁ óÔÉÒÌÉÎÇÁ), Á ÉÄÑ ÄÁÌØÛÅ, ÒÁÚÌÏÖÉÔØ o(1) ÐÏ ÓÔÅÐÅÎÑÍ 1=n.

103.30.^? þÉÓÌÁ a1; a2; : : : ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ É ÍÅÎØÛÅ 1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÒÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÒÁŒÎÏ- ÓÉÌØÎÙ: (1) ÒÑÄ a_1 + a_2 + : : : ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ; (2) ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ (1 + a_1)(1 + a_2) : : : (1 + a_n) ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ; (3) ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ (1 - a_1)(1 - a_2) : : : (1 - a_n) ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ.

103.31.^? (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) œÙŒÅÓÔÉ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÒÑÄ P(1=i) ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ. 103.32.^? (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÑÄ 1=2 + 1=3 + 1=5 + 1=7 + : : : (ÏÂÒÁÔÎÙÅ Ë ÐÒÏÓÔÙÍ ÞÉÓÌÁÍ) ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ.