104. ðÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ

ðÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ÔÏÞËÅ a ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (f(x) - f(a))=(x - a) ÐÒÉ x ! a. åÓÌÉ ÏÎ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ Œ ÔÏÞËÅ a. ðÒÏ- ÉÚŒÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ÔÏÞËÅ a ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ f^0(a).

104.1. îÁÊÔÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ (Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÅ a) ÆÕÎËÃÉÊ: (Á) x 7! 2x; (Â) x 7! x^2; (Œ) x 7! 1=x; (Ç) x 7! px; (Ä) x 7! x^n ÄÌÑ ÃÅÌÙÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ n; (Å) x 7! x^n ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÃÅÌÙÈ n; (Ö) x 7! sin x; (Ú) x 7! cos x; (É) x 7! e^x; (Ë) x 7! ln x.

104.2. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ A Œ ÔÏÞËÅ a ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ f(a + h) = f(a) + Ah + o(h) ÐÒÉ h ! 0.

104.3. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ Œ ÔÏÞËÅ a ÆÕÎËÃÉÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ Œ a, ÎÏ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÎÅŒÅÒÎÏ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ f^0(a) ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÄÁÔØ ÓÍÙÓÌ, ÅÓÌÉ ÔÏÞËÁ a ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ f É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÌÑ ÎÅč ÐÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ. ïÄÎÁËÏ ÏÂÙÞÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÁ- ÇÁÀÔ, ÞÔÏ f ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a (ÎÁ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÍ a).

104.4. äÏËÁÚÁÔØ ÐÒÁŒÉÌÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ÓÕÍÍÙ É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ: (Á) (f + + g)^0 (a) = f^0(a) + g^0(a); (Â) (fg)^0 (a) = f^0(a)g(a) + f(a)g^0 (a). (õÄÏÂÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÚÁÄÁ- ÞÕ 2.)

104.5. (ðÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ) ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ Œ a; ÐÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ g ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ b = = f(a) É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ Œ b. ôÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÑ h(x) = g(f(x)) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ Œ a É h^0(a) = g^0(f(a))f^0 (a). (õËÁÚÁÎÉÅ: ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÚÁÄÁÞÕ 2.)

104.6. (Á) æÕÎËÃÉÑ f ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ Œ ÔÏÞËÅ a, ÐÒÉÞčÍ f(a) 6= 0. îÁÊÔÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÉ x 7! 1=f(x). (íÏÖÎÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÐÒÅÄÙ- ÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ.) (Â) îÁÊÔÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ÞÁÓÔÎÏÇÏ x 7! g(x)=f(x) Œ ÔÏÞËÅ a, ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÉ f É g ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ a É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙ Œ a, ÐÒÉÞčÍ f(a) 6= 0.

104.7. îÁÊÔÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÊ: (Á) x 7! (x + 1)^4 = x^4 + 4x^3 + 6x^2 + 4x + 1; (Â) x 7!

7! sin 2x = 2 sin x cos x (ÄŒÕÍÑ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ); (Œ) x 7! tg x; (Ç) x 7! sin(sin x)); (Ä) x 7! a^x

(ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ¿ 0); (Å) x 7! log_a x (ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ¿ 0, ËÒÏÍÅ 1); (Ö) x 7! exp(2 ln x); (Ú) x 7! x^α (ff | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ; ÆÕÎËÃÉÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ ÐÒÉ x ¿ 0); (É) x 7! x^x (ÐÒÉ x ¿ 0).

104.8. æÕÎËÃÉÑ f ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ É ÓÔÒÏÇÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ Œ ÔÏÞËÅ a ÜÔÏÇÏ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁ É f^0(a) 6= 0, ÔÏ ÏÂÒÁÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ g ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ Œ ÔÏÞËÅ f(a), É ÎÁÊÔÉ g^0(f(a)).

104.9.^? (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ Ï g^0(f(a)), ÅÓÌÉ f^0(a) = 0? 104.10. îÁÊÔÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÊ (Á) x 7! arcsin x; (Â) x 7! arccos x; (Œ) x 7! arctg x. 104.11.^? îÁÊÔÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÉ x 7! arcsin(cos x).

104.12. œÔÏÒÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ Åč ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÉ f^0 : x 7! f^0(x). îÁÐÉÓÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ŒÔÏÒÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅ- ÎÉÑ h(x) = f(x)g(x), ÔÏ ÅÓÔØ ŒÙÒÁÚÉÔØ h^{00}(a) ÞÅÒÅÚ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ f É g É ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ Œ ÔÏÞËÅ a.

104.13.^? (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) îÁÐÉÓÁÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ h^{(5)}(a) (ÐÑÔÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄ- ÎÏÊ).

104.14.^? îÁÊÔÉ ŒÔÏÒÕÀ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÉ h(x) = f(g(x)) (ÓÞÉÔÁÑ ÉÚŒÅÓÔÎÙÍÉ ÚÎÁ- ÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ f É g É ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ).

104.15.^? îÁÊÔÉ ŒÔÏÒÕÀ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÓÞÉÔÁÑ ÉÚŒÅÓÔÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÓÁÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ É ÄŒÕÈ Åč ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ.

104.16.^? õËÁÚÁÔØ ËÁËÕÀ-ÌÉÂÏ ÆÕÎËÃÉÀ f, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ (Á) f^0(x) = (x + 3)^2; (Â) f^0(x) = (5x + 3)^2; (Œ) f^0(x) = f(x); (Ç) f^0(x) = -f(x); (Ä) f^{00}(x) = -f(x).

104.17. þÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ n ÒÁÚ ÐÒÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÔØ (ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÔØ = ÂÒÁÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ n?

104.18. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P ÓÔÅÐÅÎÉ n ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ôÅÊÌÏÒÁ:

P(a + h) = P(a) + P^0(a)h +

P^{00}(a) 2! h^2 + : : : +

P^{(n)}(a) n! h^n:

(õËÁÚÁÎÉÅ: P(a + h) ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ a ÅÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ h.)

104.19. ïÂSSÑÓÎÉÔØ ÓÍÙÓÌ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ËÁË ĂÍÇÎÏŒÅÎÎÏÊ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉĄ, ËÁË ĂÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÏÇÏ ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ Ë ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÀ ÁÒÇÕ- ÍÅÎÔÁĄ É ËÁË ĂÔÁÎÇÅÎÓÁ ÕÇÌÁ ÎÁËÌÏÎÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊĄ (ËÏÔÏÒÁÑ Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ ÏÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ËÁË ĂÐÒÅÄÅÌØÎÏÅ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÓÅËÕÝÅÊĄ).

104.20. îÁÊÔÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë ÜÌÌÉÐÓÕ x^2 + 2y^2 = 3 Œ ÔÏÞËÅ (1; 1). 104.21.^? (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) äŒÅ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ Ë ÜÔÏÍÕ ÜÌÌÉÐÓÕ ÐÅÒÅÓÅËÁ- ÀÔÓÑ Œ ÔÏÞËÅ X. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ X ÄÏ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ (É ÒÁŒÎÏ 3=p2).

104.22.^? (Á) ïÔÒÅÚËÉ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ Ë ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÐÒÏŒÅÄčÎÎÙÅ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ, ÒÁŒÎÙ. óÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ É ÄÏËÁÚÁÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ Ë ÐÁÒÁÂÏÌÅ, ÐÒÏŒÅ- ÄčÎÎÙÈ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ. (Â) ëŒÁÄÒÁÔ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁŒÅÎ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ ÏÔÒÅÚËÏŒ ÓÅËÕÝÉÈ. óÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÐÁÒÁÂÏÌÙ.

104.23.^? äŒÅ ÐÁÒÁÂÏÌÙ y = a_1x^2 + b_1x + c_1 É y = a_2x^2 + b_2x + c_2 ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ Œ ÔÏÞËÁÈ A É B É ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÕÀ ËÁÓÁÔÅÌØÎÕÀ, ËÁÓÁÀÝÕÀÓÑ ÐÁÒÁÂÏÌ Œ ÔÏÞËÁÈ C É D. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÁÑ AB ÄÅÌÉÔ ÏÔÒÅÚÏË CD ÐÏÐÏÌÁÍ.

104.24.^? äÌÑ ÐÌÏÝÁÄÉ ËÒÕÇÁ ÒÁÄÉÕÓÁ r ÅÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÁ S(r) = ßr^2; ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ S^0(r) = 2ßr ÄÁčÔ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÄÌÉÎÙ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. äÌÑ ÏÂSSčÍÁ ÛÁÒÁ ÒÁÄÉÕÓÁ r ÅÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÁ V(r) = (4=3)ßr^3; ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ V^0(r) = 4ßr^2 ÄÁčÔ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÐÌÏÝÁÄÉ ÓÆÅÒÙ. ïÂSSÑÓÎÉÔØ ÎÁÂÌÀ- ÄÁÅÍÏÅ ÑŒÌÅÎÉÅ.