107. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Ó ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ

åÓÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÕ ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ, ÅÇÏ ÏÂÙÞÎÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÀÔ Œ ÐÏÒÑÄËÅ ÕÂÙŒÁÎÉÑ ÓÔÅÐÅÎÅÊ: a_nx^n +a_n-_1x^n-^1 +: : : +a_2x^2 +a_1x+a_0. þÉÓÌÁ a_n; : : : ; a_1 ÎÁÚÙŒÁÀÔ ËÏ- ÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ (ÅÓÌÉ a_n 6= 0) ÞÉÓÌÏ n ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, a_n | ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ, a_0 | ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ.

107.1. (Á) íÎÏÇÏÞÌÅÎ P(x) ÉÍÅÅÔ ÓÔÅÐÅÎØ 5, Á ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Q(x) ÉÍÅÅÔ ÓÔÅÐÅÎØ 7. þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÐÒÏ ÓÔÅÐÅÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ P(x) + Q(x) É P(x)Q(x)? (Â) ôÏÔ ÖÅ ŒÏÐÒÏÓ, ÅÓÌÉ ÓÔÅÐÅÎÉ ÏÂÏÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÒÁŒÎÙ 7.

107.2. (Á) íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ P(x) É Q(x) ÉÍÅÀÔ ÓÔÁÒÛÉÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ 5 É 7. þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÐÒÏ ÓÔÁÒÛÉÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ P(x) + Q(x) É P(x)Q(x)? (Â) íÎÏÇÏÞÌÅ- ÎÙ P(x) É Q(x) ÉÍÅÀÔ ÓŒÏÂÏÄÎÙÅ ÞÌÅÎÙ 5 É 7. þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÐÒÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙÅ ÞÌÅÎÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ P(x) + Q(x) É P(x)Q(x)?

107.3. ëÁÖÄÙÊ ÉÚ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ P(x) É Q(x) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÏ ÄŒÁ (ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ) ÞÌÅÎÁ. óËÏÌØËÏ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÞÌÅÎÏŒ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ Œ ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ? õËÁÚÁÔØ ŒÓÅ ŒÁÒÉÁÎÔÙ.

íÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ P(x), Q(x) É Ô.Ð. åÓÌÉ ÐÏÄÓÔÁŒÉÔØ ŒÍÅÓÔÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÞÉÓÌÏ a, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÞÉÓÌÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ P(a), Q(a) É Ô.Ð. åÓÌÉ P(a) = 0, ÔÏ a ÎÁÚÙŒÁÀÔ ËÏÒÎÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P.

107.4.^? (Á) þÉÓÌÏ P(0) | ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P. úÁÐÉÓÁÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÕÍÍÕ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P. (Â) óÕÍÍÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P(x) ÒÁŒÎÁ 5, Á ÓÕÍÍÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Q(x) ÒÁŒÎÁ 7. þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÐÒÏ ÓÕÍÍÕ ËÏÜÆÆÉÃÉ- ÅÎÔÏŒ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ P(x) + Q(x) É P(x)Q(x)?

107.5. ðÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P(x) ÕÍÎÏÖÉÌÉ ÎÁ x - 1. íÏÇÕÔ ÌÉ Õ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ŒÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÂÙÔØ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ?

107.6.^? õ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P(x) ÓÕÍÍÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÐÒÉ ÞčÔÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÑÈ ÒÁŒÎÁ ÓÕÍÍÅ ËÏÜÆ- ÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÐÒÉ ÎÅÞčÔÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÑÈ. íÎÏÇÏÞÌÅÎ Q(x) ÔÁËÖÅ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÁËÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ. íÏÖ- ÎÏ ÌÉ ÕÔŒÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ P(x) + Q(x) É P(x)Q(x)? á ÅÓÌÉ ÐÒÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Q ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÉÚŒÅÓÔÎÏ?

107.7.^? (Á) îÁÊÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ŒÔÏÒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÉÍÅÀÝÉÊ ËÏÒÎÉ 1 É 2. (Â) îÁÊÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÔÒÅÔØÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÉÍÅÀÝÉÊ ËÏÒÎÉ 1, 2 É 3.

107.8. þÉÓÌÁ a É b ÔÁËÏŒÙ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P(x) = x^3 + ax^2 + bx + 1 ÉÍÅÅÔ ËÏÒÅÎØ 2. îÁÊÔÉ ÏÄÉÎ ÉÚ ËÏÒÎÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x^3 + bx^2 + ax + 1.

107.9. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÒÎÉ ËŒÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ax^2 + bx + c = 0 ÐÒÉ a 6= 0 É c 6= 0 ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

x_{12} = 2c -b � pb^2 - 4ac

ðÒÉÍÅÎÉÍÁ ÌÉ ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ, ÅÓÌÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ a É c ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ?

107.10.^? (Á) îÁÊÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P(x), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ P(n + 1)- P(n) = n ÐÒÉ ŒÓÅÈ n. ëÁË Ó ÅÇÏ ÐÏÍÏÝØÀ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÓÕÍÍÕ 1 + 2 + 3 + : : : + n? (Â) îÁÊÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P(x), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ

P(x + 1) - P(x) = x^2. (Œ) œÙÞÉÓÌÉÔØ ÓÕÍÍÕ 1^2 + 2^2 + 3^2 + : : : + n^2.

107.11. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ P(Q(x)) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ Œ P(x) ŒÍÅÓÔÏ x ÐÏÄÓÔÁŒÉÔØ Q(x). (îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ P(x) = x^2, Á Q(x) = x + 1, ÔÏ P(Q(x)) = (x + 1)^2 = x^2 + 2x + 1, Á Q(P(x)) = x^2 + 1. ëÁËÏŒÙ ÓÔÅÐÅÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ P(Q(x)) É Q(P(x)), ÅÓÌÉ ÓÔÅÐÅÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ P(x) É Q(x) ÒÁŒÎÙ m É n?

107.12. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ P(x) É Q(x) ÉÍÅÀÔ ÃÅÌÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ, ÐÒÉÞčÍ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ÉÍÅÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÎÅÞčÔÎÙÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Õ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ P(x)Q(x) ÔÁËÖÅ ÅÓÔØ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÎÅÞčÔÎÙÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ.

107.13.^? îÁÊÔÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉ x^2, x É 1 (ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ

(: : : ((x - 2)^2 - 2)^2 - : : : - 2)^2

(10 ÓËÏÂÏË).

107.14. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ (1-x+x^2 -x^3 +: : :+x^{10})(1+x+x^2 +x^3 +: : :+x^{10}) ÐÏÓÌÅ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÓËÏÂÏË É ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÑ ÐÏÄÏÂÎÙÈ ÞÌÅÎÏŒ ÎÅ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÎÅÞčÔÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ x.

107.15. œÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ | ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ Œ ÄÉÁÐÁÚÏÎÅ ÏÔ -9 ÄÏ 9. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ËÏÒÎÑ, ÂÏÌØÛÅÇÏ 10.

107.16.^? íÎÏÇÏÞÌÅÎ P(x) ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÔÏÌØËÏ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÓÔÅÐÅÎØ ÞčÔÎÁ.

107.17.^? äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P(x) ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ P(0); P(1); P(2) : : : ÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ Œ ÃÅÌÙÈ ÔÏÞËÁÈ. P(x). óÏÓÔÁŒÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ, ÎÁÐÉÓÁŒ ÐÏÄ ËÁÖÄÙÍÉ ÄŒÕÍÑ ÞÉÓÌÁÍÉ ÉÈ ÒÁÚÎÏÓÔØ (ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ P(1) - P(0); P(2) -

P(1); : : : ). áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÏÓÔÁŒÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ŒÔÏÒÙÈ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ É Ô. Ð.

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÁÎÏ ÉÌÉ ÐÏÚÄÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÚ ÏÄÎÉÈ ÎÕÌÅÊ.

107.18.^? (Á) äÏËÁÚÁÔØ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ P(x)- 2P(x + 1) + P(x + 2) = 0. ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅ- ÎÁ P(x) ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ. (Â) äÏËÁÚÁÔØ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ P(x)-3P(x+1)+3P(x+2)-P(x+3) = 0. ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P(x) ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ŒÙÛÅ 2. (Œ) óÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ É ÄÏËÁÚÁÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ Â«ÏÌØÛÉÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ.