110. ëÏÒÎÉ É ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ

110.1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÓÔÁÔÏË ÐÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P(x) ÎÁ ÄŒÕÞÌÅÎ x - a (ÇÄÅ a | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ), ÒÁŒÅÎ P(a).

110.2.^? ëÁË ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÓÔÅÐÅÎÉ n Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ x, ÓÄÅÌÁŒ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ?

110.3. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P(x) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁÃÅÌÏ ÎÁ ÄŒÕÞÌÅÎ x - a (ÚÄÅÓØ a | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ) Œ ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ a | ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P, ÔÏ ÅÓÔØ ËÏÇÄÁ

P(a) = 0._{110.4. éÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ a É b ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÏÒÎÑÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P} (x), ÐÒÉÞčÍ a 6= b.

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ P(x) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ (x - a)(x - b).

110.5. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÂÏÌÅÅ n ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ. 110.6. éÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P(x) ÄÁčÔ ÐÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ (x-1) ÏÓÔÁÔÏË 3, Á ÐÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ

ÎÁ (x + 1) | ÏÓÔÁÔÏË 5. îÁÊÔÉ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ P(x) ÎÁ (x^2 - 1).

110.7. îÁÊÔÉ ÞÉÓÌÁ a É b, ÅÓÌÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ x^{100} + x^{99} + ax + b ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ x^2 - 1.

110.8. (a) çÒÁÆÉË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P(x) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÉ ÏÒÄÉÎÁÔ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P(x) ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅÞčÔÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ (ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉ ÎÉÈ ÒÁŒÎÙ 0). (Â) óÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ É ÄÏËÁÚÁÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÞčÔÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ.

110.9. ëÁËÏÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÔÏÞÅË ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÍÏÇÕÔ ÉÍÅÔØ ÇÒÁÆÉËÉ y = P(x) É

y = Q(x), ÅÓÌÉ ÓÔÅÐÅÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ P É Q ÒÁŒÎÙ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ p É q?

110.10.^? ëÁËÏÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÔÏÞÅË ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÍÏÇÕÔ ÉÍÅÔØ ÇÒÁÆÉËÉ y = P(x) É

x = Q(y), ÅÓÌÉ ÓÔÅÐÅÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ P É Q ÒÁŒÎÙ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ p É q?

110.11. îÁÊÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ 3, ÅÓÌÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÏÎ ÉÍÅÅÔ ËÏÒÎÉ 1 É 2, Á ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ É ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ ÒÁŒÎÙ 1.

110.12.^? äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ (ÎÅ ÒÁŒÎÏÇÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÎÕÌÀ) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÏÔ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ P(x; y), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ P(t; sin t) = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ t.

110.13. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÞÅÒÅÚ ÌÀÂÙÅ ÔÒÉ ÔÏÞËÉ Ó ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÁÂÓÃÉÓÓÁÍÉ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÙÊ ÇÒÁÆÉË ËŒÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÔÒčÈÞÌÅÎÁ (y = ax^2 + bx + c; ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁŒÅÎ 0).

110.14.^? íÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÍÅÅÔ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÊ ËÏÒÅÎØ 1+i. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ x^2 - 2x + 2.

110.15. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ x^5 + 5x + 2 É x^5 + 3x - 3 ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÈ ËÏÒÎÅÊ. 110.16.^? íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ x^4 + 4x^3 - x^2 - 2x - 5 É x^4 + 5x^3 + 3x^2 - 4x - 10 ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÊ ËÏÒÅÎØ. îÁÊÔÉ ÅÇÏ.

çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ a ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P(x) ËÏÒÎÅÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ÎÅ ÍÅÎÅÅ k, ÅÓÌÉ

P(x) ÄÅÌÉÔÓÑ ÂÅÚ ÏÓÔÁÔËÁ ÎÁ (x - a)^k. íÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÔÁËÏÅ k ÎÁÚÙŒÁÀÔ ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ ËÏÒÎÑ.

110.17. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P(x) ÞÉÓÌÏ ff ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 2, Á ÞÉÓÌÏ fi ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ, ÔÏ P(x) ÄÅÌÉÔÓÑ ÂÅÚ ÏÓÔÁÔËÁ ÎÁ (x - ff)^2(x - fi). [òÅÛÅ- ÎÉÅ ÜÔÏÊ É ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÚÁÄÁÞ ÕÐÒÏÝÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔØÀ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ, ÎÏ ÍÏÖÎÏ ÂÅÚ ÜÔÏÇÏ ÏÂÏÊÔÉÓØ.]

110.18.^? äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P(x) ÞÉÓÌÏ ff ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ÎÅ ÍÅÎÅÅ k, Á ÞÉÓÌÏ fi ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ÎÅ ÍÅÎÅÅ l, ÔÏ P(x) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ (x-ff)^k(x-fi)^l.

110.19.^? äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ËÏÒÎÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÓÞÉÔÁÔØ ÓÔÏÌØËÏ ÒÁÚ, ËÁ- ËÏŒÁ ÅÇÏ ËÒÁÔÎÏÓÔØ, ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÓÔÅÐÅÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ.

110.20. íÎÏÇÏÞÌÅÎ P(x) = x^2 +px+q ÉÍÅÅÔ ÄŒÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÒÎÑ ff É fi. (Á) œÙÒÁÚÉÔØ p É q ÞÅÒÅÚ ÜÔÉ ËÏÒÎÉ (ÆÏÒÍÕÌÙ œÉÅÔÁ ÄÌÑ ËŒÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÔÒčÈÞÌÅÎÁ). (Â) óÏÓÔÁŒÉÔØ ËŒÁÄÒÁÔÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ, ËÏÒÎÑÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÂÙÌÉ ÂÙ ÞÉÓÌÁ ff^2 É fi^2.

110.21. íÎÏÇÏÞÌÅÎ P(x) = x^3 + px^2 + qx + r ÉÍÅÅÔ ÔÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÒÎÑ ff, fi É fl. (Á) œÙÒÁÚÉÔØ p, q É r ÞÅÒÅÚ ÜÔÉ ËÏÒÎÉ (ÆÏÒÍÕÌÙ œÉÅÔÁ). (Â) œÙÒÁÚÉÔØ ff^2 + fi^2 + fl^2 ÞÅÒÅÚ p, q É r. (Œ) óÏÓÔÁŒÉÔØ ËÕÂÉÞÅÓËÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ, ËÏÒÎÑÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÂÙÌÉ ÂÙ ÞÉÓÌÁ ff^2, fi^2 É fl^2.

110.22. ðÒÑÍÁÑ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÇÒÁÆÉË y = x^3 Œ ÔÒčÈ ÔÏÞËÁÈ. äŒÅ ÉÚ ÎÉÈ ÉÍÅÀÔ ÁÂÓÃÉÓÓÙ a É b. îÁÊÔÉ ÁÂÓÃÉÓÓÕ ÔÒÅÔØÅÊ ÔÏÞËÉ. (ëÁË ÓÄÅÌÁÔØ ÜÔÏ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÆÏÒÍÕÌ œÉÅÔÁ?)

110.23.^? ëÕÂÉÞÅÓËÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ x^3 + px^2 + qx + r = 0 Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÍÅÅÔ ÔÒÉ ËÏÒÎÑ ff, fi É fl. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ff^n + fi^n + fl^n | ÃÅÌÏÅ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ n = 1; 2; 3; : : : .

110.24.^? ëÁË ŒÙÇÌÑÄÑÔ ÆÏÒÍÕÌÙ œÉÅÔÁ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ŒÙÓÛÉÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ? 110.25.^? ëÁË ŒÙÇÌÑÄÑÔ ÆÏÒÍÕÌÙ œÉÅÔÁ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ Ó ËÒÁÔÎÙÍÉ ËÏÒÎÑÍÉ? 110.26.^? îÁÊÔÉ ÓÕÍÍÕ É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ z^n = 1 Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÆÏÒÍÕÌ œÉÅÔÁ.

110.27. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÏÔ ÔÏÞËÉ ÄÏ ŒÅÒÛÉÎ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÇÏ n- ÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÐÏŒÅÒÎÕÔØ n-ÕÇÏÌØÎÉË ŒÏËÒÕÇ ÃÅÎÔÒÁ.

110.28.^? œÙÞÉÓÌÉÔØ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ

cos 0 � cos(ß=n) � cos(2ß=n) � : : : � cos((n - 1)ß=n) � cos((nß)=n)

110.29. ïÓÔÁÔËÉ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P(x) ÎÁ (x - a), (x - b) É (x - c) ÒÁŒÎÙ ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ a^2, b^2 É c^2. îÁÊÔÉ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÎÁ (x - a)(x - b)(x - c).

110.30. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ŒÙÛÅ 3 ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ a + b(x - 1) + c(x - 1)^2 + d(x - 1)^3

110.31. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ŒÙÛÅ 3 ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ a + b(x - 1) + c(x - 1)(x - 2) + d(x - 1)(x - 2)(x - 3).

110.32. (Á) õËÁÚÁÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P(x), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ P(1) = P(2) = P(3) = 0 É P(4) = 1. ëÁËÏŒÁ ÎÁÉÍÅÎØÛÁÑ ŒÏÚÍÏÖÎÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ ÔÁËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ? (Â) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÞÉÓÅÌ a; b; c; d ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ŒÙÛÅ 3, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ P(0) = a, P(1) = b,

P(2) = c É P(3) = d.

110.33. ðÕÓÔØ x_1; : : : ; x_n | ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÞÉÓÅÌ y_1; : : : ; y_n ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P(x) ÓÔÅÐÅÎÉ ÍÅÎØÛÅ n, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ P(x_1) = y_1,

P(x2) = y2, : : : , P(xn) = yn.