15. Ĺŋďşłűĺ£

15.1. Ďőłăğăšĳ, ůšő ń¿ąă£ śšőřőŋă (ă) ůěšżř-ěţşčőńĳŋĺłă; (ą) ŕ£šĺşčőńĳŋĺłă; (ć) ŕřőĺğćőńĳŋőčő n-şčőńĳŋĺłă ňěŋĳÿě śşňňż őśšăńĳŋżţ ěčő śšőřőŋ.

15.2. Ďőłăğăšĳ, ůšő (ă) n! ¿ 3^n ďń£ n = 7, 8, 9, . . . ; (ą) 2^n ¿ n^2 ďń£ n = 4, 5, 6, . . . . 15.3. Ŕńőśłőśšĳ ŕőďěńěŋă ŋă őąńăśšĺ ŋěśłőńĳłĺňĺ ŕř£ňżňĺ. Ďőłăęĺšě, ůšő ¡šĺ őąńăśšĺ ňőęŋő šăł řăśłřăśĺšĳ ć ďćă űćěšă, ůšő ń¿ążě ďćě śőśěďŋĺě (čřăŋĺůăźĺě ŕő őšřěğłş ĺńĺ ńşůş) őąńăśšĺ ąşďşš ŕőłřăÿěŋż ć řăğŋżě űćěšă.

15.4. Ďőłăğăšĳ, ůšő ďćşğŋăůŋżě ůĺśńă őš 00 ďő 99 ňőęŋő ğăŕĺśăšĳ ć šăłőň ŕőř£ďłě, ůšő ć łăęďőň śńěďş¿źěň őšńĺůăěšś£ őš ŕřěďżďşźěčő šőńĳłő őďŋă űĺťřă ĺ řőćŋő ŋă 1. Ďőłăğăšĳ ăŋăńőčĺůŋőě şšćěřęďěŋĺě ďń£ šř-ěţğŋăůŋżţ ůĺśěń (000, . . . , 999), ůěšżř-ěţğŋăůŋżţ ĺ š.ď.

15.5. Ďőłăęĺšě, ůšő łćăďřăšż 4 � 4, 8 � 8, 16 � 16, . . . ś ćżřěğăŋŋőľ şčńőćőľ łńěšłőľ ňőęŋő řăğřěğăšĳ ŋă ÀşčőńłĺÁ ĺğ šř-ěţ łńěšőł (łćăďřăšż 2�2 ś ćżřěğăŋŋżň şčńőň).

15.6. Ŋă śłőńĳłő ĺğňěŋ£šś£ śşňňż

1 -^1_2 +^1_3 -^1_4 + . . . +^1_{2n} -_1 -^1_{2n} ĺ 1 n + 1 +^1n + 2 +^1n + 3 +^{. . .} +^12n - 1 +^12n^,

ěśńĺ şćěńĺůĺšĳ n ŋă 1? Ďőłăğăšĳ, ůšő ¡šĺ śşňňż řăćŋż ďřşč ďřşčş ŕřĺ ćśěţ n. 15.7. Ůĺśńő x + 1/x | űěńőě. Ďőłăğăšĳ, ůšő ůĺśńă x^2 + 1/x^2, x^3 + 1/x^3,

x4 + 1/x^4, . . . šăłęě űěńżě.

15.8. Ůšőąż řăğřěğăšĳ ćżŕşłńżľ n-şčőńĳŋĺł ŋă šřěşčőńĳŋĺłĺ, ŕřőćőď£ ŋěŕěřěśěłă¿źĺěś£ ďĺăčőŋăńĺ, ŋşęŋő řőćŋő n - 3 ďĺăčőŋăńĺ, ŋě ąőńĳÿě ĺ ŋě ňěŋĳÿě. Ŕőůěňş?

15.9. Ůĺśńő 111 . . . 111 (3^n ěďĺŋĺű) ďěńĺšś£ ŋă 3^n. Ŕőůěňş?

* * * 15.10. Ĺčřă ÀŢăŋőľśłĺě ąăÿŋĺÁ ĺňěěš šřĺ ćěřšĺłăńĳŋżţ śšěřęŋ£. Ŋă őďĺŋ ĺğ ŋĺţ ŋăďěšă ŕĺřăňĺďłă ĺğ łőńěű řăğŋőčő řăğňěřă (ňěŋĳÿĺě ŋă ąőńĳÿĺţ). (ă) Łăł ŕěřěńőęĺšĳ łőńĳűă ŋă ďřşčőľ śšěřęěŋĳ, ěśńĺ ŕěřěłńăďżćăšĳ ňőęŋő šőńĳłő ŕő őďŋőňş, ąőńĳÿěě ŋă ňěŋĳÿěě łńăśšĳ ŋěńĳğ£, ŕĺřăňĺďłă śőśšőĺš ĺğ n łőńěű? (ą) Ďőłăęĺšě, ůšő ¡šő ňőęŋő śďěńăšĳ ğă 2^n - 1 ŕěřěłńăďżćăŋĺľ. (ć) Ďőłăęĺšě, ůšő ğă ňěŋĳÿěě ůĺśńő ŕěřěłńăďżćăŋĺľ ¡šő śďěńăšĳ ŋěćőğňőęŋő.

15.11. Ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ 2; 3; 5; 9 : : : śőśšăćńěŋă ŕő šăłőňş ŕřăćĺńş: ěśńĺ ĺğ şšřőěŋŋőčő ůńěŋă ¡šőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ćżůěśšĳ şďćőěŋŋżľ ŕřěďżďşźĺľ, šő ŕőńşůĺšś£ śńěďş¿źĺľ (3 � 3 - 2 � 2 = 5, 3 � 5 - 2 � 3 = 9 ĺ š.ď. Ďőłăğăšĳ, ůšő ćśě ůńěŋż ¡šőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ | śšěŕěŋĺ ďćőľłĺ, şćěńĺůěŋŋżě ŋă 1.

15.12. Ďőłăęĺšě, ůšő łćăďřăš řăğňěřă 4 � 4, 8 � 8, 16 � 16, : : : ś ćżřěğăŋŋőľ łńěšłőľ (ń¿ąőľ) ňőęŋő řăğřěğăšĳ ŋă ÀşčőńłĺÁ ĺğ šř-ěţ łńěšőł (łćăďřăšż 2 � 2 ś ćżřěğăŋŋżň şčńőň).

15.13. Ć śšřăŋě n čőřőďőć. Łăęďżľ čőď őšłřżćăěšś£ ăćĺăśőőąźěŋĺě ňěęďş łăłĺňĺ-šő ďćşň£ čőřőďăňĺ. Ďőłăğăšĳ, ůšő ďőńęŋő ŕřőľšĺ ŕő łřăľŋěľ ňěřě n - 1 ńěš, ŕřěęďě ůěň ĺğ ń¿ąőčő čőřőďă ňőęŋő ąşďěš ŕőŕăśšĳ ć ń¿ąőľ (ś ŕěřěśăďłăňĺ).

15.14. Őďĺŋ ćżŕşłńżľ ňŋőčőşčőńĳŋĺł řăśŕőńőęěŋ ćŋşšřĺ ďřşčőčő. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŕěřĺňěšř ćŋşšřěŋŋőčő ňŋőčőşčőńĳŋĺłă ňěŋĳÿě ŕěřĺňěšřă ćŋěÿŋěčő.

15.15. Ŋă ďőśłě ŋăŕĺśăŋż ďćă ůĺśńă 1; 1. Ğăšěň ňěęďş ŋĺňĺ ćŕĺśżćă¿š ĺţ śşňňş; ŕőńşůăěšś£ 1; 2; 1. Ğăšěň ňěęďş łăęďżňĺ ďćşň£ śŋőćă ćŕĺśżćă¿š ĺţ śşňňş: 1; 3; 2; 3; 1. Šăłőě ďěľśšćĺě ćżŕőńŋ£¿š ěź-ě 10 řăğ. Śłőńĳłő ůĺśěń ąşďěš ŋă ďőśłě? Łăłőćă ąşďěš ĺţ śşňňă?

15.16. Ĺğ ůĺśěń 1; 2; 3; 4; : : : ; 2n - 1; 2n ňőęŋő ćżąřăšĳ ŋě ąőńěě n ůĺśěń, ěśńĺ šřěąşěšś£, ůšőąż ŋĺ őďŋő ĺğ ćżąřăŋŋżţ ůĺśěń ŋě ďěńĺńőśĳ ŋă ďřşčőě. Ďőłăğăšĳ ¡šő: (a) ďń£ n = 3; (ą) ďń£ n = 4; (ć) ďń£ n = 5; (č) ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőčő n.

15.17. Ć šěőřĺĺ őšŋőśĺšěńĳŋőśšĺ śłőřőśšĺ śłńăďżćă¿šś£ ŕő šăłőňş ŕřăćĺńş: v; w 7! v+w1+vw . Ďőłăğăšĳ, ůšő řěğşńĳšăš śńőęěŋĺ£ ŋěśłőńĳłĺţ śłőřőśšěľ ŋě ğăćĺśĺš őš šőčő, ć łăłőň ŕőř£ďłě ňż ĺţ śłńăďżćăěň.

15.18. Ďőłăğăšĳ, ůšő 2^n ¿ n^10 ŕřĺ n ¿ 100.

15.19. Ć ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ĺğ 10 ŋşńěľ ĺ ěďĺŋĺű řăğřěÿăěšś£ (ă) ňěŋ£šĳ ŕěřćżľ ůńěŋ; (ą) ňěŋ£šĳ ůńěŋ, śšő£źĺľ ŕőśńě ŕěřćőľ ěďĺŋĺűż. Ďőłăğăšĳ, ůšő ĺğ ń¿ąőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ ń¿ąş¿.

Łőňňěŋšăřĺĺ ł ğăďăůăň:

15.1: Ĺńń¿śšřăűĺ£ ĺŋďşłšĺćŋőčő ÿăčă ŋă śŕěűĺăńĳŋő ćżąřăŋŋżň ŕřőśšżň ŕřĺňěřě, ŕőğćőń£¿źă£ őąśşďĺšĳ śő ÿłőńĳŋĺłőň ĺŋďşłšĺćŋżľ ŕěřěţőď ů-ěšłő, ŋő ąěğ ğăŋşďśšćă (šĺŕă Àşšćěřęďěŋĺě A_nÁ).

15.2: Ŋăćőď£źĺľ ćőŕřőś: ćő śłőńĳłő řăğ şćěńĺůĺćă¿šś£ ńěćă£ ĺ ŕřăćă£ ůăśšĳ, ěśńĺ n şćěńĺůĺšĳ ŋă 1?

15.3: Ĺŋďşłűĺ£ ŕő ůĺśńş ŕř£ňżţ. Ćőğňőęŋżľ ćăřĺăŋš: ěśńĺ řăśłřăÿĺćăšĳ ůěřěďőćăŋĺěň, šő ŕő ďćşň ŕşš£ň řăśłřăśłă őďĺŋăłőćă, ĺąő űĺłń ŕěřěśěłăěš ů-ěšŋőě ůĺśńş čřăŋĺű (łăęďş¿ ŕř£ňş¿ ů-ěšŋőě ůĺśńő řăğ).

15.4: Ňőęŋő ňěŋ£šĳ ŕěřćş¿ űĺťřş, ňěęďş łăęďżňĺ ĺğňěŋěŋĺ£ňĺ ŕřőąěčă£ ćśě łőňąĺŋăűĺĺ őśšăńĳŋżţ (šşďă ĺ őąřăšŋő).

15.5: Őďŋő ĺğ řěÿěŋĺľ šăłőě: řăğřěğăšĳ ŋă ůěšżřě ůěšćěřšĺ (őďŋş ąěğ şčőńłă, ğăšěň ćżřěğăšĳ ěźě şčőńőł ć śěřěďĺŋě šăł, ůšőąż ćśě ůěšżřě ążńĺ ąěğ şčőńłă, ĺ ŕřĺňěŋĺšĳ ŕřěďŕőńőęěŋĺě ĺŋďşłűĺĺ. Ďřşčőě řěÿěŋĺě: ćżřěğăć őďĺŋ şčőńőł, ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ łćăďřăš ąěğ łćăďřăšĺłă 2�2, łőšőřżľ ňőęŋő řăğřěğăšĳ ŕő ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿ ĺŋďşłűĺĺ ŋă ćďćőě ąőńĳÿĺě şčőńłĺ, łăęďżľ ĺğ łőšőřżţ ňőęŋő řăğřěğăšĳ ŋă 4 şčőńłă.

15.6: Ŕřĺňěř šőčő, łăł ŕő ĺŋďşłűĺĺ ňőęŋő řěÿĺšĳ şęě ćśšřěůăćÿş¿ś£ ğăďăůş.

15.7: Ďń£ n = 2 ĺ n = 3 ňőęŋő ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ ťőřňşńăňĺ śőłřăź-ěŋŋőčő şňŋőęěŋĺ£; ćőőąźě, şňŋőęă£ a_n = x^n + 1=x^n ŋă x + 1=x, ŕőńşůăěň a_n+_1 + a_n-_1. Őšňěšĺň, ůšő ğďěśĳ ňż ĺśŕőńĳğşěň ĺŋďşłšĺćŋőě ŕřěďŕőńőęěŋĺě ďń£ ďćşţ śőśěďŋĺţ n. 15.8: Ňőęŋő ńĺąő ćżąřăšĳ łăłş¿-šő ďĺăčőŋăńĳ, ńĺąő šřěşčőńĳŋĺł, ŕřĺňżłă- ¿źĺľ ł łăłőľ-šő śšőřőŋě | šőčďă, śłńăďżćă£ ĺŋďşłšĺćŋżě ŕřěďŕőńőęěŋĺ£ ďń£ ůăśšěľ, ŕőńşůăěň šřěąşěňőě. Ňőęŋő ążńő ąż ŕőŕżšăšĳś£ śłăğăšĳ, ůšő ěśšĳ ďćě śőśěďŋĺě śšőřőŋż, ćţőď£źĺě ć őďĺŋ šřěşčőńĳŋĺł, ĺ ĺśŕőńĳğőćăšĳ ĺŋďşłšĺćŋőě ŕřěďŕőńőęěŋĺě šőńĳłő ďń£ n - 1, ŋő ŋě őůěćĺďŋő, ŕőůěňş šăłă£ ŕăřă śšőřőŋ ŋăľď-ěšś£. Ćŕřőůěň, şšćěřęďěŋĺě ğăďăůĺ śńěďşěš ĺğ šěőřěňż ő śşňňě şčńőć, łőšőřş¿ łăł řăğ ńěčłő ďőłăğăšĳ őšřěğăŋĺěň šřěşčőńĳŋĺłă.

15.9: Şćěńĺůĺćă£ ůĺśńő ěďĺŋĺű ć 3 řăğă, ňż şňŋőęăěň ůĺśńő ŋă 10 : : : 010 : : : 01, ă ŕőśńěďŋěě ůĺśńő ďěńĺšś£ ŋă 3. (Ňőęěš ążšĳ, łšő-šő ąşďěš čőćőřĺšĳ, ůšő ěśńĺ śşňňă űĺťř ďěńĺšś£ ŋă 27, šő ĺ ůĺśńő ďěńĺšś£ ŋă 27 ĺ š.ŕ. | ŋő ¡šő ŋěćěřŋő!)

15.10: Śŋăůăńă ŕěřěłńăďżćăěň ćś-ě ąěğ ŋăĺąőńĳÿěčő łőńĳűă ŕő ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿ ĺŋďşłűĺĺ, ğăšěň ěčő, ğăšěň ćś-ě őśšăńĳŋőě ěź-ě řăğ. Ğăňěšĺň, ůšő ŋăĺąőńĳÿěě łőńĳűő ňőęŋő ŕěřěďćĺŋşšĳ šőńĳłő šăłĺň śŕőśőąň, šăł ůšő ¡šőš śŕőśőą őŕšĺňăńĳŋżľ.

15.11: Ŕřĺňěř, čďě ĺŋďşłšĺćŋżľ ÿăč śćőďĺšś£ ł ŕřőśšőľ ćżłńăďłě (ĺ ŋě ćőğŋĺłăěš ŋěďőşňěŋĺ£, łăł ďőčăďăńĺśĳ ďő őšćěšă).

15.12: Ąőńěě śńőęŋżľ ćăřĺăŋš őą£ğăšěńĳŋőľ ğăďăůĺ 15.5, łőšőřżľ ńěčłő ŕőńşůĺšĳ šěň ęě śŕőśőąőň (ŕěřćżň ĺğ ĺğńőęěŋŋżţ) | ŋăďő šőńĳłő ŕřăćĺńĳŋő ćżąřăšĳ ŕőńőęěŋĺě şčőńłă ć űěŋšřě.

15.13: Łăęďă£ ńĺŋĺ£ şňěŋĳÿăěš ůĺśńő ść£ğŋżţ łőňŕőŋěŋš ŋě ąőńěě ůěň ŋă 1. (Ćěřő£šŋő, ğăďăůş śńěďşěš ŕőćšőřĺšĳ ć řăğďěńě ő čřăťăţ.)

15.14: Ćěřő£šŋő, ğăďăůş řěÿăš ňŋőčĺě, ŕřőćőď£ řăğřěğż ŕő śšőřőŋăň ćŋşšřěŋŋěčő ňŋőčőşčőńĳŋĺłă, ŋő śťőřňşńĺřőćăšĳ, ĺŋďşłűĺ£ ŕő ůěňş šşš ŕřőćőďĺšś£, ŋě šăł ŕřőśšő. (Ŕő ůĺśńş śšőřőŋ ćŋşšřěŋŋěčő ňŋőčőşčőńĳŋĺłă, ŋě ńěęăźĺţ ŋă ŕěřĺňěšřě ćŋěÿŋěčő.) Ŋő ŋě śšőĺš ¡šő ćšőńłőćżćăšĳ šěň, łőňş ¡šő ŋě őůěćĺďŋő.

15.15: Łőńĺůěśšćő ůĺśěń ŋă ěďĺŋĺűş ąőńĳÿě śšěŕěŋĺ ďćőľłĺ, śşňňă ŋă ěďĺŋĺűş ąőńĳÿě śšěŕěŋĺ šřőľłĺ. (Ğďěśĳ şęě ŋăďő ďőčăďăšĳś£ ďő őšćěšă.) Ăŋăńőčĺůŋőě řăśśşęďěŋĺě ćśšřěšĺšś£ ŕőšőň ć ść£ğĺ ś šřěşčőńĳŋĺłőň Ŕăśłăń£.

15.16: İšă ğăďăůă şęě ŕřěďńăčăńăśĳ ĺ őłăğăńăśĳ šřşďŋőľ. Śăňőě ŕřőśšőě řěÿěŋĺě őśŋőćăŋő ŋă łńăśśĺťĺłăűĺĺ ůĺśěń ŕő ĺţ ŋěůěšŋőľ ůăśšĺ (ŋăĺąőńĳÿěňş ŋěů-ěšŋőňş ďěńĺšěń¿). Ŋő ěśšĳ ĺ ĺŋďşłšĺćŋőě řěÿěŋĺě: ěśńĺ ůĺśńő 2n ŋě ćżąřăŋő, šő ňőęŋő ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ ŕřěďŕőńőęěŋĺěň ĺŋďşłűĺĺ śřăğş. Ěśńĺ ęě őŋő ćżąřăŋő, šő ŋě ćżąřăŋő ůĺśńő n; ěśńĺ šěŕěřĳ ğăňěŋĺšĳ 2n ŋă n, šő şśńőćĺě Àŋĺ őďŋő ćżąřăŋŋőě ůĺśńő ŋě ďěńĺšś£ ŋă ďřşčőěÁ ŋě ŋăřşÿĺšś£.

15.17: Šřşďŋă£ ğăďăůă; ŕő-ćĺďĺňőňş, ěďĺŋśšćěŋŋżľ śŕőśőą ě-ě řěÿĺšĳ śőśšőĺš ć ŕřőćěřłě ăśśőűĺăšĺćŋőśšĺ ďń£ šř-ěţ ĺ ğăšěň ć ĺŋďşłšĺćŋőň řăśśşęďěŋĺĺ (ś łőšőřőčő ŋăůĺŋăěšś£ šěőřĺ£ čřşŕŕ). Ďń£ ďřşčőľ ťőřňşńż, a; b 7! a + b + ab, ňőęŋő śďěńăšĳ ğăňěŋş ŕěřěňěŋŋżţ (ŕřĺąăćńěŋĺě 1), ŕřěćřăźă¿źş¿ ě-ě ć őążůŋőě şňŋőęěŋĺě, ğďěśĳ ęě, ŕőţőęě, ğăňěŋă ŕěřěňěŋŋżţ šřěąşěš čĺŕěřąőńĺůěśłőčő šăŋčěŋśă.

Śřěďĺ ğăďăů ŋěš śšăŋďăřšŋżţ šőęďěśšć | őšůăśšĺ ŕőšőňş, ůšő ňŋőčĺě ĺğ ŋĺţ ćłń¿ůěŋż ć ďřşčĺě ğăďăŋĺ£, őšůăśšĺ ŕőšőňş, ůšő ć ŋĺţ ŋěŕőŋ£šŋő, őšłşďă ąěřşšś£ śăňĺ őšćěšż. Ţőšěńőśĳ ąż, ůšőąż śăňő şśńőćĺě ğăďăůĺ ążńő ňőšĺćĺřőćăŋő.