84. ëÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ: ÒÁÚÎÏÅ

84.1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ jz + wj 6 jzj + jwj. ðÒÉ ËÁËÉÈ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÜÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ?

84.2. ðÒÏŒÅÒÉÔØ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÔÏ ÅÓÔØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

(uv)w = u(vw).

84.3. òÁÚÌÏÖÉÔØ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ z^2 +1 É z^2 +2z+2. (íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ-ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÍÏÇÕÔ ÉÍÅÔØ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ.)

84.4. ëÁËÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÑÍÏÊ Re z = 1 ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ z 7! iz^2? 84.5. úÁÐÉÓÁÔØ cos 2x, cos 3x, cos 4x ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ cos x. îÁÒÉÓÏŒÁÔØ ÐÒÉÍÅÒÎÙÅ ÇÒÁÆÉËÉ ÜÔÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ ÏÔ -1 ÄÏ 1.

84.6. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÃÅÌÏÍ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÍ n ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ cos nx ËÁË ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎ ÏÔ cos x.

84.7. îÁÊÔÉ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÓÕÍÍ cos x + cos 2x + : : : + cos nx É sin x + sin 2x + : : : + sin nx. 84.8. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ x ÓÕÍÍÁ cos x + cos(x + 120^ffi) + cos(x + 240^ffi) ÒÁŒÎÁ 0. 84.9. (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) ôÏÔ ÖÅ ŒÏÐÒÏÓ ÄÌÑ ÓÕÍÍÙ cos x + cos(x + 72^ffi) + cos(x + 144^ffi) +

cos(x - 72^ffi) + cos(x - 144^ffi).

84.10. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÔÏÞËÉ a; b; c ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ ÒÁŒÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØ- ÎÉËÁ, ÔÏ a^2 + b^2 + c^2 = ab + ac + bc.

84.11. (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) œÅÒÎÏ ÌÉ ÏÂÒÁÔÎÏÅ?

84.12. ëÁËÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÏÖÅÔ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÁÒÇÕÍÅÎÔ ÞÉÓÌÁ z, ÅÓÌÉ jz - 2ij 6 1? 84.13. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ zz + az + az + c = 0, ÇÄÅ a | ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, Á c | ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ, ÚÁÄÁčÔ ÐÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ (Ô.Å. ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÊ), ÔÏÞËÕ ÉÌÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ. ëÁË ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÏ a É c, ÞÔÏ ÉÍÅÎÎÏ?

84.14. äÁÎ ÐÒÁŒÉÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË É ÔÏÞËÁ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ÒÁÓÓÔÏ- ÑÎÉÊ ÏÔ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÄÏ ŒÅÒÛÉÎ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ ÏÔ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÄÏ ÃÅÎÔÒÁ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ (ÃÅÎÔÒÁ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÏÌÏ ÎÅÇÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ).

84.15. îÁÊÔÉ ŒÓÅ ÞÉÓÌÁ z, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ z^{57} = z^{111} = 1.

84.16. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ 1=z_1 +1=z_2 +: : :+1=z_n = 0 ÄÌÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ z_1; : : : ; z_n, ÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ff_1; : : : ; ff_n, ÞÔÏ ff_1z_1 + : : : + ff_nz_n = 0.

84.17. îÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ Œ ÔÏÞËÁÈ u; v; w ÐÏÓÔÒÏÅÎÙ ÒÁŒÎÏÓÔÏ- ÒÏÎÎÉÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ. îÁÊÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÉÈ ÃÅÎÔÒÏŒ (Œ ŒÉÄÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÊ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ u; v; w). äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÃÅÎÔÒÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÒÁŒÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÊ ÔÒÅÕÇÏÌØ- ÎÉË.

84.18. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÐÏÄÏÂÉÑ (ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ, ÍÅÎÑÀÝÅÅ ŒÓÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ Œ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ ÐÏÄÏÂÉÑ), ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÅ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ, ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ z 7! az + b.

84.19. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÐÏÄÏÂÉÑ, ÍÅÎÑÀÝÅÅ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ, ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

z 7! az + b._{84.20. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÐÏÄÏÂÉÑ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ, ÏÔÌÉÞÎÙÍ ÏÔ 1,}

ÉÍÅÅÔ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÕ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÕÀ ÔÏÞËÕ.

84.21. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ (3=5) + (4=5)i ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ n-ÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÉÚ 1 ÎÉ ÐÒÉ ËÁËÏÍ ÃÅÌÏÍ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÍ n.

84.22. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÓÔÒÙÊ ÕÇÏÌ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ 3; 4; 5 ÉÚ- ÍÅÒÑÅÔÓÑ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÇÒÁÄÕÓÏŒ.

84.23. çÁÕÓÓÏŒÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ŒÉÄÁ a + bi, ÇÄÅ a É b | ÃÅ- ÌÙÅ ÞÉÓÌÁ. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÏÄÎÏ ÇÁÕÓÓÏŒÏ ÞÉÓÌÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÄÒÕÇÏÅ, ÅÓÌÉ ÉÈ ÞÁÓÔÎÏÅ | ÔÁËÖÅ ÇÁÕÓÓÏŒÏ ÞÉÓÌÏ. îÁÒÉÓÕÊÔÅ ŒÓÅ ËÒÁÔÎÙÅ ÞÉÓÅÌ 1, i, 1 + i, 3 + 4i.

84.24. (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) çÁÕÓÓÏŒÏ ÞÉÓÌÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÎÅ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ, ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ �1 É �i (ÜÔÁ ÏÇÏŒÏÒËÁ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÁ, ÉÎÁÞÅ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ ÂÙ ÎÅ ÂÙÌÏ). îÁÊÔÉ ŒÓÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÇÁÕÓÓÏŒÙ ÞÉÓÌÁ a + bi Ó jaj; jbj 6 10.

84.25. ëÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ z ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ: jzj = 1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÔÁËÏÅ ÃÅÌÏÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ n, ÞÔÏ jz^n - 1j ¡ 0;0001.

úÄÅÓØ ÓÏÂÒÁÎÙ ÒÁÚÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ Ï ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ (ÄÌÑ ÔÅÈ, ËÔÏ ÒÅÛÉÌ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÅ ÌÉÓÔËÉ ÒÁÎØÛÅ ÄÒÕÇÉÈ).

œ ÚÁÄÁÞÅ 84.2 ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ (ÍÎÏÇÏËÒÁÔÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÎÕÀ ÄÏ ÜÔÏÇÏ!) ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔØ ÕÍÎÏÖÅ- ÎÉÑ; ËÓÔÁÔÉ, ÚÄÅÓØ ÎÅÌØÚÑ ÓÏÓÌÁÔØÓÑ ÎÁ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÆÏÒÍÕ ÚÁÐÉÓÉ, ÔÁË ËÁË ÐÒÉ Åč ÐÏÌÕÞÅÎÉÉ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔØ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ. œ ÚÁÄÁÞÅ 84.4 ÏÂÒÁÚ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÁÒÁÂÏÌÏÊ. œ ÚÁÄÁÞÁÈ 84.5 É 84.6 ÆÉ- ÇÕÒÉÒÕÀÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ þÅÂÙÛčŒÁ. óÕÍÍÙ Œ ÚÁÄÁÞÅ 84.7 ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÌÏÓØ ÓÞÉÔÁÔØ ËÁË ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÕÀ É ÍÎÉÍÕÀ ÞÁÓÔÉ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ, ÎÏ ÍÏÖÎÏ É ÄÏÍÎÏÖÉÔØ ÉÈ ÎÁ sin(x/2). œ ÚÁÄÁÞÅ 84.11 ÍÏÖÎÏ ÓÏÓÌÁÔØÓÑ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ ËŒÁÄÒÁÔÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ c) ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÄŒÕÈ ËÏÒÎÅÊ, Á ÄŒÁ ËÏÒÎÑ ÕÖÅ ÅÓÔØ (ŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÔÒÅÔØÅÊ ŒÅÒÛÉÎÙ, ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 84.10). œ ÚÁÄÁ- ÞÁÈ 84.18 É 84.19 ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÁÍÉ ÄŒÕÈ ÔÏÞÅË (ÅÓÌÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÌÉ ÏÎÏ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ). œ ÚÁÄÁÞÅ 84.20, ÐÏ-ŒÉÄÉÍÏÍÕ, ÎÅ ÏÂÏÊÔÉÓØ ÂÅÚ ÑŒÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ (ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ, ÍÅÎÑÀÝÉÈ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ). äÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ 84.21 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ É ÍÎÉÍÁÑ ÞÁÓÔÉ ÞÉÓÌÁ (3 + 4i)^n ÄÁÀÔ ÏÓÔÁÔËÉ 3 É 4 ÐÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 5 (ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n). œ ÚÁÄÁÞÅ 84.25 ÍÙ Œ ËÏÔÏÒÙÊ ÒÁÚ ŒÏÚŒÒÁÝÁÅÍÓÑ Ë ÐÌÏÔÎÏÊ ÏÂÍÏÔËÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.