88. œÁÒÉÁÃÉÉ ÎÁ ÔÅÍÕ âÅÒÎÕÌÌÉ

88.1. õËÁÚÁÔØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ n, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ 1,01^n ¿ 10. (óËÏÌØËÏ ÌÅÔ ÎÁÄÏ ÖÄÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ŒËÌÁÄ Œ ÂÁÎËÅ ÕÄÅÓÑÔÅÒÉÌÓÑ, ÅÓÌÉ ÐÌÁÔÑÔ 1% ÇÏÄÏŒÙÈ?)

88.2. ëÁÖÄÙÊ ÇÏÄ 1% ÒÁÄÉÏÁËÔÉŒÎÏÇÏ ŒÅÝÅÓÔŒÁ (ÏÓÔÁŒÛÅÇÏÓÑ Ë ÎÁÞÁÌÕ ÇÏÄÁ) ÒÁÓÐÁÄÁÅÔ- ÓÑ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÞÅÒÅÚ 30 ÌÅÔ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÂÏÌÅÅ 70% ŒÅÝÅÓÔŒÁ.

88.3. õËÁÚÁÔØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ n, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ 0,99^n 6 1/10. 88.4. õËÁÚÁÔØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ n, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ np10 6 1,01. 88.5. õËÁÚÁÔØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ n, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ np0,1 ¿ 0,99.

88.6. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÍ ÃÅÌÏÍ n É ÐÒÉ h ¿ 0 ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÏ (1 + h)^n ¿ 1 + nh. ëÁËÉÅ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÚÁÄÁÞ ÍÏÖÎÏ ÒÅÛÉÔØ, ÓÏÓÌÁŒÛÉÓØ ÎÁ ÜÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ?

88.7. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÃÅÌÏÍ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÍ n É ÐÒÉ 0 6 h 6 1 ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÏ (1 - h)^n ¿ 1 - nh.

88.8. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ 1,01^{2n} ¿ n^2/10^4.

88.9. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÃÅÌÏÍ n > 0 ÞÉÓÌÏ 1,01^n ÂÕÄÅÔ ÂÏÌØÛÅ ÞÉÓÌÁ 1000n. 88.10. ðÒÉ ËÁËÉÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ n ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ 2^n > n? 88.11. ôÏÔ ÖÅ ŒÏÐÒÏÓ ÄÌÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ 2^n > n^2.

* * *

88.12. ëÁÖÄÙÊ ÇÏÄ 1% ÒÁÄÉÏÁËÔÉŒÎÏÇÏ ŒÅÝÅÓÔŒÁ (ÏÔ ÏÓÔÁŒÛÅÇÏÓÑ Ë ÎÁÞÁÌÕ ÇÏÄÁ) ÒÁÓÐÁÄÁÅÔÓÑ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÞÅÒÅÚ 30 ÌÅÔ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÍÅÎÅÅ 80% ŒÅÝÅÓÔŒÁ.

88.13. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÃÅÌÏÍ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÍ n É ÐÒÉ 0 6 h 6 1 ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

(1 - h)^n 6 1 - nh + n^2h^2.

88.14. éÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ a_1, . . . , a_n > 0 É ÞÔÏ a_1 + a_2 + . . . + a_n = 1/10. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ (1 - a1)(1 - a2) . . . (1 - an) ¿ 9/10. 88.15. (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ (1 + a1)(1 + a2) . . . (1 + an) ¿ 11/10. 88.16. (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ (1 + a1)(1 + a2) � . . . � (1 + an) 6 10/9. 88.17. éÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ a_1, a_2, . . . , a_{100} > 0 É ÞÔÏ (1 + a1)(1 + a2) � . . . � (1 + a100) 6 100. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁÊÄčÔÓÑ ÔÁËÏÅ i, ÞÔÏ a_i 6 1/i.

88.18. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ 1 � 3 � 5 � . . . � 99 2 � 4 � 6 � . . . � 100 < 1 10 88.19. œÓÅ ÞÉÓÌÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ a_0, a_1, a_2 . . . ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ É ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÑÔ 100. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁÊÄčÔÓÑ ÔÁËÏÅ k, ÞÔÏ a_k+_1/a_k < 1,001.

88.20. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÃÅÌÏÍ n > 0 ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ n^{100}/2^n < 1/1000.

ðÅÒŒÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÚÁÄÁÞ ÐÏÓŒÑÝÅÎÁ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÕ âÅÒÎÕÌÌÉ (1 + h)^n ¿ 1 + nh. ðÒÉ h ¿ 0 ÅÇÏ ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÒÁÓËÒÙŒ ÓËÏÂËÉ (ÉÌÉ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ: ËÁÖÄÙÊ ÒÁÚ ÐÒÉÂÁŒÌÑÅÔÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÊ ÐÒÏÃÅÎÔ ÏÔ ÔÅËÕÝÅÊ ÓÕÍÍÙ, ÞÔÏ ÂÏÌØÛÅ ÔÏÇÏ ÖÅ ÐÒÏÃÅÎÔÁ ÏÔ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÓÕÍÍÙ). üÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ ÄÌÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÒÉÍÅÒÏŒ, Á ÚÁÔÅÍ Œ ÏÂÝÅÍ ŒÉÄÅ.

îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ âÅÒÎÕÌÌÉ ŒÅÒÎÏ É ÐÒÉ -1 6 h 6 0, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÅÒÅÐÉÓÁÎÏ ÔÁË: (1 -

h)^n ¿ 1 - nh ÐÒÉ 0 6 h 6 1. é Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÎÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ (ÕÂÁŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÃÅÎÔ ÏÔ ÔÅËÕÝÅÊ

ÓÕÍÍÙ, ÞÔÏ ÍÅÎØÛÅ ÔÏÇÏ ÖÅ ÐÒÏÃÅÎÔÁ ÏÔ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÓÕÍÍÙ). (üÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÏÓÏÂÅÎÎÏ ÐÏÎÑÔÎÏ Œ ÐÒÉÍÅÒÅ Ó ÒÁÄÉÏÁËÔÉŒÎÙÍ ŒÅÝÅÓÔŒÏÍ.) œ ÔÅÈ ÖÅ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÍÏÖÎÏ ÏÂSSÑÓÎÉÔØ É ŒÅÒÈÎÀÀ ÏÃÅÎËÕ

(1 - h)^n 6 1 - nh + n^2h^2: ÍÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÔÅËÕÝÁÑ ÓÕÍÍÁ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 1 - nh, ÔÁË ÞÔÏ ÕÂÁŒÉÔÓÑ

ÎÅ ÍÅÎØÛÅ nh(1 - nh).

åÓÌÉ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ a^n ÐÒÉ a > 1 ÒÁÓÔčÔ ÂÙÓÔÒÅÅ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÌÉÎÏÍÁ, ÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ âÅÒÎÕÌÌÉ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ. ïÂÏÊÔÉ ÜÔÕ ÔÒÕÄÎÏÓÔØ ÍÏÖÎÏ ÐÏ-ÒÁÚÎÏÍÕ. íÏÖÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ (1 + h)^n >

εn^2 (ŒÔÏÒÏÊ ÞÌÅÎ ÂÉÎÏÍÁ îØÀÔÏÎÁ ÉÌÉ, ÐÒÏÝÅ, (1+h)^{2n} = ((1+h)^n)^2 ¿ (nh)^2); ÔÅÐÅÒØ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ a^n

ÒÁÓÔčÔ ÂÙÓÔÒÅÅ n. äÁÌÅÅ, ŒÏÚŒÏÄÑ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ Œ ÓÔÅÐÅÎØ k, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÒÁÓÔčÔ ÂÙÓÔÒÅÅ n^k ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ k. äÒÕÇÏÊ ÓÐÏÓÏÂ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ n^k/a^n ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë 0, ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÓÍÏÔÒÅÔØ ÎÁ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÞÌÅÎÏŒ, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë 1/a, Á ÐÏÔÏÍ ÓÒÁŒÎÉÔØ Ó ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÅÊ. œÐÒÏÞÅÍ, Œ ÚÁÄÁÞÅ 88.20, ÇÄÅ ÏÂ ÜÔÏÍ ÉÄčÔ ÒÅÞØ, ÌÅÇËÏ ÕËÁÚÁÔØ ËÏÎËÒÅÔÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ n.

áÎÁÌÏÇ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ âÅÒÎÕÌÌÉ ÄÌÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÄÏÂÁŒÏË: (1 + a_1) . . .(1 + a_n) ¿ 1 + a_1 + . . . +

a_n (ŒÓÅ a_i ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ) É (1 - a_1) . . . (1 - a_n) ¿ 1 - a_1 - . . . - a_n (ŒÓÅ a_i ÏÔ 0 ÄÏ 1) üÔÏ

ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ ÄÌÑ ËÏÎËÒÅÔÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ (ÓÕÍÍÁ ÄÏÂÁŒÏË ÒÁŒÎÁ 1/10). œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ ŒÅÒÈÎÑÑ ÏÃÅÎËÁ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÐÏ-ÒÁÚÎÏÍÕ: ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ 1/(1 -

x) ¿ 1 + x É ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÚÁÄÁÞÅÊ 88.14; ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ÇÏŒÏÒÑ, ÞÔÏ ÒÁÚ ÔÅËÕÝÅÅ

ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÍÅÎØÛÅ 10/9, ÔÏ É ÄÏÂÁŒËÁ Ë ÎÅÍÕ ÂÕÄÅÔ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ (10/9)a_n, É ÐÏÔÏÍÕ ÓÕÍÍÁ ÄÏÂÁŒÏË ÎÅ ÂÏÌØÛÅ (10/9) � (1/10) = 1/9. îÁËÏÎÅÃ, ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ (1 + a_1) . . .(1 + a_n) 6 1 +(a_1 + . . . +

a_n) + (a_1 + . . . + a_n)^2 + . . . = 1/(1 - (a_1 + . . . + a_n)).

(üÔÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÐÒÉÇÏÄÑÔÓÑ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÏÂÒÁÔÎÙÈ ŒÅÌÉÞÉÎ Ë ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ÐÒÏÓÔÙÍ ÞÉÓÌÁÍ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÏÌØÛÏÊ.)

œ ÚÁÄÁÞÅ 88.18 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ 1 � 2 � 3 � 4 � 5 � . . . � 99 2 � 3 � 4 � 5 � 6 � . . . � 100 = 1 100 É ÞÔÏ ÌÅŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÂÏÌØÛÅ ËŒÁÄÒÁÔÁ ÉÎÔÅÒÅÓÕÝÅÊ ÎÁÓ ÄÒÏÂÉ.