167. ìÅËÃÉÉ Œ 1998/9 ÕÞÅÂÎÏÍ ÇÏÄÕ

íÁÌÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ æÅÒÍÁ É ÔÅÏÒÅÍÁ œÉÌØÓÏÎÁ

íÁÌÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ æÅÒÍÁ. åÓÌÉ p ÐÒÏÓÔÏÅ, ÔÏ a^p ≡ a (mod p).

J ðÏÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ a: ÏÓÔÁÔÏË x ÓÏÅÄÉÎÑÅÍ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ ax ÓÔÒÅÌ-

ËÏÊ. âÕÄÅÔ ÃÉËÌ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÎÕÌÑ, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÃÉËÌÙ ÂÕÄÕÔ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÄÌÉÎÙ (ÒÁŒÎÏÊ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÓÔÁÔÏË a ÒÁŒÅÎ 1). ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÉÎÙ ŒÓÅÈ ÃÉËÌÏŒ ÄÅÌÑÔ p - 1. I

ôÅÏÒÅÍÁ œÉÌØÓÏÎÁ. åÓÌÉ p ÐÒÏÓÔÏÅ, ÔÏ (p - 1)! + 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p.

J œÓÅ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ÏÓÔÁÔËÉ ÒÁÚÂÉŒÁÀÔÓÑ ÎÁ ÐÁÒÙ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙÈ, ËÒÏÍÅ 1 É -1 = p - 1,

ËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÒÁÔÎÙ ÓÁÍÉ ÓÅÂÅ. çÒÕÐÐÉÒÕÑ ÏÓÔÁÔËÉ ÐÏ ÐÁÒÁÍ, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ (p - 1)! ≡ 1 · (-1) (mod p) (ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÐÁÒÙ ÄÁÀÔ ÅÄÉÎÉÃÙ), ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ. I

ôÅÏÒÅÍÁ âÒÉÁÎÛÏÎÁ

ôÅÏÒÅÍÁ âÒÉÁÎÛÏÎÁ. åÓÌÉ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉË ÏÐÉÓÁÎ ÏËÏÌÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÔÏ ÔÒÉ ÅÇÏ ÂÏÌØÛÉÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ (ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÅ ŒÅÒÛÉÎÙ ÞÅÒÅÚ ÔÒÉ) ÂÕÄÕÔ ÐÅÒÅÓÅËÁÔØÓÑ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ.

J ðÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ÓÅÂÅ, ÞÔÏ ÎÁËÌÏÎÎÕÀ ÐÒÑÍÕÀ ŒÒÁÝÁÀÔ ŒÏËÒÕÇ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÏÊ ÏÓÉ. åÓÌÉ ÏÓØ

ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ ÜÔÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ËÏÎÕÓ. åÓÌÉ ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÉÔ, ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÁÑ ÆÉÇÕÒÁ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÁÑ ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÉÄÏÍ. çÉÐÅÒÂÏÌÏÉÄ ÚÁÍÅÔÁÅÔÓÑ ÄŒÕÍÑ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁÍÉ ÐÒÑÍÙÈ. ðÒÑÍÙÅ ÐÅÒŒÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ Ó ÐÒÑÍÙÍÉ ŒÔÏÒÏÇÏ (ËÒÏÍÅ ÒÅÄËÉÈ ÓÌÕÞÁÅŒ, ËÏÇÄÁ ÉÈ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÎÁ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÕÀ ÏÓØ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ | Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÎÉ ÓËÒÅÝÉŒÁÀÔÓÑ).

åÓÌÉ ÓÍÏÔÒÅÔØ ÎÁ ŒÓč ÜÔÏ ÓŒÅÒÈÕ, ÔÏ ÇÏÒÌÙÛËÏ ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÉÄÁ (ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ÇÄÅ ÏÂÒÁÚÕÀ- ÝÉÅ ÐÒÑÍÙÅ ÐÏÄÈÏÄÑÔ ÂÌÉÖÅ ŒÓÅÇÏ Ë ÏÓÉ ŒÒÁÝÅÎÉÑ) ÓÏ ŒÓÅÈ ÓÔÏÒÏÎ ÏËÒÕÖÅÎÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍÉ. ëÁÖÄÁÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÕÀ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ŒÉÄÏÍ ÓŒÅÒÈÕ ÄŒÕÈ ÐÒÑÍÙÈ | ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ É ÉÚ ÄÒÕÇÏÇÏ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁÛ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉË. ëÁÖÄÁÑ ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÃÉÅÊ ÄŒÕÈ ÏÂÒÁÝÕ- ÀÝÉÈ (ÉÚ ÒÁÚÎÙÈ ÓÅÍÅÊÓÔŒ). œÙÂÉÒÁÑ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ÐÏ ÏÞÅÒÅÄÉ ÉÚ ÄŒÕÈ ÓÅÍÅÊÓÔŒ (ÄÌÑ ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ÉÚ ÐÅÒŒÏÇÏ, ÄÌÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ | ÉÚ ŒÔÏÒÏÇÏ É Ô.Ä.) ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ (ÐÌÏÓËÉÊ) ÛÅ- ÓÔÉÕÇÏÌØÎÉË ÅÓÔØ ÐÒÏÅËÃÉÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅÎÎÏÇÏ. ëÁÖÄÁÑ ÂÏÌØÛÁÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ ÅÓÔØ ÐÒÏÅËÃÉÑ ÐÒÑÍÏÊ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÁÒÙ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÄŒÅ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏ- ÌÏÖÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ. œÓÅ ÔÒÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ (ËÒÏÍÅ ÒÅÄËÉÈ ÓÌÕ- ÞÁÅŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ) ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ, ÞÅÒÅÚ ÐÒÏÅËÃÉÀ ËÏÔÏÒÏÊ É ÐÒÏÈÏÄÑÔ ŒÓÅ ÔÒÉ ÂÏÌØÛÉÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ. I

ðÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ

ðÕÓÔØ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÎÁÊÔÉ ÏÂÝÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ æÉÂÏÎÁÞÞÉ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ f_0 = 1, f_1 = 1 É f_n+_2 = f_n + f_n+_1. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÚÁÐÉÛÅÍ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÒÑÄ

F(x) = f_0 + f_1x + f_2x^2 + : : :

ôÏÇÄÁ xF(x) ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÔÅ ÖÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ, ÓÄŒÉÎÕÔÙÅ ŒÐÒÁŒÏ ÎÁ 1, Á x^2F(x) | ÎÁ ÄŒÁ. ðÏÜÔÏÍÕ xF(x) + x^2F(x) ÐÏÞÔÉ ÒÁŒÎÏ F(x), ÅÓÌÉ ÎÅ ÓÞÉÔÁÔØ ÄŒÁ ÍÌÁÄÛÉÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁ,

ËÏÔÏÒÙÅ ÂÕÄÕÔ 0; 1 ŒÍÅÓÔÏ 1; 1. ðÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ (x + x^2)F(x) = F(x) - 1, ÔÏ ÅÓÔØ (1 - x - x^2)F(x) = 1. ïÔÓÀÄÁ ÍÏÖÎÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÚÁËÌÀÞÉÔØ F(x) = 1=(1 - x - x^2), ÚÁÔÅÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ÐÒÁŒÕÀ ÞÁÓÔØ ËÁË ÓÕÍÍÕ ÄÒÏÂÅÊ ŒÉÄÁ a_1=(1 - ff_1x) É a_2=(1 - ff_2x), ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ËÁÖÄÕÀ ÄÒÏÂØ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÀ 1 + ff_1x + ff^2_1x^2 + : : : É ÐÏÌÕÞÉÔØ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ æÉÂÏÎÁÞÞÉ ËÁË ÓÕÍÍÙ ÄŒÕÈ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÊ.

ôÅÏÒÅÍÁ ëÁÎÔÏÒÁ{âÅÒÛÎÔÅÊÎÁ

ôÅÏÒÅÍÁ ëÁÎÔÏÒÁ{âÅÒÎÛÔÅÊÎÁ. åÓÌÉ A ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÕ B, Á B ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÕ A, ÔÏ A É B ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÙ.

J ðÕÓÔØ Œ : A ! B É : B ! A | ŒÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÑ ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÑ

ÔÅÏÒÅÍÙ. âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ a ∈ A ÉÍÅÅÔ ÐÏÒÑÄÏË k, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÐÒÏÏÂÒÁÚÙ -^1(a), Œ-^1(-^1(a), : : : , (ÐÏ ÏÞÅÒÅÄÉ ÐÒÉÍÅÎÑÅÍ ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÅÎÅÅ k ÒÁÚ), Á k ÒÁÚ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ. üÌÅÍÅÎÔÙ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. ðÕÓÔØ A_k | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÐÏÒÑÄËÁ k, A1 | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ B_k

É B1._{ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Œ ŒÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ Ak ÎÁ Bk+1, Á A} 1 | ÎÁ B1. ïÔÏÂÒÁ-

ÖÅÎÉÅ | B_l ÎÁ A_l+_1 É B1 ÎÁ A1.

œÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ A É B ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ: A_1 ∪A_3 ∪A_5 ∪: : : ! B_2 ∪ B_4 ∪ B_6 ∪ : : : Ó ÐÏÍÏÝØÀ Œ, B_1 ∪ B_3 ∪ B_5 ∪ : : : ! A_2 ∪ A_4 ∪ A_6 ∪ : : : Ó ÐÏÍÏÝØÀ ,

A1 ! B1, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Ó ÐÏÍÏÝØÀ Œ. I

ïÐÉÓÁÎÉÅ ŒÓÅÈ ÐÉÆÁÇÏÒÏŒÙÈ ÔÒÏÅË

ĂîÅÓÏËÒÁÔÉÍÙÅĄ ÐÉÆÁÇÏÒÏŒÙ ÔÒÏÊËÉ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ŒÏ ŒÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÔÏÞËÁÍÉ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÉÍÅÀÝÉÍÉ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ. ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅ- ÒÉÔØ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÉÍÅÅÔ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÐÒÑÍÁÑ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ Åč Ó ÔÏÞËÏÊ (-1; 0) ÉÍÅÅÔ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÎÁËÌÏÎ.

òÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÑ ÐÒÑÍÕÀ y = kx + k (k ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏ), ÎÁÈÏÄÉÍ ŒÔÏÒÕÀ ÔÏÞËÕ ÐÅÒÅÓÅ- ÞÅÎÉÑ Ó ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ: (^1-^{k2}_{k2}+_1 ;^{2k}_{k2}+_1 ). åÓÌÉ k = a=b | ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÁÑ ÄÒÏÂØ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

( b^2-a^2

a2+b^2 ;^{2ab}a^2+b^{2 )}. åÓÌÉ ÓÒÅÄÉ a É b ÏÄÎÏ ÞčÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ É ÏÄÎÏ ÎÅÞčÔÎÏÅ, ÔÏ ÏÂÅ ÄÒÏÂÉ ÎÅÓÏËÒÁ- ÔÉÍÙ. åÓÌÉ ÏÂÁ ÞÉÓÌÁ a É b ÎÅÞčÔÎÙ, ÔÏ ÞÉÓÌÉÔÅÌÉ É ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÉ ÓÌÅÄÕÅÔ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ ÎÁ 2. ðÏÌÁÇÁÑ a_1 = (b - a)=2, b_1 = (a + b)=2, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

(a^2 + b^2)=2 = a^2_1 + b^2_1; (a^2 - b^2)=2 = 2a_1b_1; 2ab = b^2_1 - a^2_1;

Ô. Å. (^{b2}-^{a2}_{a2}+_{b2} ;^{2ab}_{a2}+_{b2} )= (^{2a1b1}_{a21}+_{b21} ;^{b21}-^{a21}_{a2}+_{b2} ). ðÒÉ ÜÔÏÍ a_1 É b_1 ÕÖÅ ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÎÕÀ ÞčÔÎÏÓÔØ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÂÅ ÐÏÓÌÅÄÎÉÅ ÄÒÏÂÉ ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÙ.

éÔÁË, ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÙÅ ÐÉÆÁÇÏÒÏŒÙ ÔÒÏÊËÉ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ÐÅÒŒÙÈ ÄŒÕÈ ÞÉÓÅÌ) ÏÐÉÓÙŒÁÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ (b^2 - a^2; 2ab; a^2 + b^2), ÇÄÅ a É b ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ É ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÎÕÀ ÞčÔÎÏÓÔØ.

óÉÓÔÅÍÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ôÅÏÒÅÍÁ. åÓÌÉ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÙÈ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ, ÔÏ Õ ÓÉÓÔÅÍÙ ÅÓÔØ ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ.

J òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉ ÐÅÒŒÏÊ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÏÊ x1. åÓÌÉ ŒÓÅ ÏÎÉ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ, ÔÏ Õ

ÓÉÓÔÅÍÙ ÅÓÔØ ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, (1; 0; : : : ; 0)). åÓÌÉ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË, ÔÏ Œ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÉÚ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ (ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ Œ ÐÅÒŒÏÍ) ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ x_1 ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ. œÙÞÉÔÁÑ ÜÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÉÚ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ Ó ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ x_1 ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÔÏÌØËÏ Œ ÐÅÒŒÏÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÉ. úÁÂÕÄÅÍ ÐÒÏ x_1 É ÐÒÏ ÐÅÒŒÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ, É ÂÕÄÅÍ ÄÅÊÓÔŒÏŒÁÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.

œÏÚÍÏÖÎÙ ÄŒÅ ÓÉÔÕÁÃÉÉ:

1) îÁ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÛÁÇÅ ŒÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉ x_k ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ. ðÏÌÏÖÉŒ x_k = 1, x_k+_1 = : : : = x_n = 0 É ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ŒÙÒÁÚÉŒ x_k-_1; : : : ; x_1 ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ.

2) ðÏÓÌÅ m ÛÁÇÏŒ ÍÙ ÉÓÞÅÒÐÁÅÍ ŒÓÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ. œÚÑŒ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ x_m+_1; : : : ; x_n, ŒÙÒÁÚÉÍ ÐÅÒŒÙÅ m ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÙÈ (ËÁË É Œ Ð. 1) É ÐÏÌÕÞÉÍ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ. I

ïÓÎÏŒÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÁÌÇÅÂÒÙ

ôÅÏÒÅÍÁ. œÓÑËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÓÔÅÐÅÎÉ ÂÏÌØÛÅ 1 (ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ) ÉÍÅÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ËÏÒÅÎØ. (óÌÅÄÓÔŒÉÅ: ÉÍÅÅÔ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ. óÌÅÄ- ÓÔŒÉÅ: ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ.)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ P(z) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ n ¿ 1. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆ- ÆÉÃÉÅÎÔ ÒÁŒÎÙÍ 1: P(z) = z^n + : : : + a_1z + a_0. ðÕÓÔØ z ÄÅÌÁÅÔ ÏÄÉÎ ÏÂÏÒÏÔ, ÄŒÉÇÁÑÓØ ÐÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉÕÓÁ r. ðÏÓÍÏÔÒÉÍ, ÓËÏÌØËÏ ÏÂÏÒÏÔÏŒ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÓÄÅÌÁÅÔ P(z). üÔÏ ÞÉÓÌÏ ÍÏ- ÖÅÔ ÚÁŒÉÓÅÔØ ÏÔ r, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ n(r). ðÒÉ ÂÏÌØÛÉÈ r ÏÓÎÏŒÎÕÀ ÒÏÌØ ÉÇÒÁÅÔ z^n; ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÏÔÓÔÏÉÔ ÏÔ z^n ÎÁ ŒÅÌÉÞÉÎÕ, ÍÎÏÇÏ ÍÅÎØÛÕÀ r^n (ÅÓÌÉ ÄÁÍÁ ÄÅÌÁÅÔ n ÏÂÏÒÏÔÏŒ ÐÏ ÂÏÌØÛÏÍÕ ËÒÕÇÕ, ÔÏ ÓÏÂÁËÁ ÎÁ ËÏÒÏÔËÏÊ ÃÅÐÏÞËÅ ÓÄÅÌÁÅÔ ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ ÏÂÏÒÏÔÏŒ). ðÒÉ ÍÁÌÙÈ r ÓÏÂÁËÁ ÔÏÐÞÅÔÓÑ ÏËÏÌÏ a_0, É ÐÏÔÏÍÕ n(r) = 0. îÏ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ r; ÅÓÌÉ ÂÙ ÏÎÁ ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÉÌÁ ÞÅÒÅÚ ÎÕÌØ, ÞÔÏ n(r) ÎÅ ÍÏÇÌÏ ÂÙ ÉÚÍÅÎÉÔØÓÑ (ÞÉÓÌÏ ÏÂÏÒÏÔÏŒ ÔÏÖÅ ÂÙ ÍÅÎÑÌÏÓØ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ, ÏÓÔÁŒÁÑÓØ ÃÅÌÙÍ).

ëÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÏÒÍÙ Œ R^2 É R^3

þÉÓÌÏŒÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ k ŒÅËÔÏÒÏŒ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ (ÉÌÉ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÓÏ- ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ k-ÆÏÒÍÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÌÉÎÅÊÎÁ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ É ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË ÐÒÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÅ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ.

ðÒÉŒÅÄčÍ ÐÒÉÍÅÒ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ 2-ÆÏÒÍÙ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. ðÏÓÔÁŒÉÍ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ŒÅËÔÏÒÁÍ a É b ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÕÀ ÐÌÏÝÁÄØ S(a; b) ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ, ÎÁÔÑÎÕÔÏÇÏ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÙ a É b (ÓÏ ÚÎÁËÏÍ ÐÌÀÓ, ÅÓÌÉ ŒÒÁÝÅÎÉÅ ÏÔ a Ë b ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÐÏ ÞÁÓÏŒÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ, É ÓÏ ÚÎÁËÏÍ ÍÉÎÕÓ Œ ÄÒÕÇÏÍ ÓÌÕÞÁÅ). ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ S(a; b) | ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ 2-ÆÏÒÍÁ. œÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÅÊ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ŒÙÒÁÚÉŒ a É b ÞÅÒÅÚ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ e_1 É e_2 É ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁŒÛÉÓØ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÓÔØÀ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØÀ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ Œ ÎÁÛÅÊ ŒÌÁÓÔÉ ÌÉÝØ ÍÅÎÑÔØ S(e_1; e_2) | ÐÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÏÓÔÁÌØÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÒÏÈÏÄÉÔ É ÄÌÑ 3-ÆÏÒÍ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ (ÔÁËÁÑ ÆÏÒÍÁ ÓÕ- ÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÉŒÅÎÎÁ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ), ÎÏ ŒÍÅÓÔÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎ- ÎÏÊ ÐÌÏÝÁÄÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÏÂSSčÍ V(a; b; c) ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ, ÎÁÔÑÎÕ- ÔÏÇÏ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÙ a; b; c (ÚÎÁË ŒÙÂÉÒÁÅÔÓÑ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ ÌÅŒÏÊ ÒÕËÉ). ðÒÏŒÅÄÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ,

ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÁËÖÅ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÏÂSSčÍÁ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ: ÅÓÌÉ a = a_1e_1 + a_2e_2 + a_3e_3, b = b_1e_1 + b_2e_2 + b_3e_3, c = c_1e_1 + c_2e_2 + c_3e_3, ÔÏ

V(a; b; c) = (a_1b_2c_3 + a_2b_3c_1 + a_3b_1c_2 - a_1b_3c_2 - a_2b_1c_3 - a_3b_2c_1)V(e_1; e_2; e_3):

œÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ É ÅÇÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁ

úÄÅÓØ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÎÔÅÒÅÓÏŒÁÔØÓÑ 1-ÆÏÒÍÁÍÉ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ (Ô. Å. ÞÉÓÌÏŒÙÍÉ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÏÔ ŒÅËÔÏÒÏŒ). ðÕÓÔØ F ÔÁËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, e_1; e_2; e_3 | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÂÁÚÉÓ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ, a = a_1e_1 + a_2e_2 + a_3e_3. ôÏÇÄÁ F(a) = a_1F(e_1) + a_2F(e_2) + a_3F(e_3). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ŒÅËÔÏÒ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (F(e_1); F(e_2); F(e_3)) ÞÅÒÅÚ f. ôÏÇÄÁ F(a) = (f; a) (ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ). éÔÁË, ÌÀÂÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÁÈ (Åč ÅÝč ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏÍ) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕ- ÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ŒÅËÔÏÒ. îÁÏÂÏÒÏÔ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ f ÆÏÒÍÕÌÁ F(a) = (a; f) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ. ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ŒÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ (ÒÁÚÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÁÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓŒÕÀÔ ÒÁÚÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ F(c) = V(a; b; c), ÇÄÅ V | ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÏÂSSčÍ, a É b | ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ. ëÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ ŒÙÛÅ, ÜÔÏÍÕ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÕ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ŒÅËÔÏÒ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ a × b: V(a; b; c) = (a × b; c). üÔÏÔ ŒÅËÔÏÒ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ŒÅËÔÏÒÏŒ a É b.

éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÌÅÇËÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓŒÏÊÓÔŒ: a × a = 0, a × b = -b × a, ŒÅËÔÏÒ a × b ÂÉÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ a É b. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÉÎÔÅÒÐÅÒÔÁÃÉÑ: a × b ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÅÎ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ a É b, ÒÁŒÅÎ ÐÏ ÄÌÉÎÅ ÐÌÏÝÁÄÉ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ ÎÁ ŒÅËÔÏ- ÒÁÈ a É b É ÎÁÐÒÁŒÌÅÎ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ ÌÅŒÏÊ ÒÕËÉ. ëÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÅÇÏ ÎÅÓÌÏÖÎÏ ŒÙÒÁÚÉÔØ ÞÅÒÅÚ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ a É b: a × b = (a_2b_3 - a_3b_2)e_1 + (a_3b_1 - a_1b_3)e_2 + (a_1b_2 - a_2b_1)e_3.

éÎÄÕËÃÉÑ É ÆÕÎÄÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ

îÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ Ó ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÐÏÒÑÄËÁ ÐÒÉÎÃÉÐ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÅ (A(x) | ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÚÁŒÉÓÑÝÅÅ ÏÔ x):

∀x ¡ yA(x) ) A(y) ∀xA(x)

(ÉÚ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÎÁÄ ÞÅÒÔÏÊ ÓÌÅÄÕÅÔ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÏÄ ÞÅÒÔÏÊ). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÚÄÅÓØ ÍÙ ÎÅ ŒÙÄÅÌÑÅÍ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏ ÂÁÚÕ ÉÎÄÕËÃÉÉ.

äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÐÒÉÎÃÉÐ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÎÅŒÅÒÅÎ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ (x - 2ÞčÔÎÏ) ) (xÞčÔÎÏ), ÎÏ ÎÅ ŒÓÅ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ ÞčÔÎÙ. þÔÏÂÙ ÐÒÉÎÃÉÐ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÐÒÉÍÅÎÑÔØ, ÎÕÖÎÏ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ.

íÎÏÖÅÓÔŒÏ X Ó ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎÄÉÒÏŒÁÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ Œ ÎčÍ ÎÅÔ ÂÅÓËÏ- ÎÅÞÎÏÊ ÕÂÙŒÁÀÝÅÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x_1 ¿ x_2 ¿ x_3 ¿ : : : . äÌÑ ÆÕÎÄÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ ÐÒÉÎÃÉÐ ÉÎÄÕËÃÉÉ ŒÅÒÅÎ: ÅÓÌÉ A(x) ÎÅŒÅÒÎÏ, ÔÏ A(y) ÎÅŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ y ¡ x, ÔÏÇÄÁ A(z) ÎÅŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ z ¡ y É Ô. Ä. | ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÕÂÙŒÁÀÝÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ.

œŒÅÄčÍ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÎÁÂÏÒÏŒ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÄÌÉÎÙ k ÌÅËÓÉËÏÇÒÁ- ÆÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÐÏÒÑÄËÁ: ÓÒÁŒÎÉŒÁÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÐÅÒŒÙÅ ÞÌÅÎÙ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÒÁŒÎÙ | ŒÔÏÒÙÅ É Ô. Ä. (ËÁË ÓÌÏŒÁ Œ ÓÌÏŒÁÒÅ). íÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÆÕÎÄÉÒÏŒÁÎÏ.

ïÓÎÏŒÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÈ

íÎÏÇÏÞÌÅÎ P(x_1; : : : ; x_n) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÈ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÙÈ (ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ŒÍÅÓÔÅ Ó ÞÌÅÎÏÍ x^{i1}_1 x^{i2}_2 : : : x^{in}_n ÓÏÄÅÒÖÉÔ ŒÓÅ ÞÌÅÎÙ x^{i1}_œ(_1)x^{i2}_œ(_2) : : : x^{in}_œ(_n), ÐÒÉÞčÍ Ó ÔÅÍ ÖÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ).

ðÒÉÍÅÒÙ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÌÅÇËÏ ÐÒÉŒÅÓÔÉ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ œÉÅÔÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉŒÅÄčÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÅÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ ÅÇÏ ËÏÒÎÅÊ, ÐÒÉÞčÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ (ÅÓÌÉ ËÏÒÎÉ ÐÅÒÅÓÔÁŒÉÔØ, ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÎÅ ÉÚÍÅÎÑÔÓÑ). ïÔÂÒÏÓÉŒ ÚÎÁËÉ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ

œ_k = X

i1¡:::¡ik

x_{i1} : : : x_{ik} ;

ÇÄÅ k = 1; : : : ; n. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ œ_1; : : : ; œ_n ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÁÍÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ. ìÀÂÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ.

J õÐÏÒÑÄÏÞÉÍ ÏÄÎÏÞÌÅÎÙ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ (ËÁË ÎÁÂÏÒÙ n ÞÉÓÅÌ). äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ

ÐÒÏŒÏÄÉÔÓÑ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÓÔÁÒÛÅÍÕ ÞÌÅÎÕ. åÓÌÉ x^{i1}_1 x^{i2}_2 : : : x^{in}_n | ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ ÓÉÍÍÅ- ÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, ÔÏ i_1 ≥ i_2 ≥ : : : ≥ i_n (ÉÎÁÞÅ ÜÔÏÔ ÞÌÅÎ ÎÅ ÓÔÁÒÛÉÊ). œÙÞÉÔÁÑ œ^{i1}-^{i2}_1 œ^{i2}-^{i3}_2 : : : œ^{in}-^1-^{in}_n-_1 œ^{in}_n Ó ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ, ÍÙ ÕÍÅÎØÛÉÍ ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ É ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÉÎÄÕËÃÉÉ. I

ëÏÎÅÞÎÙÅ ÐÏÌÑ. íÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÌÑ

íÎÏÖÅÓÔŒÏ F Ó ÄŒÕÍÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ + (ÓÌÏÖÅÎÉÅ) É · (ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ) É Ó ÄŒÕÍÑ ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ 0 É 1 (0 ≠ 1) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ, ÅÓÌÉ

1) F | ÇÒÕÐÐÁ ÐÏ ÓÌÏÖÅÎÉÀ Ó ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ 0;

2) F ≪ ⋏0⋎ | ÇÒÕÐÐÁ ÐÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ Ó ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ 1 (ÏÎÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÕÌØÔÉÐÌÉ- ËÁÔÉŒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ÐÏÌÑ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ F^�);

3) (a + b)c = ac + bc ÄÌÑ ŒÓÅÈ a; b; c ∈ F.

îÁÐÒÉÍÅÒ, Q, R, C | ÐÏÌÑ. ðÏÌÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ Œ ÎčÍ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÏŒ.

ðÕÓÔØ F | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÌÅ. ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÙ ÅÄÉÎÉÃ ÏÂÒÁÚÕÀÔ Œ F ÐÏÄÐÏÌÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÏÌÅÍ Z_p ÏÓÔÁÔËÏŒ ÐÏ ÐÒÏÓÔÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ p (ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ p). ðÏÌÅ F, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÎÁÄ Z. ïÔÓÀÄÁ ÌÅÇËÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ËÏ- ÌÉÞÅÓÔŒÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ F (ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÊ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ) ÅÓÔØ ÓÔÅÐÅÎØ p. ðÕÓÔØ F ÓÏÄÅÒÖÉÔ p^k ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ l = p^k - 1.

ôÅÏÒÅÍÁ. çÒÕÐÐÁ F^� | ÃÉËÌÉÞÅÓËÁÑ.

J óÈÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÁËÏŒÁ. óÎÁÞÁÌÁ ÎÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ k ÄÅÌÉÔ l, ÔÏ Œ F^�

ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏŒÎÏ k ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÐÏÒÑÄÏË ËÏÔÏÒÙÈ ÄÅÌÉÔ k. üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÈ ÔÅÏÒÅÍÙ âÅÚÕ (ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ k ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ k ËÏÒÎÅÊ) É ÔÁËÏÇÏ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ: ÅÓÌÉ Õ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ x^k = 1 ÍÅÎØÛÅ k ÒÅÛÅÎÉÊ, ÔÏ Õ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ x^{n=k} = a ÄÌÑ ÎÅËÔÏÒÏÇÏ a ÏËÁÖÅÔÓÑ ÂÏÌÅÅ n=k ÒÅÛÅÎÉÊ, Á ÜÔÏ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ.

úÁÔÅÍ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ (ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ k), ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÐÏÒÑÄËÁ òïœîï k Œ F^� É Œ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ÐÏÒÑÄËÁ l ÏÄÉÎÁËÏŒÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Œ F^� ÅÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÏÒÑÄËÁ l, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÎÁ ÓÁÍÁ ÃÉËÌÉÞÅÓËÁÑ. I

œÌÏÖÅÎÎÙÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÙ

óÕÍÍÁ ÉÚÍÅÒÅÎÉÊ ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÇÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ ÍÅÎØÛÅ ÓÕÍÍÙ ÉÚÍÅÒÅÎÉÊ ŒÎÅÛÎÅ- ÇÏ. ôÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ: ÓÒÁŒÎÅÎÉÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ É ÐÌÏÝÁÄÅÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ, ÓËÏÒÏÓÔØ ÒÏÓÔÁ ”-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ É ÓÒÅÄÎÉÊ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÊ ÒÁÚÍÅÒ ÓÌÕÞÁÊÎÏ ÐÏŒčÒÎÕÔÏÇÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ.