íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ ôïðïìïçéñ, 2 óåíåóôò

ìåëãéñ 1. óéîçõìñòîùå çïíïìïçéé.

óÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ q-ÍÅÒÎÙÍ ÓÉÍÐÌÅËÓÏÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ T_q = {(x_0; : : : ; x_q) ∈ R^{q+1} | x_0 ≥ 0; : : :; x_q ≥ 0; x_0 + · · · + x_q = 1}. œÓÑËÏÍÕ ÐÏÄÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÕ S = {s_0; : : : ; s_p} ⊂ {0; : : :; q} ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÇÒÁÎØ T_S = {(x_0; : : : ; x_q) ∈ T_q | x_i = 0 ∀i ∈ S} ÓÉÍÐÌÅËÓÁ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ S = {0; : : : ; q} \ {s}, ÔÏ T_S = {(0; : : :; 1; : : :; 0)} (ÅÄÉÎÉÃÁ ÎÁ s-Í ÍÅÓÔÅ) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ | ŒÅÒ- ÛÉÎÙ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ T_q .

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÇÒÁÎØ T_S ÓÉÍÐÌÅËÓÁ ÓÁÍÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ (q − p)-ÍÅÒÎÙÍ ÓÉÍÐÌÅËÓÏÍ. ôÏÞÎÅÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ~_S : T_S → T_{q−p}, ŒÙÞÅÒ- ËÉŒÁÀÝÅÅ ÉÚ ÓÔÒÏËÉ (x_0; : : :; x_q) ∈ T_S ŒÓÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ x_i ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ i ∈ S | ŒÓÅ ÜÔÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ, ÔÁË ÞÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ.

ðÕÓÔØ X | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. q-ÍÅÒÎÙÍ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÍ ÓÉÍÐÌÅË- ÓÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : T_q → X. çÒÕÐ- ÐÏÊ q-ÍÅÒÎÙÈ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÈ ÃÅÐÅÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ C_q(X)) ÎÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ ÓŒÏÂÏÄÎÁÑ ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ q-ÍÅÒÎÙÈ ÓÉÎÇÕÌÑÒ- ÎÙÈ ÓÉÍÐÌÅËÓÏŒ, Ô.Å. ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÊ ∑ i∈I k_if_i, ÇÄÅ I | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, k_i ∈ Z, Á f_i | ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÊ ÓÉÍ- ÐÌÅËÓ.

ïÐÅÒÁÔÏÒ ÇÒÁÎÉÃÙ @_q : C_q(X) → C_{q−1}(X) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÄÌÑ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ f ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ @_q f =

∑_q

s=0(−1)^s f|_{T{s}} ∘ ~^{−1}_{{s}}. îÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÓÉÎ- ÇÕÌÑÒÎÙÅ ÃÅÐÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒ @ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÐÏ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ (ÑŒÌÑÑÓØ, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÇÒÕÐÐ). ãÅÐØ œ ∈ C_q(X) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÉËÌÏÍ, ÅÓÌÉ @_q œ = 0, É ÇÒÁÎÉÃÅÊ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ø ∈ C_{q+1}(X) ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ @_{q+1}ø = œ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. @_q ∘ @_{q+1} = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÄÌÑ (q + 1)-ÍÅÒÎÏÇÏ ÓÉÎÇÕ- ÌÑÒÎÏÇÏ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ f. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, @_q@_{q+1}f =

∑_{q+1} s=0(−1)^s@_q f|_{T{s}} ∘ ~^{−1}_{{s}} = ∑ 0≤s≤q+1 (∑ 0≤t≤s−1(−1) s+t f|_{T{s;t}} ~^{−1}_{{s;t}} + ∑ s+1≤t≤q(−1) s+t−1 f| T_{{s;t}}~ −1 {s;t} ) . üÔÁ ÓÕÍÍÁ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ËÁÖÄÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ Œ ÎÅÊ ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÄŒÁÖÄÙ Ó ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÍ ÚÎÁËÏÍ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ Z_q (X) É B_q(X) ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ q-ÍÅÒÎÙÈ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÈ ÃÉËÌÏŒ É ÇÒÁ- ÎÉÃ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. éÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ B_q (X) ⊂ Z_q(X); ÆÁË- ÔÏÒÇÒÕÐÐÁ H_q(X) = Z_q (X)=B_q (X) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ q-ÍÅÒÎÙÈ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÈ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X.

üÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÁÌÇÅÂÒÁ- ÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ. ðÕÓÔØ A = · · ·^{@q+1}−→ A_q^{@q}−→ A_{q−1}^{@q−1}−→ : : : | ÃÅÐÎÏÊ ËÏÍ- ÐÌÅËÓ, Ô.Å. ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ É ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ @_q ∘ @_{q+1} = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ q. ôÏÇÄÁ ÇÒÕÐÐÁ H_q(A) = Ker @_q = Im @_{q+1} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ q-ÍÅÒÎÙÈ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÜÔÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÁ.

ðÒÉÍÅÒ 1. ðÕÓÔØ X | ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ôÏÇÄÁ C_0(X) = { ∑ i∈I k_ia_i} | ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÔÏÞËÁÍÉ X. îÁ ÎÕÌØÍÅÒÎÙÈ ÃÅÐÑÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎ- ÃÉÁÌ ÔÒÉŒÉÁÌÅÎ, ÔÁË ÞÔÏ Z_0(X) = C_0(X). óÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÓÉÍÐÌÅËÓ T_1 | ÏÔÒÅÚÏË Ó ËÏÎÃÁÍÉ A; B, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÓÉÍ- ÐÌÅËÓÁ f : T_1 → X ÅÇÏ ÇÒÁÎÉÃÁ ÅÓÔØ f(B) − f(A). îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ B_0(X) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÅÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÊ ∑ i∈I k_ia_i, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ∑ i∈I k_i = 0.

ïÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ H_0(X) = Z. œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ H_0(X) | ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍÉ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X. 1

2íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõôïðïìïçéñ, 2 óåíåóôòìåëãéñ 1. óéîçõìñòîùå çïíïìïçéé.

ðÏÄ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ’ : A → B ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒ ÇÏÍÏÍÏÒ- ÆÉÚÍÏŒ ’_q : A_q → B_q ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ’_{q−1} ∘ @^A_q = @^B_q ∘ ’_q ÄÌÑ ŒÓÅÈ q. éÚ ÜÔÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ’_q(Ker @^A_q ) ⊂ Ker @^B_q É ’_q(Im @^A_{q+1}) ⊂ Im @^B_{q+1}, É, ÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ (’_∗)_q : H_q(A) → H_q(B). îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÔÁË ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÁËÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ: (’∘)_∗ = ’_∗ ∘_∗, id_∗ = id, Í (’^{−1})_∗ = ’^{−1}_∗ .

ðÕÓÔØ ’ : X → Y | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ. åÍÕ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÃÅÐÎÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ ’_∗ : C(X) → C(Y ), ÓÏÐÏ- ÓÔÁŒÌÑÀÝÉÊ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍÕ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÍÕ ÓÉÍÐÌÅËÓÕ f : T_q → X ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÊ ÓÉÍÐÌÅËÓ ’ ∘ f : T_q → Y . óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Œ ÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ ÔÏÖÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ’_∗.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. åÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ’_0 : X → Y É ’_1 : X → Y ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ, ÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Œ ÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ (’_0)_∗ : H_q(X) → H_q(Y ) É (’_1)_∗ : H_q(X) → H_q(Y ) ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2 ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ

ìÅÍÍÁ. ðÕÓÔØ ’ : A → B | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÃÅÐÎÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ, Á ´ | ÃÅÐÎÁÑ ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ, Ô.Å. ÎÁÂÏÒ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ´_q : A_q → B_{q+1} ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ @^B_{q+1} ∘ ´_q + ´_{q−1} ∘ @^A_q = ’_q ÄÌÑ ŒÓÅÈ q. ôÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’_∗ : H_q(A) → H_q(B) | ÎÕÌÅŒÏÅ ÄÌÑ ŒÓÅÈ q.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ a ∈ A_q É d^A_q a = 0. ôÏÇÄÁ ’_q a = @^B_{q+1}´_qa + ´_{q−1}@^A_q a = @^B_{q+1}´_qa ∈ Im @^B_{q+1}.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. [ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2] óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÃÅÐ- ÎÕÀ ÇÏÍÏÔÏÐÉÀ ´ : C(X) → C(Y ) ÄÌÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ (’_0)_∗ − (’_1)_∗ ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ ÖÅ ËÏÍÐÌÅËÓÁÍÉ. ðÕÓÔØ ’_y : X → Y | ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ ÍÅÖÄÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ ’_0 Í ’_1. òÁÚÏÂØÅÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ T_q × [0; 1] ÎÁ (q + 1)-ÍÅÒÎÙÅ ÓÉÍÐÌÅËÓÙ ´_0; : : : ; ´_q, ÇÄÅ ´_i = {(x_0; : : : ; x_q; t) ∈ T_q × [0; 1] | x_0 + · · · + x_{i−1} ≤ t ≤ x_0 + · · · + x_i}. œÅÒÛÉÎÁÍÉ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ ´_i ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÔÏÞËÉ p^{(i)}_0 ; : : : ; p^{(i)}q ∈ T_q × [0; 1], ÇÄÅ p^{(i)}s = (0; : : :; 1; : : :; 0; ø^{(i)}_s ), ÇÄÅ 1 ÓÔÏÉÔ ÎÁ s-Í ÍÅÓÔÅ, Á ø^{(i)}_s = 1 ÐÒÉ s ≤ i, É ø^{(i)}_s = 0 ÐÒÉ s ¿ i. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ~_i : T_{q+1} → ´_i, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ s-À ŒÅÒÛÉÎÕ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ Œ p^{(i)}_s .

äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÇÏ q-ÓÉÍÐÌÅËÓÁ f : T_q → X ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ ˘_f : T_q × [0; 1] → X ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ ˘_f (x; t) = ’_t(f(x)). ôÅÐÅÒØ ÐÏÌÏÖÉÍ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ´_qf =

∑_q s=0(−1)^i ˘_f |_{�i} ∘ ~_i. îÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÒÏŒÅÒËÁ ÐÏËÁ- ÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ´ | ÉÓËÏÍÁÑ ÃÅÐÎÁÑ ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ. çÏÍÏÌÏÇÉÉ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.

ðÒÉÍÅÒ 2. çÏÍÏÌÏÇÉÉ ÔÏÞËÉ (É, ËÁË ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ, ÌÀÂÏÇÏ ÓÔÑÇÉŒÁÅÍÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ). úÄÅÓØ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ q ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÊ ÓÉÍÐÌÅËÓ f_q : T_q → pt, ÔÁË ÞÔÏ C_q(pt) = Z. ïÐÅÒÁÔÏÒ ÇÒÁÎÉÃÙ @_q = 0 ÐÒÉ q ÎÅÞÅÔ- ÎÏÍ É q = 0 É @_q = id ÐÒÉ ÞÅÔÎÙÈ q ¿ 0. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ H_0(pt) = Z, É H_q(pt) = 0 ÐÒÉ q ¿ 0.