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×èñëà Ãàóññà è Ýéçåíøòåéíà
Îïðåäåëåíèå 1. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà âèäà a+bi ∈ C, ãäå a è b � öåëûå ÷èñëà, íàçûâàþòñÿ
÷èñëàìè Ãàóññà.
Îïðåäåëåíèå 2. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà âèäà a + bρ ∈ C, ãäå ρ =

√
3i−1
2

, à a è b � öåëûå
÷èñëà, íàçûâàþòñÿ ÷èñëàìè Ýéçåíøòåéíà.
Çàäà÷à 1. a)Íàðèñóéòå íà ïëîñêîñòè ìíîæåñòâî ÷èñåë Ãàóññà è Ýéçåíøòåéíà.
b)Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëà Ãàóññà/Ýéçåíøòåéíà îáðàçóþò êîììóòàòèâíûå êîëüöà.
c)Íàéäèòå ïîëÿ ÷àñòíûõ ýòèõ êîëåö.
d)Íàéäèòå îáðàòèìûå ÷èñëà Ãàóññà è îáðàòèìûå ÷èñëà Ýéçåíøòåéíà.
Çàäà÷à 2. Äîêàæèòå, ÷òî ýòè êîëüöà åâêëèäîâû. Â êà÷åñòâå íîðìû âîçüìèòå êâàäðàò
ìîäóëÿ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà ‖z‖ = zz.
Çàäà÷à 3. Ðàçëîæèòå ÷èñëà 2 è 3 â ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ ÷èñåë Ãàóññà/Ýéçåíøòåéíà.
Çàäà÷à 4. Ïóñòü K - êîëüöî ÷èñåë Ãàóññà èëè ÷èñåë Ýéçåíøòåéíà. Èñïîëüçóÿ îäíîçíà÷-
íîñòü ðàçëîæåíèÿ íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè, äîêàæèòå ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
a)Ïóñòü p � ïðîñòîå öåëîå ÷èñëî. Òîãäà ëèáî p ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì â K, ëèáî p ïðåäñòàâ-
ëÿåòñÿ â âèäå zz, ãäå z � ïðîñòîé ýëåìåíò K.
b)Íîðìà ïðîñòîãî ýëåìåíòà K ðàâíà p èëè p2, ãäå p � ïðîñòîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî.
c)Âñÿêèé ïðîñòîé ýëåìåíò K ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì íåêîòîðîãî ïðîñòîãî íàòóðàëüíîãî p.
Çàäà÷à 5. a)Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî p ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ÷èñëîì Ãàóñ-
ñà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà óðàâíåíèå x2 + 1 = 0 íå èìååò ðåøåíèÿ ïî ìîäóëþ p, òî
åñòü −1 íå ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì â Z/pZ.
Ïîäñêàçêà: ×èñëà âèäà n + i íå èìåþò íåîáðàòèìûõ öåëûõ äåëèòåëåé.
b)Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî p ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ÷èñëîì Ýéçåíøòåéíà
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà óðàâíåíèå x2 − x + 1 = 0 íå èìååò ðåøåíèÿ ïî ìîäóëþ p, òî
åñòü p = 2, èëè −3 íå ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì â Z/pZ.
c)Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî p ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ÷èñëîì Ãàóññà òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî èìååò âèä 4k − 1,
d)Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî p ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ÷èñëîì Ýéçåíøòåéíà
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ðàâíî 2 èëè èìååò âèä 6k − 1.
Ïîäñêàçêà: Çàãëÿíèòå íà îáðàòíóþ ñòîðîíó ëèñòêà.
Çàäà÷à 6∗. a∗)Äîêàæèòå, ÷òî íàòóðàëüíîå ÷èñëî ïðåäñòàâèìî â âèäå ñóììû äâóõ êâàäðà-
òîâ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå ïðîñòûå (íàòóðàëüíûå) äåëèòåëè
âèäà 4k − 1 âõîäÿò â íåãî â ÷¼òíîé ñòåïåíè.
b∗)Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïðåäñòàâèòü ÷èñëî n ∈ N â âèäå ñóììû äâóõ êâàäðàòîâ?
c∗)Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû 4-õ êâàä-
ðàòîâ.
d∗)Êàêèå çíà÷åíèÿ ïðèíèìàåò ìíîãî÷ëåí x2 + xy + y2 ïðè öåëûõ x è y?
Çàäà÷à 7∗. a∗)Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêàÿ ïèôàãîðîâà òðîéêà öåëûõ ÷èñåë x2 + y2 = z2 ìîæåò
áûòü çàïèñàíà â âèäå x = d(u2 − v2), y = d(uv), z = d(u2 + v2), ãäå u, v, d � öåëûå.
b∗)Ðåøèòå óðàâíåíèå x2 − xy + y2 = z2.
Çàäà÷à 8∗. Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå Ôåðìà xn + yn = zn

a∗) íå èìååò ðåøåíèé íåíóëåâîé ñòåïåíè â êîëüöå ìíîãî÷ëåíîâ C[x] ïðè n > 2;
b∗)íå èìååò íåòðèâèàëüíûõ (x, y 6= 0) ðåøåíèé â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ ïðè n = 4;
c∗∗)íå èìååò íåòðèâèàëüíûõ (x, y 6= 0) ðåøåíèé â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ ïðè n = 3.
Ïîäñêàçêà: Èñïîëüçóÿ êîìïëåêñíûå ÷èñëà, ðàçëîæèòå zn − xn íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè. Âîñ-
ïîëüçóéòåñü îäíîçíà÷íîñòüþ ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè â ñîîòâåòñòâóþùèõ êîëüöàõ.
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Äîïîëíåíèå: ñèìâîë Ëåæàíäðà.

Îïðåäåëåíèå 3. Äëÿ öåëîãî a è ïðîñòîãî p îïðåäåëèì ñèìâîë Ëåæàíäðà (Legendre)
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1 a 6= 0 ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì â Z/pZ,
−1 a íå ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì â Z/pZ,
0 a = 0 â Z/pZ.

Óïðàæíåíèå 1 Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
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Öèêëè÷íîñòü ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû (Z/pZ)∗ âëå÷¼ò çà ñîáîé òàêîå ñëåäñòâèå.

Óïðàæíåíèå 2 Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
(

a
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)
= a

p−1
2 â Z/pZ.

Îòñþäà ëåãêî íàéòè
(
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)
. Äëÿ ïîèñêà îñòàëüíûõ çíà÷åíèé ïîëåçíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà

Òåîðåìà 1 Êâàäðàòè÷íûé çàêîí âçàèìíîñòè. Ïóñòü p 6= q � íå÷¼òíûå ïðîñòûå
÷èñëà. Òîãäà (
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) (
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)
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Îäèí èç âàðèàíòîâ äîêàçàòåëüñòâà (ïðèíàäëåæàùèé Å.È.Çîëîòàð¼âó, îïóáë. 1872) âû-
ãëÿäèò òàê. Çàìåòèì, ÷òî óìíîæåíèå íà íåíóëåâîé ýëåìåíò a â Z/pZ çàäà¼ò ïåðåñòàíîâêó
σa ýëåìåíòîâ Z/pZ.

Óïðàæíåíèå 3 Äîêàæèòå, ÷òî
(

a
p

)
ðàâíî çíàêó ïåðåñòàíîâêè σa.

Òåïåðü îïðåäåëèì ïåðåñòàíîâêè σ1 è σ2 ìíîæåñòâà Z/pZ× Z/qZ òàê:

σ1(x, y) = (qx + y, y) σ2(x, y) = (x, x + py).

Óïðàæíåíèå 4 Äîêàæèòå, ÷òî çíàê σ1 ðàâåí
(

q
p

)
, à çíàê σ2 ðàâåí

(
p
q

)
.

Òåïåðü âñïîìíèì, ÷òî Z/pZ× Z/qZ ∼= Z/pqZ.

Óïðàæíåíèå 5 Âû÷èñëèòå â Z/pqZ è íàéäèòå çíàê ïåðåñòàíîâêè σ2σ
−1
1 .

Óïðàæíåíèå 6 ×òî â ðàññóæäåíèè èçìåíèòñÿ äëÿ q = 2?


