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Ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå íàä C

Çàäà÷à 1◦ (ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå íàä R). Ïóñòü E/C � ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ, îò-
âå÷àþùàÿ ðåø¼òêå Λ ⊂ C.
a)Äîêàæèòå, ÷òî E èçîìîðôíà êðèâîé, îïðåäåë¼ííîé íàä R òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ñóùåñòâóåò òàêîå α ∈ C×, ÷òî αΛ ïåðåõîäèò â ñåáÿ ïðè êîìïëåêñíîì ñîïðÿæåíèè.
Ïîäñêàçêà: ñíà÷àëà äîêàæèòå, ÷òî j(Λ) = j(Λ).

b)Ïðåäïîëîæèì, ÷òî E îïðåäåëåíà íàä R è ÷òî ìû âûáðàëè ðåø¼òêó Λ äëÿ E, êàê â
ïóíêòå (a) (ò.å. Λ èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ). Äîêàæèòå, ÷òî
∆(Λ) ∈ R è ÷òî E(R) ñâÿçíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∆(Λ) < 0.

c)Ïóñòü E/C çàäà¼òñÿ óðàâíåíèåì Ëåæàíäðà E : y2 = x(x−1)(x−λ). Äîêàæèòå, ÷òî λ ∈ R
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà E ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà íàä R è E[2] ⊂ E(R).

d)Äîêàæèòå, ÷òî åñëè E îïðåäåëåíà íàä R è E[2] ⊂ E(R), òî ñóùåñòâóåò ïðÿìîóãîëüíàÿ
ðåø¼òêà äëÿ E, ò.å. ðåø¼òêà, èìåþùàÿ âèä Zω1 + Zω2i ñ ω1, ω2 ∈ R.
Çàäà÷à 2 (î ãèëüáåðòîâîì ïîëå êëàññîâ). Ïóñòü K/Q � ìíèìîå êâàäðàòè÷íîå ïîëå,
O � êîëüöî öåëûõ K è ïóñòü hO îáîçíà÷àåò ÷èñëî êëàññîâ èäåàëîâ O.
a)Äîêàæèòå, ÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà ñóùåñòâóåò â òî÷íîñòè hO ýëëèïòè÷åñêèõ
êðèâûõ E/C ñ êîëüöîì ýíäîìîðôèçìîâ End(E) ∼= O.
b)Äîêàæèòå, ÷òî åñëè E � êðèâàÿ ñ End(E) ∼= O, òî j(E) àëãåáðàè÷íî è ñòåïåíü ðàñøè-
ðåíèÿ [K(j(E)) : K] ≤ hO.

Íà ñàìîì äåëå, K(j(E)) � ãèëüáåðòîâî ïîëå êëàññîâ K, ïîýòîìó íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ
ðàâåíñòâîì.

Çàäà÷à 3. Ïóñòü E1/C è E2/C � ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå è ïðåäïîëîæèì, ÷òî E1 èìå-
åò êîìïëåêñíîå óìíîæåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî E1 èçîãåííà E2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
End(E1)⊗Q ∼= End(E2)⊗Q.
Çàäà÷à 4 (ñïàðèâàíèå Âåéëÿ íàä C). Ïóñòü E = C/Λ � ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ, 1, τ �
îáðàçóþùèå ðåø¼òêè Λ. Ïóñòü P1 = a + bτ, P2 = c + dτ ∈ E[n] � äâå òî÷êè n-äåëåíèÿ íà
E, a, b, c, d ∈ 1

n
Z. Ïîëîæèì en(P1, P2) = exp(2πi(ad− bc)) ∈ µn.

a◦)Ïîêàæèòå, ÷òî en � áèëèíåéíîå, êîñîñèììåòðè÷íîå, íåâûðîæäåííîå ñïàðèâàíèå.

b∗)Äîêàæèòå, ÷òî en ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà (ò. å. en èëè e−1n ) ñîâïàäàåò ñî ñïàðèâàíèåì
Âåéëÿ.
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