
çÅÏÍÅÔÒÉÑ: ÌÉÓÔÏË 5. óÆÅÒÉÞÅÓËÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ (6 ÏËÔÑÂÒÑ 2014)
âÏÌØÛÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÎÁ ÓÆÅÒÅ | ÜÔÏ ÓÅÞÅÎÉÅ ÓÆÅÒÙ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÃÅÎÔÒ. çÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÁÑ,
ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ ÔÏÞËÉ A É B ÎÁ ÓÆÅÒÅ, | ÜÔÏ ÍÅÎØÛÁÑ ÞÁÓÔØ ÂÏÌØÛÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÜÔÉ ÔÏÞËÉ
(ÞÅÒÅÚ ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÓÆÅÒÙ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÈ).

úÁÄÁÞÁ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÉÎÁ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÏÊ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÊ ÄÁÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ, ÍÅÎØÛÅ ÄÌÉÎÙ ÌÀÂÏÊ ËÒÉ×ÏÊ,
ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÊ ÉÚ ÄÕÇ ÂÏÌØÛÉÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÊ ÜÔÉ ÔÏÞËÉ.

óÆÅÒÉÞÅÓËÉÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË | ÜÔÏ ÔÒÉ ÔÏÞËÉ (ÓÒÅÄÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÔ ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÈ), ÐÏÐÁÒÎÏ
ÓÏÅÄÉÎ£ÎÎÙÅ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÍÉ.

ðÕÓÔØ O | ÃÅÎÔÒ ÓÆÅÒÙ. õÇÏÌ ÐÒÉ ×ÅÒÛÉÎÅ A ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ÒÁ×ÅÎ ×ÅÌÉÞÉÎÅ Ä×ÕÇÒÁÎÎÏÇÏ
ÕÇÌÁ ÍÅÖÄÕ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ OAB É OAC (ÐÒÑÍÁÑ OA | ÏÂÝÁÑ ÇÒÁÎÉÃÁ ÜÔÉÈ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ).

óÆÅÒÉÞÅÓËÏÍÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ ABC ÎÁ ÓÆÅÒÅ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ O ÍÏÖÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÔØ ÐÏÌÑÒÎÙÊ ÅÍÕ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÊ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË A′B′C ′ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÔÏÞËÉ A′ É A ÌÅÖÁÔ ÐÏ ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ ÏÔ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ OBC É OA′ ⊥ OBC.

úÁÄÁÞÁ 2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË A′B′C ′ ÐÏÌÑÒÅÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ ABC, ÔÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ABC ÐÏÌÑÒÅÎ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ A′B′C ′.

÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÒÁÄÉÕÓ ÓÆÅÒÙ ÒÁ×ÅÎ 1.

úÁÄÁÞÁ 3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÕÇÌÙ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÁ×ÎÙ �, � É 
, Á ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎÙ ÒÁ×ÎÙ a, b É
c, ÔÏ ÕÇÌÙ ÐÏÌÑÒÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÁ×ÎÙ �− a, �− b É �− c, Á ÓÔÏÒÏÎÙ ÐÏÌÑÒÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÁ×ÎÙ �−�,
� − � É � − 
.

úÁÄÁÞÁ 4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ä×Á ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÁ×ÎÙ, ÅÓÌÉ ÒÁ×ÎÙ ÉÈ ÕÇÌÙ.

ðÕÓÔØ ÕÇÌÙ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÁ×ÎÙ �, � É 
, Á ÐÒÏÔÉ×ÏÌÅÖÁÝÉÅ ÉÍ ÓÔÏÒÏÎÙ ÒÁ×ÎÙ
a, b É c.

úÁÄÁÞÁ 5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÌÏÝÁÄØ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÁ×ÎÁ �+ � + 
 − �.

úÁÄÁÞÁ 6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ sin a
sin� = sin b

sin � = sin c
sin 
 (ÔÅÏÒÅÍÁ ÓÉÎÕÓÏ×).

úÁÄÁÞÁ 7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ cos a = cos b cos c+ sin b sin c cos� (ÐÅÒ×ÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ËÏÓÉÎÕÓÏ×).

úÁÄÁÞÁ 8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ cos� = − cos� cos 
 + sin� sin 
 cos a (×ÔÏÒÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ËÏÓÉÎÕÓÏ×).

úÁÄÁÞÁ 9. îÁÊÄÉÔÅ ÄÌÉÎÕ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉÕÓÁ r É ÐÌÏÝÁÄØ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÇÏ ËÒÕÇÁ ÒÁÄÉÕÓÁ r.

úÁÄÁÞÁ 10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ: Á) ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÙ; Â) ÍÅÄÉÁÎÙ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ
ÔÏÞËÅ.

úÁÄÁÞÁ 11. ðÕÓÔØ O | ÃÅÎÔÒ ÓÆÅÒÙ, A, B É C | ÔÏÞËÉ ÓÆÅÒÙ (ÎÅ ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÅ).
Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÂÏÌØÛÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁÑ ×ÅËÔÏÒÕ −→OA×−−→OB, ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ A É B.
Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÂÏÌØÛÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁÑ ×ÅËÔÏÒÕ (−→OA×−−→OB)×−−→OC, ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ

C É ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÑÍÏÊ AB.
×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ×ÅËÔÏÒÙ −→a , −→b É −→c ËÏÍÐÌÁÎÁÒÎÙ, ÔÏ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÅ

ÜÔÉÍ ×ÅËÔÏÒÁÍ, ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ.
Ç) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÙÓÏÔÙ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ (ÉÌÉ ÉÈ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ) ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ.
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