îíõ | áÌÇÅÂÒÁ | 2-Ê ÓÅÍÅÓÔÒ 8-15 ÆÅŒÒÁÌÑ 2007 Ç.

ïÓÎÏŒÙ ÔÅÏÒÉÉ çÁÌÕÁ

ëÏÎÅÞÎÙÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÐÏÌÅÊ

åÓÌÉ ÐÏÌÅ K ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÏÌÅ F , ÔÏ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ K ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ ÐÏÌÑ F É ÐÉÛÕÔ K ¿ F .

òÁÓÛÉÒÅÎÉÅ K ÐÏÌÑ F ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ff ∈ K ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(x) Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ ÐÏÌÑ F , Ô.Å. f(ff) = 0; ÇÄÅ f(x) ∈ F [X].

òÁÓÛÉÒÅÎÉÅ K ¿ F ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÐÏÌÅ K , ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÅ ËÁË ÌÉÎÅÊ- ÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ F , ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ. òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ K ÎÁÄ F ÐÒÉÎÑÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ [K : F ] É ÎÁÚÙŒÁÔØ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ.

œÏÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÏÓÔÙÈ É ŒÁÖÎÙÈ ÆÁËÔÏŒ, ËÁÓÁÀÝÉÈÓÑ ŒŒÅÄÅÎÎÙÈ ÐÏÎÑÔÉÊ.

•œÓÑËÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ.

• •ìÅÍÍÁ Ï ÂÁÛÎÅ 1.

åÓÌÉ K ¿ L ¿ F | ÂÁÛÎÑ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ, ÔÏ [K : F ] = [K : L][L : F ]. îÁÂÒÏÓÏË ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ. åÓÌÉ ff_1; : : : ; ff_s | ÂÁÚÉÓ K ÎÁÄ L, Á ¯_1; : : : ; ¯_t | ÂÁÚÉÓ L ÎÁÄ F , ÔÏ {ff_i¯_j } | ÂÁÚÉÓ K ÎÁÄ F .□

• • •òÁÓÛÉÒÅÎÉÅ K ¿ F ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÉÅÍ Ë ÐÏÌÀ F ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ff, ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÎÁÄ F , Ô.Å. K = F (ff).

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ K ¿ F ŒËÌÀÞÁÅÔÓÑ Œ ÂÁÛÎÀ

K = K_n ¿ K_{n−1} ¿ : : : ¿ K_1 ¿ F;

ÇÄÅ K_{i+1} | ÐÒÏÓÔÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÑ K_i .

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÂÁÛÎÀ ÔÁË: ÅÓÌÉ ¯_1; : : : ; ¯_n | ÂÁÚÉÓ K ÎÁÄ F , ÔÏ ÐÏÌÏÖÉÍ K_1 = F (¯_1); K_2 = K_1(¯_2) É Ô.Ä.□

äÏËÁÖÅÍ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÕÀ ÌÅÍÍÕ Ï ÐÒÏÓÔÏÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÉ.

ìÅÍÍÁ Ï ÐÒÏÓÔÏÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÉ. ðÕÓÔØ m(x) | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÉÚ ËÏÌØÃÁ F [X], ÉÍÅÀÝÉÊ ÓŒÏÉÍ ËÏÒÎÅÍ ff. ôÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒ- ÆÉÚÍ ÐÏÌÑ F [X]=(m(x)) (ÐÏÌÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ mod m(x)) É ÐÏÌÑ F (ff). œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÏÌÑ F (ff) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ Œ ŒÉÄÅ a_0 + a_1ff + : : : + a_{n−1}ff^{n−1} , a_i ∈ F .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ’ : F [X] −→ F (ff), ËÏ- ÔÏÒÙÊ ËÁÖÄÏÍÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ p(x) ∈ F [X] ÓÔÁŒÉÔ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ Œ ÔÏÞËÅ ff: p → p(ff). ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÑÄÒÏ ÜÔÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ p(x), ËÒÁÔÎÙÈ m(x). ôÁË ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ m(x) ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ, ÔÏ ÆÁË- ÔÏÒËÏÌØÃÏ F [X] mod m(x) ÅÓÔØ ÐÏÌÅ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÅ ÏÂÒÁÚ Im ’ ÅÓÔØ ÐÏÄÐÏÌÅ Œ F (ff), ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔ ff. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, Im ’ = F (ff). ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ F [X]=(m(x)) ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌÑ ÓÒÅÄÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ, ÓÔÅÐÅÎØ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÅÎØÛÅ n.□

óÌÅÄÓÔŒÉÅ. åÓÌÉ deg m(x) = n, ÔÏ [F (ff) : F ] = n. óÔÅÐÅÎÉ 1; ff; ff^2; : : : ; ff^{n−1} ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ F (ff) ÎÁÄ F . □ ðÒÉÍÅÒ.

Á) òÁÓÛÉÒÅÎÉÅ Q( √ 2) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÞÉÓÅÌ ŒÉÄÁ a + b √ 2; a; b ∈ Q (ÚÄÅÓØ m(x) = x^2 − 2).

Â) òÁÓÛÉÒÅÎÉÅ Q(^3 √ 2) ÓÔÅÐÅÎÉ 3 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÞÉÓÅÌ ŒÉÄÁ a + b^3 √ 2 + c^3 √ 4 (ÚÄÅÓØ m(x) = x^3 − 2).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. œ ÂÁÛÎÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ K ¿ L ¿ F (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÙÈ) ÒÁÓÛÉ- ÒÅÎÉÅ K ¿ F ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ ÔÁËÏŒÙ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ K ¿ L É L ¿ F (ÏÞÅÎØ ÓÏŒÅÔÕÀ ÐÒÏÄÕÍÁÔØ ÜÔÏ ÄÏ ËÏÎÃÁ).

ôÅÏÒÉÑ, Ï ËÏÔÏÒÏÊ Ñ ÈÏÞÕ ÎÅÍÎÏÇÏ ÒÁÓÓËÁÚÁÔØ, ÓÔÏÉÔ ÎÁ ÔÒÅÈ ËÉÔÁÈ. ðÅÒŒÙÊ | ÜÔÏ ÐÏÌÅÚÎÁÑ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ ÌÅÍÍÙ Ï ÐÒÏÓÔÏÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÉ:

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ F ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÐÏÌÑ F , Ô.Å. ÐÏÌÅ, ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÎÏÅ ÐÒÉ- ÓÏÅÄÉÎÅÎÉÅÍ Ë F ËÏÒÎÅÊ ŒÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÉÚ F [X].

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ìÀÂÏÐÙÔÎÏ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ Á) ÐÏÌÅ F ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ; Â) ÅÓÌÉ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ K ¿ F ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏ, ÔÏ K = F . (ðÏÞÅÍÕ?)

ôÁË ŒÏÔ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ Œ ÌÅÍÍÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ’ ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏŒÁÔØ ËÁË ŒÌÏ- ÖÅÎÉÅ ÐÏÌÑ F [X]=(m(x)) Œ ÐÏÌÅ F , ËÏÔÏÒÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÏÒÎÑ ff ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÁ m(x). á ÏÄÉÎ ÉÚ ŒÁÖÎÙÈ ŒÏÐÒÏÓÏŒ Œ ÔÅÏÒÉÉ ÐÏÌÅÊ ÚŒÕÞÉÔ ÔÁË: ÄÁÎÏ ÒÁÓ- ÛÉÒÅÎÉÅ K ¿ F ; ÓËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ŒÌÏÖÅÎÉÊ ÐÏÌÑ K Œ F ÎÁÄ F , Ô.Å. ÔÁËÉÈ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ’ : K −→ F , ÞÔÏ a^’ = a ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ F ?

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ m(x) ÉÍÅÅÔ m ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ (ff_1; : : : ; ff_m) Œ F . ôÏÇÄÁ, ËÁË ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÌÅÍÍÁ Ï ÐÒÏÓÔÏÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÉ, ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ŒÙÞÉ- ÓÌÅÎÉÑ ’_i : F [X] −→ F , p(x) → p(ff_i) ÄÁÀÔ m ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ŒÌÏÖÅÎÉÊ ÐÏÌÑ F [X] mod m(x) Œ ÐÏÌÅ F . äÒÕÇÉÈ ŒÌÏÖÅÎÉÊ ÎÅÔ, ÔÁË ËÁË ÌÀÂÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÎÁÛÅÇÏ ÐÏÌÑ Œ F ÏÂÑÚÁÎ ÜÌÅÍÅÎÔ x ≡ x mod m(x) ÐÅÒÅŒÏÄÉÔØ Œ ÏÄÉÎ ÉÚ ËÏÒÎÅÊ ff_i . éÔÁË, ÍÙ ÐÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ

ëÉÔ 1. ðÒÏÓÔÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ F (ff) ¿ F , ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÓÔÏÌØËÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ŒÌÏÖÅÎÉÊ Œ ÐÏÌÅ F , ÓËÏÌØËÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ Œ F ÉÍÅÅÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ m(x) ÜÌÅ- ÍÅÎÔÁ ff.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÞÉÓÌÏ ŒÌÏÖÅÎÉÊ K ÎÁÄ F Œ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÓÔÅÐÅÎÉ [K : F ]. üÔÏ ÞÉÓÌÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÒÁŒÎÏ [K : F ], ÅÓÌÉ Õ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÇÏ ÎÁÄ F ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ m(x) ÎÅÔ ËÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ. œ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ 0 ÜÔÏ ŒÓÅÇÄÁ ÔÁË.

îÁÚÏŒÅÍ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ŒÌÏÖÅÎÉÊ ÎÁÄ F ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ K ¿ F Œ ÐÏÌÅ F ÞÉÓÌÏÍ çÁÌÕÁ K ÎÁÄ F .

ïÂÏÂÝÅÎÎÙÊ ëÉÔ 1. þÉÓÌÏ çÁÌÕÁ K ÎÁÄ F ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ [K : F ].

óÈÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÐÏËÁÚÁÎÁ ÎÁ ËÁÒÔÉÎËÅ, ÇÄÅ ËÁÖÄÁÑ ÓÔÒÅÌËÁ i-ÇÏ ÜÔÁÖÁ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÑÅÔ ŒÌÏÖÅÎÉÅ K_i Œ F ÎÁÄ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ K_{i−1} .

F

K_1

ÞÉÓÌÏ ÓÔÒÅÌÏË ÒÁŒÎÏ ÞÉÓÌÕ ŒÌÏÖÅÎÉÊ K_2 ÎÁÄ K_1

ÞÉÓÌÏ ÓÔÒÅÌÏË ÒÁŒÎÏ ÞÉÓÌÕ çÁÌÕÁ K_1 ÎÁÄ F

œÌÏÖÅÎÉÑ K ÎÁÄ F ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ Œ ÂÉÅËÔÉŒÎÏÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÐÕÔÑÍÉ ÎÁ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÍ ÄÅÒÅŒÅ, ŒÅÄÕÝÉÍÉ ÉÚ ËÏÒÎÑ Œ ŒÉÓÑÞÉÅ ŒÅÒÛÉÎÙ. þÉÓÌÏ ÔÁËÉÈ ÐÕÔÅÊ ÒÁŒÎÏ ÐÒÏÉÚ- ŒÅÄÅÎÉÀ ÞÉÓÅÌ çÁÌÕÁ K_i ÎÁÄ K_{i−1} . îÏ ÞÉÓÌÏ çÁÌÕÁ K_i ÎÁÄ K_{i−1} ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÓÔÅÐÅÎÉ [K_i : K_{i−1}] (ëÉÔ 1). œ ÉÔÏÇÅ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ çÁÌÕÁ K ÎÁÄ F ÎÅ ÐÒÅŒÏÓ- ÈÏÄÉÔ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ∏ [K_i : K_{i−1}] = [K : F ] (ÌÅÍÍÁ Ï ÂÁÛÎÅ).□

åÓÌÉ ÞÉÓÌÏ çÁÌÕÁ K ÎÁÄ F ÒÁŒÎÏ [K : F ], ÔÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÙÍ.

ëÏÎÔÒÏÌØÎÙÊ ŒÏÐÒÏÓ. üËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÌÉ ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ: ËÏÎÅÞÎÏÅ ÒÁÓ- ÛÉÒÅÎÉÅ K ¿ F ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ m_ff(x) ÎÁÄ F ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ff ∈ K ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ?

ðÒÉÍÅÒ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ K = Q( √ 2; √ −1) ÐÏÌÑ Q. œËÌÀÞÉÍ ÅÇÏ Œ ÂÁÛÎÀ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ (ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ ÓÔÅÐÅÎÉ 2) Q( √ 2; √ −1) ¿ Q( √ 2) ¿ Q:

ìÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÏÌÑ K ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ! = a + b √ −1, ÇÄÅ a; b ∈ Q( √ 2). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ø ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ Q( √ 2) −→ Q, ËÏÔÏÒÙÊ ÞÉÓÌÏ p + q √ 2 ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ p − q √ 2, p; q ∈ Q. ôÏÇÄÁ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ! → ! ! → a^ø + b^ø √ −1 = !^ø ! → a − b √ −1 = !

! → a^ø − b^ø √ −1 = !^ø

ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÞÅÔÙÒÅ ŒÌÏÖÅÎÉÑ ÐÏÌÑ K Œ Q ÎÁÄ Q.

œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÎÁÓ ÂÕÄÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓÏŒÁÔØ ÇÒÕÐÐÁ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ Aut(K=F ) ÐÏÌÑ K ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F . üÔÁ ÇÒÕÐÐÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÐÏÌÑ K , ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÎÁ ÅÇÏ ÐÏÄÐÏÌÅ F . ïÎÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ çÁÌÕÁ ÐÏÌÑ K É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Gal(K=F ).

õÄÏÂÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÏÓÎÏŒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ F ŒÌÏÖÅÎÙ Œ ÅÇÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ F .

ôÁË ËÁË ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ œ : K −→ K ÎÁÄ F ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ŒÌÏÖÅÎÉÑ K Œ F ÎÁÄ F , ÔÏ ËÁË ÍÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ, ÐÏÒÑÄÏË ÇÒÕÐÐÙ Gal(K=F ) ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ [K : F ].

ëÏÎÅÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ K ¿ F ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ çÁÌÕÁ, ÅÓÌÉ ÐÏÒÑÄÏË ÅÇÏ ÇÒÕÐÐÙ çÁÌÕÁ ÒÁŒÅÎ [K : F ].

ðÒÉÍÅÒ. çÒÕÐÐÁ Gal(Q(^3 √ 2)=Q) ÔÒÉŒÉÁÌØÎÁ (ÐÏÞÅÍÕ?), Á Gal(Q( √ 2; √ −1)=Q) = Z_2 ⊕ Z_2 (ÐÏÞÅÍÕ?).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ Q( √ 2; √ −1) ¿ Q | ÜÔÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ, Á ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ Q(^3 √ 2) ¿ Q ÔÁËÏŒÙÍ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ.

ëÏÎÔÒÏÌØÎÙÊ ŒÏÐÒÏÓ. œÙÞÉÓÌÉÔØ ÇÒÕÐÐÕ Gal(C =R).

ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ.åÓÌÉ G | ÇÒÕÐÐÁ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÐÏÌÑ L, ÔÏ ÞÅÒÅÚ L^G ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÐÏÄ- ÐÏÌÅ Œ L, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ G-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ.

ëÉÔ 2 | ÜÔÏ ÌÅÍÍÁ Ï ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÏÍ ÐÏÌÅ.

ìÅÍÍÁ Ï ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÏÍ ÐÏÌÅ. åÓÌÉ K ¿ F | ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ Ó ÇÒÕÐÐÏÊ çÁÌÕÁ G = Gal(K=F ), ÔÏ K^G = F .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ K ¿ K^G ¿ F É [K^G : F ] ¿ 1. îÏ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÇÒÕÐÐÁ G ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ ÇÒÕÐÐÙ Aut(K=K^G). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, |G| ⩽ | Aut(K=K^G)| ⩽ [K : K^G] ¡ [K : F ]. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, |G| = [K : F ]. ðÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ.□

ëÁË ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ? äŒÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ

ëÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ 1 (çÁÌÕÁ, áÂÅÌØ). ðÕÓÔØ f(x) ∈ F [X] | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ (ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ) É ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÙÊ (ÐÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ. (îÁÐÏÍÎÀ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ Õ f(x) ÎÅÔ ËÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ.) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÌÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ E_f ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f , Ô.Å. ÐÏÌÅ F (^_1; : : : ; ^_s), ÇÄÅ ^_1; : : : ; ^_s | ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f , ÌÅÖÁÝÉÅ Œ F .

õÔŒÅÒÖÄÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÐÏÌÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÅÓÔØ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ. äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ œ : E_f −→ F ÎÁÄ F ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÐÏÌÑ E_f . œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ œ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ËÏÒÅÎØ ^ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(x) Œ ËÏÒÅÎØ ÜÔÏÇÏ ÖÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ: ÅÓÌÉ a_0 +a_1^+a_2^^2 +: : :+a_s^^s = 0, ÔÏ É (a_0 +a_1^+a_2^^2 +: : :+a_s^^s)^œ = = a^œ_0 + a^œ_1 ^^œ + a^œ_2 (^^œ )^2 + : : : + a^œ_s (^^œ)^s = a_0 + a^œ_1 + : : : + a_s(^^œ)^s = 0.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÏÌÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ ÏÔ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÏŒ ^_1; : : : ; ^_s , É ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ œ , ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÑ ÜÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ, ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÐÏÌÅ E_f . (ðÏÞÅÍÕ E^œ_f = E_f ?) éÔÁË, ŒÓÅ ŒÌÏÖÅÎÉÑ E_f −→ F ÎÁÄ F | ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÐÏÌÑ E_f . äÁÌÅÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÂÁÛÎÀ ÐÒÏÓÔÙÈ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ

E_f = F (^_1; : : : ; ^_s) ¿ F (^_1; : : : ; ^_{s−1}) ¿ : : : ¿ F (^_1) ¿ F:

ðÒÉÍÅÎÑÑ ëÉÔ 1 Ë ËÁÖÄÏÍÕ ÜÔÁÖÕ (Ó ÕÞÅÔÏÍ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏÓÔÉ f(x)), ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ çÁÌÕÁ E_f ÎÁÄ F ÒÁŒÎÏ [E_f : F ], Ô.Å. ÐÏÒÑÄÏË ÇÒÕÐÐÙ Aut(E_f =F ) ÒÁŒÅÎ [E_f : F ].

œ ÓŒÑÚÉ Ó ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÅÊ 1 ÍÏÖÎÏ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ÇÒÕÐÐÅ çÁÌÕÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(x), ÐÏÄÒÁ- ÚÕÍÅŒÁÑ ÐÏÄ ÜÔÉÍ ÇÒÕÐÐÕ çÁÌÕÁ ÅÇÏ ÐÏÌÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ.

ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÉ.

1) ïÞÅÎØ ÔÒÕÄÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ: ÐÒÏÓÔÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ëÌÅÊÎÁ ÐÏÒÑÄËÁ 168, ÉÚÏÍÏÒÆÎÁÑ ÇÒÕÐÐÅ PSL(3; F_2 ) ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ ËÁË ÇÒÕÐÐÁ çÁÌÕÁ ÐÏÌÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x^7 − 7x + 3 ÎÁÄ Q. (óÍÏÖÅÔÅ ÌÉ ŒÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÎÁÄ Q?) 2) œÏÐÒÏÓ Ï ÔÏÍ, ËÁËÉÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÇÒÕÐÐÙ ÒÅÁÌÉÚÕÀÔÓÑ ËÁË ÇÒÕÐÐÙ çÁÌÕÁ ÎÁÄ Q, ÐÏ-ŒÉÄÉÍÏÍÕ, ÄÏ ÓÉÈ ÐÏÒ ÏÔËÒÙÔ.

3) é. ò. ûÁÆÁÒÅŒÉÞ ÄÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ ËÁË ÇÒÕÐÐÁ çÁÌÕÁ ÎÁÄ Q.

4) îÅÓÌÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ (ŒÙ ÜÔÏ ÓÍÏÖÅÔÅ ÓÄÅÌÁÔØ ÓÁÍÉ), ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅ- ÎÉÅ çÁÌÕÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ËÁË ÐÏÌÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ.

ëÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ 2 (ü. áÒÔÉÎ) ðÕÓÔØ G | ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÐÏÌÑ E . ôÏÇÄÁ ŒÅÒÎÁ ìÅÍÍÁ áÒÔÉÎÁ (ëÉÔ 3). ëÏÎÅÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ E ¿ E^G ÅÓÔØ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ Ó ÇÒÕÐÐÏÊ çÁÌÕÁ G.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ [E : E^G] ⩾ |G|. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, |G| ŒÌÏÖÅÎÉÊ E ÎÁÄ E^G Œ ÐÏÌÅ E Õ ÎÁÓ ÕÖÅ ÉÍÅÀÔÓÑ, Á ŒÓÅÈ ÔÁËÉÈ ŒÌÏÖÅÎÉÊ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ [E : E^G]. (úÁÍÅÔØÔÅ, ÞÔÏ ÍÙ ÐÏËÁ ÎÅ ÚÎÁÅÍ, ËÏÎÅÞÎÏ ÌÉ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ E ¿ E^G .) äÏËÁÖÅÍ, ÓÌÅÄÕÑ ü. áÒÔÉÎÕ, ÞÔÏ [E : E^G] = |G|. üÔÏÇÏ ÕÖÅ ÂÕÄÅÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÑ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏÓÔÉ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÌÅÍÍÙ (ÐÏÞÅÍÕ?).

äÏËÁÚÙŒÁÅÍ ÏÔ ÐÒÏÔÉŒÎÏÇÏ: ÅÓÌÉ [E : E^G] ¿ |G|, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÏÌÌÅËÃÉÑ (^_1; : : : ; ^_s), ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ s = [E : E^G] ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÐÏÌÑ E , ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F = E^G . ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, s ¿ |G| = n. ðÅÒÅÎÕÍÅÒÕÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÇÒÕÐÐÙ G = œ_1; : : : ; œ_n (œ_1 = 1) É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ s ŒÅËÔÏÒ-ÓÔÏÌÂÃÏŒ ŒÙÓÏÔÙ n:

^^{œ1}_1 . . ^^{œn}_1

: : : : : :

^^{œ1}_s . . ^^{œn}_s

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÓÔÏÌÂÃÙ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÙ ÎÁÄ E (ŒÅÄØ s ¿ n), Á ÚÎÁÞÉÔ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÉÈ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ (x_1; : : : ; x_s) ÉÚ E , ÒÁŒÎÙÅ ÎÕÌÅŒÏÍÕ ÓÔÏÌÂÃÕ. œÙÂÅÒÅÍ ÉÚ ÎÉÈ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÀ Ó ÍÉÎÉ- ÍÁÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ, ÓËÁÖÅÍ t:

x_1^_1 + x_2^_2 + : : : + x_t^_t = 0 . . x_1^^{œi}_1 + x_2^^{œi}_2 + : : : + x_t^^{œi}_t = 0 . . x_1^^{œn}_1 + x_2^^{œn}_2 + : : : + x_t^^{œn}_t = 0 (∗)

ÇÄÅ t ⩾ 2 (ÐÏÞÅÍÕ?). (úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÓËÏÌØËÕ t ⩽ s, ÔÏ ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ, ÞÔÏ t ⩽ n; ÎÏ ÎÁ ÄÁÌØÎÅÊÛÉÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÜÔÏ ÎÅ ŒÌÉÑÅÔ.) äÅÌÑ ÎÁ x_1 ≠ 0; ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ Œ ÎÁÛÅÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ x_1 = 1.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ŒÓÅ x_i ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÌÅÖÁÔØ Œ ÐÏÌÅ F = E^G (ÉÎÁÞÅ ÓÒÅÄÉ ^_i ÎÁÛÌÏÓØ ÂÙ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÏÅ ÎÁÄ F ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÞÔÏ ÎÅ ÔÁË). ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ x_2 =∈ E^G .

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ œ ∈ G, ÞÔÏ x^œ_2 ≠ x_2 . ðÒÉÍÅÎÉÍ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ œ ËÏ ŒÓÅÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍ ÓÉÓÔÅÍÙ (∗). ôÏÇÄÁ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ (∗)^œ ÔÏÞÎÏ ÔÁËÏÇÏ ÖÅ ŒÉÄÁ, ÎÏ ÓÏ ÓÔÒÏËÏÊ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÙÈ (x^œ_1 ; : : : ; x^œ_t ) (ÐÏÞÅÍÕ?). á ÉÍÅÎÎÏ:

x^œ_1 ^_1 + x^œ_2 ^_2 + : : : + x^œ_t ^_t = 0 . . x^œ_1 ^^{œi}_1 + x^œ_2 ^^{œi}_2 + : : : + x^œ_t ^^{œi}_t = 0 . . x^œ_1 ^^{œn}_1 + x^œ_2 ^^{œn}_2 + : : : + x^œ_t ^^{œn}_t = 0

(∗)^œ

œÙÞÉÔÁÑ (∗)^œ ÉÚ (∗) (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ x_1 = 1 = x^œ_1 ), ÐÏÌÕÞÉÍ n ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ, ÐÏÄÏÂ- ÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍ ÓÉÓÔÅÍÙ (∗), ÎÏ ÞÉÓÌÏ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÙÈ Œ ËÁÖÄÏÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÉ ÕÍÅÎØÛÉÌÏÓØ. îÏŒÙÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÎÁÂÏÒ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÙÈ ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË: (x^œ_2 − x_2; : : : ; x^œ_t − x_t), ÐÒÉÞÅÍ x^œ_2 − x_2 ≠ 0. íÙ ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÀ Ó ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅÍ Ï ÍÉÎÉ- ÍÁÌØÎÏÓÔÉ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ (x_1 = 1; : : : ; x_t).□ ïÓÎÏŒÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÔÅÏÒÉÉ çÁÌÕÁ

œÏÔ ÅÅ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ:

ðÕÓÔØ K ¿ F | ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏ- ÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁÍÉ H ÇÒÕÐÐÙ Gal(K=F ) É ÐÏÄÐÏÌÑÍÉ ÐÏÌÑ K , ÓÏ- ÄÅÒÖÁÝÉÍÉ F , ÐÒÉÞÅÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÐÁÒÙ H É L ÔÁËÏŒÙ, ÞÔÏ L = K^H , Á H = Gal(K=L).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. óËÏÍÂÉÎÉÒÏŒÁÔØ ëÉÔ 1, ëÉÔ 2 É ëÉÔ 3.□

óÌÅÄÓÔŒÉÅ. œ ÂÁÛÎÅ K ¿ L ¿ F Ó ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ çÁÌÕÁ K ¿ F ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ L ¿ F ÂÕÄÅÔ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ çÁÌÕÁ Œ ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ Gal(K=L) | ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ Œ Gal(K=F ). (õËÁÚÁÎÉÅ: ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÔÅÍ ÐÒÏÓÔÙÍ ÆÁËÔÏÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ H ¡ Gal(K=F ) É ÌÀÂÏÇÏ œ ∈ Gal(K=F ) (K^H )^œ = K^{œHœ−1} .)

ïÓÎÏŒÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÚŒÕÞÉÔ ËÁË ÉÚŒÅÓÔÎÁÑ ÉÚ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ ÐÏÄ- ÇÒÕÐÐ Œ ÎÁËÒÙÔÉÑÈ.

ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ. íÙ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÕŒÌÅËÌÉÓØ ËÏÎÅÞÎÙÍÉ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑÍÉ, ÇÄÅ ÎÁÛÉ ÐÒÏ- ÓÔÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÈÏÒÏÛÏ ÒÁÂÏÔÁÀÔ. îÏ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑÈ çÁÌÕÁ É ÇÒÕÐÐÁÈ çÁÌÕÁ Œ ËÏÎÔÅËÓÔÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ. þÔÏÂÙ ÄÁÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, ÐÒÉÇÏÄÎÏÅ ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ, ÏÂÒÁÔÉÍÓÑ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÆÁËÔÕ:

æÁËÔ. åÓÌÉ K ¿ F | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ, ÔÏ ÏÎÏ Á) ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏ, Â) ÎÏÒÍÁÌØÎÏ. (óÌÏŒÏ "ÎÏÒÍÁÌØÎÏ" ÍÏÖÅÔ ÏÚÎÁÞÁÔØ ÍÎÏÇÏÅ, ÎÏ Œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÅÞØ ÉÄÅÔ Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ: ÅÓÌÉ ÌÀÂÏÊ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x) ÉÚ F [X] ÉÍÅÅÔ ËÏÒÅÎØ Œ ÐÏÌÅ K , ÔÏ É ŒÓÅ ÅÇÏ ËÏÒÎÉ ÌÅÖÁÔ Œ ÜÔÏÍ ÐÏÌÅ.)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ("ÔÒÀË çÁÌÕÁ"). ðÕÓÔØ ff ∈ K É m_ff(x) | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎ ff ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ff^œ ; œ ∈ Gal(K=F ). œÓÅ ÏÎÉ | ËÏÒÎÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ m_ff(x), ÌÅÖÁÝÉÅ Œ K . ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ âÅÚÕ m_ff(x) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ∏ (x − ff^œ). îÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, ÑŒÌÑÑÓØ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ œÉÅÔÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÏÔ ff^œ , ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙ ÐÏÄ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ÇÒÕÐÐÙ Gal(K=F ) (ÐÏÞÅÍÕ?). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ëÉÔ 2, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ∏ (x − ff^œ ) ÌÅÖÉÔ Œ ËÏÌØÃÅ F [X], Á ÐÏÔÏÍÕ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ) Ó ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍ ÎÁÄ F ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ m_ff(x). üÔÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÓÒÁÚÕ É Á) É Â). □

ôÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁ Á) É Â) ŒÚÑÔØ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ çÁÌÕÁ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ. á ÉÍÅÎÎÏ: ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÎÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ çÁÌÕÁ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÏ É ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏ.

óÌÏÖÉÔÅ ÉÚ ËÕÂÉËÏŒ ëÉÔ 1, ëÉÔ 2 É ëÉÔ 3 ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÒÁÎÅÅ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÎÎÏÍÕ.

îÏÒÍÁ É ÓÌÅÄ.

ïÄÎÁ ÚÁÄÁÞÁ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÓŒÑÚÁÎÎÁÑ Ó ÐÏÌÑÍÉ

ðÕÓÔØ K - ËÏÎÅÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÑ F ÓÔÅÐÅÎÉ n É x | ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÏÌÑ K . ôÏÇÄÁ x ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ K ÌÅŒÙÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ y → xy ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ y ∈ K . üÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏ: x(y_1 + y_2) = xy_1 + xy_2; x(˘y) = ˘xy; ˘ ∈ F . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, x ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ K ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F . œÙÂÅÒÅÍ ÂÁÚÉÓ x_1; : : : ; x_n Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ K . ôÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ

xx_i = ∑ j a_{ij} x_j ; a_{ij} ∈ F (1)

ðÅÒÅÐÉÛÅÍ (1) Œ ŒÉÄÅ ∑ j (ffi_{ij} x−a_{ij} )x_i = 0, Ô.Å. Œ ŒÉÄÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ Ó ÍÁÔÒÉÃÅÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ (ffi_{ij} x−a_{ij} ). üÔÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÍÅÅÔ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ (x_1; : : : ; x_n). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, det(ffi_{ij} x − a_{ij} ) = 0, Ô.Å. x ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÈÁ- ÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÍÁÔÒÉÃÙ (a_{ij} ), ÉÌÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x, ËÏÔÏÒÙÊ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ ËÁË ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ ë. èÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉ- ÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÜÔÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ F_x(T ). íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÔÅÏÒÅÍÕ çÁÍÉÌØÔÏÎÁ-ëÜÌÉ: x ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ F_x(T ).

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÕÓÔØ m_x(T ) | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ 1. éÎÔÅÒÅÓÎÏ ÕÚÎÁÔØ, ËÁË ÓŒÑÚÁÎÙ F_x(T ) É m_x(T ).

ôÅÏÒÅÍÁ 1. åÓÌÉ deg m_x(T ) = m, ÔÏ m ÄÅÌÉÔ n, É F_x(T ) = (m_x(T ))^{nm}

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÂÁÛÎÀ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ K ¿ F (x) ¿ F . íÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ 1; x; : : : ; x^{m−1} ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ F (x) ÎÁÄ F . œÙÂÅÒÅÍ ÂÁÚÉÓ ¯_1; : : : ; ¯_t , t = n=m Œ K ÎÁÄ F (x). ôÏÇÄÁ ¯_sx^l ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ K ÎÁÄ F . õÍÅÌÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÉŒ ÜÔÏÔ ÂÁÚÉÓ É ŒÙÞÉÓÌÉŒ Œ ÎÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ x, ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ: ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÂÁÚÉÓÅ K ÎÁÄ F

¯_1; x¯_1; : : : ; x^{m−1}¯_1; ¯_2; x¯_2; : : : ; x^{m−1}¯_2; : : : ; ¯_t; x¯_t; : : : ; x^{m−1}¯_t

ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ x ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÎÁ ÍÁÔÒÉÃÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ x, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÅÇÏ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ F (x) ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F :

E_t ⊗ {ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ x Œ ÂÁÚÉÓÅ 1; : : : ; x^{m−1} }

äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÂÌÏÞÎÏ-ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ ŒÉÄ 0 ... 0 ÇÄÅ ËÁÖÄÙÊ ÂÌÏË ÅÓÔØ ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ x : F (x) −→ F (x) Œ ÂÁÚÉÓÅ 1; x; : : : ; x^{m−1} . îÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ x : F (x) −→ F (x) ÉÍÅÅÔ ÓÔÅÐÅÎØ m (ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ F (x) ÎÁÄ F ), ÒÁŒÎÕÀ ÓÔÅÐÅÎÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ m_x(T ). á ÒÁÚ Õ ÜÔÉÈ ÄŒÕÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÅÓÔØ ÏÂÝÉÊ ËÏÒÅÎØ x É ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ËÏÜÆÆÉ- ÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉ ÓÔÁÒÛÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÔÏ ÏÎÉ ÒÁŒÎÙ. ïÔÓÀÄÁ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ.□ äŒÁ ŒÁÖÎÙÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ K | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÑ F . óÌÅÄÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x ∈ K (ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ tr_{K=F} (x)) ÎÁÄ F ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄ tr x ÌÉÎÅÊ- ÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ x : K −→ K .

îÏÒÍÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x ∈ K (ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ N_{K=F} (x)) ÎÁÄ F ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ det x ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ x : K −→ K .

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÏÒÍÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÎÁ K : N_{K=F} (xy) = N_{K=F} (x)N_{K=F} (y), Ô.Å. ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÈÁÒÁËÔÅÒ N_{K=F} : K^∗ −→ F^∗ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÐÏÌÑ K ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ ÏÓÎÏŒÎÏÍ ÐÏÌÅ F .

óÌÅÄ, ËÁË É ÐÏÌÏÖÅÎÏ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÎÁ K ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ F .

åÓÌÉ ÔÅÏÒÅÍÕ 1 ÓËÏÍÂÉÎÉÒÏŒÁÔØ Ó ÔÅÏÒÅÍÏÊ œÉÅÔÁ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÞÅÎØ ÐÏÌÅÚÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ (ÐÏÖÁÌÕÊÓÔÁ, ÄÏËÁÖÉÔÅ ÅÇÏ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ): ôÅÏÒÅÍÁ 2. åÓÌÉ m_x(T ) | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x ÎÁÄ F É fi_1; : : : ; fi_m | ÅÇÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ËÏÒÎÉ Œ F (ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, x | ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ), ÔÏ

tr_{K=F} (x) =^n_m (fi_1 + : : : + fi_m) N_{K=F} (x) = (fi_1 + : : : + fi_m)^{nm}

œ ÓÌÕÞÁÅ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ K ¿ F ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÔÅÏÒÅÍÙ 2 ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÉÚÑÝ- ÎÕÀ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÕ, ËÏÔÏÒÁÑ É ÅÓÔØ ÎÁÛÁ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÁÑ ÃÅÌØ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ n ŒÌÏÖÅÎÉÊ œ_1; : : : ; œ_n ÐÏÌÑ K Œ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ F . ôÏÇÄÁ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 2 ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

tr_{K=F} (x) = n∑ i=1 x^{œi} , N_{K=F} (x) = ∏ x^{œi}

é ÎÁÐÏÓÌÅÄÏË ÅÝÅ ÏÄÎÁ ÐÒÉÑÔÎÁÑ ŒÅÝØ.

ôÅÏÒÅÍÁ 3. åÓÌÉ K ¿ L ¿ F | ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÁÑ ÂÁÛÎÑ, ÔÏ

N_{K=F} (x) = N_{L=F} ( N_{K=L}(x) ) tr_{K=F} (x) = tr_{L=F} ( tr_{K=L}(x) ) äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÎÕÖÎÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ Ï ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÉ ŒÌÏÖÅÎÉÊ Œ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏÊ ÂÁÛÎÅ (ëÉÔ 1).

ôÅÏÒÉÑ çÁÌÕÁ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ... îÏ ÍÙ ÐÏÓÔÁŒÉÍ ÚÄÅÓØ ÔÏÞËÕ.

òÅËÏÍÅÎÄÕÅÍÁÑ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÁ:

ü.áÒÔÉÎ. ôÅÏÒÉÑ çÁÌÕÁ. íÏÓËŒÁ, íãîíï, 2004 ü.â.œÉÎÂÅÒÇ. ëÕÒÓ ÁÌÇÅÂÒÙ. íÏÓËŒÁ, æÁËÔÏÒÉÁÌ, 2004