
Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç, 2 ñåìåñòð: ëèñòîê 1

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå γ : R → R2, γ(t) = (x(t), y(t)). Ïðåäïîëîæèì ÷òî
ôóíêöèè x(t) è y(t) äèôôåðåíöèðóåìû äîñòàòî÷íîå ÷èñëî ðàç. Ïðîèçâîäíûå
ýòèõ ôóíêöèé ïî t ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç ẋ è ẏ. Âåêòîð v(t) = (ẋ(t), ẏ(t))
íàçûâàåòñÿ âåêòîðîì ñêîðîñòè â ìîìåíò âðåìåíè t. Îòîáðàæåíèå γ íàçûâàåòñÿ
ãëàäêîé êðèâîé, åñëè v(t) ̸= 0 äëÿ âñåõ t ∈ R.

1. Êàñàòåëüíàÿ ê êðèâîé γ â òî÷êå (x(t0), y(t0)) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðÿìàÿ L,
òàêàÿ, ÷òî ðàññòîÿíèå îò òî÷êè (x(t), y(t)) äî L ðàâíî o(t − t0) ïðè t → t0.
(Íàïîìíèì, ÷òî α(t) = o(t − t0) ïðè t → t0, åñëè limt→t0 α(t)/(t − t0) = 0).
Íàéäèòå óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê γ â òî÷êå (x(t0), y(t0)).

2. Äëèíîé ó÷àñòêà γ[t0, t1] êðèâîé γ íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

Lγ [t0, t1] =

∫ t1

t0

|v(t)| dt.

Çäåñü |v(t)| � ýòî äëèíà âåêòîðà v(t). Äîêàæèòå, ÷òî ýòî ÷èñëî íå çàâèñèò îò
ïàðàìåòðèçàöèè, òî åñòü åñëè ϕ : [τ0, τ1] → [t0, t1] � ãîìåîìîðôèçì (äèôôå-
ðåíöèðóåìûé íà (τ0, τ1), ïðè÷åì ïðîèçâîäíàÿ ïðîäîëæàåòñÿ äî íåïðåðûâíîãî
îòîáðàæåíèÿ èç [τ0, τ1] â [t0, t1]) òî Lγ◦ϕ[τ0, τ1] = Lγ [t0, t1].

3. Íà âñÿêîé ãëàäêîé êðèâîé γ ìîæíî ââåñòè ïàðàìåòð s, òàêîé ÷òî s = Lγ [0, s].
Òàêîé ïàðàìåòð íàçûâàåòñÿ íàòóðàëüíûì. Ïàðàìåòð t ÿâëÿåòñÿ íàòóðàëüíûì
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà |γ̇(t)| = 1.

4. Ïóñòü s � íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð íà êðèâîé γ(s) = (x(s), y(s)). Ïîëîæèì
v(s) = d

dsγ(s), a(s) =
d
dsv(s) (ïðîèçâîäíàÿ âåêòîð-ôóíêöèè âû÷èñëÿåòñÿ ïîêîì-

ïîíåíòíî). Äîêàæèòå, ÷òî âåêòîðû v(s) è a(s) ïåðïåíäèêóëÿðíû.

5. Ôóíêöèÿ κ(s) = |a(s)| íàçûâàåòñÿ êðèâèçíîé êðèâîé γ. Ïîëîæèì n(s) =
a(s)/κ(s). Äîêàæèòå, ÷òî d

dsn(s) = −κ(s)v(s) (ôîðìóëà Ôðåíå).

6. Ïóñòü s � íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð íà êðèâîé γ(s) = (x(s), y(s)), ïðè÷åì
γ(0) = (0, 0) è v(0) = (1, 0). Âûïèøèòå ìíîãî÷ëåíû Òýéëîðà äëÿ x(s) è y(s)
ñòåïåíè òðè â òåðìèíàõ ôóíêöèè κ(s) è åå ïðîèçâîäíûõ.

7. Ïóñòü êðèâèçíà êðèâîé γ â òî÷êå γ(s0) îòëè÷íà îò íóëÿ: κ(s0) ̸= 0. Íàéäèòå
îêðóæíîñòü δ, äëÿ êîòîðîé |γ(s)− δ(s)| = o((s− s0)

2). Çäåñü ìû ïðåäïîëàãàåì,
÷òî s ÿâëÿåòñÿ íàòóðàëüíûì ïàðàìåòðîì íà îêðóæíîñòè δ.

8. Íàéäèòå ôîðìóëó äëÿ êðèâèçíû êðèâîé γ(t) = (x(t), y(t)) ÷åðåç ïðîèçâîä-
íûå ôóíêöèé x(t) è y(t). Ïàðàìåòð t íå îáÿçàòåëüíî íàòóðàëüíûé. Ïîñ÷èòàéòå
êðèâèçíó ïàðàáîëû y = x2 êàê ôóíêöèþ îò x.

9. Ïóñòü s � íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð íà êðèâîé γ(s), ïðè÷åì γ(s + 1) = γ(s)
(òî åñòü êðèâàÿ γ çàìêíóòà). Äîêàæèòå, ÷òî∫ 1

0

(Ax(s) +By(s) + C)
dκ(s)

ds
ds = 0

äëÿ ëþáûõ ïîñòîÿííûõ A, B è C.

10. Òåîðåìà î ÷åòûðåõ âåðøèíàõ. Äîêàæèòå, ÷òî íà ëþáîé çàìêíóòîé ãëàä-
êîé êðèâîé íå ìåíåå ÷åòûðåõ âåðøèí, òî åñòü òàêèõ òî÷åê γ(s), äëÿ êîòîðûõ
d
dsκ(s) = 0.
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