
Çàäà÷è ê êóðñó Òîïîëîãèÿ 3 (ÍÌÓ, âåñíà 2015). Ëèñòîê 5.

Çàäà÷à 1. Âû÷èñëèòå ôóíäàìåíòàëüíóþ ãðóïïó áóòûëêè Êëåéíà K2. Íàéäèòå

ãîìîòîïè÷åñêèå êëàññû îòîáðàæåíèé èç S1 â K2.

Çàäà÷à 2. Â êàêèõ ñëó÷àÿõ åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå èç ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóï-

ïû ñâÿçíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X â ìíîæåñòâî ãîìîòîïè÷åñêèõ êëàñ-

ñîâ îòîáðàæåíèé S1 → X áèåêòèâíî?

Çàäà÷à 3. Ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî π2(RP 2) ∼= π2(S
2) (íàêðûòèå S2→ RP 2 èíäóöèðóåò

èçîìîðôèçìû ñòàðøèõ ãîìîòîïè÷åñêèõ ãðóïï), âû÷èñëèòå π2(RP 2,RP 1) .

Çàäà÷à 4. à) Ïóñòü (X,A) � ïàðà ëèíåéíî ñâÿçíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ

(A ⊂ X ). Äîêàçàòü, ÷òî íàéä¼òñÿ òàêàÿ êëåòî÷íàÿ ïàðà (X ′, A′) è òàêîå íåïðå-

ðûâíîå îòîáðàæåíèå f : (X ′, A′) → (X,A) , ÷òî f çàäà¼ò ñëàáûå ãîìîòîïè÷åñêèå

ýêâèâàëåíòíîñòè èç X ′ â X è èç A′ â A .

á) Ïóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, X ′ � êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî,

f : X ′ → X � ñëàáàÿ ãîìîòîïè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñÿêî-

ãî êëåòî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà Y è âñÿêîãî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ g : Y → X

íàéä¼òñÿ òàêîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå ϕ : Y → X ′ , ÷òî g = f ◦ ϕ .
â) Ïóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, X ′, X ′′ � êëåòî÷íûå ïðîñòðàíñòâà,

f ′ : X ′ → X , f ′′ : X ′′ → X � ñëàáûå ãîìîòîïè÷åñêèå ýêâèâàëåíòíîñòè. Äîêàçàòü,

÷òî X ′ è X ′′ ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû.

ã) Äîêàçàòü, ÷òî ñëàáî ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûå êëåòî÷íûå ïðîñòðàíñòâà

ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû.

Çàäà÷à 5. Ïóñòü X, Y � ëèíåéíî ñâÿçíûå êëåòî÷íûå ïðîñòðàíñòâà, f : X → Y

� òàêîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå, ÷òî èíäóöèðîâàííûå îòîáðàæåíèÿ π1(X) →
π1(Y ) , Hn(X) → Hn(Y ) � èçîìîðôèçìû (ïðè âñåõ n). Äîêàçàòü, ÷òî f � ãîìî-

òîïè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü.

Çàäà÷à 6. Ïóñòü X, Y � òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Íåïðåðûâíîå îòîáðàæå-

íèå f : X → Y íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì, åñëè äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà A ⊂ Y åãî

ïðîîáðàç f−1(A) êîìïàêòåí. Ñîáñòâåííûå îòîáðàæåíèÿ èç X â Y íàçûâàþòñÿ ñîá-

ñòâåííî ãîìîòîïíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ñâÿçûâàþùàÿ èõ ãîìîòîïèÿ [0, 1]×X →
Y , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì îòîáðàæåíèåì. Ïðîñòðàíñòâà X, Y íàçûâàþòñÿ

ñîáñòâåííî ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå ñîáñòâåííûå

íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ f : X → Y , g : Y → X , ÷òî îòîáðàæåíèÿ f ◦ g è g ◦ f
ñîáñòâåííî ãîìîòîïíû òîæäåñòâåííûì.

à) Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâà Rn è Rm ñîáñòâåííî ãîìîòîïè÷åñêè íåýêâèâà-

ëåíòíû ïðè n 6= m .

á) Íàéäèòå êëàññû ñîáñòâåííîé ãîìîòîïèè îòîáðàæåíèé èç Rn â Rn .


