ìÅËÃÉÑ 5: ëÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ ÐÕÞËÁÈ.

1. óÅÊÞÁÓ ÍÙ ËÒÁÔËÏ ÏÐÉÛÅÍ ÔÅÏÒÉÀ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ, ŒËÌÀÞÁÀÝÕÀ Œ ÓÅÂÑ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ äÏÌØÂÏ É ÄÅ òÁÍÁ, ËÁË, ŒÐÒÏÞÅÍ, É ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ÔÅÏÒÉÉ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ.

ðÕÓÔØ X | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, τ = τ (X) | ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ Œ X. ôÅÏÒÉÑ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ËÁÖÄÏÍÕ ÐÕÞËÕ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ P ÎÁ X ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔØ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ H^m(X, P), m ≥ 0, ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÈ ÇÒÕÐÐÁÍÉ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ X Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎ- ÔÁÍÉ Œ P. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÄÏÌÖÎÙ ŒÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ ÓŒÏÊÓÔŒÁ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÓÅÊÞÁÓ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍ.

(K1) ëÁÖÄÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÐÕÞËÏŒ f : P_1 → P_2, f = {f_U }_{U∈τ} , ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÎÁÂÏÒ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ

f^m : H^m(X, P_1) → H^m(X, P_2). ðÒÉ ÜÔÏÍ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ É ÓÕÍÍÅ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕ- ÀÔ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ É ÓÕÍÍÁ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ. éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ | ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ É ÁÄÄÉÔÉŒÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÐÕÞËÏŒ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ.

(K2) äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÕÞËÁ H^0(X, P) ∼= P(X) =: `(X, P), É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ f^0 = fX . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÆÕÎËÔÏÒ ÎÕÌØÍÅÒÎÙÈ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÆÕÎËÔÏÒÕ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÐÕÞËÏŒ A^f→ B^g→ C ÔÏÞÎÁ Œ ÞÌÅÎÅ B, ÅÓÌÉ

g ∘ f = 0 É ÌÀÂÏÅ ÓÅÞÅÎÉÑ s ∈ B(U ), ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÅ ÕÓÌÏŒÉÀ g(s) = 0, ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ s|_V = f(σ) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ σ ∈ A(V ).

ôÏÞÎÏÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÕÞËÏŒ | ÞÉÓÔÏ ÌÏËÁÌØÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ. îÅŒÅÒÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ U ∈ τ (X) ÔÏÞÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÇÒÕÐÐ ÓÅÞÅÎÉÊ.

ðÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ L | ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ. ôÏÇÄÁ ÔÏÞÎÙ (Ô.Å. ÔÏÞÎÙ ŒÏ ŒÓÅÈ ÞÌÅÎÁÈ) ÄŒÅ ÔÒÏÊËÉ ÐÕÞËÏŒ (ÔÒÏÊËÉ äÏÌØÂÏ):

0 → L → L ⊗_O ~^{0,0 ∂L}−→ L ⊗_O ~^{0,1} → 0 0 → L → L ⊗_O F^{0,0} (∂F)_L −→ L ⊗_O F^{0,1} → 0

ôÏÞÎÏÓÔØ ÜÔÉÈ ÄŒÕÈ ÔÒÏÅË Œ ÐÅÒŒÙÈ ÄŒÕÈ ÞÌÅÎÁÈ ÓÕÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÓÔÉ É ÌÅÍÍÁ œÅÊÌÑ. ôÏÞÎÏÓÔØ Œ ÔÒÅÔØÅÍ ÞÌÅÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ u =^1_{πz} ∗ ϕ ÄÁÅÔ ÌÅÖÁÝÅÅ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕ- ÀÝÅÍ ËÌÁÓÓÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ^∂_{∂z} u = ϕ ÄÌÑ ÇÌÁÄËÏÊ ÉÌÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ϕ Ó ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ëÏÛÉ{çÒÉÎÁ^1_{πz} ÅÓÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ^∂_{∂z} u = δ_0 (Ô.Å. ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÄÌÑ^∂_{∂z} ), É ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÓŒÅÒÔËÉ.

(K3) äÌÑ ÔÏÞÎÏÊ ÔÒÏÊËÉ ÐÕÞËÏŒ 0 → A → B → C → 0 ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÓŒÑÚÙŒÁÀÝÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ

δ = δ^m : H^m(X, C) → H^{m+1}(X, A) ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÏÞÎÁÑ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (Ô.Ë.Ð.) ŒÉÄÁ

0 → H^0(X, A) → H^0(X, B) → H^0(X, C)^{δ0}→ H^1(X, A) → H^1(X, B) → H^1(X, C)^{δ1}→ . . .

üÔÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÔÒÏÅË ÐÕÞËÏŒ. üÔÏ ÏÚÎÁ- ÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄŒÅ ÔÒÏÊËÉ ÐÕÞËÏŒ ÓÕÔØ ÄŒÅ ÓÔÒÏËÉ Œ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ, ÔÏ ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÔÏÞÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÔÁËÖÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ.

ðÒÉÍÅÒ. äÌÑ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÈ ŒÙÛÅ ÔÒÏÅË äÏÌØÂÏ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÍÏÒÆÉÚÍ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÓÔÁÎ- ÄÁÒÔÎÏÇÏ ŒÌÏÖÅÎÉÑ ~^{p,q} → F^{p,q}. îÉÖÅ ÍÙ ÕŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÔÏÞÎÙÈ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÍÙ ŒŒÅÄÅÍ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÏÎÑÔÉÑ ŒÑÌÏÇÏ ÐÕÞËÁ. ðÕÞÏË P ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÑÌÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ U ⊂ X ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ρ^X_U ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏ. éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÌÀÂÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ŒÑÌÏÇÏ ÐÕÞËÁ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÇÌÏÂÁÌØÎÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ.

úÁÄÁÞÁ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÐÕÞÏË ÍÏÖÎÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ŒÌÏÖÉÔØ Œ ŒÑÌÙÊ ÐÕÞÏË.

(K4) äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ŒÑÌÏÇÏ ÐÕÞËÁ H^m(X, P) = 0 ÐÒÉ m > 1.

2. ïÄÉÎ ÉÚ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÓÐÏÓÏÂÏŒ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÔÅÏÒÉÉ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ ÐÕÞËÁÈ ÄÁÀÔ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÅ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ þÅÈÁ.

ðÕÓÔØ U = {U_α}_{α∈I} | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X. œŒÅÄÅÍ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÏÂÏÚÎÁ- ÞÅÎÉÅ U_{α0...αk} = U_{α0} ∩ . . . ∩ U_{αk} . äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÕÞËÁ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ P ÎÁ X ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÇÒÕÐÐÙ (ÁÌØÔÅÒÎÉÒÏŒÁÎÎÙÈ) ËÏÃÅÐÅÊ þÅÈÁ ÐÏËÒÙÔÉÑ U Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ P: »C^k(U, P) = {(c_{α0...αk} ) | c_{α0...αk} ∈ P(U_{α0...αk} ), c_{α0...αk} = (−1)^σc_{ασ(0)...ασ(k)} }, ÇÄÅ σ | ÌÀÂÁÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ ÉÚ S^{k+1}, É (−1)^σ | ÚÎÁË, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÊ ÅÅ ÞÅÔÎÏÓÔØÀ.

äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏÍ þÅÈÁ ÎÁÚÏŒÅÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ »d^k : »C^k(U, P) → »C^{k+1}(U, P), ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÆÏÒÍÕ- ÌÏÊ »d^k(c)_{α0...αk+1} =^{k+1}X ℓ=0 (−1)^ℓc_{α0...ℓ̂...αk+1} , ÇÄÅ \ÛÁÐÏÞËÁ" ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÉÎÄÅËÓ Ó ÜÔÉÍ ÎÏÍÅÒÏÍ ÐÒÏÐÕÝÅÎ.

ñÄÒÏ ÜÔÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÎÁÚÏŒÅÍ ÇÒÕÐÐÏÊ ËÏÃÉËÌÏŒ, Á ÏÂÒÁÚ | ÇÒÕÐÐÏÊ ËÏÇÒÁÎÉÃ. îÁËÏÎÅÃ, k-ÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ þÅÈÁ ÐÏËÒÙÔÉÑ U Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ P ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒÇÒÕÐÐÁ

»H^k(U, P) = Ker »dk Im »d^{k−1} . ôÅÐÅÒØ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÉÚÂÁŒÉÔØÓÑ ÏÔ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÐÏËÒÙÔÉÑ. ðÕÓÔØ V = {V_β}_{β∈J} ÄÒÕÇÏÅ ÏÔËÒÙ- ÔÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X. âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ V ŒÐÉÓÁÎÏ Œ U, ÅÓÌÉ ÚÁÄÁÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÉÎÄÅËÓÏŒ ψ : J → I ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ V_β ⊂ U_{ψ(β)}. ðÏËÒÙÔÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ŒÐÉÓÁÎÙ ÄÒÕÇ Œ ÄÒÕÇÁ.

äÌÑ ŒÐÉÓÁÎÎÏÇÏ Œ U ÐÏËÒÙÔÉÑ V ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ËÏÃÅÐÅÊ ψ^k : »C^k(U, P) → »C^k(V, P), ψ^k(c)_{β0 ...βk} = c_{ψ(β0)...ψ(βk) Vβ0...βk} . üÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏÍ þÅÈÁ É ÐÏÔÏÍÕ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÇÒÕÐÐ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ

ψ^k : »H^k(U, P) → »H^k(V, P).

îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÎÁ ŒÐÉÓÁÎÎÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ψ.

úÁÄÁÞÁ. åÓÌÉ ϕ | ÄÒÕÇÏÅ ÔÁËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÃÉËÌÁ c ∈ »C^k(U, P) ËÏÃÅÐØ

b_{α0...αk−1} :=^{k−1}P_{ℓ=0} (−1)^ℓc_{ϕ(α0)...ϕ(αℓ)ψ(αℓ)...ψ(αk−1)} ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ψ^kc − ϕ^kc = »d^{k−1}b.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄŒÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ËÏÃÉËÌÁ ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÁ ËÏÇÒÁÎÉÃÕ, ÞÔÏ É ÕÔŒÅÒÖÄÁÌÏÓØ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. çÒÕÐÐÁÍÉ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ þÅÈÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ P ÎÁÚÏŒÅÍ

»H^∗(X, P) = lim_{−→} »H^∗(U, P),

ÇÄÅ ÐÒÑÍÏÊ ÐÒÅÄÅÌ ÂÅÒÅÔÓÑ ÐÏ ËÌÁÓÓÁÍ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ ÐÏËÒÙÔÉÊ.

ôÅÏÒÅÍÁ. äÌÑ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÁ ÐÁÒÁËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ »H^∗(X, P) ∼= H^∗(X, P), Ô.Å. ËÏÇÏ-

ÍÏÌÏÇÉÉ þÅÈÁ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ (ë1) { (ë4).

íÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏÌØËÏ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ ÓŒÑÚÙŒÁÀÝÅÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ Œ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ þÅÈÁ. úÁÄÁÞÁ. ðÕÓÔØ {U_α} | ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÁ ÐÁÒÁËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ X, ÔÏÇÄÁ Õ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ X ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ \ÍÁÌÅÎØËÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ" W (x), ÞÔÏ ÅÓÌÉ W (x) ∩ W (y) ≠ ∅ É y ∈ U_α, ÔÏ W (x) ⊂ U_α.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ÄÁÎÁ ÔÏÞÎÁÑ ÔÒÏÊËÁ ÐÕÞËÏŒ 0 → A^g→ B^f→ C → 0 ÎÁ X, É ÐÕÓÔØ c ∈ »H^k(X, C). óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌØ ÜÔÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ c = (c_{α0...αk} ) ∈ »C^k(U, C), ÇÄÅ U | ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ŒÙÂÒÁÔØ ÍÁÌÅÎØËÉÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ W (x) ÔÁË, ÞÔÏ ÅÓÌÉ x ∈ U_{α0...αk} , ÔÏ c_{α0...αk W (x)} ∈ Im f_{W (x)} .

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁ ÐÏËÒÙÔÉÉ {W (x)}_{x∈X} ËÌÁÓÓ c ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÃÉËÌÏÍ ŒÉÄÁ f(b), ÇÄÅ b | ËÏÃÅÐØ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ B. úÁÍÅÔÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ f( »d^kb) = »d^kf(b) = 0, É ÓÎÏŒÁ Œ ÓÉÌÕ ÔÏÞÎÏÓÔÉ »d^kb = g(a), ÇÄÅ a | ËÏÃÉËÌ (ÐÏÞÅÍÕ ?) Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ A.

ðÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ δ^k(c) := a + Im »d^k ∈ H^{k+1}(X, A).

úÁÄÁÞÁ. ðÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÎÕÖÎÙÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ. 3. œÅÒÎÅÍÓÑ ÔÅÐÅÒØ Ë ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ S. ïÔÍÅÔÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÏÄÎÏ ÐÏÌÅÚÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ C^∞-ÍÏÄÕÌÅÊ.

ìÅÍÍÁ. åÓÌÉ P | C^∞-ÍÏÄÕÌØ ÎÁ ÇÌÁÄËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X, ÔÏ H^m(X, P) = 0 ÐÒÉ m > 0.

ðÕÓÔØ {χ_α} | ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÐÏÄÞÉÎÅÎÎÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÀ U = {U_α}. ðÏÌÏÖÉÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ m- ËÏÃÅÐÉ (kc)_{α0...αm−1} := P_α χ_αc_{αα0...αm−1} . ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ ÄÌÑ ËÏÃÉËÌÁ c ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ c = »d^{m−1}kc, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÔÏÞÎÕÀ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÅÒŒÏÊ ÔÒÏÊËÉ äÏÌØÂÏ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ. œ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅÍÍÙ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

0 → L(S) → L ⊗_O ~^{0,0}(S)^{∂L}−→ L ⊗_O ~^{0,1}(S) → H^1(S, L) → 0 → 0 → H^2(S, L) → 0 → . . .

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, H^1(S, L) ∼=^{L⊗OΛ0,1(S)}_{Im ∂L} , É H^m(S, L) = 0 ÐÒÉ m > 1. ðÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ

ôÅÏÒÅÍÁ (äÏÌØÂÏ). äÌÑ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ L ÎÁ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ H^m(S, L) ∼= H^{0,m}(S, L). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÒÉÍÅÎÉÍÏ É ËÏ ŒÔÏÒÏÊ ÔÒÏÊËÅ äÏÌØÂÏ ÄÌÑ L. óÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ äÏÌØÂÏ ÍÏÖÎÏ ŒÙÞÉÓÌÑÔØ É Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÏÒÍ, Ô.Å. H^{p,q}(S, L) = Ker(∂^{p,q}_F )_L Im(∂^{p,q−1}_F )_L . úÁÄÁÞÁ. äÏËÁÚÁÔØ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ ÄÅ òÁÍÁ, ÕÔŒÅÒÖÄÁÀÝÕÀ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄÁÎÁ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÕÞËÏŒ 0 → P → A^0 → A^1 → . . ., Œ ËÏÔÏÒÏÊ H^m(A^k) = 0 ÐÒÉ ŒÓÅÈ k ≥ 0 É m > 0, ÔÏ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ H^∗(P) ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÍ ËÏÍÐÌÅËÓÁ `(A^0) → `(A^1) → . . . (õËÁÚÁÎÉÅ: ÒÁÚÂÉÔØ ÜÔÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁ ÔÏÞÎÙÅ ÔÒÏÊËÉ.)

œŒÅÄÅÍ ÅÝÅ ÏÄÎÏ ÐÏÌÅÚÎÏÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÏÎÑÔÉÑ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ P | ÐÕÞÏË ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÐÒÉÞÅÍ ÅÇÏ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ H^m(X, P)

ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙ É ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ ÐÒÉ m > N . ôÏÇÄÁ ÜÊÌÅÒÏŒÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÏÊ ÐÕÞËÁ P (ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ P) ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÞÉÓÌÏ χ(X, P) = X m≥0 (−1)^m dim H^m(X, P).

ìÅÍÍÁ. ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ ÔÏÞÎÁÑ ÔÒÏÊËÁ ÐÕÞËÏŒ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ 0 → A → B → C → 0. åÓ-

ÌÉ ËÁËÉÅ-ÎÉÂÕÄØ ÄŒÁ ÐÕÞËÁ Œ ÜÔÏÊ ÔÒÏÊËÅ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÔÏ É ÔÒÅÔÉÊ ÉÍ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ É ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÆÏÒÍÕÌÁ

χ(A) − χ(B) + χ(C) = 0

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ô.Ë.Ð. ÄÌÑ ÜÔÏÊ ÔÒÏÊËÉ ÐÕÞËÏŒ É ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÁÌ- ÇÅÂÒÕ: ÅÓÌÉ 0 → V^0 → . . . → V^n → 0 | ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ,

ÔÏ P_{(−1)j dim V j = 0.}

ðÒÉÍÅÒ. üÊÌÅÒÏŒÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ L ÎÁ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÒÁŒÎÁ χ(S, L) = dimC L(S) − dimC H^1(S, L). éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ äÏÌØÂÏ É ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ óÅÒÒÁ ÓÌÅÄÕÅÔ Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ χ(S, L) = −χ(S, L^∗ ⊗_O ˙^1).