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1 Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû

Ìîè èññëåäîâàíèÿ â 2018 ãîäó áûëè ïîñâÿùåíû ñâîéñòâàì ôóíêöèè Ìèí-
êîâñêîãî ?(x). Íàïîìíèì, ÷òî åñëè èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî x ∈ [0, 1] ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ â âèäå öåïíîé äðîáè [0; a1, . . . , an, . . .], òî çíà÷åíèå ôóíêöèè
Ìèíêîâñêîãî â äàííîé òî÷êå ðàâíî

?(x) =
∞∑
k=1

(−1)k+1

2a1+...+ak−1
.

Åñëè x - ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî, òî ñóììà âûøå çàìåíÿåòñÿ íà êîíå÷íóþ.
Íèæå ïîäðîáíî ïåðå÷èñëåíû ïîëó÷åííûå â 2018 ãîäó ðåçóëüòàòû. Ðà-

áîòà î äèîôàíòîâûõ ñâîéñòâàõ ôèêñèðîâàííûõ òî÷åê ôóíêöèè Ìèíêîâ-
ñêîãî áûëà âûïîëíåíà ñîâìåñòíî ñ Í.À. Øóëüãîé. Èññëåäîâàíèÿ ïðîèç-
âîäíîé ôóíêöèè Ìèíêîâñêîãî âåëèñü ñîâìåñòíî ñ È.Ä. Êàíîì. Ðåçóëü-
òàòû, ïåðå÷èñëåííûå íèæå, îòíîñÿòñÿ ê ìîåìó âêëàäó â äàííûõ èññëå-
äîâàíèÿõ, åñëè íå îãîâîðåíî èíîå.

1.1 Äèîôàíòîâû ñâîéñòâà ôèêñèðîâàííûõ òî÷åê ôóíê-

öèè Ìèíêîâñêîãî

Ôèêñèðîâàííûìè òî÷êàìè ôóíêöèè Ìèíêîâñêîãî íàçûâàþòñÿ êîðíè óðàâ-
íåíèÿ ?(x) = x. Ó ýòîãî óðàâíåíèÿ åñòü òðè òðèâèàëüíûõ êîðíÿ - 0, 1

2
è 1.

Èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé (ïðîèçâîäíàÿ â òî÷êå 1
2
ðàâíà 0) ëåãêî

âèäåòü, ÷òî åñòü åùå êàê ìèíèìóì äâå íåòðèâèàëüíûõ ôèêñèðîâàííûõ
òî÷êè. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî âñå îíè èððàöèîíàëüíû. Èçâåñòíàÿ ãèïî-
òåçà óòâåðæäàåò, ÷òî óðàâíåíèå ?(x) = x èìååò ðîâíî ïÿòü êîðíåé. Èç
ñâîéñòâà ñèììåòðèè 1−?(x) =?(1 − x) ñëåäóåò, ÷òî äîñòàòî÷íî èçó÷èòü
ôèêñèðîâàííûå òî÷êè òîëüêî íà èíòåðâàëå (0, 1

2
). Äîêàçàííàÿ íèæå òåî-

ðåìà âåðíà äëÿ íàèáîëüøåãî èëè íàèìåíüøåãî êîðíÿ íà èíòåðâàëå (0, 1
2
).
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Â ñëó÷àå, åñëè ãèïîòåçà âåðíà, òåîðåìà âûïîëíÿåòñÿ äëÿ åäèíñòâåííîé
ôèêñèðîâàííîé òî÷êè èíòåðâàëà.

Òåîðåìà 1. Îáîçíà÷èì κ1 = 2 log2(
√
5+1
2

) ≈ 1.38848383 . . .. Ïóñòü x =
[0; a1, . . . , an, . . .] - íàèáîëüøàÿ èëè íàèìåíüøàÿ ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà
?(x) íà èíòåðâàëå (0, 1

2
). Òîãäà íåðàâåíñòâî

an+1 < (κ1 − 1)
n∑
i=1

ai + 2 log2

( n∑
i=1

ai

)
(1)

âûïîëíåíî äëÿ âñåõ n ≥ 1.

Èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òî âñå òàêèå x èìåþò ìåðó èððàöèîíàëüíîñòè
2. Áîëåå òî÷íàÿ îöåíêà âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Òåîðåìà 2. Ïóñòü x - ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà, îïðåäåë¼ííàÿ â Òåîðåìå
1, òîãäà äëÿ âñåõ öåëî÷èñëåííûõ p è q âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî∣∣∣x− p

q

∣∣∣> 1(
2(κ1−1)
log 2

log q +O(log log q)

)
q2
.

Êðîìå òîãî, óäàëîñü äîêàçàòü ñëåäóþùåå ëþáîïûòíîå óòâåðæäåíèå:

Òåîðåìà 3. Åñëè äëÿ ëþáîãî ðàöèîíàëüíîãî p
q
íà èíòåðâàëå (0, 1), q > 2

âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî ∣∣∣∣?(pq)− p

q

∣∣∣∣ > 1

2q2
, (2)

òî óðàâíåíèå ?(x) = x èìååò ðîâíî 5 êîðíåé.

Îíî èíòåðåñíî òåì, ÷òî ñâÿçûâàåò ãèïîòåçó îá èððàöèîíàëüíûõ êîð-
íÿõ óðàâíåíèÿ ?(x) = x ñî ñâîéñòâàìè çíà÷åíèÿ ôóíêöèè Ìèíêîâñêîãî
â ðàöèîíàëüíûõ òî÷êàõ. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî íåðàâåíñòâî (2) îçíà÷àåò,
÷òî íèêàêîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî íå ìîæåò áûòü ïîäõîäÿùåé äðîáüþ äëÿ
ñâîåãî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè Ìèíêîâñêîãî.
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1.2 Ñâîéñòâà ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè Ìèíêîâñêîãî

Êàê íåòðóäíî ïîêàçàòü, ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè Ìèíêîâñêîãî ìîæåò ïðè-
íèìàòü òîëüêî 2 çíà÷åíèÿ - 0 è +∞. Ïóñòü âñå íåïîëíûå ÷àñòíûå öåïíîé
äðîáè íå ïðåâîñõîäÿò n. Ââåäåì ñëåäóþùèå êîíñòàíòû: µn = n+2+

√
n2+4n

2
,

ϕ = 1+
√
5

2
è

κn1 =
(n+ 1) logϕ− log µn

2 logϕ+ (n− 1) log
√
2− log µn

.

Îáîçíà÷èì St(x) = a1 + . . .+ at. À. Äóøèñòîâà, È. Êàí è Í. Ìîùåâèòèí
â 20131 ãîäó ïîêàçàëè, ÷òî

Òåîðåìà 4.

(i)Ïóñòü2 n ≥ 5. Åñëè ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C òàêàÿ, ÷òî St(x) <
κn1 t+ C, òî ïðîèçâîäíàÿ â òî÷êå x ñóùåñòâóåò è ðàâíà +∞.
(ii)Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè ψ(t) òàêîé, ÷òî lim

t→∞
ψ(t) = +∞ ñóùåñòâóåò x

òàêîå, ÷òî St(x) < κn1 t+ ψ(t), è ïðîèçâîäíàÿ â òî÷êå x íå îïðåäåëåíà.

Èç äîêàçàííîé òåîðåìû âîçíèêàåò çàäà÷à - ïóñòü ïðîèçâîäíàÿ ôóíê-
öèè Ìèíêîâñêîãî â òî÷êå x ñóùåñòâóåò è ðàâíà 0. Êàê áëèçêè ìîãóò áûòü
ôóíêöèè St(x) è κn1 t? Â òîé æå ñòàòüå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî åñëè ?′(x) = 0,
òî äëÿ ëþáîãî äîñòàòî÷íî áîëüøîãî t âûïîëíåíî

max
i≤t

Si(x)− κn1 i > C1

√
t

n10
, (3)

à òàêæå ïîñòðîåí ïðèìåð ÷èñëà, äëÿ êîòîðîãî ?′(x) = 0, è äëÿ âñåõ äî-
ñòàòî÷íî áîëüøèõ t

max
i≤t

Si(x)− κn1 i < C2n
√
t. (4)

Â äàëüíåéøåì, È. Êàíó óäàëîñü óëó÷øèòü çàâèñèìîñòü îò n â (3) äî
n−2.5, à â (4) - äî n

2
3 . Â ýòîì ãîäó íàì óäàëîñü ïîëó÷èòü òî÷íûé îòâåò â

äàííîé çàäà÷å: È. Êàí ïîêàçàë, ÷òî

max
i≤t

Si(x)− κn1 i >
1

3

√
t. (5)

Ìíå, â ñâîþ î÷åðåäü, óäàëîñü äîêàçàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó:
1Dushistova A. A., Kan I. D., Moshchevitin N. G. Di�erentiability of the Minkowski

question mark function. J. Math. Anal. Appl. 401, No. 2, 774-794 (2013).
2Åñëè âñå íåïîëíûå ÷àñòíûå x íå ïðåâîñõîäÿò 4, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ?′(x) = +∞.

Ïîýòîìó ýòîò ñëó÷àé, íàì íåèíòåðåñåí, â äàëüíåéøåì ìû âåçäå ïîëàãàåì n ≥ 5.
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Òåîðåìà 5. Ñóùåñòâóåò èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî x = [0; a1, . . . , an, . . .],
âñå íåïîëíûå ÷àñòíûå êîòîðîãî íå ïðåâîñõîäÿò n, òàêîå, ÷òî ?′(x) = 0.
Ïðè ýòîì, äëÿ ëþáîãî äîñòàòî÷íî áîëüøîãî t âûïîëíåíî

max
i≤t

Si(x)− κn1 i < 21
√
t. (6)

Ñîâìåñòíàÿ ñòàòüÿ ñ èçëîæåíèåì ýòîãî ðåçóëüòàòà áóäåò ïîäàíà äî
êîíöà äåêàáðÿ.

Àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à âîçíèêàåò è â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà íåïîëíûå
÷àñòíûå x íåîãðàíè÷åíû. Â ýòîì ñëó÷àå âåðíà òåîðåìà, àíàëîãè÷íàÿ Òåî-
ðåìå 4, ñ çàìåíîé êîíñòàíòû κn1 íà κ1, êîòîðàÿ áûëà îïðåäåëåíà âûøå â
ôîðìóëèðîâêå Òåîðåìû 1. Íàèëó÷øàÿ îöåíêà â äàííîé çàäà÷å ïðèíàä-
ëåæàëà È. Êàíó. Åñëè ?′(x) = 0, òî ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t

max
i≤t

Si(x)− κ1i >
√
κ1 − 1

log 2

√
t log t

(
1 + o

(
t−

log log t
log t

))
.

Ìíå óäàëîñü ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå óñèëåíèå äàííîé îöåíêè

max
i≤t

Si(x)− κ1i > 1.1

√
κ1 − 1

log 2

√
t log t.

Îòìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî x òàêîå, ÷òî ?′(x) = 0, è äëÿ ëþáîãî
äîñòàòî÷íî áîëüøîãî t âûïîëíåíî

max
i≤t

Si(x)− κ1i ≤ 2
√
2

√
κ1 − 1

log 2

√
t log t

(
1 +O

(
log log t

log t

))
.

Ïîýòîìó çàçîð ìåæäó îöåíêîé è ïðèìåðîì ñîõðàíÿåòñÿ, è ðåçóëüòàò íåëü-
çÿ íàçâàòü îêîí÷àòåëüíûì.

2 Îïóáëèêîâàííûå è ïîäàííûå â ïå÷àòü ðà-

áîòû

• Dmitry Gayfulin,Admissible endpoints of gaps in the Lagrange spectrum,
Moscow Journal of Combinatorics and Number Theory, Vol. 8 (2019),
No. 1, 47�56.

• Dmitry Gayfulin, Nikita Shulga, Diophantine properties of �xed points
of Minkowski question mark function, ïîäàíà â Acta Arithmetica, ïðå-
ïðèíò äîñòóïåí ïî àäðåñó https://arxiv.org/abs/1811.10139.
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3 Ó÷àñòèå â êîíôåðåíöèÿõ è øêîëàõ

• Canadian Number Theory Association - XV, Universit�e Laval, Êâåáåê,
Êàíàäà, 9-13 èþëÿ 2018.

• 6th International Conference on Uniform Distribution Theory, CIRM,
Ìàðñåëü, Ôðàíöèÿ, 1-5 îêòÿáðÿ 2018.

Êðîìå òîãî, 17-30 íîÿáðÿ 2018 ïî ïðèãëàøåíèþ ïðîô. Âèêòîðà Áå-
ðåñíåâè÷à ÿ áûë â óíèâåðñèòåòå Éîðêà (Âåëèêîáðèòàíèÿ), ãäå äåëàë
äîêëàä î äèîôàíòîâûõ ñâîéñòâàõ ôèêñèðîâàííûõ òî÷åê ôóíêöèè
Ìèíêîâñêîãî.

4 Ïåäàãîãè÷åñêàÿ äåÿòåëüíîñòü

Íà÷èíàÿ ñ îñåííåãî ñåìåñòðà 2018 ãîäà ÿ ïðåïîäàþ â 57-é øêîëå.
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