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1 Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû

Èç ôîðìàëüíûõ âåùåé, â ýòîì ãîäó âûøëè äâå ðàáîòû ñ ìîèì ñîàâòîðñòâîì [1], [2], êîòîðûå,
ôàêòè÷åñêè, áûëè íàïèñàíû åùå â ïðîøëîì ãîäó.

Ìîÿ íàó÷íàÿ äåÿòåëüíîñòü â ýòîì ãîäó (ñîâìåñòíî ñ ìîèì íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëåì Ìèõàèëîì
Áåðøòåéíîì) áûëà ïîñâÿùåíà ñîîòâåòñòâèþ ìåæäó c = −2, c = 1 è c =∞ êîíôîðìíûìè áëîêàìè.

1.1 Ðåçîíàíñíûé ñëó÷àé τ-ôóíêöèè óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå VI, ñêðèíèíãè è ìàò-

ðè÷íûå ìîäåëè

Ïåðâàÿ ÷àñòü íàøåé äåÿòåëüíîñòè áûëà ñâÿçàíà ñ τ -ôóíêöèÿìè óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå VI â ñëó-
÷àå ðåçîíàíñíûõ óñëîâèé íà ïàðàìåòðû óðàâíåíèÿ è íà÷àëüíûå äàííûå:

∑4
i=1 θi = N,N ∈

N
⋃
{0}, σ = −θ1 − θ2. Ýòè èññëåäîâàíèÿ ïðîâîäèëèñü â êîíòåêñòå ôîðìóëû Ãàìàþíà-Èîðãîâà-

Ëèñîâîãî (2012), êîòîðàÿ âûðàæàåò τ -ôóíêöèþ óðàâíåíèé Ïåíëåâå (çàâèñÿùóþ îò 4 ïàðàìåòðîâ
θi óðàâíåíèÿ è íà÷àëüíûõ äàííûõ σ, s) â âèäå áåñêîíå÷íîé ñóììû ïî c = 1 êîíôîðìíûì áëîêàì

F(
−→
θ2; ∆|z) àëãåáðû Âèðàñîðî:

τ(
−→
θ , σ, s|z) =

∑
n∈Z

C(
−→
θ ;σ + n)snz(σ+n)2F(

−→
θ2; (σ + n)2|z), (1.1)

ãäå ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû C(
−→
θ ;σ+n) âûðàæàþòñÿ â òåðìèíàõ ôóíêöèé Áàðíñà (à ýôôåêòèâíî

� â òåðìèíàõ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé).
Áîëåå òî÷íî, â ðàáîòå Ìîðîçîâà-Ìèðîíîâà ýòîãî ãîäà áûëî ïðåäëîæåíî óòâåðæäåíèå (áåç

äîêàçàòåëüñòâà), ÷òî â ðåçîíàíñíîì ñëó÷àå ýòà τ -ôóíêöèÿ åñòü êîíôîðìíûé áëîê îò áîçîííûõ
âåðòåêñíûõ îïåðàòîðîâ ñ N âñòàâëåííûìè ñêðèíèíãîâñêèìè îïåðàòîðàìè, ïðè÷åì êîíòóðíûé èí-
òåãðàë çàäàí ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé

∫∞
1 +s

∫ z
0 . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòîò êîíôîðìíûé áëîê ïðåä-

ñòàâëÿåòñÿ â âèäå èíòåãðàëà, èçâåñòíîãî ïî ìàòðè÷íûì ìîäåëÿì, êîòîðûé ìîæåò áûòü ïåðåïèñàí
â âèäå ãàíêåëåâñêîãî äåòåðìèíàíòà ìàòðèöû ðàçìåðà N

τN (s|z) = z(θ0+θz)2(1− z)2θ1θz detG(i+ j)N ,

G(k) = B(2θ123 − k − 1, 1− 2θ3)2F1(2θ123 − 1− k, 2θ2; 2θ12 − k|z)+

−sin 2πθ2

sin 2πθ3
sz1+k−2θ12 B(1 + k − 2θ1, 1− 2θ2)2F1(2θ3, 1 + k − 2θ1; 2 + k − 2θ12|z)

(1.2)

ò.å. ðÿä ïî s îáðåçàåòñÿ äî N + 1 ñëàãàåìîãî (ñî ñòîðîíû ôîðìóëû (1.1) ýòî îáðåçàíèå ñëåäóåò
èç çàíóëåíèÿ ñòðóêòóðíûõ êîíñòàíò C). Ìû äîêàçàëè äàííîå óòâåðæäåíèå, êîòîðîå áûëî íå
äîêàçàíî â ÷àñòè ðàâåíñòâà ñòðóêòóðíûõ êîíñòàíò ðÿäà äëÿ τ -ôóíêöèè.

Äðóãîé åñòåñòâåííûé âîïðîñ â äàííîì êîíòåêñòå ñëåäóþùèé. Ñóùåñòâóåò óðàâíåíèå Îêàìîòî
"òèïà Òîäû"íà τ -ôóíêöèþ óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå âèäà(

z(z − 1)
d

dz

)2

log τ̃m = c(m)
τ̃m+1τ̃m−1

τ̃2
m

, (1.3)
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ãäå˜îçíà÷àåò íåêóþ äðóãóþ íîðìèðîâêó ÷åì ó τ , c(m) � ÷èñëîâîé ìíîæèòåëü, {τm,m ∈ Z} �
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü τ -ôóíêöèé ïîðîæäåííàÿ äåéñòâèåì ïðåîáðàçîâàíèåì Áýêëóíäà θt 7→ θt +
1/2, θ∞ 7→ θ∞ + 1/2 áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà. Êðîìå âñåãî ïðî÷åãî, ìû äîêàçàëè, ÷òî τ -ôóíêöèÿ
(1.1) óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó óðàâíåíèþ èñõîäÿ èç òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé, à èìåííî èç âëîæåíèÿ
Vir⊕Vir ⊂ F⊕NSR, âû÷èñëÿÿ êîíôîðìíûé áëîê ñ âåðòåêñíûìè îïåðàòîðàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè
"âòîðîìó ïî âûñîòå"ñòàðøåìó âåêòîðó Vir⊕ Vir â ìîäóëå Âåðìà àëãåáðû F⊕ NSR.

Ñîîòâåòñòâåííî, åñëè ìû çíàåì äâå ïîñëåäîâàòåëüíûå τ -ôóíêöèè èç öåïî÷êè, âñå îñòàëüíûå
ìû ìîæåì âîññòàíîâèòü èñõîäÿ èç ýòîãî óðàâíåíèÿ. Èçâåñòíî, ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Îêàìîòî
äëÿ öåïî÷êè, íà÷èíàþùåéñÿ ñ τ̃0 = 1 äàåòñÿ ïðè m ≥ 0 äåòåðìèíàíòîì ðàçìåðà m

τ̃m = det
m

((
z(z − 1)

d

dz

)i+j
τ̃1

)
(1.4)

(à ïðè m < 0 ýòî ðåøåíèå òîæäåñòâåííûé íîëü). Ñîîòâåòñòâåííî, åñëè â êà÷åñòâå τ̃1 ìû âîçüìåì
τ -ôóíêöèþ Ïåíëåâå VI, êîòîðàÿ ðàâíà G(0), òî ìû äîëæíû ïîëó÷èòü öåïî÷êó, ñëåäóþùóþ èç
âñòàâëåííûõ ñêðèíèíãîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòà öåïî÷êà èìååò äâà äåòåðìèíàíòíûõ ïðåäñòàâëåíèÿ
â âèäå äåòåðìèíàíòîâ îäèíàêîâîãî ðàçìåðà. Ìû äîêàçàëè, êàê ïðèâåñòè îäèí äåòåðìèíàíò ê
äðóãîìó (ïî ôàêòó, ýòî îêàçàëèñü äâà ïðèíöèïèàëüíî ðàçíûõ ïðåäñòàâëåíèÿ).

Â ïðèíöèïå, ýòà âñÿ ÷àñòü íàøåé ðàáîòû ñ ðåçîíàíñíîé τ -ôóíêöèåé áûëà ýëåìåíòàðíîé è
ñâîäèëàñü ê òåõíè÷åñêè íåòðèâèàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèÿì äåòåðìèíàíòîâ. Îíà èìååò öåííîñòü è
ñàìà ïî ñåáå ("àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì"ïî N è ïî ÷èñëó êîíòóðîâ êàæäîãî òèïà (îò 0 äî z,
íàïðèìåð) îíà äàåò ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî ôîðìóëû Ãàìàþíà-Èîðãîâà-Ëèñîâîãî), íî õî÷åòñÿ åå
ïðèìåíèòü äëÿ ïîëó÷åíèÿ íîâûõ ðåçóëüòàòîâ. Îäíîé èç âîçìîæíîñòåé ÿâëÿåòñÿ q-äåôîðìàöèÿ.
Äðóãàÿ � ýòî ñëó÷àé öåíòðàëüíîãî çàðÿäà c = −2, î êîòîðîì ïîéäåò ðå÷ü íèæå.

1.2 c = −2 τ-ôóíêöèÿ

Áîëåå ñîäåðæàòåëüíîé è ñàìîñòîÿòåëüíîé ÷àñòüþ íàøåé äåÿòåëüíîñòè ÿâëÿëîñü èçó÷åíèå òîãî,
÷òî ìû íàçâàëè c = −2 τ -ôóíêöèåé. Èíòåðåñ ê ðàññìîòðåíèþ c = −2 êîíôîðìíîãî áëîêà è
ñîîòâåòñòâóþùèõ τ -ôóíêöèé ñâÿçàí ñ òåì, ÷òî îíè ïîÿâëÿþòñÿ â öåëîì ðÿäà ñëàáî ñâÿçàííûõ
ìåæäó ñîáîé ñþæåòîâ

• Ñ òî÷êè çðåíèÿ ìàòðè÷íûõ ìîäåëåé îïèñàííàÿ âûøå ðåçîíàíñíàÿ ôóíêöèÿ ñîîòâåòñòâóåò
β = 2-ìàòðè÷íîìîäåëüíîìó èíòåãðàëó, ò.å. ñîîòâåòñòâóþùåìó óíèòàðíîìó àíñàìáëþ. Ïðåä-
ñòàâëåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ãàíêåëåâñêîìó (à èìåííî, ïôàôôèàííûå) èçâåñòíû è äëÿ èíòåãðà-
ëîâ ïðè β = 1, 4. Îáà ýòè ñëó÷àÿ ýêâèâàëåíòíû âñòàâêå c = −2 ñêðèíèíãîâ (êîðîòêîãî è
äëèííîãî ñîîòâåòñòâåííî) â Äîöåíêî-Ôàòååâñêèé èíòåãðàë äëÿ êîíôîðìíîãî áëîêà. Ïîýòî-
ìó ïîëó÷àþòñÿ, òî ÷òî íàçûâàåòñÿ, êîðîòêàÿ è äëèííàÿ τ -ôóíêöèÿ (êîðîòêàÿ ðàâíà ñóììå
äâóõ äëèííûõ). Ýòî ðàçäåëåíèå åñòåñòâåííî (ñì. ñëåäóþùèé ïóíêò).

• Ñóùåñòâóþò ñîîòíîøåíèÿ Íàêàäæèìû, êîòîðûå âûðàæàþò êîíôîðìíûé áëîê Vir ïðîèç-
âîëüíîãî öåíòðàëüíîãî çàðÿäà c â âèäå áèëèíåéíîé êîìáèíàöèè êîíôîðìíûõ áëîêîâ ñ êîí-
êðåòíûìè, îïðåäåëåííûìè ïî c öåíòðàëüíûìè çàðÿäàìè. Íàñ èíòåðåñóåò ñëó÷àé, êîãäà c = 1
êîíôîðìíûé áëîê âûðàæàåòñÿ â âèäå áèëèíåéíîé ñóììû c = −2 êîíôîðìíûõ áëîêîâ:

F̌c=1(
−→
θ2;σ2|z) =

=
∑
n∈Z

zn
2
l21
n l

34
n

ln
F̌c=−2

(
1

2
θ2

1 −
1

8
,
1

2
(θ2 + 1/2)2 − 1

8
,
1

2
(θ3 + 1/2)2 − 1

8
,
1

2
θ2

4 −
1

8
;
1

2
(σ + n)2 − 1

8

∣∣∣∣ z)×
×F̌c=−2

(
1

2
θ2

1 −
1

8
,
1

2
(θ2 − 1/2)2 − 1

8
,
1

2
(θ3 − 1/2)2 − 1

8
,
1

2
θ2

4 −
1

8
;
1

2
(σ − n)2 − 1

8

∣∣∣∣ z) ,
(1.5)
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ãäåˇîçíà÷àåò, ÷òî ðàçëîæåíèå áëîêà íà÷èíàåòñÿ ñ 1 +O(z) è

l21
n =

∏
i,j≥0,i+j<|n|

((σ signn+ θ2 + i− j)2 − θ2
1)

∏
i,j≥0,i+j<|n|−1

((−σ signn+ θ2 + i− j)2 − θ2
1) =

=

∏
ε,ε′=±1 Gd(1 + 1

2θ2 − 1
2 + 1

2εθ1 + 1
2ε
′(σ − n))Gd(1 + 1

2θ2 + 1
2εθ1 + 1

2ε
′(σ + n))∏

ε,ε′=±1 G(1 + θ2 + εθ1 + ε′(σ + n))

(1.6)
Îêàçûâàåòñÿ, ýòî ñîîòíîøåíèå ìîæíî ïðîñóììèðîâàòü è ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèå íà τ -ôóíêöèè

τ(
−→
θ ;σ, s|z) = z1/4(τl(

−→
θ +

1

2
e23;σ, s|z)τl(

−→
θ −1

2
e23;σ, s|z)+τl(

−→
θ +

1

2
e23;σ+1, s|z)τl(

−→
θ −1

2
e23;σ−1, s|z)).

(1.7)
ãäå

τl(
−→
θ ;σ, s|z) =

∑
n∈Z

∏
ε,ε′=±1

Gd(1 + 1
2(θ2 − 1

2) + 1
2εθ1 + 1

2ε
′(σ + 2n))Gd(1 + 1

2(θ3 − 1
2) + 1

2εθ4 + 1
2ε
′(σ + 2n))

G1/2(1 + 2(σ + 2n))G1/2(1− 2(σ + 2n))
×

×snFc=−2(
1

2

−→
θ2 − 1

8
;
1

2
(σ + 2n)2 − 1

8
|z)

(1.8)
è Gd(z) ∼ G(z)G(z+ 1/2) � ôóíêöèÿ, ê êîòîðîé, êàê îêàçûâàåòñÿ, ñâîäèòñÿ ïåðòóðáàòèâíàÿ
÷àñòü ñòàòñóììû Íåêðàñîâà â ñëó÷àå 12 ìèíèìàëüíîé ìîäåëè (c = −2).

Åñëè ââåñòè êîðîòêóþ τ -ôóíêöèþ ïî ôîðìóëå τs(σ; s|z) = τl(σ, s
2|z) + iτl(σ + 1, s2|z), òî

êîðîòêàÿ τ -ôóíêöèÿ áóäåò óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ

τ(
−→
θ ;σ, s|z) = z1/4(τs(

−→
θ +

1

2
e23;σ,

√
s|z)τs(

−→
θ − 1

2
e23;σ,−

√
s|z) (1.9)

Âñÿ ýòà êîíñòðóêöèÿ èìååò Óèòòåêåðîâñêèé ïðåäåë â òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèé ïåðåõîäó îò Ïåíëåâå VI ê Ïåíëåâå III(D8). Òàêæå, ìû ïðîâåðèëè, ÷òî τl èìååò ëîãà-
ðèôìè÷åñêèé ïðåäåë s = e2Ωσ, σ → 0, òàêæå, êàê è îáû÷íàÿ c = 1 τ -ôóíêöèÿ.

• Êàê èçâåñòíî èç ðàáîòû Ëèòâèíîâà, Ëóêüÿíîâà, Íåêðàñîâà, Çàìîëîä÷èêîâà 2013 ãîäà, êëàñ-
ñè÷åñêèé (c = ∞) êîíôîðìíûé áëîê f(z) èìååò îòíîøåíèå ê óðàâíåíèþ Ïåíëåâå VI. Ñó-
ùåñòâóåò ðàññóæäåíèå, ïðèíàäëåæàùåå Íåêðàñîâó, êîòîðîå ñâÿçûâàåò ìåæäó ñîáîé c = 1
τ -ôóíêöèþ è êëàññè÷åñêèé êîíôîðìíûé áëîê. Ìû ïîêàçàëè, ÷òî ïîõîæåå ñîîòíîøåíèå åñòü
è ìåæäó c = −2 τ -ôóíêöèåé è êëàññè÷åñêèé êîíôîðìíûé áëîêîì. À èìåííî: òóò ïîëó÷à-
þòñÿ ñîîòíîøåíèÿ íà c = −2 è c = ∞ êîíôîðìíûå áëîêè, êîòîðûå ñóììèðóþòñÿ â c = −2
τ -ôóíêöèþ

f ′(z)τl(ρ, s̃|z) = −f(z)τ ′l (ρ, s̃|z)|
s̃=e−2ρ

df(z)
dδ

(1.10)

Çäåñü s̃ ñ òî÷íîñòüþ äî äåòàëåé ýòî òî æå, ÷òî è s. Ôàêòè÷åñêè, c = −2, c = 1 è c =
∞ ÿâëÿþòñÿ òðåìÿ öåíòðàëüíûìè çàðÿäàìè, êîòîðûå âàæíû äëÿ τ -ôóíêöèè óðàâíåíèÿ
Ïåíëåâå VI.

• c = −2 ïðèâëåêàòåëåí åùå ïî öåëîìó ðÿäó ïðè÷èí, íàïðèìåð òåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ñóùå-
ñòâóåò ïðåäñòàâëåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé àëãåáðû Âèðàñîðî ÷åðåç ñèìïëåêòè÷åñêèå ôåðìèî-
íû. Ðàáîòà â ýòîì íàïðàâëåíèè òîëüêî íà÷àòû.
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4 Ïåäàãîãè÷åñêàÿ àêòèâíîñòü

Ó÷åáíûé àññèñòåíò íà êóðñå "Ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ"íà ôàêóëüòåòå ìàòåìàòèêè ÍÈÓ ÂØÝ â
2016/2017 è 2017/2018 ó÷åáíîì ãîäó.
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