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Íàó÷íàÿ äåÿòåëüíîñòü

Îáùåå îïèñàíèå

Â òå÷åíèè 2018 ãîäà ïðîäîëæàëàñü ðàáîòà ïî íàïðàâëåíèÿì �Ñèñòåìû ñ ãèñòåðåçèñîì� è
�Ñâîéñòâî îòñëåæèâàíèÿ�. Îñíîâíóþ ðàáîòó ïî ýòèì íàïðàâëåíèÿì ïðîâîäÿò ñòóäåíòû
áàêàëàâðèàòà Ïîëèíà Ïåðñòíåâà è Ãðèãîðèé Ìîíàêîâ ïîä ìîèì ðóêîâîäñòâîì.

Òåìà �Áåãóùèå âîëíû� ïðåòåðïåëà ñóùåñòâåííîå èçìåíåíèå. Â äàííûé ìîìåíò ïî
ýòîé òåìå âåäóòñÿ èññëåäîâàíèÿ â îáëàñòè ëàìèíàðíîé ãèäðîäèíàìèêè: �âûòåñíåíèå
âÿçêèõ æèäêîñòåé â ïîðèñòûõ ñðåäàõ.�.

Âûòåñíåíèå âÿçêèõ æèäêîñòåé â ïîðèñòûõ ñðåäàõ

Ìû èçó÷àåì âûòåñíåíèå âÿçêèõ æèäêîñòåé ìåíåå âÿçêèìè â òîíêîì ñëîå ïîðèñòîé ñðå-
äû. Óðàâíåíèÿ ñîîòâåòñâóþùèå ýòîé çàäà÷å èìåþò ÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêèé èíòåðåñ. Ïðè
ýòîì ìû èìååì ââèäó âîçìîæíîå ïðèëîæåíèå ê íåôòåãàçîâîé îòðàçëè, à èìåííî âûòåñ-
íåíèå íåôòè âîäîé â òîíêîì ñëîå êîëëåêòîðà.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî çàäà÷è òàêîãî òèïà ñèëüíî íåóñòîé÷èâû. Â ÷àñòíîñòè ìîæåò
áûòü äîñòàòî÷íî òðóäíî èññëåäîâàòü êîððåêòíîñòü ïîñòàíîâêè ïîäîáíîãî ðîäà çàäà÷,
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íàïðèìåð, íåäàâíèå ñòàòüè [4, 5]. Ìåíåå âÿçêàÿ æèäêîñòü ôîðìèðóåò äîñòàòî÷íî ñëîæ-
íûé óçîð, ÷àñòî ýòî ÿâëåíèå íàçûâàþò ýôôåêòîì Õåëå-Øîó [6]. Îòìåòèì òàê æå èõ
ñâçÿü ñ ìîäåëüþ Di�usion Limited Aggregation [7].

Â ýòîì ïðîåêòå ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî òå ïîñòàíîâêè, êîòîðûå ó÷èòûâàþò êàïè-
ëÿðíûå ñèëû. Äëÿ èçó÷åíèÿ ýòîé çàäà÷è ïðèìåíÿåòñÿ äâà ðàçëè÷íûõ ïîäõîäà: çàäà÷à
Ìàñêåòà (Muskat) è ïîñòàíîâêà Áàêëåÿ-Ëåâåðåòòà (Buckley-Leverett). Ìû èçó÷àåì îáà
ïîäõîäà. Îòìåòèì, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêè îáà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïàðàáîëè÷åñêèå óðàâ-
íåíèÿ, äèñêðåòíûå èëè íåïðåðûâíûå.

Ïîñòàíîâêà Ìàñêåòà îñíîâàíà íà îïèñàíèè ãðàíèöû ìåæäó äâóìÿ æèäêîñòÿìè. Îò-
ìåòèì, ÷òî âêëþ÷åíèå êàïèëÿðíûõ ñèë â ýòó ìîäåëü ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåò êðèâèçíó
ñâîáîäíîé ãðàíèöû, ñì. íàïðèìåð, êëàññè÷åñêóþ ðàáîòó [8]. Òàêîé ïîäõîä íå ïîçâîëÿåò
ìîäåëèðîâàòü ïðîöåññû â ïîðèñòîé ñðåäå, ïîñêîëüêó ãëîáàëüíàÿ êðèâèçíà ãðàíèöû íà-
ìíîãî ìåíüøå ëîêàëüíîé êðèâèçíå, âîçíèêàþùåé â îäíîé ïîðå. Â ðàìêàõ ýòîãî ïîäõîäà
ìû èçó÷àåì ïîñòàíîâêó òèïà Ìàñêåòà â ñèñòåìå èç áîëüøîãî ÷èñëà òðóáîê, ôîðìè-
ðóþùèõ ãðàô, ñì. íàïðèìåð, [10]. Ìû íà÷àëè ñ ïðîñòîé îáðàòíîé çàäà÷è â ñèñòåìå
ïàðàëëåëüíûõ òðóáîê è ñåé÷àñ èçó÷àåì äâèæåíèå íà ãðàôàõ òèïà ðåøåòêè.

Ìîäåëü Áàêëåÿ Ëåâåðåòòà [12] ïðåäïîëàãàåò, ÷òî æèäêîñòè íåñìåøèâàåìû, â òî æå
âðåìÿ â êàæîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà îáå æèäêîñòè ïðåäñòàâëåíû. Ýòîò ïîäõîä ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ ñòàíäàðòîì äëÿ íåôòåãàçîâîé èíäóñòðèè [11], â òî æå âðåìÿ îíà ïî÷òè íå
èññëåäîâàíà ìàòåìàòè÷åñêè � â áàçå MathSciNet âñåãî 50 ðàáîò ñ íàçâàíèåì âêëþ÷à-
þùèì ìîäåëü Áàêëåÿ-Ëåâåðåòòà. Ìû èññëåäóåì óñòîé÷èâûå ðåæèìû âûòåñíåíèÿ, êîí-
öåíòðèðóÿñü íà ðåøåíèÿõ òèïà áåãóùàÿ âîëíà, òåì íå ìåíååå ó÷èòûâàÿ íåîäíîðîäíîñòü
ñðåä è âîçìîæíóþ íåñòàöèîíàðíîñòü çàêà÷êè. Ìû íà÷èíàåì ñ îäíîìåðíîé ïîñòàíîâêå,
â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè îïèñûâàþùåé ïðîöåññû âûòåñíåíèÿ ïðè ýêñïëóàòàöèè ãîðèçîí-
òàëüíûìè ñêâàæèíàìè.

Çàäà÷à-ìå÷òà è ãëîáàëüíàÿ öåëü ïðîåêòà � ïîêàçàòü, ÷òî ìîäåëü Áàêëåÿ-Ëåâåðåòòà
ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç ïîñòàíîâêè òèïà Ìàñêåòà íà ãðàôå ïðè ïîìîùè ïðåäåëüíîãî
ïåðåõîäà. Íèæå îïèñàí òåêóùèé ïðîãðåññ ïî ýòîìó ïðîåêòó.

Áåãóùèå âîëíû â óðàâíåíèÿõ Áàêëåÿ-Ëåâåðåòòà

Ìû èçó÷àåì âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ óñòîé÷èâûõ ðåøåíèÿ òèïà áåãóùàÿ âîëíà â îäíî-
ìåðíîé ïîñòàíîâêå óðàâíåíèÿ Áàêëåÿ-Ëåâåðåòòà, ñîîòâåòâóþùåé âûòåñíåíèþ íåñìåøè-
âàåìûõ æèäêîñòåé â ïîðèñòûõ ñðåäàõ.

Ðàññìîòðèì ïîðèñòóþ ñðåäó, çàïîëíåííóþ âÿçêîé ýèäêîñòüþ ñ íàãíåòàòåëüíîé ñêâà-
æèíîé íàõëäÿùåéñÿ â òî÷êå 0. Ìû èçó÷àåì èçìåíåíèé äàâëåíèÿ è âîäîíàñûùåíîñòè.
Ñîãëàñíî [11] ýòîò ïðîöåññ ìîæåò áûòü îïèñàí óðàâíåíèÿ Áàêëåÿ-Ëåâåðåòòà:
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ãäå n : Rd
x × R+

t → [0, 1] � âîäîíàñûùåííîñòü. n = 1 ñîîòâåòñâóåò ÷èñëîé âîäå, n =
0 ñîîòâåòñâóåò ÷èñòîé íåôòè; p : Rd

x × R+
t → R � äàâëåíèå æèäêîñòè; Q ñêîðîñòü

çàêà÷êè; m ∈ (0, 1], k > 0 � ïîðèñòîñòü è ïðîíèöàåìîñòü ñðåäû; µ1, µ2 � âÿçêîñòè âîäû
è íåôòè ñîîòâåòñâåííî; σ � êîýôôèöèåíò ïîâåðõîñòíîãî íàòÿæåíèÿ; f1, f2 : [0, 1]→ R+

� îòíîñèòåëüíûå ôàçîâûå ïðîíèöàåìîñòè [11], ϕ(n) = f1(n) + µ1
µ2
f2(n); J : [0, 1] → R+

ôóíêöèÿ Ëåâåðåòòà, îïèñûâàþùàÿ êàïèëÿðíîå äàâëåíèå â ïîðèñòîé ñðåäå.
Äëÿ óïðîùåíèÿ âåçäå äàëåå ìû ñ÷èòàåì, ÷òî m = 1, k = 1, µ1 = 1. Óðàâíåíèå (1),

(2) ìîæåò áûòü óïðîùåíî è ñâåäåíî ê ïàðàáîëè÷åñêîìó óðàíåíèþ íà n

nt = Q(A(n))x + σE(B(n)nx)x, (3)

ãäå E � êîíñòàíòà

A(n) = −f1(n)

ϕ(n)
, B(n) = −f1(n)f2(n)

ϕ(n)
J ′. (4)

Ôóíêöèÿ A ÷àñòî íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Áàêëåÿ-Ëåâåðåòòà [11].
Ìû èçó÷àåì ðåøåíèÿ òèïà áåãóùàÿ âîëíà:

n(x, t) = v0(x− ct), c > 0, (5)

c uhfybxysvb eckjdbzvb

v0(−∞) = n1, v′0(−∞) = 0, v0(+∞) = n0, v′0(+∞) = 0. (6)

Ýòè ðåøåíèÿ ñîîòâåòâóþò ðåãóëÿðíîìó âûòåñíåíèþ âäàëè îò íàãíåòàòåëüíîé ñêâà-
æèíû. Äëÿ íåôòÿíîé îòðàëñëè îñîáûé èíòåð ïðåäëàâëÿþò óñòîé÷èâûå áåãóùèå âîë-
íû ïðè µ1 < µ2 è n1 > n0. Íà òåêóùèé ìîìåíò ìû äîêàçàëè, ÷òî åñëè n1 > n0,
A′(n1) > A′(n0) è äëÿ ëþáîãî a ∈ (A′(n0), A

′(n1)) óðàâíåíèå A′(n) = a èìååò òîëüêî
îäíî ðåøåíèå íà èíòåðâàëå (n0, n1), òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûå c > 0 è ôóíêöèÿ v0
óäîâëåòâîðÿþùèå (6) ò.÷. n(x, t) = v0(x − ct) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3). Äîêà-
çàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ ìåòîäàìè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.

Óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ (5) îïðåäåëÿåòñÿ ñïåêòðîì îïåðàòîðà âèäà

Dσw = D1w + σD2w, (7)

ãäå
D1w = (c−QA′(v0))wy −QA′′(v0)v′0w

D2w = (B(v0))wyy + 2B′(v0)v
′
0wy +

(
B′′(v0)(v

′
0)

2 +B′(v0)v
′′
0

)
w.

Îòìåòèì, ÷òî ïåðâîå ñëàãàåìîå â (7) âñåãäà íåóñòîé÷èâî, à âòîðîå âñåãäà óñòîé÷è-
âî. Ýòî ïîçâîëÿåò ïðåäïîëîæèòü, ÷òî îïåðàòîð (7) óñòîé÷èâ èëè ñëàáî-íåóñòîé÷èâ äëÿ
äîñòàòî÷íî áîëüøèõ σ è ìîæåò áûòü ëåãêî ñòàáèëèçèðâîàí ïðè íåîäíîðîäíîñòÿõ ïàë-
ñòà (ôóíêöèè k(x) è m(x)) èëè ïðè ïîìîùè íåñòàöèîíàðíîñòè çàêà÷êè Q(t). Â ýòîì
íàïðàâëåíèè ñåé÷àñ åñòü òîëüêî ïðåäâàðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû. Èññëåäîâàíèÿ âåäóòñÿ
ìåòîäàìè ñïåêòðàëüíîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ.

Â äàëüíåéøåì ïëàíèðóåòñÿ
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1. íàéòè òî÷íûå óñëîâèÿ ïðè êîòîðîì ñèñòåìà (1), (2) îáëàäàåò óñòîé÷èâûì ðååíèåì
òèïà áåãóùàÿ âîëíà.

2. èçó÷èòü âîçìîæíîñòü ñòàáèëèçàöèè ðåøåíèÿ ïðè ïîìîùè íåîäíîðîäíîñòè çàêà÷êè
Q(t).

3. èçó÷èòü ñòàáèëèçèðóþùèé ýôôåêò íåîäíîðîäíîñòåé, òàêîå âîçìîæíî, ñì. íàïðè-
ìåð ìîþ íåäàâíþþ ðàáîòó [15].

Âûòåñíåíèå æèäêîñòåé â ñèñòåìå òðóáîê

Â [13] ìû ðàññìîòðåëè ïðîñòóþ òî÷íî ðåøàåìóþ êâàçèîäíîìåðíóþ çàäà÷ó âûòåñíåíèÿ
âÿçêîé æèäêîñòè â ñèñòåìå èç ïàðàëååëüíûç òðóáîê.

Ðèñ. 1:: Ìîäåëü,
îïèñàííàÿ â [13]

Â ýòîé ìîäåëå ñðåäà ïðåäñòàâëåíà ìíîæåñòîì ïåðåðåñåêàþùèõ
òðóáîê îòëè÷àþùèõñÿ äëèíîé è òîëùèíîé. Äëÿ áåñêîíå÷íîãî êî-
ëè÷åñòâà òðóáîê ìû îïèñûâàåì èõ ïðè ïîìîùè ìåðû. Ëåâûé êî-
íå÷ âñåõ òðóáîê ñîîòâåòñâóåò íàãíåòàòåëüíîé ñêâàæèíå, ïðàâûé
êîíåö äîáûâàþùåé (see �g. 1). Â êàæäîé òðóáêå ïðîñòðàíñòâî ðàç-
äåëåíî íà 2 ÷àñòè, â êîòîðîé íàõîäèòñÿ îäíà èç ôàç (âîäà èëè
íåôòü).

Â [13] ìû èçó÷èëè îáðàòíóþ çàäà÷ó � ïî äàííûì äîáû÷è (íà-
çûâàåìîé õàðàêòåðèñòèêîé âûòåñíåíèÿ), íàéòè ãåîìåòðèþ ðåçåðâóàðà, ò.å. íàéòè äëèíû
è òîëùèíû òðóáîê. Ìû äîêàçàëè åäèíñòâåííîñòü è óñòîé÷èâîñòü çàäà÷è â íåêîòîðûõ
ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Òàê æå ìû ïðîâåëè ÷èñëåíîå ìîäåëèðîâàíèå, êîòîðîå
ïîêàçàëî,÷òî çàäà÷à óñòîé÷èâà ïðè ìàëûõ ïîãðåøíîñòÿõ ïðèáîðîâ, îäíàêî ïðè ðåàëè-
ñòè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïîãðåøíîñòåé è áîëüøîì îòíîøåíèè âÿçêîñòåé çàäà÷à íåóñòîé÷èâà.

Â êà÷åñòâå îáîáùåíèÿ çàäà÷è ìû ñîáèðàåìñÿ ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé êîãäà òðóáêè
îáúåäåíèíû â ãðàô. Â ýòîì íàïðàâëåíèè èìåþòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûå è ÷èñëåííûå ðå-
çóëüòàûò [14], íî íàì íåèçâåñòíî ìàòåìàòè÷åñêè ñòðîãèõ ðåçóëüòàòîâ.

Ðèñ. 2:: Blue � water, red
� oil. Problem in vertex B

Ìû ñîáèðàåìñÿ ðàññìàòðèâàòü ñëåäóþùóþ ïîñòàíîâêó.
Ðàññìîòðèì ãðàô G ñ âåðøèíàìè V è ðåáðàìè E. Êàæ-
äîå ðåáðî e èìååò äëèíó Le > 0. Âñå ðåáðà çàïîëíåíû äâó-
ìÿ íåñìåøèâàþùèìèñÿ æèäêîñòÿìè ðàçëè÷íûõ âÿçêîñòåé.
Âåðøèíà V1 ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê èñòî÷íèê âîäû, à âåðøè-
íà V2 ñòîê (äëÿ îáåèõ æèäêîñòåé). Äëÿ îïèñàíèÿ ôîðìû
ïÿòíà âûòåñíåíèÿ ðàññìîòðèì äîïîëíèòåëüíîå ìíîæåñòâî
I � òî÷åê ñîïðèêîñíîâåíèÿ ðàçëè÷íûõ æèäêîñòåé â ðåáðàõ
ãðàôà. Äëÿ êàæäîé òî÷êè p ∈ I â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ìû çíàåì íà êàêîì ðåáðå
E(p) îíà íàõîäèòñÿ è åå ïîëîæåíèå lp ∈ [0, LE(p)]. Â îáùåì ñëó÷àå ìíîæåñòâî I çàâèñèò
îò âðåìåíè ò.ê. ïî÷òè ñîïðèêîñíîâåíèÿ ìîãóò ïîÿâëÿòüñÿ èëè èñöåçàòü.

Äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ æèäêîñòåé íàì íóæíî çíàòü: Äàâëåíèå â êàæäîé âåðøèíå
v ∈ V : pv(t). Äàâëåíèÿ â âåðøèíàõ V1 è V2 îïðåäåëÿþòñÿ âíåøíèìè ñèëàìè. Ñêîðîñòü
� êàæäîìó ðåáðó e ∈ E ìû ñîïîñòàâëÿåì ñêîðîñòü ue(t) äâèæåíèÿ æèäêîñòåé ïî íåìó.
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Íàøà ìîäåëü îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè çàêîíàìè: çàêîí Äàðñè íà êàæäîì ðåáðå,
ñâÿçûâàþùèé ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ñ ðàçíîñòüþ äàâëåíèé íà êîíöàõ; çàêîí ñîõðàíåíèÿ �
êîëè÷åñòâî âòåêàþùåé æèäêîñòè ðàâíî êîëè÷åñòâó âûòåêàþùåé; è äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ íà ìåñòîïîëîæåíèå òî÷åê ñîïðèêîñíîâåíèÿ dlp

dt
= uE(p).

Ðèñ. 3:: Ïðîöåññ âû-
òåñíåíèÿ íà øåñòè-
óãîëüíîé ðåøåòêå

Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ýòèõ óðàâíåíèé äîñòàòî÷íî äëÿ îïèñà-
íèÿ ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû. Òåì íå ìåíåå â íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ
ñëó÷àÿõ ðèñ. 2) çàêîíû îêàçûâàþòñÿ ïðîòèâîðå÷èâû è òðåáóåòñÿ
óòî÷íåíèå ïîñòàíîâêè. Ýòîãî óòî÷íåíèÿ ìîæíî äîáèòüñÿ âêëþ÷å-
íèåì ïîâåðõîñòíîãî íàòÿæåíèÿ â ñèñòåìó.

Â äàëüíåéøåì ìû ñîáèðàåìñÿ èçó÷àòü ñëåäóþùèå çàäà÷è

1. Ìàòåìàòè÷åñêè ñòðîãàÿ ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è íà ãðàôå.

2. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ âûòåñíåííîé îáëàñòè. Â
÷àñòíîñòè ñðàâíåíèå åå ñ ìîäåëüþ DLA.

3. Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïðè èçìåëü÷åíèè ðåøåòêè ê óðàâíåíè-
ÿì â ÷àñòíûç ïðîèçâîäíûõ.

Ñèñòåìû ñ ãèñòåðåçèñîì

Ïðîäîëæàþòñÿ èññëåäîâàíèÿ íà÷àòûå â [1]. Èññëåäîâàíèÿ âåäóò-
ñÿ ïîä ìîèì ðóêîâîäñòâîì ñòóäåíòêîé 4-ãî êóðñà áàêàëàâðèàòà
�Ìàòåìàòèêà� Ïîëèíîé Ïåðñòíåâîé. Êðàòêîå îïèñàíèå ïîâòîðÿåò îò÷åò 2017 ãîäà. Â
êîíöå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ïîëó÷åííûå çà 2018 ãîä.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó òåðìîêîíòðîëÿ: ïóñòü Ω îáëàñòü â Rn ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé, u :
Ω × R+ → R � òåìïàðàòóðà â îáëàñòè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà ãðàíèöå îáëàñòè ðàñïî-
ëîæåí îõëàæàþùèé-íàãðåâàþùèé ïðèáîð. Ïðè ýòîì êîíòðîëü ïðîèñõîäèò ïîñðåäñòâîì
óñëîâèÿ Íåéìàíà, è ðåøåíèå âûáîðå ðåæèìà íàãðåâ èëè îõëàæäåíèå ïðîèñõîäèò ïî-
ñðåäñòâîì îïåðàòîðà ãèñòåðåçèñà òèïà íåèäåàëüíîå ðåëå. Ïîäîáíàÿ ñèñòåìà çàäàåòñÿ
óðàâíåíèÿìè

ut = ∆u, x ∈ Ω (8)

∂u

∂η
= K(x)H(û(·))(t), x ∈ ∂Ω (9)

Ðèñ. 4:: Hysteresis H

äîïîëíåííàÿ íà÷àëüíûìè äàííûìè. Â ýòîé ñèñòå-
ìå K(x) ñîîòâåòñâóåò èíòåíñèâíîñòè íàãðåâàíèÿ, û
� ñðåäíÿÿ òåìïåðàòóðà â îáëàñòè, çàäàâàåìàÿ ëè-
íåéíûì îïåðàòîðîì (â äàëüíåéøåì ìû ðàññìîòðèì
êîíêðåòíûå ïðèìåðû è íå áóäåì ñåé÷àñ êîíöåí-
òðèðîâàòüñÿ íà ñòðîãîñòè îáùåé ïîñòàíîâêè). H �
îïåðàòîð ãèñòåðåçèñà òèïà íåèäåàëüíîå ðåëå: äëÿ
âåùåñòâåííî-çíà÷íîé ôóíêöèè û(t) îïåðàòîð çàäà-
åòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì, Ðèñ. 4. Çàôèêñèðóåì äâà
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ïîðîãîâûõ çíà÷åíèÿ α < β è äâà âûõîäà h1 6= h−1.
Åñëè u(t) ≤ α, òî H(u)(t) = h1; åñëè u(t) ≥ β, òî H(u)(t) = h−1; åñëè u(t) ëåæèò ìåæäó
α è β, òîãäà H(u)(t) íå ìåíÿåò ñâîåãî çíà÷åíèÿ.

Îñíîâíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ ïðè t→ +∞ è ïîèñêîì åãî
óñòîé÷èâûõ ðåæèìîâ. Íàèáîëåå åñòåññòâåííûì ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ � âåðíî ëè, ÷òî ðåøåíèå
ñõîäèòñÿ ê ïåðèîäè÷åñêîé ïî t ôóíêöèè. Â ðàáîòå [1] áûëî ïðîäåìîíñòðèðîâàíî, ÷òî ýòî
íå âñåãäà òàê. Áîëåå òîãî, íåèçâåñòíî âñåãäà ëè ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíî ïåðèäè÷åñêîå
ðåøåíèå ó ñèñòåìû.

Ñåé÷àñ ñîâìåñòíî ñ Ï. Ïåðñòíåâîé ìû çàíèìàåìñÿ èçó÷åíèåì âîïðîñà ñóùåñòâîâàíèÿ
è óñòîé÷èâîñòè ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé â ñëó÷àå îäíîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Â òàêîì
ñëó÷àå K(x) çàäàåòñÿ äâóìÿ ÷èñëàìè, ïîñêîëüêó ãðàíèöà ∂Ω ñîñòîèò èç äâóõ òî÷åê.
Áëàãîäàðÿ îäíîìåðíîñòè îáëàñòè ∂Ω òàê æå óäàåòñÿ ðàñïèñàòü óðàâíåíèÿ (8) â âèäå
ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

u̇n = −n2u+ kH(û(·))(t), n > 0.

Íåñìîòðÿ íà êàæóùóþñÿ ïðîñòîòó, óðàâíåíèÿ ñâÿçàíû ïîñðåäñòâîì îïåðàòîðà ãèñòåðå-
çèñà, ÷òî ïðåâðàùàåò çàäà÷ó â íåëèíåéíóþ.

Íà êîíåö 2017 ãîäà äëÿ íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ óäàëîñü äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå
ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ, âîïðîñû óñòîé÷èâîñòè áûëè îòêðûòû.

Â òå÷åíèè 2018 ãîäà çàäà÷à â îäíîìåðíîì ñëó÷àå áûëà ñâåäåíà ê ñëó÷àþ îäíîòî÷å÷-
íûõ èçìåðåíèé: û = u(x0) äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè x0. Äëÿ òðåõ ñïåöèàëüíûõ òî÷åê x0 áûëè
ïîêàçàíû ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü óíèìîäàëüíûõ ïåðèîäè÷åñêè ðåøåíèé, äî-
êàçàíà èõ àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü. Ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíû â âèäå ïîñòåðíîãî
äîêëàäà íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè �Real and Complex Dynamical Systems�.

Îòñëåæèâàíèå â íåðàâíîìåðíî ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåìàõ

Ðàññìîòðèì äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó ïîðîæäåííóþ îòîáðàæåíèåì

f : M →M

ìíîãîîáðàçèÿ â ñåáÿ. Ïðè ôèêñèðîâàííîì d > 0 íàçîâåì d-ïñåâäîòðàåêòîðèåé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü {yk}, óäîâëåòâîðÿþùóþ íåðàâåíñòâàì

|yn+1 − f(yn)| < d, n ∈ [0, N ].

Îñíîâíûì âîïðîñîì äëÿ íàñ ÿâëÿåòñÿ ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ íàéäåòñÿ òî÷íàÿ òðàåêòîðèÿ
{xn}, ÷òî âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

|xn − yn| < ε.

Ò.å. ðÿäîì ñ ïðèáëèæåííîé òðàåêòîðèåé íàéäåòñÿ òî÷íàÿ òðàåêòîðèÿ. Ýòà çàäà÷à íàçû-
âàåòñÿ �çàäà÷åé îá îòñëåäèâàíèè� è ïîçâîëÿåò îòâåòèòü íà òàêèå âàæíûå ïðèêëàäíûå
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âîïðîñû êàê âëèÿíèå øóìà è îøèáîê îêðóãëåíèÿ ïðè ÷èñåííîì ìîäåëèðîâàíèè íà ñâîé-
ñòâà ñèñòåìû.

Â [2] áûëî ïðîäåìîíñòðèðîâàíî, ÷òî äëÿ ñèñòåì íå ÿâëÿþùèõñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèìè
íåëüçÿ ðàññ÷èòûâàòü íà ñâîéñòâî îòñëåæèâàíèÿ äëÿ äîñòàòî÷íî äëèííûõ ïñåâäîòðàåê-
òîðèé.

Â ñîâìåñòíîé ðàáîòå ñ Ã. Ìîíàêîâûì ìû ñìîãëè îñëàáèòü ïîíÿòèå ãèïåðáîëè÷íîñòè
è äîêàçàòü ïîëîæèòåëüíûé ðåçóëüòàò ñëåäóþùåãî âèäà. Ïðè äîñòàòî÷íî æåñòêèõ îãðà-
íè÷åíèÿõ íà α è β (íàïðèìåð âîçìîæíû òîëüêî β < 1/20) êîíå÷íàÿ d-ïñåâäîòðàåêòîðèÿ
äëèíÿ 1/dβ ìîæåò áûòü ε = dα îòñëåæåíà.

Ñåé÷àñ ìû â ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ øèðîêîãî êëàññà íåðàâíîìåðíî ãèïåðáîëè÷åñêèõ
ñèñòåì, óäîâëåòâîðÿþùèõ ïðåäïîëîæåíèÿì òåîðåìû. Ïëàíèðóåòñÿ, ÷òî ïðîöåññ ïîñòðî-
åíèÿ ñóùåñòâåííûì îáðàçîì îïèðàåòñÿ íà òåîðèÿ Ïåñèíà.
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