Г.Б.Шабат. Тема: "Читайте  классиков"

Речь пойдет в основном об Эйлере. 

Второе пожелание:"проверять результаты" и "думайте, обобщайте и т.д.".

Эйлер и бесконечность. 

1+2+3+...=1/12 и 1-2+3-...=1/4

sin - многочлен бесконечной степени.

обычный многочлен: a1x^n + a2x^n-1 + ... an+1=(x-x1)(x-x2)...(x-xn)

введем многочлен бесконечной степени

для примера sin(x) = x - x^3/3! + x^5/5! - x^7/7! + ... (подтверждается графиками на котором изображены и синусы и наш многочлен до определенной степени) а чтобы произведения сходились, то сомножители должны быть более-менее близки к 1. рассмотрим многочлен sin(pix), корни этого многочлена - все целые числа, заметим что скобки (1-x/n)(1+x/n) принимают 0 только когда x=+/-n, тогда sin(pix)=x *x произведение скобок вида (1-x^2/n^2), где n - целое. Это известно более сотни лет. Применим к этим двум равенствам формулу Виета. (упражнение проверить 1+1/2^2+1/3^2 = pi^2/6 и 1+1/2^4 +1/3^4=pi^4/90)(посмотреть про числа Бернулли)

1+1/2^s+1/3^s+... = дзета-функция от s.

рассмотрим комплексную плоскость (рис.1).

дзета(s)-1/(s-1)=1/2 -s integral(00,1)(({x}+1/2)/(x^s+1)dx (можно попробовать доказать)

1+2+3+... = дзета(-1)

Подумать:

дзета(3), и другие дзета от нечетных аргументов

дзета - это функция целых чисел 

(формула 1)

универсальность воронине.

p.s. 1-1/3+1/7-... = pi/4

e-mail : shabat@mccme.ru

Вопросы: формулы почему на 6 и на 90?

А.Б.Сосинский.

замечания по поводу предыдущего доклада. 

Недавно сенсация: недавно молодой французский математик доказал что дзета от некоторых нечетных иррационально, дзудилин занимается этим и достаточно успешно (стекловка)

тема:1."Проблема Стейнера"

2."Проблема Борсука"

Эти проблемы не решены, и вряд ли будут решены в ближайшее время.

1. Проблема Стейнера. На плоскости даны точки (города) нужно найти сеть дорог наименьшей длины которая соединяет все города

Для разминки рассмотри задачу

1.1. Города - вершины квадрата. Очевидное решение - диагонали - не верно. Верное решение: (рис.2).

1.2. Города - треугольник

1.3. Города - выпуклый четырехугольник

1.4. Города - выпуклый пятиугольник

Задача: найти разумные системы точек, для которых можно построить минимальную сеть (вполне серьезная задача)(можно найти нечто новое)

Земля не плоская, значит нужно изучить эту же задачу на сфере. "Гармоническая сеть на сфере (S^2) - это набор точек и соединяющих их дуг больших кругов т.ч. что из каждой точки выходит ровно по три дуги большого круга и все они под углом 120 градусов (рис.3)

1.5. нашли четыре решений гармонической сетей найти (рис.4)

1.6. найти пятую гармоническую сеть

1.7. доказать что гармонических сетей конечное число

2. Проблема Борсука

Будут нестрогости в рассказе.

F c R^n

d(f)=d:=(i) любые точки x, y принадлежащие F |x,y|<=d

(ii) существует пара x0,y0 принадлежащая F такая что |x0,y0|=d

число Борсука - наименьшее число частей на которые можно разрезать F на куски меньшего диаметра. (обозначение бета(F))

бета(круга)=3

задачи

1.1 Доказать теорему Борсука (для любой фигуры на плоскости бета от F <= 3 (Идея - любую плоскую фигуру диаметра d можно вписать в правильный шестиугольник  с расстоянием между сторонами равным d

1.2 Для любой фигуры из R^n бета от F <= n+1 (Контр пример есть 1993 году Kahn и Kalai для пространств размерности n>=2015, и дальше понижение n>=946 Alon n>=561 Райгородский n>=298 Hinrichs,Riditer)(минимизирование)

1.3 Теорема  Эгглестона. Для любой фигуры F из R^3 бета от F<=4 

1.4 Находить классу фигур и доказывать, что для них доказывать верность этой гипотезы для них

e-mail: abs@diffiety.ac.ru

А.Я.Канель-Белов. Тема: "Роботы в лабиринтах" и "P=/=NP"

Конференция турнира городов (2004 год)

Робот - компьютер с конечной памятью.

Например sqrt(2) компьютер с ограниченной памятью он печатать и печатать не сможет, когда-то, но будет переполнение памяти, а вот 1/3 компьютер он сможет печатать.

Есть компьютер на колесиках или робот который ходит по клетчатой ленте, задача обойти всю ленту. На самом деле нет, не сможет робот обойти ленту. Доказательство: Пусть в какой-то момент состояние компьютера совпало, и после этого  пусть робот сдвинулся на вектор v, тогда все действия повторятся, в итоге робот сдвинется опять на v в итоге робот движется в одну сторону

Есть робот и лента на которой рандомно записаны латинские буквы. Обойти нельзя.

Есть робот и лента и 1 камешек. Обойти нельзя

Есть робот и лента и 2 камешек. Обойти можно (тривиально)

Есть робот и плоскость и 3 камешка. обойти можно.

3 камешка для любых пространств.

Замести два кармашка с помощью трех камешков.

[] k [] l []

пусть к=2^n l = 0 из 2^n перейти к 3^n. Решение: сдвигаем на 2 один камень и на 1 второй.

Реализуется. Машина Минского. (компьютер с неограниченной памятью)

g-группа

a a^-1

b b^-1

g -> ga

-> ga^-1

-> gb

-> gb^-1

граф группы - дерево.

теперь пусть g такое, что существует k, такое, что g^k=e, тогда робот заблудится в графе этого дерева.

Задача: как построить граф, для которого обхода которого нужно ровно n камней.

e-mail: kanel@mccme.ru

В.В.Вавилов. Тема: "H2O, H3O+"

Работа Эйлера "Работа об одной трудной задачи по геометрии".

Даны попарные расстояния от замечательных точек до вершин треугольника. построить треугольник.

была построена задача о том, что если даны точки О и Н, где могут находиться вершины треугольника, у которого Н - ортоцентр а О центр описанной окружности. ответ тут три целующиеся окружности.

Наиболее сложный вопрос, который пока не сделан - это если даны "инцентр" и ортоцентр.

Задачи выбираете две замечательные точки и дальше описать множества где могут находиться вершины

Тема: "Траектория полета электрона или математический сад"

В центре сада девочка на периферии мальчик, в узлах решетки деревья, радиус сада R и r радиус дерева. Вопрос при каких R и r девочка может хотя что-то видеть мальчика. (рис.5)

Пусть что-то видно, то вопрос сколько видно. А это связанно с возможность вылета электрона в различных моделях газов.  естественно интереснее в пространстве, а не на плоскости так как модели трехмерные.  Еще задача из этой серии рассчитать длину траектории при которой электрон 100% вылетит. есть предложение заменить деревья на плоские пластинки которые перпендикулярны радиус-вектору.

Тема: "Теория потенциала в дискретном варианте"

В каждый узел клетчатой бумаги ставиться натуральное число и расстановка удовлетворяет следующему свойству, что каждое число - есть среднее арифметическое четырех соседних. вопрос: сколько таких систем существует. ответ один, когда все числа равны. теперь заменим слово натуральные числа на просто числа, то говорят. что существует гармоническая дискретная функция. Вопрос а верно ли что если f(i, j) (число стоящее в клетке с координатами i, j)>=0, то все числа равны. Это трудная теорема (Эовиля). Пример гармонической функции: берете любой четырех угольник на n равных частей и соединяем соответствующие точки на противоположных сторонах получим косоугольную шахматную доску, тогда будем брать  площади получившихся клеточек. Отсюда несколько вопросов. Сколько площадей нужно задать, чтобы найти площади всех остальных клеточек. Доказать что клетки наибольшей и наименьшей находятся в противоположных углах.
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А.Б. Скопенков. Тема: "Степенные последовательности".

Задача с матпраздника: "В каждая из 15 республик СССР заключила договор ровно с 3 другими. Возможно ли это?"

Сумма степеней всех вершин четна, т.к. она равна удвоенному количеству ребер графа.

пункты b не допускаются кратные ребра, но допускаются петли

с не допускаются петли, но допускаются кратные ребра

d не допускается ни кратные ребра не петли

0а Задача дан произвольный набор чисел d1, d2, d3, d4,... dn, при каких условиях существует граф с n вершинами степеней d1, ..., dn? (есть петли и кратные ребра)

1а Задача дан произвольный набор чисел d1, d2, d3, d4,... dn, при каких условиях существует связный граф с n вершинами степеней d1, ..., dn? (есть петли и кратные ребра)

задача есть республики СССР могут ли каждая из республик иметь ровно трех соседей

2а Задача дан произвольный набор чисел d1, d2, d3, d4,... dn, при каких условиях существует планарный граф с n вершинами степеней d1,...,dn? (есть петли и кратные ребра)(два случая связные и несвязные графы)

что такое тор и его обозначения (рис 8)

3а0 Задача дан произвольный набор чисел d1, d2, d3, d4,... dn, при каких условиях существует реализуемый на торе граф с n вершинами степеней d1,...,dn? (есть петли и кратные ребра)

3а (Задача дан произвольный набор чисел d1, d2, d3, d4,... dn, при каких условиях существует граф клеточно реализуемый на торе с n вершинами степеней d1,...,dn? (есть петли и кратные ребра) (клеточно реализуемый - это если разрезать по ребрам, то грани должны быть топологически эквиваленты диску

для решения задачи введем e =(d1+d2+...+dn)/2 , тогда для задачи 1а e>=n-1

а - кол-во граней клеточной реализации графа на торе

n-e+f =0 (теорема Эйлера на торе) => e>=n;

4a Реализуема на сфере с g ручками Задача дан произвольный набор чисел d1, d2, d3, d4,... dn, при каких условиях существует граф реализуемый на сфере с g ручками с n вершинами степеней d1,...,dn? (есть петли и кратные ребра)

n-e+f = 2 - 2g (теорема Эйлера для сферы с g ручками) ( что такое сфера с g ручками (рис.10)

6а Задача дан произвольный набор чисел d1, d2, d3, d4,... dn, при каких условиях существует граф реализуемый на диске с m листов Мебиуса с n вершинами степеней d1,..., dn? (есть петли и кратные ребра)(рис.11)

e-mail:

Дополнение: Детские рисунки Grothendiek Dessigns d'enfants  

0 - вал - обычные степени  вершин

2 - как границы государств реализуемы ли наборы?

А.М.Райгородский Тема: "Хроматическое число"

В первую очередь речь пойдет о хроматическом числе плоскости.

Хроматическое число (хи) плоскости это минимальное количество цветов необходимое для покраски плоскости так, чтобы меду точками одного цвета не было бы расстояния равного единице.

Трагедия(позор) это хроматическое числе не найдено.

1) известно что хроматическое число плоскости больше или равно 4

2) известно что хроматическое число меньше или равно 7

Первое доказывается через веретено Мозера, которое нельзя раскрасить в три цвета (рис 12)

Второе возьмем шестиугольник диаметра 0.9999 и дальше замостим плоскость(рис 13)

Все цвета являются объединением непересекающихся шестиугольников. А состоит из некоторых выпуклых многоугольников.

1973 Woodall A* множество достаточно хороших фигур, тогда хроматическое число при делении на множество достаточно хороших фигур на плоскости больше или равно 6.

Задача 1(уч-иссл). Теорема Вудала для выпуклых шестиугольников.

Задача 2(уч-иссл). Описать как можно более широкий класс разбиений плоскости, для которых хроматическое число от выпуклых многоугольников на плоскости больше или равно 7

1976 Эрдеш высказал гипотезу, что наверное существует такой граф, что все ребра его имеют длину 1  на плоскости и при этом не содержит треугольников.

1979 Wormald построил граф на плоскости у которого было 648 вершин, который обладал данными свойствами

1996 O'Donnell Hoohberg 23-вершины они также придумали конструкцию, из 45 вершин, которая не содержит 45.

Задача 3(не решена) Бывает ли меньше 23?

Задача 4(не решена) Бывает ли меньше 45?

Задача 5(не решена) Какая нижняя оценка числа вершин?

На этом закончили случай с плоскостью. Теперь рассмотрим хроматическое число для пространства. определение хроматического числа аналогичное.

6<= хроматическое число пространства <=15

2002                                   1999

Хроматическое число пространство аналогично веретену Мозера только с тетраэдрами и оценка >= 5 получена.

Задача 6 G: x(G)>=5 нет треугольников

Задача 7 G: x(G)>=6 нет тетраэдров

Задача 8 -||- нет треугольников

"Проблемма Эрдеш-Секерша" 1935 год

На плоскости  фиксировано n точек, n>=3,  тогда g(n) минимальное количество точек, таких что в них обязательно найдется хотя бы 1 выпуклый n угольник 

g(3)=3

g(4)=5

g(5)=9

g(6)=17

отсюда предположение:

g(n)=2^(n-2)

g(n)>=2^(n-2)+1 и g(n)<=C(n-3,2n-5)+1, n>=5

Задачи:

1) ручками посчитать g(5)=?, 2) g(6)=? 3) g(n),=?

e-mail : mraigor@yandex.ru

В.Ю. Протасов.

Тема: "Теорема о замыкании"(Poncelet-type theorems)

Началось все окло 200 лет назад Понселе (1813)

Даны две окружности берется точка, проводится касающаяся хорда , и т.д. пусть замкнулось через n ходов, тогда  какую бы точку мы не взяли, замыкаться будет и будет замыкаться через n шагов. Доказана и имеет кучу доказательств, но очень трудная. (рис 14)

1850-е годы Штейнер даны две окружности и в произвольное место в пространство между двумя окружностями вписывается окружность и т.д. и тогда если замкнулось, то будет замыкаться какую бы мы не выбирали начальную окружность. (рис. 15)

1967 год Боттем Теорема о зигзаге (о блохе) Блоха сидит на внешней окружности, потом прыгает на внутреннюю на расстояние потом обратно на внешнюю и т.д. теперь пусть замкнулось, тогда какую бы точку внешней окружности мы бы не взяли, если с нее можно сделать первый прыжок, то тоже произойдет замыкание.  (рис 16)

1973 (Black, Howland, Howland) доказали о блохе

Общая теорема: возьмем три окружности впишем окружность которая касается двух, затем впишем окружность которая пересекает первую на третьей окружности и касается первых двух. и т.д. если замкнется, то тоже будет замыкаться независимо от выбора первой окружности. (рис 17)  из нее следуют все три ранее упомянутые теоремы.

1901 год Echm - общая теорема
Задача 1. Доказать методами элементарной геометрии общую теорему.

Задача 2. Пусть дана прямая на которой четыре точки, проведем окружности проходящие через пары точек. тогда существует окружность которая касается всех четырех тогда , когда касательная к окружностям S13 и S24 пересекается с касательной  на прямой.(рис 18)

Задача 3. Даны две окружности дальше две окружности касаются внешней внутренним образом,  внутренней внешним и две которые внутреннюю касаются внутренним образом. Получим 8 точек пересечения. Доказать,  четыре лежат на одной окружности и четыре других - на другой, не считая маленьких окружностей.

Тема: "Геодезические на многогранниках"

Геодезические - локально кратчайшие линии.

1906 Пуанкаре Для каждого гладкого тела существует не менее 3 замкнутых геодезических

1935 (Люстерник, Шнирельман) доказана гипотеза Пуанкаре

А что будет если многогранник?

Геодезическая - ломаная, где "угол падения равен углу отражения". (рис 20)

две геодезические для куба(рис 21)

А для равногранного тетраэдра - геодезических бесконечно много. Причем существует n-звенная ломанная, где n делится на 4

Охарактеризован для куба, октаэдра, равногранного тетраэдра

e-mail: v-protassov@yandex.ru

А.А. Заславский. Тема: "Анализ экспертных оценок"

Пример есть несколько камней. Надо сравнить их веса. Если нет весов, то можно оценить, но количественные оценки дать трудно. А часто встречаются такого рода утверждения, что такого рода рассуждения нельзя осмыслить. 

Исторически первый вид экспертных оценок - это парные оценки. Например есть набор научных работ. и эксперту предлагается сравнить две работы. Самый простой вид, когда выдаются все возможные пары чисел. И результаты например  записываются в таблицу. Но необязательна транзитивность, часто бывает так, что a<b, b<c и a>c. Но лучше рассматривать транзитивные матрицы. Которые более менее принимают вид (рис  23), а не (рис 22).

Пусть задан набор из n чисел - результат турнира, при каких условиях существует турнир с этим результатом.

рассмотрим возможные результаты шахматного турнира трех человек

2,1,0

2,1/2,1/2

1 1/2, 1 1/2, 0

1 1/2, 1, 1/2

1, 1, 1

отметим эти точки(рис 24) рассмотрим выпуклую оболочку в нее войдут точки 1,2,3,5, интересно то, что эти результаты можно получить транзитивным турниром, а 4 - нет.

задачи:

Рассмотрим два объекта а и б, пусть их рассмотрели m экспертов, тогда решение по методу большинства

занятный   факт, что если у нас матрицы а и б были транзитивны, то матрица полученная методом большинства обычно не бывает транзитивной

Дана матрица, найти ближайшую транзитивную матрицу. Теперь построим в пространстве наш многогранник, а дальше найдем поставим точку усредненную матрицу, и найдем ближайшую вершину. Вопрос на исследование, насколько оно этот результат совпадает с классическим результатом.

Зададимся вопросом  об отклонении от транзитивности. как соотносится степень нетранзитивности матриц и положение точек .

и посмотреть в системе например не шахматного турнира, а футбольного, или например где есть критерии лучше, хуже, намного хуже, намного лучше.

пусть есть весы с порогом чувствительности, тогда тоже не всегда получается транзитивная матрица, и тоже посмотреть как это можно графически сделать.
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