Среднее количество взвешиваний.

Хорошо известна следующая задача. Имеется 27 монет, одна из которых фальшивая, весит легче, чем настоящая. Найти фальшивую монету за три взвешивания на двухчашечных  весах без гирь.

Во всех задачах этой темы мы будем иметь дело с набором из n монет, k из которых фальшивые, отличаются по весу от настоящих. Взвешиванием будем называть одно использование двухчашечных весов без гирь. Во всех задачах требуется  найти среднее количество взвешиваний, необходимых для обнаружения фальшивой монеты.

Разумеется, среднее количество взвешиваний  зависит от алгоритма наших действий. 

В задаче про 27 монет традиционно применяется следующий алгоритм. Делим все монеты на три части по 9 монет, две из этих частей взвешиваем и далее рассматриваем ту часть, которая оказалась легче, если весы показали что на одной из чаш груз легче, или ту, которую не клали на весы, если весы уравновесились. Оставшуюся часть разбиваем на три части по три монеты и с этими частями поступаем аналогично. Наконец, оставшиеся три монеты уже разбиваем на три части по одной монете и находим фальшивую. Действуя по такому алгоритму при любом разбиении монет на три части мы обнаружим фальшивую монету ровно после трех взвешиваний, соответственно и среднее количество взвешиваний будет равно трем.

Можно попытаться действовать другим способом. Пронумеруем монеты числами от 1 до 27. Сперва положим на одну чашу монеты с 1 по 12, а на другую --- с 13 по 14. Если чаши уравновесились, то фальшивая монета среди 25 --- 27 и мы можем найти ее, сделав еще одно взвешивание. Если одна из чаш оказалась легче взвешиваем монеты с 1 по 3 и с 4 по 6 (или с 13 по 15 и с 16 по 18). Если одна из чаш оказалась легче, то третьим взвешиванием мы найдем фальшивую монету. Иначе взвесим 7—8 и 9—10 (или 19—20 и 21—22). В любом случае мы узнаем среди каких двух монет находится фальшивая и следующим взвешиванием ее найдем. Таким образом, если фальшивая монета имела номер 25—27 нам понадобится 2 взвешивания, если 1—6 или 13—18 потребуется 3 взвешивания, наконец, если номер фальшивой монеты 7—12 или 19—24 нужно 4 взвешивания, т.е. «в среднем» нужно (3(2+12(3+12(4)(27=3
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 взвешиваний.

Вводные задачи.

1. Можно ли при n=27, k=1 и условии, что фальшивая монета легче настоящей придумать алгоритм, дающий среднее количество взвешиваний меньше трех?. 

2. k=1 и известно, что фальшивая монета легче настоящей. Найдите среднее количество взвешиваний для действий по «стандартному» алгоритму, если

a. n=12,

b. n=15,

c. n=20,

d. n=10.

3. Попробуйте уменьшить среднее количество взвешиваний в ситуациях из предыдущей задачи изменяя алгоритм.

4. Что изменится, если не известно легче или тяжелее фальшивая монета?

В дальнейших задачах будет рассматриваться большее количество фальшивых монет.
P.S. Школьники, знакомые с началами теории вероятностей, конечно, уже догадались, что речь пойдет о математическом ожидании количества взвешиваний, необходимых для обнаружения фальшивой монеты.
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