
òÁÚÂÉÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÎÁ ÞÁÓÔÉ ÍÅÎØÛÅÇÏ ÄÉÁÍÅÔÒÁ∗á.í. òÁÊÇÏÒÏÄÓËÉÊ
1 ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑîÁÚÏ×ÅÍ ÄÉÁÍÅÔÒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á 
 ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ×ÅÌÉÞÉÎÕdiam
 = supx;y∈
 |x− y|:úÄÅÓØ

|x− y| = √(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2; x = (x1; x2); y = (y1; y2);Ô.Å. ÜÔÏ ÏÂÙÞÎÏÅ \Å×ËÌÉÄÏ×Ï" ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ. úÎÁÞÏË \sup" | ÜÔÏ ÚÎÁ-ÞÏË \ÓÕ�ÒÅÍÕÍÁ" (ÔÏÞÎÏÊ ×ÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎÉ), É �ÒÉ ÖÅÌÁÎÉÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÒÅÞØ ÉÄÅÔ �ÒÏÓÔÏ ÏÍÁËÓÉÍÕÍÅ. ðÏ ÓÕÔÉ, ÄÉÁÍÅÔÒ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á | ÜÔÏ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÍÅÖÄÕ ÅÇÏ ÔÏÞËÁÍÉ. ðÏÞÅÍÕÍÙ ×ÓÅ-ÔÁËÉ �ÉÛÅÍ ÎÅ ×ÓÅÍ �ÏÎÑÔÎÙÊ ÓÕ�ÒÅÍÕÍ? á �ÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÂÙ×ÁÀÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, × ËÏÔÏÒÙÈÏÂÙÞÎÙÊ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÎÅ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ×ÏÚØÍÅÍ ËÒÕÇ ÂÅÚ ÇÒÁÎÉ�Ù (ÕÄÁÌÉÍ ÉÚËÒÕÇÁ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÀÝÕÀ ÅÇÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ). ÷�ÒÏÞÅÍ, ×ÓÅ ÜÔÏ ÄÅÔÁÌÉ. âÕÄÅÍ �ÒÅ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅÎÁÛÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á \ÚÁÍËÎÕÔÙ" (ÓÏÄÅÒÖÁÔ Ó×ÏÀ ÇÒÁÎÉ�Õ), É ÔÏÇÄÁ ÎÁÄÏÂÎÏÓÔØ × ÓÕ�ÒÅÍÕÍÅ ÏÔ�ÁÄÅÔ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï 
. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ diam
 = 1 (�ÒÉ ÎÅ-ÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÓÏÖÍÅÍ ÉÌÉ ÒÁÚÄÕÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ó �ÏÍÏÝØÀ ÇÏÍÏÔÅÔÉÉ). èÏÞÅÔÓÑ ËÁË ÍÏÖÎÏ ÜËÏÎÏÍÎÅÅÒÁÚÂÉÔØ 
 ÎÁ ÞÁÓÔÉ ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅÇÏ ÄÉÁÍÅÔÒÁ. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÍÙ ÈÏÔÉÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ 
 × ×ÉÄÅ
 = 
1 ∪ : : : ∪ 
fÓ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ diam
i < diam
 ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i. ðÒÉ ÜÔÏÍ f ÍÙ ÓÔÒÅÍÉÍÓÑ ÍÉÎÉÍÉÚÉÒÏ×ÁÔØ. íÏÖÎÏ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÓÅÂÅ 
 ËÁË ÎÅËÉÊ ÎÅ�ÒÁ×ÉÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÔÏÒÔ, ËÏÔÏÒÙÊ �ÅÌÉËÏÍ Ë ÎÁÍ × ÒÏÔ ÎÅ ÌÅÚÅÔ,ÎÏ ËÏÔÏÒÙÊ �Ï ÖÁÄÎÏÓÔÉ Ó×ÏÅÊ ÍÙ ÖÅÌÁÅÍ ÓßÅÓÔØ ÚÁ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï \ÕËÕÓÏ×". ÷ÏÔ É ÎÕÖÎÏÎÁÍ ÔÁË ÒÁÚÒÅÚÁÔØ ÔÏÒÔ ÎÁ ËÕÓËÉ, ÞÔÏÂÙ ÜÔÉÈ ËÕÓËÏ× ÂÙÌÏ ÍÁÌÏ É ÞÔÏÂÙ × ÒÏÔ ÏÎÉ Ë ÎÁÍ ×ÓÅ-ÔÁËÉÌÅÚÌÉ.ïÓÎÏ×ÎÏÊ ×Ï�ÒÏÓ: ËÁËÏÊ ÔÏÒÔ ÈÕÖÅ ×ÓÅÈ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ×ÙÛÅ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÒÁÚÒÅÚÁÎÉÉ ÎÁËÕÓËÉ? éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÁ ÓËÏÌØËÏ ËÕÓËÏ× ÍÙ ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÌÀÂÏÊ ÔÏÒÔ ÒÁÚÄÅÌÉÍ?ë. âÏÒÓÕË × 1933 ÇÏÄÕ ÆÏÒÍÁÌÉÚÏ×ÁÌ ÕËÁÚÁÎÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ÔÁË: ËÁËÏ×Ï ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ f(2),ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï 
 ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÎÁ f(2) ÞÁÓÔÅÊÍÅÎØÛÅÇÏ ÄÉÁÍÅÔÒÁ? òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, âÏÒÓÕË ÒÁÚÍÙÛÌÑÌ ÎÅ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÓËÏÒÅÊÛÅÇÏ �ÏÅÄÁÎÉÑ \ËÒÉ×ÙÈ"ÔÏÒÔÏ×, ÄÁ É ×ÏÏÂÝÅ, ÍÏÔÉ×ÉÒÏ×ËÏÊ ÄÌÑ ÎÅÇÏ ÓÌÕÖÉÌÁ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ �ÒÏÂÌÅÍÁÔÉËÁ. ðÏÄÒÏÂÎÕÀ É,ËÓÔÁÔÉ, ×ÅÓØÍÁ ÉÎÔÒÉÇÕÀÝÕÀ ÉÓÔÏÒÉÀ ÚÁÄÁÞÉ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ × ËÎÉÇÅ [1℄.åÝÅ ×Ï�ÒÏÓ: �ÏÞÅÍÕ ÍÙ �ÉÛÅÍ f(2)? á ÄÅÌÏ × ÔÏÍ, ÞÔÏ �ÌÏÓËÏÓÔØ Õ ÎÁÓ Ä×ÕÍÅÒÎÁÑ. îÁ ÓÁÍÏÍÄÅÌÅ, âÏÒÓÕË ÓÔÁ×ÉÌ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ É ÎÁ �ÒÑÍÏÊ (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ | f(1)), É ×�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÌÀÂÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. ïÂÙÞÎÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÞÅÒÅÚ R
n. ÷ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, R

1 = R | ÜÔÏ �ÒÑÍÁÑ, R
2 | �ÌÏÓËÏÓÔØ, R

3 | �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÛËÏÌØÎÏÍÓÍÙÓÌÅ, Ô.Å. ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÁÎÓÔ×Ï, × ËÏÔÏÒÏÍ ÍÙ ÖÉ×ÅÍ. ÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ f(n) | ÜÔÏ ÞÉÓÌÏâÏÒÓÕËÁ, ÒÁ×ÎÏÅ ÔÁËÏÍÕ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÍÕ f , ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × R
n ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØÎÁ f ÞÁÓÔÅÊ ÍÅÎØÛÅÇÏ ÄÉÁÍÅÔÒÁ, ÎÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × R

n, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁ f − 1
∗üÔÏÔ �ÒÏÅËÔ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÌÕÞÛÅÎÎÏÊ ×ÅÒÓÉÅÊ �ÒÏÅËÔÏ× http://www.m

me.ru/mmks/de
09/raig.pdf,http://www.turgor.ru/lktg/2011/4/index.php. 1



ÞÁÓÔÅÊ ÍÅÎØÛÅÇÏ ÄÉÁÍÅÔÒÁ ÎÅ ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ × R
n ÍÅÒÑÀÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏ (\�Ïå×ËÌÉÄÕ"):

|x− y| = √(x1 − y1)2 + : : :+ (xn − yn)2; x = (x1; : : : ; xn); y = (y1; : : : ; yn):âÏÒÓÕË �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÌ, ÞÔÏ f(n) = n + 1. üÔÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÉ�ÏÔÅÚÏÊ âÏÒÓÕËÁ.çÉ�ÏÔÅÚÕ Ó ÔÒÅÓËÏÍ Ï�ÒÏ×ÅÒÇÌÉ × 1993 ÇÏÄÕ (ÓÍ. [1℄, [2℄), ÎÏ ÏÓÔÁÌÁÓØ ËÕÞÁ ×Ï�ÒÏÓÏ×, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ�Ï-�ÒÅÖÎÅÍÕ ÎÅÔ ÏÔ×ÅÔÏ×.÷ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÒÁÚÄÅÌÁÈ ÍÙ �ÒÉ×ÅÄÅÍ ÚÁÄÁÞÉ �ÒÏÅËÔÁ. ðÏÓÔÅ�ÅÎÎÏ ÍÙ ×ÙÊÄÅÍ É ÎÁ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÅÎÅÒÅÛÅÎÎÙÅ �ÒÏÂÌÅÍÙ, × ËÏÔÏÒÙÈ, ÏÄÎÁËÏ, ×�ÏÌÎÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙ ÓÅÒØÅÚÎÙÅ �ÒÏÄ×ÉÖÅÎÉÑ É ÎÁ ÛËÏÌØÎÏÍÕÒÏ×ÎÅ.2 úÁÄÁÞÉ ÓÅÍÉÎÁÒÁúÁÄÁÞÁ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f(1) = 2.úÁÄÁÞÁ 2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f(2) > 3. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, �ÒÉ×ÅÄÉÔÅ �ÒÉÍÅÒ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ,ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁ Ä×Å ÞÁÓÔÉ ÍÅÎØÛÅÇÏ ÄÉÁÍÅÔÒÁ ÎÅ ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ.úÁÄÁÞÁ 3. òÁÚÂÅÊÔÅ Ë×ÁÄÒÁÔ ÎÁ ÞÁÓÔÉ ÍÅÎØÛÅÇÏ ÄÉÁÍÅÔÒÁ.úÁÄÁÞÁ 4. òÁÚÂÅÊÔÅ ËÒÕÇ ÒÁÄÉÕÓÁ 1=2 ÎÁ 3 ÞÁÓÔÉ ÍÅÎØÛÅÇÏ ÄÉÁÍÅÔÒÁ.úÁÄÁÞÁ 5. òÁÚÂÅÊÔÅ ËÒÕÇ ÒÁÄÉÕÓÁ 1=2 ÎÁ 3 ÞÁÓÔÉ, ÄÉÁÍÅÔÒÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÔ ×ÅÌÉÞÉÎÙ
√32 = 0:866:::úÁÄÁÞÁ 6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ √32 ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 5 ÎÅÕÌÕÞÛÁÅÍÁ, Ô.Å. �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ ËÒÕÇÁÒÁÄÉÕÓÁ 1=2 ÎÁ 3 ÞÁÓÔÉ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÞÁÓÔØ, ÄÉÁÍÅÔÒ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ √32 .îÁÚÏ×ÅÍ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ �ÏËÒÙÛËÏÊ × R

n ÔÁËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï 
, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á � ÄÉÁÍÅ-ÔÒÁ 1 × R
n ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Ä×ÉÖÅÎÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ � ×ÎÕÔÒØ 
. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, � ÍÏÖÎÏÔÁË �ÏÄ×ÉÎÕÔØ, ÞÔÏ 
 �ÅÌÉËÏÍ ÅÇÏ �ÏËÒÏÅÔ. îÁ�ÒÉÍÅÒ:úÁÄÁÞÁ 7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ë×ÁÄÒÁÔ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ �ÏËÒÙÛËÏÊ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ.úÁÄÁÞÁ 8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÕÂ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ �ÏËÒÙÛËÏÊ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÌÀÂÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ n-ÍÅÒÎÙÍ ËÕÂÏÍ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 1 ÍÙ �ÒÏÓÔÏ ÓÞÉÔÁÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅËx = (x1; : : : ; xn), Õ ËÏÔÏÒÙÈ xi ∈ [0; 1℄ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i.éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉË 
6 Ó ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ 1 ÍÅÖÄÕ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ �ÏËÒÙÛËÏÊ. ðÏÄÒÏÂÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÇÏ (ÎÅ ×�ÏÌÎÅ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÇÏ)ÆÁËÔÁ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ × ËÎÉÇÅ [3℄. íÏÖÅÔÅ, ÏÄÎÁËÏ, �ÏÄÕÍÁÔØ ÎÁÄ ÜÔÉÍ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ.úÁÄÁÞÁ 9. òÁÚÂÅÊÔÅ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉË 
6 ÎÁ 3 ÞÁÓÔÉ ÄÉÁÍÅÔÒÁ √32 . ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁÓ�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔØ ÇÉ�ÏÔÅÚÙ âÏÒÓÕËÁ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, Á ÔÁËÖÅ, × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, \ÎÅÕÌÕÞÛÁÅÍÏÓÔØ"ËÏÎÓÔÁÎÔÙ √32 ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 6.úÁÄÁÞÁ 10. þÔÏ ÉÇÒÁÅÔ ÒÏÌØ ÎÅÕÌÕÞÛÁÅÍÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 9 × ÓÌÕÞÁÅ �ÒÑÍÏÊ?úÁÄÁÞÁ 11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÌÀÂÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÉÚ n ÔÏÞÅË ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÅÓÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n �ÁÒ ÔÏÞÅË,ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ËÏÔÏÒÙÍÉ ÒÁ×ÎÏ ÄÉÁÍÅÔÒÕ. 2



úÁÄÁÞÁ 12. ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 11 Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔØ ÇÉ�ÏÔÅÚÙ âÏÒÓÕËÁ ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÔÏÞÅË ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ (ÎÅ �ÒÉÂÅÇÁÑ Ë �ÏÍÏÝÉ �ÏËÒÙÛÅË).úÁÄÁÞÁ 13∗. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÒÕÇ ÒÁÄÉÕÓÁ 1√3 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ �ÏËÒÙÛËÏÊ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ.úÁÄÁÞÁ 14. ïÂßÑÓÎÉÔÅ, �ÏÞÅÍÕ ËÒÕÇ ÒÁÄÉÕÓÁ r < 1√3 ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ �ÏËÒÙÛËÏÊ.úÁÄÁÞÁ 15. ïÂßÑÓÎÉÔÅ, �ÏÞÅÍÕ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÚÁÄÁÞÉ 13∗ ÎÅ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÓÈÏÄÕ ÄÏËÁÚÁÔØ ÇÉ�ÏÔÅÚÕ âÏÒ-ÓÕËÁ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ.úÁÄÁÞÁ 16. ÷ÏÚØÍÅÍ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ËÒÕÇ B1 ÒÁÄÉÕÓÁ 1√3 . ðÏÓÔÁ×ÉÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ ÎÁ ÅÇÏÇÒÁÎÉ�Å É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÒÕÇ B2 ÒÁÄÉÕÓÁ 1 Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ B1 ∩ B2 |ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÁÑ �ÏËÒÙÛËÁ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ.úÁÄÁÞÁ 17. ó �ÏÍÏÝØÀ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÚÁÄÁÞÉ 16 ÄÏËÁÖÉÔÅ ÇÉ�ÏÔÅÚÕ âÏÒÓÕËÁ.îÁÚÏ×ÅÍ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ �ÏËÒÙ×ÁÀÝÅÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ (Õ�Ó) × R
n ÌÀÂÕÀ ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ× {S�},ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ ÔÅÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ 
 ⊂ R

n, diam
 = 1, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Ä×ÉÖÅÎÉÅ, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ
 ×ÎÕÔÒØ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ× S�.úÁÄÁÞÁ 18. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉË 
6 Ó ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ 1 ÍÅÖÄÕ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉÓÔÏÒÏÎÁÍÉ. ÷ÏÚØÅÍ ÏÔÒÅÚÏË, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ �ÅÎÔÒ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎ, É �ÒÏ×Å-ÄÅÍ �ÒÑÍÕÀ, �ÅÒÅ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÕÀ ÜÔÏÍÕ ÏÔÒÅÚËÕ, ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ 1=2 ÏÔ �ÅÎÔÒÁ. ðÒÑÍÁÑ ÏÔÓÅÞÅÔ ÏÔÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉË ÂÅÚ ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÔÁËÖÅÓÌÕÖÉÔ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ �ÏËÒÙÛËÏÊ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ. üÔÏÔ ÕÓÅÞÅÎÎÙÊ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉË ÏÂÏÚÎÁÞÅÎ 
′6 ÎÁÒÉÓÕÎËÅ 1.úÁÄÁÞÁ 19. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÎÉÊ É �ÒÁ×ÙÊ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÉ Ó ÒÉÓÕÎËÁ 1 ÏÂÒÁÚÕÀÔ Õ�Ó. �ÒÅ-ÕÇÏÌØÎÉËÉ, ËÁË É × ÚÁÄÁÞÅ 18, ÏÔÓÅËÁÀÔÓÑ �ÒÑÍÙÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙ ÏÔÒÅÚËÁÍ, ÓÏÅÄÉÎÑ-ÀÝÉÍ �ÅÎÔÒ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ, É �ÒÏÈÏÄÑÔ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ 1=2 ÏÔ�ÅÎÔÒÁ.

òÉÓÕÎÏË 1: ðÒÉÍÅÒÙ Õ�Ó.3 úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ �ÒÏÄÏÌÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ3.1 ä×ÕÍÅÒÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ É �ÏËÒÙÛËÉúÁÄÁÞÁ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÉÁÍÅÔÒÁ 1 ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ 5 ÞÁÓÔÅÊ,× ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÔ �ÁÒÙ ÔÏÞÅË, ÏÔÓÔÏÑÝÉÈ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ 1√3 . õËÁÚÁÎÉÅ.éÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅ 
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úÁÄÁÞÁ 2∗ (ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÓËÁÑ). íÏÖÎÏ ÌÉ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ a < 1√3 ÌÀÂÏÅ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï ÄÉÁÍÅÔÒÁ 1 ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ 5 ÞÁÓÔÅÊ, × ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÔ �ÁÒÙ ÔÏÞÅË,ÏÔÓÔÏÑÝÉÈ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ a?úÁÄÁÞÁ 3. õËÁÖÉÔÅ ÔÁËÏÅ n, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ n ÞÁÓÔÅÊ, ×ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÔ �ÁÒÙ ÔÏÞÅË, ÏÔÓÔÏÑÝÉÈ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ 1. ëÁËÏÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅn ÷Ù ÍÏÖÅÔÅ ÕËÁÚÁÔØ?úÁÄÁÞÁ 4∗. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÉÁÍÅÔÒÁ 1 ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ 6 ÞÁÓÔÅÊ,ÄÉÁÍÅÔÒÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÔ ×ÅÌÉÞÉÎÙ √133 (2 −√3) = 0:5577::: õËÁÚÁÎÉÅ. éÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅ Õ�Ó
{
6;1;
6;2}.úÁÄÁÞÁ 5∗∗. á ÅÝÅ ÌÕÞÛÅ, ÞÅÍ × ÚÁÄÁÞÅ 4∗?úÁÄÁÞÁ 6∗. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÉÁÍÅÔÒÁ 1 ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ 5 ÞÁÓÔÅÊ,ÄÉÁÍÅÔÒÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÔ ×ÅÌÉÞÉÎÙ 0:603. õËÁÚÁÎÉÅ. éÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅ �ÏËÒÙÛËÕ 
′6.úÁÄÁÞÁ 7∗∗. á ÅÝÅ ÌÕÞÛÅ, ÞÅÍ × ÚÁÄÁÞÅ 6∗?úÁÄÁÞÁ 8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÉÁÍÅÔÒÁ 1 ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ 4 ÞÁÓÔÉ,ÄÉÁÍÅÔÒÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÔ ×ÅÌÉÞÉÎÙ 1√2 .úÁÄÁÞÁ 9. äÏËÁÖÉÔÅ ÎÅÕÌÕÞÛÁÅÍÏÓÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÚÁÄÁÞÉ 8.úÁÄÁÞÁ 10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÉÁÍÅÔÒÁ 1 ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ 7 ÞÁÓÔÅÊ,ÄÉÁÍÅÔÒÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÔ ×ÅÌÉÞÉÎÙ 12 .úÁÄÁÞÁ 11. äÏËÁÖÉÔÅ ÎÅÕÌÕÞÛÁÅÍÏÓÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÚÁÄÁÞÉ 10.3.2 ëÏÎÅÞÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÔÏÞÅËðÕÓÔØ 
 | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË (ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÉÌÉ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å). ðÕÓÔØ × ÎÅÍ ×ÓÅÇÏ nÔÏÞÅË. îÁÊÄÅÍ ÄÌÉÎÙ ×ÓÅÈ ÏÔÒÅÚËÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÅÄÉÎÑÀÔ �ÁÒÙ ÜÔÉÈ ÔÏÞÅË. õ�ÏÒÑÄÏÞÉÍ �ÏÌÕÞÅÎ-ÎÙÅ ÞÉÓÌÁ �Ï ÎÅ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÀ ×ÅÌÉÞÉÎÙ. �ÏÇÄÁ ÓÁÍÙÅ ÂÏÌØÛÉÅ ÞÉÓÌÁ ÒÁ×ÎÙ ÄÉÁÍÅÔÒÕ 
. îÁÚÏ×ÅÍÓÌÅÄÕÀÝÉÅ �Ï ×ÅÌÉÞÉÎÅ ÞÉÓÌÁ ×ÔÏÒÙÍÉ ÄÉÁÍÅÔÒÁÍÉ, ÅÝÅ ÍÅÎØÛÉÅ | ÔÒÅÔØÉÍÉ ÄÉÁÍÅÔÒÁÍÉ É Ô.Ä.îÁ�ÒÉÍÅÒ, × Ë×ÁÄÒÁÔÅ ÄÌÉÎÙ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ | ÜÔÏ ÄÉÁÍÅÔÒÙ, Á ÄÌÉÎÙ ÓÔÏÒÏÎ | ×ÔÏÒÙÅ ÄÉÁÍÅÔÒÙ. á× ËÕÂÅ ÅÓÔØ ÅÝÅ É ÔÒÅÔØÉ ÄÉÁÍÅÔÒÙ.úÁÄÁÞÁ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÌÀÂÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÉÚ n ÔÏÞÅË × ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÎÅ ÂÏÌØÛÅ2n− 2 ÄÉÁÍÅÔÒÏ×.úÁÄÁÞÁ 2. íÏÖÎÏ ÌÉ ÕÌÕÞÛÉÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ?úÁÄÁÞÁ 3 (ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÓËÁÑ). îÁÊÄÉÔÅ ËÁË ÍÏÖÎÏ ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÙÅ Ï�ÅÎËÉ ÄÌÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏÞÉÓÌÁ k-ÙÈ ÄÉÁÍÅÔÒÏ× × ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ ÉÚ n ÔÏÞÅË ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ.úÁÄÁÞÁ 4 (ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÓËÁÑ). îÁÊÄÉÔÅ ËÁË ÍÏÖÎÏ ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÙÅ Ï�ÅÎËÉ ÄÌÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏÞÉÓÌÁ k-ÙÈ ÄÉÁÍÅÔÒÏ× × ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ ÉÚ n ÔÏÞÅË × R
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3.3 �ÒÅÈÍÅÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï É �ÏËÒÙÛËÉúÁÄÁÞÁ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f(3) > 4.úÁÄÁÞÁ 2∗. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÛÁÒ ÒÁÄÉÕÓÁ √38 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ �ÏËÒÙÛËÏÊ × R
3.úÁÄÁÞÁ 3. ïÂßÑÓÎÉÔÅ, �ÏÞÅÍÕ ÛÁÒ ÒÁÄÉÕÓÁ r < √38 ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ �ÏËÒÙÛËÏÊ × R

3.úÁÄÁÞÁ 4. òÁÚÂÅÊÔÅ ÛÁÒ ÒÁÄÉÕÓÁ 1=2 × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÎÁ 4 ÞÁÓÔÉ ÍÅÎØÛÅÇÏ ÄÉÁÍÅÔÒÁ (Ô.Å. ÄÉÁÍÅÔÒÙÞÁÓÔÅÊ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÍÅÎØÛÅ 1).úÁÄÁÞÁ 5∗. ÷�ÉÛÅÍ × ÛÁÒ ÒÁÄÉÕÓÁ 1=2 �ÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÔÅÔÒÁÜÄÒ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ 4 ÔÒÅÈÇÒÁÎÎÙÈ ÕÇÌÁ,ËÏÔÏÒÙÅ �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÓÏÅÄÉÎÑÔØ �ÅÎÔÒ ÛÁÒÁ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÇÒÁÎÅÊ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ. ðÅÒÅÓÅÞÅÍ ËÁÖÄÙÊÉÚ ÕÇÌÏ× Ó ÛÁÒÏÍ. ðÏÌÕÞÉÔÓÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÛÁÒÁ ÎÁ 4 ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÞÁÓÔÉ. îÁÊÄÉÔÅ ÄÉÁÍÅÔÒÙ ÜÔÉÈÞÁÓÔÅÊ.úÁÄÁÞÁ 6. îÁÚÏ×ÅÍ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÍ ÓÉÍ�ÌÅËÓÏÍ × R
n ÁÎÁÌÏÇ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉÉ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å. á ÉÍÅÎÎÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ n + 1 ÔÏÞÅË x1; : : : ;xn+1 × R

n,ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ ÔÅÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÞÔÏ |xi − xj| = a ÄÌÑ ×ÓÅÈ �ÁÒ i 6= j É ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ a > 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÓÉÍ�ÌÅËÓ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ.úÁÄÁÞÁ 7∗. îÁÚÏ×ÅÍ n-ÍÅÒÎÙÍ ÛÁÒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏB = {x = (x1; : : : ; xn) : x21 + : : :+ x2n 6 1}:üÔÏ ÛÁÒ ÒÁÄÉÕÓÁ 1 É ÄÉÁÍÅÔÒÁ 2. ÷�ÉÛÅÍ × ÜÔÏÔ ÛÁÒ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÓÉÍ�ÌÅËÓ. îÁÊÄÉÔÅ ÄÌÉÎÕ ÅÇÏÓÔÏÒÏÎÙ.úÁÄÁÞÁ 8∗∗. ïÓÕÝÅÓÔ×ÉÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÛÁÒÁ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 7∗, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÀ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 5∗. áÉÍÅÎÎÏ, ×�ÉÛÅÍ × ÛÁÒ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÓÉÍ�ÌÅËÓ Ó ÄÌÉÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÎÁÊÄÅÎÎÏÊ × ÚÁÄÁÞÅ 7∗, É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÙÅ ÕÇÌÙ Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ × �ÅÎÔÒÅ ÛÁÒÁ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÇÒÁÎÉ ÓÉÍ�ÌÅËÓÁ (ÇÒÁÎÅÊ n + 1).îÁÊÄÉÔÅ ÄÉÁÍÅÔÒÙ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÕÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÍÅÎØÛÅ 2 É ÞÔÏ ÉÈ ×ÅÌÉÞÉÎÙÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë 2 �ÒÉ n → ∞.úÁÄÁÞÁ 9. ÷ÏÚØÍÅÍ ÛÁÒ B1 ÒÁÄÉÕÓÁ √38 É �ÅÒÅÓÅÞÅÍ ÅÇÏ Ó �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÛÁÒÏÍ B2 ÒÁÄÉÕÓÁ 1,�ÅÎÔÒ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎ ÎÁ ÇÒÁÎÉ�Å ÛÁÒÁ B1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ B1∩B2 | ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÁÑ �ÏËÒÙÛËÁ× R
3.úÁÄÁÞÁ 10∗. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ B1 ∩ B2 ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ 5 ÞÁÓÔÅÊ ÄÉÁÍÅÔÒÁ ÍÅÎØÛÅ 1.úÁÄÁÞÁ 11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f(4) > 5. ÷ÏÏÂÝÅ, f(n) > n + 1.úÁÄÁÞÁ 12. îÁÊÄÉÔÅ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ×ÅÒÈÎÀÀ Ï�ÅÎËÕ ÄÌÑ f(4).úÁÄÁÞÁ 13. îÁÊÄÉÔÅ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ×ÅÒÈÎÀÀ Ï�ÅÎËÕ ÄÌÑ f(n).úÁÄÁÞÁ 14. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ �ÏËÒÙÛËÕ × R

4, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ �ÏËÒÙÛËÁÍ ÉÚ ÚÁÄÁÞ 16 É 9.úÁÄÁÞÁ 15∗. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÏËÒÙÛËÁ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 14 ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ 9 ÞÁÓÔÅÊ ÄÉÁÍÅÔÒÁ ÍÅÎØÛÅ 1É ÞÔÏ, ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, f(4) 6 9. 5
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