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•ªáâà¥¬ «ì­ë¥ § ¤ ç¨ | § ¤ ç¨ ­  ¬ ªá¨¬ã¬ ¨ ¬¨­¨¬ã¬ |
¢® ¢á¥ ¢à¥¬¥­  ¯à¨¢«¥ª «¨ ¢­¨¬ ­¨¥ ãçñ­ëå. ˆ§ ¯®¯ëâ®ª à¥è¨â ì
âã ¨«¨ ¨­ãî íªáâà¥¬ «ì­ãî § ¤ çã ¢®§­¨ª «¨ ¨ à §¢¨¢ «¨áì ­® ¢ë¥
â¥®à¨¨,   ¨­®£¤  ¨ æ¥«ë¥ ­ ¯à ¢«¥­¨ï ¬ â¥¬ â¨ª¨.

‚ çñ¬ ¯à¨ç¨­  â ª®£® ¨­â¥à¥á ? ‚®-¯¥à¢ëå, áà¥¤¨ § ¤ ç ­ 
¬ ªá¨¬ã¬ ¨ ¬¨­¨¬ã¬ ¬­®£® ªà á¨¢ëå § ¤ ç, ª®â®àë¥ ¨­â¥à¥á­®
¨ ¯à¨ïâ­® à¥è âì. •® «î¤¨ § ­¨¬ îâáï ¨¬¨ ®â­î¤ì ­¥ â®«ìª®
<¨§ «î¡¢¨ ª ¨áªãááâ¢ã>. Œ­®£® íªáâà¥¬ «ì­ëå § ¤ ç, «®¦ é¨å áï
­  ¯¨áì¬¥­­ë© áâ®« ãçñ­®£®, ¯à¨å®¤¨â ¨§ ¯à ªâ¨ª¨. Œ ªá¨¬ã¬ ë
¨ ¬¨­¨¬ã¬ë ¯®áâ®ï­­® ¢®§­¨ª îâ ¢ ¨­¦¥­¥à­ëå à áçñâ å, ¢  à-
å¨â¥ªâãà¥, íª®­®¬¨ª¥. . . Šà®¬¥ â®£®, íªáâà¥¬ «ì­ë¥ § ¤ ç¨ á ¬ë¬
­¥®¦¨¤ ­­ë¬ ®¡à §®¬ ­ å®¤ïâ ¯à¨¬¥­¥­¨¥ ¢ ­ ãª å ® ¯à¨à®¤¥:
ä¨§¨ª¥, å¨¬¨¨, ¡¨®«®£¨¨. „ ¢­® ã¦¥ ¡ë«® § ¬¥ç¥­®, çâ® ®ªàã¦  -
îé¨© ¬¨à ¢® ¬­®£®¬ ãáâà®¥­ ¯® íªáâà¥¬ «ì­ë¬ § ª®­ ¬. ‹¥®­ à¤
•©«¥à (1707|1783), ®¤¨­ ¨§ ¢¥«¨ç ©è¨å ¬ â¥¬ â¨ª®¢, £®¢®à¨ «:
<‚ ¬¨à¥ ­¥ ¯à®¨áå®¤¨â ­¨ç¥£®, ¢ çñ¬ ¡ë ­¥ ¡ë« ¢¨¤¥­ á¬ëá« ª -
ª®£®-­¨¡ã¤ì ¬ ªá¨¬ã¬  ¨«¨ ¬¨­¨¬ã¬ >.

‘ íªáâà¥¬ «ì­ë¬¨ § ¤ ç ¬¨ ç¥«®¢¥ª ­ ç¨­ ¥â §­ ª®¬¨âìáï
¢ áà¥¤­¥© èª®«¥. ‚®â, ¯®¦ «ã©, á ¬ ï ¨§¢¥áâ­ ï ¨§ ­¨å:

1. •  ¯«®áª®áâ¨ ¤ ­  ¯àï¬ ï l ¨ â®çª¨ A ¨ B ¯® ®¤­ã áâ®à®­ã
®â ­¥ñ. • ©â¨ ­  ¯àï¬®© â®çªã M , ¤«ï ª®â®à®© áã¬¬  AM + BM
­ ¨¬¥­ìè ï.

„«ï à¥è¥­¨ï ®âà §¨¬ â®çªã B ®â­®á¨â¥«ì­® ¯àï¬®© l, ¯®-
«ãç¨¬ â®çªã B0 (à¨á. 1). Žâà¥§®ª BM ¯¥à¥å®¤¨â ¯à¨ á¨¬¬¥âà¨¨
¢ ®âà¥§®ªB0M , á«¥¤®¢ â¥«ì­®, AM + BM = AM + B0M . ‘®£« á­® ­¥-
à ¢¥­áâ¢ã âà¥ã£®«ì­¨ª , áã¬¬  AM + B0M ¯à¨­¨¬ ¥â ­ ¨¬¥­ìè¥¥
§­ ç¥­¨¥, ª®£¤  â®çª  M «¥¦¨â ­  ®âà¥§ª¥ AB0. ’ ª¨¬ ®¡à §®¬,
M | â®çª  ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï ¯àï¬®© l á ®âà¥§ª®¬AB0; ¤«ï íâ®© â®çª¨
áã¬¬  AM + BM à ¢­  ¤«¨­¥ ®âà¥§ª  AB0, ¯à¨ ¤àã£®¬ ¢ë¡®à¥ â®ç-
ª¨ M íâ  áã¬¬  ¡ã¤¥â ¡®«ìè¥ AB0.

Ž¤¨­ ¨§  ¬¥à¨ª ­áª¨å èª®«ì­ëå ãç¥¡­¨ª®¢ ¯® £¥®¬¥âà¨¨ ­ -
ç¨­ ¥âáï ­¥ á ¯®­ïâ¨© <â®çª >, <¯àï¬ ï> ¨ ­¥ á ¯¥à¢ëå  ªá¨®¬,
  áà §ã á à §¡®à  íâ®© § ¤ ç¨. • áâ®«ìª® ­ £«ï¤­®, ¯à®áâ® ¨ ¯ ®-
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ãç¨â¥«ì­® ¥ñ à¥è¥­¨¥! ‘ ¥ñ ¯®¬®éìî ¬®¦­®
®¡êïá­¨âì § ª®­ ®âà ¦¥­¨ï á¢¥â  <ã£®« ¯ ¤¥-
­¨ï à ¢¥­ ã£«ã ®âà ¦¥­¨ï>, ¯®áª®«ìªã ¢ ®¤-
­®à®¤­®© áà¥¤¥ á¢¥â à á¯à®áâà ­ï¥âáï ¯® ªà â-
ç ©è¥¬ã ¯ãâ¨. Šà®¬¥ â®£®, íâ  ¯à®áâ ï § ¤ ç 
«¥¦¨â ¢ ®á­®¢¥ â ª ­ §ë¢ ¥¬ëå ä®ª «ì­ëå
á¢®©áâ¢ ª®­¨ç¥áª¨å á¥ç¥­¨© | í««¨¯á , £¨¯¥à-
¡®«ë ¨ ¯ à ¡®«ë. Ž¡ íâ®¬ à¥çì ¯®©¤ñâ ¢ x 2.

‘ç¨â ¥âáï, çâ® ¢¯¥à¢ë¥ § ¤ ç  ® ªà âç ©-
è¥¬ ¯ãâ¨ ¬¥¦¤ã ¤¢ã¬ï â®çª ¬¨ á § å®¤®¬
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­  ¯àï¬ãî, ¨«¨ § ¤ ç  ®¡ ®âà ¦¥­¨¨ á¢¥â , ¡ë«  à¥è¥­  ¤à¥¢-
­¥£à¥ç¥áª¨¬ ¬ â¥¬ â¨ª®¬ ƒ¥à®­®¬ €«¥ªá ­¤à¨©áª¨¬ (I ¢¥ª ­. í.)
¢ âà ªâ â¥ <Ž §¥àª « å>. •®íâ®¬ã ¥ñ ¨­®£¤  ­ §ë¢ îâ § ¤ ç¥© ƒ¥-
à®­ . …ñ ¬®¦­® ¨­â¥à¯à¥â¨à®¢ âì ¨ ª ª áã£ã¡® ¯à ªâ¨ç¥áªãî: £¤¥
­  ¯àï¬®© ¤®à®£¥ ­ã¦­® ¯®áâ ¢¨âì  ¢â®¡ãá­ãî ®áâ ­®¢ªã, çâ® ¡ë
áã¬¬ à­ë© ¯ãâì ¤® ­¥ñ ®â ¤¥à¥¢¥­ì A ¨ B ¡ë« ­ ¨¬¥­ìè¨¬?

Ž¤­ ª® ®¡®¡é¨âì § ¤ çã ƒ¥à®­  ¨ ¥ñ à¥è¥­¨¥ ­¥ â ª-â® ¯à®áâ®.
—â® ¡ã¤¥â, ­ ¯à¨¬¥à, ¥á«¨ ¤¥à¥¢¥­ì ­¥ ¤¢¥,   âà¨?

2. •  ¯«®áª®áâ¨ ¤ ­  ¯àï¬ ï l ¨ âà¨ â®çª¨ A, B ¨ C ¯® ®¤­ã
áâ®à®­ã ®â ­¥ñ. • ©â¨ ­  ¯àï¬®© â®çªã M , ¤«ï ª®â®à®© áã¬¬ 
AM + BM + CM ­ ¨¬¥­ìè ï.

‚á¥ ¯®¯ëâª¨ à¥è¨âì íâã § ¤ çã ¯à¨ ¯®¬®é¨ á¨¬¬¥âà¨¨
­¨ ª ç¥¬ã ­¥ ¯à¨¢¥«¨. „«ï à¥è¥­¨ï íâ®© ¨ ¬­®£¨å ¤àã£¨å § -
¤ ç ­  ¬ ªá¨¬ã¬ ¨ ¬¨­¨¬ã¬ ¬ â¥¬ â¨ª ¬ ¯à¨è«®áì ¨§®¡à¥â âì
á®¢¥àè¥­­® ­®¢ë© ¬¥â®¤, ­ §ë¢ ¥¬ë© â¥¯¥àì ¢ à¨ æ¨®­­ë¬. Œ ë
§ ©¬ñ¬áï ¨¬ ¢ xx 6, 7. € ¢®â ¤àã£®© ¯à¨¬¥à:

3. •  ¯«®áª®áâ¨ ¤ ­ ¢ë¯ãª«ë© ç¥âëàñåã£®«ì­¨ª. • ©â¨ â®ç-
ªã, áã¬¬  à ááâ®ï­¨© ®â ª®â®à®© ¤® ¥£® ¢¥àè¨­ ­ ¨¬¥­ìè ï.

•¥è¥­¨¥ á®¢á¥¬ ¯à®áâ®: ¨áª®¬ ï â®çª  M ï¢«ï¥âáï â®çª®©
¯¥à¥á¥ç¥­¨ï ¤¨ £®­ «¥© ç¥âëàñåã£®«ì­¨ª . ‚ á ¬®¬ ¤¥«¥: ¯® ­¥à -
¢¥­áâ¢ã âà¥ã£®«ì­¨ª , áã¬¬  à ááâ®ï­¨© AM + CM ­¥ ¬¥­ìè¥ ¤¨ -

A B

C

D

M
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£®­ «¨ AC,   áã¬¬  à ááâ®ï­¨© BM + DM
­¥ ¬¥­ìè¥ BD. •®íâ®¬ã ¬¨­¨¬ã¬ áã¬¬ë
à ááâ®ï­¨© à ¢¥­ AC+ BD ¨ ¤®áâ¨£ ¥âáï
¢ â®çª¥ ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï ¤¨ £®­ «¥© (à¨á. 2).

’  ¦¥ § ¤ ç , ­® ¤«ï âà¥ã£®«ì­¨ª , âà¥-
¡ã¥â ¡®«¥¥ â®­ª¨å à ááã¦¤¥­¨©. „«ï ä®à-
¬ã«¨à®¢ª¨ ®â¢¥â  ¯®­ ¤®¡¨âáï â ª ­ §ë¢ -
¥¬ ï â®çª  ’®àà¨ç¥««¨ âà¥ã£®«ì­¨ª  ( x 3).
€ ¤«ï â®£® çâ®¡ë à¥è¨âì íâã § ¤ çã ¤«ï

¯à®¨§¢®«ì­®£® ¬­®£®ã£®«ì­¨ª , ¢­®¢ì ¯à¨¤ñâáï ¯à¨¡¥£­ãâì ª ¢ à¨-
 æ¨®­­®¬ã ¬¥â®¤ã. •à¨ íâ®¬ ®â¢¥â ¬®¦¥â ¡ëâì ¯®¤áª § ­ ¨§ ä¨-
§¨ç¥áª¨å á®®¡à ¦¥­¨© ( x 8). • áá¬®âà¨¬ ¤àã£®¥ ®¡®¡é¥­¨¥:

4. ‘®¥¤¨­¨âì ¢¥àè¨­ë ¤ ­­®£® ç¥âëàñåã£®«ì­¨ª  á¨áâ¥¬®© ¤®-
à®£ ­ ¨¬¥­ìè¥© áã¬¬ à­®© ¤«¨­ë.

•¥è¥­¨¥ íâ®© § ¤ ç¨ ¯à¨¢¥¤ñâ ª ¯®­ïâ¨î á¥â¨ ˜â¥©­¥à  ¤«ï
¤ ­­®© á¨áâ¥¬ë â®ç¥ª. Ž¡ íâ®¬ à¥çì ¯®©¤ñâ ¢ x 3. Š ª ¢¨¤¨¬,
¯®å®¦¨¥ ¬¥¦¤ã á®¡®© § ¤ ç¨ ­  ¬ ªá¨¬ã¬ ¨ ¬¨­¨¬ã¬ ¬®£ãâ âà¥-
¡®¢ âì á®¢¥àè¥­­® à §«¨ç­ëå ¯ãâ¥© à¥è¥­¨ï.

‚ xx 2|5 ¡ã¤¥â à ááª § ­® ® § ¤ ç å, ª®â®àë¥ à¥è îâáï £¥®¬¥-
âà¨ç¥áª¨; ¢ xx 6, 7 ¬ë ª®á­ñ¬áï ¢ à¨ æ¨®­­ëå ¬¥â®¤®¢,   ¢ x 8 |
ä¨§¨ç¥áª¨å ¬¥â®¤®¢; x 9 ¨ ¯à¨«®¦¥­¨ï æ¥«¨ª®¬ ¯®á¢ïé¥­ë â¥®-
à¥¬ ¬ áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï ¢ íªáâà¥¬ «ì­ëå § ¤ ç å.

‚¥à­ñ¬áï â¥¯¥àì ª £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨¬ à¥è¥­¨ï¬. •à¨ñ¬, ª®â®àë¬
à¥è ¥âáï § ¤ ç  ƒ¥à®­ , ¬®¦­® ­ §¢ âì <¢ëáâà ¨¢ ­¨¥¬ ®âà¥ §-
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ª®¢ ¢ ¯àï¬ãî «¨­¨î>. ‘ãâì ¥£® ¯à®áâ : á ¯®¬®éìî ¤¢¨¦¥­¨©
¯«®áª®áâ¨ ­¥áª®«ìª® ®âà¥§ª®¢ ¢ëáâà ¨¢ îâáï ¢ «®¬ ­ãî, ª®â ®à ï,
¯® ­¥à ¢¥­áâ¢ã âà¥ã£®«ì­¨ª , ¡ã¤¥â ¨¬¥âì ­ ¨¬¥­ìèãî ¤«¨­ã ,
ª®£¤  ¥ñ §¢¥­ìï «¥¦ â ­  ®¤­®© ¯àï¬®©. ’ ª, ¢ § ¤ ç¥ ƒ¥à®­  ¢ ª  -
ç¥áâ¢¥ ¤¢¨¦¥­¨ï ¨á¯®«ì§®¢ « áì á¨¬¬¥âà¨ï ®â­®á¨â¥«ì­® ¯à ï¬®© l.

5. ‚­ãâà¨ ã£«  ¤ ­  â®çª  M . • ©â¨ ­  áâ®à®­ å ã£«  â®çª¨ A
¨ B (¯® ®¤­®© ­  ª ¦¤®© áâ®à®­¥), ¤«ï ª®â®àëå ¯¥à¨¬¥âà âà¥-
ã£®«ì­¨ª  MAB ­ ¨¬¥­ìè¨©.

6. ‚­ãâà¨ ã£«  ¤ ­ë â®çª¨ M ¨ N. • ©â¨ ­  áâ®à®­ å ã£«  â®ç-
ª¨ A ¨ B (¯® ®¤­®© ­  ª ¦¤®© áâ®à®­¥), ¤«ï ª®â®àëå ¯¥à¨¬¥âà ç¥-
âëàñåã£®«ì­¨ª  á ¢¥àè¨­ ¬¨ ¢ â®çª å M , A, B, N ­ ¨¬¥­ìè¨©.

7. „ ­  ¯àï¬ ï l ¨ â®çª¨ A ¨ B ¯® à §­ë¥ áâ®à®­ë ®â ­¥ñ.
• ©â¨ ­  ¯àï¬®© â®çªã M , ¤«ï ª®â®à®© ¢¥«¨ç¨­  jAM � BM j
¯à¨­¨¬ ¥â ­ ¨¬¥­ìè¥¥ §­ ç¥­¨¥.

8. „¥à¥¢­¨ A ¨ B à §¤¥«¥­ë à¥ª®©, ¡¥à¥£  ª®â®à®© ¯ à ««¥«ì-
­ë. ƒ¤¥ ­  à¥ª¥ ­ã¦­® ¯®áâ ¢¨âì ¬®áâ, çâ®¡ë ¯ãâì ¨§ ®¤­®©
¤¥à¥¢­¨ ¢ ¤àã£ãî ¡ë« ­ ¨¬¥­ìè¨¬ (¬®áâ ¯¥à¯¥­¤¨ªã«ïà¥­ ¡¥à¥ -
£ ¬ à¥ª¨)?

9. „¥à¥¢­¨ A ¨ B à §¤¥«¥­ë ¤¢ã¬ï ¯ à ««¥«ì­ë¬¨ à¥ª ¬¨
à §­®© è¨à¨­ë. •  ª ¦¤®© à¥ª¥ ­ã¦­® ¯®áâ ¢¨âì ¯® ¬®áâã â ª,
çâ®¡ë ¯ãâì ¨§ ®¤­®© ¤¥à¥¢­¨ ¢ ¤àã£ãî ¡ë« ­ ¨¬¥­ìè¨¬ (¬®áâë
¯¥à¯¥­¤¨ªã«ïà­ë ¡¥à¥£ ¬).

ý 1. ‡€„€—€ ”€•œŸ•Ž

‚ ­ ç «¥ XVIII ¢¥ª  ¨â «ìï­áª¨© ¨­¦¥­¥à ¨ ¬ â¥¬ â¨ª ” -
­ìï­® ¤¥¨ ’®áª¨ (1682|1766) ¯®áâ ¢¨« á«¥¤ãîéãî § ¤ çã:

10. ‚¯¨á âì ¢ ¤ ­­ë© ®áâà®ã£®«ì­ë© âà¥ã£®«ì­¨ª ABC âà¥-
ã£®«ì­¨ª ­ ¨¬¥­ìè¥£® ¯¥à¨¬¥âà  â ª, çâ®¡ë ­  ª ¦¤®© áâ®à®­ ¥
âà¥ã£®«ì­¨ª  ABC «¥¦ «  ®¤­  ¢¥àè¨­  âà¥ã£®«ì­¨ª .

‚®á¯®«ì§ã¥¬áï â¥¬ ¦¥ ¯à¨ñ¬®¬: á ¯®¬®-

A B

C
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B1

C1

A2

A3

P

Q

•¨á. 3

éìî ¤¢¨¦¥­¨© ¯«®áª®áâ¨ ¯®¯à®¡ã¥¬ ¢ëáâà®-
¨âì áâ®à®­ë ¢¯¨á ­­®£® âà¥ã£®«ì­¨ª  ¢ «®¬ -
­ãî «¨­¨î. ’®£¤  ¯¥à¨¬¥âà ¡ã¤¥â ­¥ ¬¥­ìè¥
®âà¥§ª , á®¥¤¨­ïîé¥£® ª®­æë íâ®© «®¬ ­®©.
€ ­ ¨¬¥­ìè¨© ¯¥à¨¬¥âà ¡ã¤¥â á®®â¢¥âáâ¢®-
¢ âì á«ãç î, ª®£¤  áâ®à®­ë «®¬ ­®© «¥¦ â
­  ®¤­®© ¯àï¬®©.

ˆâ ª, ¯ãáâì â®çª¨ A1, B1, C1 «¥¦ â ­  áâ®-
à®­ å âà¥ã£®«ì­¨ª  ABC (A1 | ­  áâ®à®­¥ BC
¨ â. ¤.). Žâà §¨¬ â®çªã A1 á¨¬¬¥âà¨ç­® ®â­®-
á¨â¥«ì­® áâ®à®­ AB ¨ AC, ¯®«ãç¨¢ â®çª¨ A2
¨ A3 á®®â¢¥âáâ¢¥­­® (à¨á. 3). „«¨­  âàñå§¢¥­-
­®© «®¬ ­®© A3B1C1A2 à ¢­  ¯¥à¨¬¥âàã âà¥-
ã£®«ì­¨ª  A1B1C1. „«ï â®£®, çâ®¡ë ¯¥à¨¬¥âà
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¡ë« ­ ¨¬¥­ìè¨¬ (à ¢­ë¬ ®âà¥§ªã A2A3),

A B

C

A1

A2

A3

•¨á. 4

­ã¦­®, çâ®¡ë ¢¥àè¨­ë B1 ¨ C1 «¥¦ «¨
¢ â®çª å ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï ®âà¥§ª  A2A3 á® áâ®-
à®­ ¬¨ âà¥ã£®«ì­¨ª  AB ¨ AC. Žáâ «®áì
¯®­ïâì, ª ª ¢ë¡à âì â®çªã A1 ­  áâ®à®-
­¥ BC â ª¨¬ ®¡à §®¬, çâ®¡ë ¤«¨­  ®âà¥§-
ª  A2A3 ¡ë«  ­ ¨¬¥­ìè¥©. „«ï íâ®£® § -
¬¥â¨¬, çâ® âà¥ã£®«ì­¨ª A2AA3 | à ¢­®¡¥-
¤à¥­­ë© ( A3A= A2A= A1A),   ã£®« ¯à¨ ¥£®
¢¥àè¨­¥ A à ¢¥­ 2 \ BAC ¨ ¯®â®¬ã ­¥ § ¢¨-
á¨â ®â ¢ë¡®à  â®çª¨ A1 (à¨á. 4).

ˆâ ª, ¯à¨ ¤¢¨¦¥­¨¨ â®çª¨ A1 ¯® áâ®à®-
­¥ BC ã£«ë âà¥ã£®«ì­¨ª  A2AA3 ­¥ ¬¥­ïîâ-
áï. € ¥£® «¨­¥©­ë¥ à §¬¥àë ¡ã¤ãâ ­ ¨¬¥­ì-

è¨¬¨, ª®£¤  ­ ¨¬¥­ìè¥© ¡ã¤¥â áâ®à®­  A2A, ª®â®à ï à ¢­  A1A.
‡­ ç¨â, A1A | ¢ëá®â , ®¯ãé¥­­ ï ­  áâ®à®­ã BC.

Œë ¢¨¤¨¬, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­ë© ¢¯¨á ­­ë© âà¥ã£®«ì-
­¨ª ­ ¨¬¥­ìè¥£® ¯¥à¨¬¥âà , ¥£® ¢¥àè¨­  A1 | ®á­®¢ ­¨¥ ¢ëá®âë.
…á«¨ ¯à®¢¥áâ¨ â¥ ¦¥ à ááã¦¤¥­¨ï c ¢¥àè¨­ ¬¨ B1 ¨ C1, ¯®«ãç¨¬,
çâ® ®­¨ â ª¦¥ ï¢«ïîâáï ®á­®¢ ­¨ï¬¨ ¢ëá®â (¯®áª®«ìªã âà¥ã£® «ì-
­¨ª ¬¨­¨¬ «ì­®£® ¯¥à¨¬¥âà  | ¥¤¨­áâ¢¥­­ë©!)

’¥®à¥¬  ” ­ìï­®. ‘à¥¤¨ ¢á¥å âà¥ã£®«ì­¨ª®¢, ¢¯¨á ­­ëå ¢ ¤ ­-
­ë© ®áâà®ã£®«ì­ë© âà¥ã£®«ì­¨ª, ­ ¨¬¥­ìè¨© ¯¥à¨¬¥âà ¨¬¥¥â
®àâ®âà¥ã£®«ì­¨ª (â. ¥. âà¥ã£®«ì­¨ª á ¢¥àè¨­ ¬¨ ¢ ®á­®¢ ­¨ï å
¢ëá®â).

11. „¢¥ á¬¥¦­ë¥ áâ®à®­ë ®àâ®âà¥ã£®«ì­¨ª  ®¡à §ãîâ à ¢­ë¥
ã£«ë á á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© áâ®à®­®© ¨áå®¤­®£® âà¥ã£®«ì­¨ª . ‘ à¥¤¨
¢á¥å âà¥ã£®«ì­¨ª®¢, ¢¯¨á ­­ëå ¢ ¤ ­­ë© âà¥ã£®«ì­¨ª, â®«ìª ®
®àâ®âà¥ã£®«ì­¨ª ®¡« ¤ ¥â ãª § ­­ë¬ á¢®©áâ¢®¬*).

12. ‚ëá®âë âà¥ã£®«ì­¨ª  ï¢«ïîâáï ¡¨áá¥ªâà¨á ¬¨ ã£«®¢ ®àâ®-
âà¥ã£®«ì­¨ª .

‹ãç á¢¥â , ¯ãé¥­­ë© ¢¤®«ì ®¤­®© ¨§ áâ®à®­ ®àâ®âà¥ã£®«ì­¨-
ª , ®âà §¨âáï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­® ®â ¢á¥å áâ®à®­ âà¥ã£®«ì­¨ª  ABC
¨ ¢¥à­ñâáï ¢ ¨áå®¤­ãî â®çªã. ’ ª¨¬ ®¡à §®¬, ª®­âãà ®àâ®âà¥ã£ ®«ì-
­¨ª  ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© § ¬ª­ãâãî âà ¥ªâ®à¨î «ãç  á¢¥â . … á«¨
á¤¢¨­ãâì âà¨ §¥àª «  â ª, çâ®¡ë ®­¨ ®¡à §®¢ «¨ ®áâà®ã£®«ì­ ë©
âà¥ã£®«ì­¨ª, â® «ãç á¢¥â , ¨¤ãé¨© ¯® áâ®à®­ ¬ ®àâ®âà¥ã£®«ì ­¨-
ª , § ¬ª­ñâáï ¨ ­¨ª®£¤  ­¥ ¢ë©¤¥â ­ àã¦ã. Œ â¥¬ â¨ª¨ £®¢®àï â,
çâ® áâ®à®­ë ®àâ®âà¥ã£®«ì­¨ª  ®¡à §ãîâ ¡¨««¨ à¤ ¤«ï ¤ ­­®£® âà¥-
ã£®«ì­¨ª .

13. •¥à¨¬¥âà ®àâ®âà¥ã£®«ì­¨ª  à ¢¥­ ã¤¢®¥­­®¬ã ¯à®¨§¢¥¤¥-
­¨î ¢ëá®âë âà¥ã£®«ì­¨ª  ­  á¨­ãá ã£« , ¨§ ª®â®à®£® ®­  ¨áå®¤ ¨â.

*) ‚ § ¤ ç å ­  ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ¬ë ¡ã¤¥¬ â®«ìª® ä®à¬ã«¨à®¢ â ì ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥,
  á«®¢  <¤®ª § âì, çâ®> ¡ã¤¥¬ ®¯ãáª âì.
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•®«ãç ¥¬, çâ® âà¨ â ª¨å ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï ¢ âà¥ã£®«ì­¨ª¥ à ¢­ë
¬¥¦¤ã á®¡®©. „®ª ¦¨â¥, çâ® ­  á ¬®¬ ¤¥«¥ ®­¨ à ¢­ë ã¤¢®¥­­®©
¯«®é ¤¨, ¤¥«ñ­­®© ­  à ¤¨ãá ®¯¨á ­­®© ®ªàã¦­®áâ¨.

14. ˆáá«¥¤ã©â¥ § ¤ çã ” ­ìï­® ¤«ï âã¯®ã£®«ì­®£® âà¥ã£®«ì­¨ª  .
15. ˆáá«¥¤ã©â¥ § ¤ çã ” ­ìï­® ¤«ï ç¥âëàñåã£®«ì­¨ª . „«ï ª -

ª¨å ç¥âëàñåã£®«ì­¨ª®¢ ¢¯¨á ­­ë© ç¥âëàñåã£®«ì­¨ª ¬¨­¨¬ « ì-
­®£® ¯¥à¨¬¥âà  áãé¥áâ¢ã¥â? •ã¤¥â «¨ ®­ ¥¤¨­áâ¢¥­­ë¬?

ý 2. ”ŽŠ€‹œ•Ž… ‘‚Ž‰‘’‚Ž ŠŽ•ˆŠ
<‡ ª®­ £¨¯¥à¡®«¨ç¥áª¨å §¥àª « â ª®¢: «ãç¨ á¢¥â , ¯ ¤ ï ­ 
¢­ãâà¥­­îî ¯®¢¥àå­®áâì £¨¯¥à¡®«¨ç¥áª®£® §¥àª « , áå®¤ïâá ï
¢á¥ ¢ ®¤­®© â®çª¥, ¢ ä®ªãá¥ £¨¯¥à¡®«ë. •â® ¨§¢¥áâ­®>.

€. •. ’ ® « á â ® ©, <ƒ¨¯¥à¡®«®¨¤ ¨­¦¥­¥à  ƒ à¨­ >.

Š®­¨ª®© , ¨«¨ ª®­¨ç¥áª¨¬ á¥ç¥­¨¥¬ , ¨«¨ ª¢ ¤à¨ª®© ­ §ë¢ -
¥âáï ªà¨¢ ï, ¯®«ãç¥­­ ï ¢ ¯¥à¥á¥ç¥­¨¨ ¯«®áª®áâ¨ á ª®­ãá®¬.
•®¤ ª®­ãá®¬, ª ª ®¡ëç­®, ¯®­¨¬ ¥âáï ¯àï¬®© ªàã£®¢®© ª®­ãá:
ä¨£ãà , ª®â®à ï á®áâ®¨â ¨§ ¯àï¬ëå, ¯à®å®¤ïé¨å ç¥à¥§ ¤ ­­ãî
â®çªã A ¨ ®¡à §ãîé¨å ¤ ­­ë© ã£®« �< 90� á ¯àï¬®© l, ¯à®å®¤ï-
é¥© ç¥à¥§ â®çªã A. •à¨ íâ®¬ ¬ë áç¨â ¥¬, çâ® ª®­ãá ®¡à §®¢ ­
¨¬¥­­® ¯àï¬ë¬¨,   ­¥ «ãç ¬¨ ¨«¨ ®âà¥§ª ¬¨ (ª ª ®¯à¥¤¥«ï¥â-
áï ¢ èª®«ì­ëå ãç¥¡­¨ª å). •â¨ ¯àï¬ë¥ ­ §ë¢ îâáï ®¡à §ãîé¨¬¨
ª®­ãá  (¯®áª®«ìªã ¨¬¥­­® ®­¨ ®¡à §ãîâ ª®­ãá), ¯àï¬ ï l | ¥£®
®áìî ,   â®çª  A | ¥£® ¢¥àè¨­®© . ’ ª¨¬ ®¡à §®¬, ª®­ãá ï¢«ï¥âáï
­¥®£à ­¨ç¥­­®© ä¨£ãà®© ¨ á®áâ®¨â ¨§ ¤¢ãå ¯®«®¢¨­®ª, æ¥­âà  «ì-
­®-á¨¬¬¥âà¨ç­ëå ®â­®á¨â¥«ì­® ¢¥àè¨­ë A.

…á«¨ ¯¥à¥á¥çì ª®­ãá ¯«®áª®áâìî, ­¥ ¯à®å®¤ïé¥© ç¥à¥§ ¢¥àè¨-
­ã, ¯®«ãç¨¬ ª®­¨ç¥áª®¥ á¥ç¥­¨¥. Š®­¨ç¥áª¨¥ á¥ç¥­¨ï ¡ë¢ îâ âàñå
¢¨¤®¢: í««¨¯á, £¨¯¥à¡®«  ¨ ¯ à ¡®« . •««¨¯á ¯®«ãç ¥âáï, ª®£¤ 
¯«®áª®áâì ­¥ ¯ à ««¥«ì­  ­¨ ®¤­®© ¨§ ®¡à §ãîé¨å ¨ ¯¥à¥á¥ª -
¥â â®«ìª® ®¤­ã ¯®«®¢¨­ã ª®­ãá  (à¨á. 5,   ), £¨¯¥à¡®«  | ª®£¤ 
¯«®áª®áâì ¯¥à¥á¥ª ¥â ®¡¥ ¯®«®¢¨­ë (à¨á. 5, ¡ ),   ¯ à ¡®«  | ª®-
£¤  ¯«®áª®áâì ¯ à ««¥«ì­  ®¤­®© ¨§ ®¡à §ãîé¨å (à¨á. 5, ¢). Œë
­¥ ¡ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì ¢ëà®¦¤¥­­ë¥ ª®­¨ª¨, á®®â¢¥âáâ¢ãîé ¨¥
á«ãç î, ª®£¤  ¯«®áª®áâì ¯à®å®¤¨â ç¥à¥§ ¢¥àè¨­ã ª®­ãá  (¢ íâ ®¬
á«ãç ¥ ¬®¦¥â ¯®«ãç¨âìáï «¨¡® ¯ à  ¯àï¬ëå, «¨¡® ®¤­  ¯àï¬ ï,
«¨¡® â®çª ).

<•®§¢®«ìâ¥>, | ¢®§à §¨â ç¨â â¥«ì, | <¢ èª®«¥ ¤ ¢ «¨áì á®¢-
á¥¬ ¤àã£¨¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï. • à ¡®«  § ¤ ñâáï ãà ¢­¥­¨¥¬ y= ax 2, £¨-

¯¥à¡®«  | ãà ¢­¥­¨¥¬ y= k
x

,   í««¨¯á | ãà ¢­¥­¨¥¬ x2

a2 +
y2

b2 =1.

•««¨¯á, ª â®¬ã ¦¥, ï¢«ï¥âáï £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨¬ ¬¥áâ®¬ â®ç¥ª ¯«® áª®-
áâ¨, áã¬¬  à ááâ®ï­¨© ®â ª®â®àëå ¤® ¤¢ãå ¤ ­­ëå â®ç¥ª ¯®áâ®ï ­-
­ . ’ ª íâ® â¥ ¦¥ ªà¨¢ë¥ ¨«¨ ¤àã£¨¥?>. Šà¨¢ë¥, ª®­¥ç­®, â¥ ¦¥.
‚á¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï íâ¨å ªà¨¢ëå à ¢­®á¨«ì­ë, §  ¨áª«îç¥­¨¥¬, à  §-
¢¥ çâ®, £¨¯¥à¡®«ë, ª®â®à ï ­¥ ¢á¥£¤  § ¤ ñâáï ãà ¢­¥­¨¥¬ y= k=x.
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‚ â ® à ® ¥ ® ¯ à ¥ ¤ ¥ « ¥ ­ ¨ ¥ ª ® ­ ¨ ç ¥ -  )
á ª ¨ å á ¥ ç ¥ ­ ¨ ©. •««¨¯á ï¢«ï¥âáï £¥®¬¥âà¨-
ç¥áª¨¬ ¬¥áâ®¬ â®ç¥ª M ¯«®áª®áâ¨, â ª¨å çâ®
F1M + F2M = c, £¤¥ F1 ¨ F2 | ¤ ­­ë¥ â®çª¨
¯«®áª®áâ¨, c | ¤ ­­®¥ ç¨á«®, ¯à¨çñ¬ c>F 1F2.
’®çª¨ F1 ¨ F2 ­ §ë¢ îâáï ä®ªãá ¬¨ í««¨¯á .
ƒ¨¯¥à¡®«  | £¥®¬¥âà¨ç¥áª®¥ ¬¥áâ® â®ç¥ª M ,
¤«ï ª®â®àëå jF1M � F2M j= c (â®çª¨ F1, F2 |
ä®ªãáë £¨¯¥à¡®«ë). • à ¡®«  | £¥®¬¥âà¨ç¥-
áª®¥ ¬¥áâ® â®ç¥ª, à ¢­®ã¤ «ñ­­ëå ®â ¤ ­­®©
â®çª¨ F ¨ ®â ¤ ­­®© ¯àï¬®© d (â®çª  F | ä®-
ªãá ¯ à ¡®«ë, ¯àï¬ ï d | ¥ñ ¤¨à¥ªâà¨á  ).

„«ï â®£® çâ®¡ë ¯®ª § âì, çâ® íâ® ®¯à¥¤¥«¥-

¡ )

­¨¥ à ¢­®á¨«ì­® ¯à¥¤ë¤ãé¥¬ã, ¢¯¨è¥¬ ¢ ª®­ãá
¤¢¥ áä¥àë S1 ¨ S2, ª á îé¨¥áï ¯«®áª®áâ¨ á¥ç¥-
­¨ï (®­¨ ­ §ë¢ îâáï áä¥à ¬¨ „ ­¤¥«¥­  ). —¥-
à¥§ F1 ¨ F2 ®¡®§­ ç¨¬ â®çª¨ ª á ­¨ï íâ¨å áä¥à
á ¯«®áª®áâìî (à¨á. 6). ‘ä¥à  ª á ¥âáï ¯®¢¥àå­®-
áâ¨ ª®­ãá  ¯® ®ªàã¦­®áâ¨, ª®â®àãî ¬ë ­ §®¢ñ¬
¯®ïá®¬ áä¥àë. „«ï «î¡®© â®çª¨ M í««¨¯á 
®âà¥§ª¨ MF 1 ¨ MT 1 à ¢­ë ª ª ª á â¥«ì­ë¥
¨§ ®¤­®© â®çª¨ ª áä¥à¥ ( T1 | â®çª  ¯¥à¥á¥-
ç¥­¨ï ¯®ïá  áä¥àë S1 á ®¡à §ãîé¥© ª®­ãá ,
¯à®å®¤ïé¥© ç¥à¥§ â®çªã M ),   MF 2= MT 2. ’ -
ª¨¬ ®¡à §®¬, MF 1+ MF 2 = T1T2, §­ ç¨â, áã¬¬ 
à ááâ®ï­¨© ®â â®çª¨ í««¨¯á  ¤® ä®ªãá®¢ à ¢-
­  à ááâ®ï­¨î ¬¥¦¤ã ¤¢ã¬ï ¯®ïá ¬¨ ¨ ¯®â®¬ã
­¥ § ¢¨á¨â ®â â®çª¨ M .

’®ç­® â ª ¦¥ ¤®ª §ë¢ ¥âáï, çâ® ¤«ï £¨¯¥à-

¢)

•¨á. 5

¡®«ë ¢¥«¨ç¨­  jMF 1 � MF 2j à ¢­  à ááâ®ï­¨î
¬¥¦¤ã ¯®ïá ¬¨ (à¨á. 7).

…á«¨ ¦¥ ¯«®áª®áâì á¥ç¥­¨ï ¯ à ««¥«ì­ 
®¡à §ãîé¥©, â® áãé¥áâ¢ã¥â â®«ìª® ®¤­  áä¥-
à , ¢¯¨á ­­ ï ¢ ª®­ãá ¨ ª á îé ïáï ¯«®áª®áâ¨
á¥ç¥­¨ï (¯®ç¥¬ã?). Ž¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ F â®çªã ª -
á ­¨ï áä¥àë ¨ ¯«®áª®áâ¨,   ç¥à¥§ d | ¯àï¬ãî,
¯® ª®â®à®© íâ  ¯«®áª®áâì ¯¥à¥á¥ª ¥âáï á ¯«®á-
ª®áâìî ¯®ïá  (à¨á. 8). ’®£¤  MF = MT ,   ªà®¬¥
â®£®, ¥á«¨ ®¯ãáâ¨âì ¯¥à¯¥­¤¨ªã«ïà MH ­  ¯àï-
¬ãî d, â® MT = MH , ¯®áª®«ìªã íâ¨ ®âà¥§ª¨
®¡à §ãîâ à ¢­ë¥ ã£«ë á ¯«®áª®áâìî ¯®ïá  (¯¥à-
¢ë© «¥¦¨â ­  ®¡à §ãîé¥© ª®­ãá , ¢â®à®© ¯ -
à ««¥«¥­ ¤àã£®© ®¡à §ãîé¥©). ’ ª¨¬ ®¡à §®¬,
à ááâ®ï­¨ï ®â â®çª¨ M ¤® ä®ªãá  F ¨ ¤® ¤¨-
à¥ªâà¨áë d à ¢­ë.
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•¨á. 6
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Š®­¨ç¥áª¨¥ á¥ç¥­¨ï ¡ë«¨ ¨§¢¥áâ­ë ¥éñ ¬ â¥¬ â¨ª ¬ „à¥¢­¥©
ƒà¥æ¨¨. ’ ª, Œ¥­¥å¬ ¢ á¥à¥¤¨­¥ IV ¢¥ª  ¤® ­. í. ¤®ª § «, çâ® í«-
«¨¯á, £¨¯¥à¡®«  ¨ ¯ à ¡®«  ï¢«ïîâáï á¥ç¥­¨ï¬¨ ª®­ãá . • ¨¡ ®«¥¥
¯®«­®¥ ¨áá«¥¤®¢ ­¨¥ ª®­¨ç¥áª¨å á¥ç¥­¨© ¨§«®¦¥­® ¢ ª­¨£¥ <Š ®-
­¨ª > €¯®««®­¨ï •¥à£áª®£®, ­ ¯¨á ­­®©, ª ª áç¨â ¥âáï, ¬¥¦ ¤ã
210 ¨ 200 £®¤ ¬¨ ¤® ­. í. €¯®««®­¨© ¡ë« âà¥âì¨¬ ¯®á«¥ …¢ª«¨-
¤  ¨ €àå¨¬¥¤  ¢¥«¨ª¨¬ ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«¥¬ €«¥ªá ­¤à¨©áª®© èª®« ë.
…£® <Š®­¨ª > | ­ áâ®ïé¨© ­ ãç­ë© ¯®¤¢¨£. •â® £à ­¤¨®§­ë©
âàã¤, á®áâ®ïé¨© ¨§ ¢®áì¬¨ ª­¨£. ‚ ¯¥à¢ëå á¥¬¨ ª­¨£ å, ¤®è¥¤è ¨å
¤® ­ á, á®¤¥à¦¨âáï 387 â¥®à¥¬, ¯®¤ç á ¢¥áì¬  á«®¦­ëå, á ¯®¤à ®¡-
­ë¬¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢ ¬¨. ‚ â¥ç¥­¨¥ ¤¢ãå âëáïç¥«¥â¨© <Š®­¨ª  >
¡ë«  ­ áâ®«ì­®© ª­¨£®© ¬ â¥¬ â¨ª®¢ ¨ £« ¢­ë¬ àãª®¢®¤áâ¢®¬
¯® ¨§ãç¥­¨î ª®­¨ç¥áª¨å á¥ç¥­¨©. ’¥®à¨ï ª®­¨ç¥áª¨å á¥ç¥­¨©
¨§«®¦¥­  €¯®««®­¨¥¬ ­ áâ®«ìª® ¯®¤à®¡­® ¨ £«ã¡®ª®, çâ® ¬ â¥ ¬ -
â¨ª ¬ ¬ «® çâ® ã¤ ¢ «®áì ¤®¡ ¢¨âì ­®¢®£®, ­¥á¬®âàï ­  ¡ãà­ë ©
¯à®£à¥áá ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© ­ ãª¨.

16. •  ¯«®áª®áâ¨ ¤ ­ë ¯àï¬ ï d ¨ â®çª  F. •ãáâì § ¤ ­®
¯®«®¦¨â¥«ì­®¥ ç¨á«® k. • ©¤¨â¥ £¥®¬¥âà¨ç¥áª®¥ ¬¥áâ® â®ç¥ª,
¤«ï ª®â®àëå ®â­®è¥­¨¥ à ááâ®ï­¨© ¤® F ¨ ¤® d à ¢­® k.

17. •  ¯«®áª®áâ¨ ¤ ­ë ¤¢¥ ®ªàã¦­®áâ¨. • ©¤¨â¥ £¥®¬¥âà¨-
ç¥áª®¥ ¬¥áâ® æ¥­âà®¢ ¢á¥¢®§¬®¦­ëå ®ªàã¦­®áâ¥©, ª á îé¨åá ï
¤¢ãå ¤ ­­ëå.

Š®­¨ç¥áª¨¥ á¥ç¥­¨ï ®¡« ¤ îâ ¬­®£¨¬¨ § ¬¥ç â¥«ì­ë¬¨ á¢®©-
áâ¢ ¬¨, ¨§ ª®â®àëå ®¯â¨ç¥áª¨¥, ¨«¨, ª ª ¨å ­ §ë¢ îâ, <ä®ª « ì-
­ë¥>, á¢®©áâ¢  § ­¨¬ îâ ®á®¡®¥ ¬¥áâ®. •¥à¥¤ â¥¬ ª ª áä®à¬ã« ¨-
à®¢ âì ¨ ¤®ª § âì íâ¨ á¢®©áâ¢ , ¤ ¤¨¬ ¥éñ ®¤­®,  ­ «¨â¨ç¥áª ®¥
®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ª®­¨ª, ¡¥§ ª®â®à®£® ­ è à ááª § ¡ë« ¡ë ­¥ ¯®«®­.

’ à ¥ â ì ¥ ® ¯ à ¥ ¤ ¥ « ¥ ­ ¨ ¥ ª ® ­ ¨ ç ¥ á ª ¨ å á ¥ ç ¥ ­ ¨ ©. •««¨¯á

§ ¤ ñâáï ­  ª®®à¤¨­ â­®© ¯«®áª®áâ¨ ãà ¢­¥­¨¥¬ x2

a2 +
y2

b2 =1, £¨-

¯¥à¡®«  | ãà ¢­¥­¨¥¬ x2

a2 �
y2

b2 =1, ¯ à ¡®«  | ãà ¢­¥­¨¥¬ y= ax 2.

—¨â â¥«ì ¡¥§ âàã¤  ¢ë¢¥¤¥â ãà ¢­¥­¨ï íâ¨å ªà¨¢ëå, ¯à¨ íâ®¬
ä®ªãáë í««¨¯á  ¨ £¨¯¥à¡®«ë ­ã¦­® à á¯®«®¦¨âì ­  ®á¨ Ox á¨¬-
¬¥âà¨ç­® ®â­®á¨â¥«ì­® ­ ç «  ª®®à¤¨­ â,   ä®ªãá ¯ à ¡®«ë |
­  ®á¨ Oy. …á«¨ a= b, â® í««¨¯á ¯à¥¢à é ¥âáï ¢ ®ªàã¦­®áâì à ¤¨ã-
á  a,   £¨¯¥à¡®«  ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ áâ ­®¢¨âáï â ª ­ §ë¢ ¥¬®© ¯àï¬®©
£¨¯¥à¡®«®©, ª®â®à ï ¯®á«¥ ¯®¢®à®â  ­  45 � ®â­®á¨â¥«ì­® ­ ç «  ª®-
®à¤¨­ â ¯à¨­¨¬ ¥â ¢¯®«­¥ §­ ª®¬ë© ¢¨¤ y= k=x, £¤¥ k= a2=2.

ˆ§ ãà ¢­¥­¨ï í««¨¯á  ¢¨¤­®, çâ® ®­ ¯®«ãç ¥âáï ¨§ ®ªàã¦­®áâ¨
¯®á«¥ á¦ â¨ï ¢¤®«ì ®á¨ Oy ¢ a=b à §, ç¥¬ ®¯à ¢¤ë¢ ¥â á«®¢ 
® â®¬, çâ® ®­ ï¢«ï¥âáï <á¦ â®© ®ªàã¦­®áâìî>. •â® ¬®¦­® ¡ë«®
¡ë ãáâ ­®¢¨âì ¨ ¡¥§ ãà ¢­¥­¨ï. „¥«® ¢ â®¬, çâ® í««¨¯á ¯®«ãç ¥ âáï
¢ á¥ç¥­¨¨ ­¥ â®«ìª® ª®­ãá , ­® ¨ æ¨«¨­¤à  (à¨á. 9), ¯à¨ íâ®¬ ¤® ª -
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•¨á. 9

¯à¨ ¯à®¥æ¨à®¢ ­¨¨ ­  ®á­®¢ ­¨¥ æ¨«¨­¤à 
í««¨¯á ¯¥à¥å®¤¨â ¢ ®ªàã¦­®áâì. Žáâ ñâáï § -
¬¥â¨âì, çâ® ¯à®¥æ¨à®¢ ­¨¥ ­  ¯«®áª®áâì íª¢¨-
¢ «¥­â­® á¦ â¨î ®â­®á¨â¥«ì­® ¯®¤å®¤ïé¥©
¯àï¬®©.

‚áïª®¥ ãà ¢­¥­¨¥ ¢â®à®© áâ¥¯¥­¨

p(x; y )= ax 2+2 bxy + cy2+2 dx +2 ey+ f =0 ;

¥á«¨ ¨¬¥¥â ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­ë¥ ª®à­¨, § ¤ ñâ ª®-
­¨ªã. —â®¡ë ã¡¥¤¨âìáï ¢ íâ®¬, ­ã¦­® ¯®¢¥à-
­ãâì ¯«®áª®áâì ­  ã£®« � , â ª®© çâ®

ctg 2 � = c� a
2b

;

â¥¬ á ¬ë¬ ã­¨çâ®¦¨¢ á« £ ¥¬®¥ 2 bxy, § -
â¥¬ á¤¥« âì ¯ à ««¥«ì­ë© ¯¥à¥­®á â ª, çâ®¡ë
ã­¨çâ®¦¨âì «¨­¥©­ë¥ ç«¥­ë 2 dx ¨ 2 ey. •®-
«ãç¨¢è¥¥áï ãà ¢­¥­¨¥ «¨¡® ¡ã¤¥â § ¤ ¢ âì
¢ëà®¦¤¥­­ãî ª®­¨ªã (¯ àã ¯àï¬ëå, ¯àï¬ãî ¨«¨ â®çªã), «¨¡®
(¢®§¬®¦­®, ¯®á«¥ ¯¥à¥¬¥­ë ¬¥áâ ¬¨ ª®®à¤¨­ â x ¨ y) á®¢¯ ¤ñâ
á ãà ¢­¥­¨¥¬ í««¨¯á , £¨¯¥à¡®«ë ¨«¨ ¯ à ¡®«ë.

’¥¯¥àì ¢áñ £®â®¢® ¤«ï ¨§ãç¥­¨ï ä®ª «ì­®£® á¢®©áâ¢  ª®­¨ª.
’¥®à¥¬ . Š á â¥«ì­ ï ª í««¨¯áã (£¨¯¥à¡®«¥) ®¡à §ã¥â à ¢-

­ë¥ ã£«ë á ®âà¥§ª ¬¨, á®¥¤¨­ïîé¨¬¨ â®çªã ª á ­¨ï á ä®ªã-
á ¬¨. ‚ á«ãç ¥ £¨¯¥à¡®«ë ª á â¥«ì­ ï ï¢«ï¥âáï ¡¨áá¥ªâà¨á® ©
ã£«  F1MF 2,   ¢ á«ãç ¥ í««¨¯á  | ¡¨áá¥ªâà¨á®© á¬¥¦­®£® ã£« .
Š á â¥«ì­ ï ª ¯ à ¡®«¥, ¯à®¢¥¤ñ­­ ï ¢ â®çª¥ M , ®¡à §ã¥â à ¢-
­ë¥ ã£«ë á ¯àï¬®© MF ¨ ®áìî ¯ à ¡®«ë (à¨á. 10).

M

F1F2

  )

M

F1F2

¡ )

F

M
d

¢)

•¨á. 10

’ ª¨¬ ®¡à §®¬, «ãç á¢¥â , ¢ëè¥¤è¨© ¨§ ä®ªãá  í««¨¯á , ®âà -
§¨âáï ®â ¥£® ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¨ ¯®¯ ¤ñâ ¢® ¢â®à®© ä®ªãá. …á«¨ ¢ ä®ª ãá¥
í««¨¯á  ­ å®¤¨âáï ¨áâ®ç­¨ª á¢¥â , â® ¯ãç®ª á¢¥â®¢ëå «ãç¥© ¯ ®á«¥
®âà ¦¥­¨ï ®â ¯®¢¥àå­®áâ¨ í««¨¯á  á®©¤ñâáï ¢® ¢â®à®¬ ä®ªãá¥ .

…á«¨ ¨áâ®ç­¨ª á¢¥â  ¯®¬¥áâ¨âì ¢ ®¤­®¬ ¨§ ä®ªãá®¢ £¨¯¥à¡®«ë,
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â® ®âà ¦ñ­­ë© ¯ãç®ª á¢¥â®¢ëå «ãç¥© ¡ã¤¥â à áå®¤ïé¨¬áï,   ¢® -
®¡à ¦ ¥¬ë¥ ¯à®¤®«¦¥­¨ï «ãç¥© á®¡¥àãâáï ¢® ¢â®à®¬ ä®ªãá¥.

• ª®­¥æ, ¯ãç®ª á¢¥â , ¢ëå®¤ïé¨© ¨§ ä®ªãá  ¯ à ¡®«ë, ®âà -
§¨¢è¨áì ®â ¥ñ ¯®¢¥àå­®áâ¨, áâ ­®¢¨âáï ¯ãçª®¬ ¯ à ««¥«ì­ëå «ãç¥©.

”®ª «ì­®¥ á¢®©áâ¢® ¯ à ¡®«ë, ®âªàëâ®¥ ¥éñ €¯®««®­¨¥¬, ­ë-
­¥ ¨á¯®«ì§ã¥âáï ¯®¢á¥¬¥áâ­®. • à ¡®«¨ç¥áª®¥ §¥àª «® ¢ ª à ¬ ­­®¬
ä®­ à¨ª¥ á®§¤ ñâ ã§ª¨© ­ ¯à ¢«¥­­ë© á¢¥â®¢®© «ãç. •à¨­æ¨¯
à ¡®âë ¯ à ¡®«¨ç¥áª®©  ­â¥­­ë ¨«¨ ¯ à ¡®«¨ç¥áª®£® §¥àª «   ¢ â¥-
«¥áª®¯¥ â ª¦¥ ®á­®¢ ­ ­  á¢®©áâ¢¥ ¯ à ¡®«ë ¯à¥¢à é âì ¯ãç® ª
¯ à ««¥«ì­ëå «ãç¥© (  §­ ç¨â, ¨ «ãç¥©, ¨¤ãé¨å ®â ¤ «ñª®£® ¨á -
â®ç­¨ª ) ¢ ¯ãç®ª, áå®¤ïé¨©áï ¢ ®¤­®© â®çª¥.

‚ ä ­â áâ¨ç¥áª®¬ à®¬ ­¥ €«¥ªá¥ï ’®«áâ®£® <ƒ¨¯¥à¡®«®¨¤ ¨­¦ ¥-
­¥à  ƒ à¨­ > ãáâà®©áâ¢® áâà è­®£® à §àãè¨â¥«ì­®£® ®àã¦¨ï | £¨-
¯¥à¡®«®¨¤ , ª®â®àë¬ ƒ à¨­ å®â¥« ¯®ª®à¨âì ¬¨à, | ®¯¨áë¢ «®á ì â ª:

<ƒ à¨­, à áªàë¢ ï ç¥¬®¤ ­, ¯®á¬ âà¨¢ « ­  ­¥ñ ®¡¢¥¤ñ­­ë¬¨ á¨­¥¢®© ¡«¥áâï-
é¨¬¨ £« § ¬¨.

| ‚®â ¬®©  ¯¯ à â, | áª § « ®­, áâ ¢ï ­  áâ®« ¤¢  ¬¥â ««¨ç¥áª¨ å ïé¨ª :
®¤¨­ | ã§ª¨©, ¢ ¢¨¤¥ ®âà¥§ª  âàã¡ë, ¤àã£®© | ¯«®áª¨©, ¤¢¥­ ¤æ  â¨£à ­­ë© |
¢âà®¥ ¡®«ìè¥£® ¤¨ ¬¥âà . . .

Ž­ ­ ª«®­¨«áï ­ ¤ ‡®¨­ë¬ ªà¥á«®¬ (¢¤®å­ã« § ¯ å ¥ñ ¢®«®á), à  §¢¥à­ã«
ç¥àâñ¦¨ª, à §¬¥à®¬ á ¯®«®¢¨­ã «¨áâ  ¯¨áç¥© ¡ã¬ £¨.

| ‚ë å®â¥«¨, ‡®ï, çâ®¡ë ï â ª¦¥ à¨áª­ã« ¢á¥¬ ¢ ­ è¥© ¨£à¥. . . ‘¬® âà¨â¥
áî¤ . . . •â® ®á­®¢­ ï áå¥¬ . . . •â® ¯à®áâ®, ª ª ¤¢ ¦¤ë ¤¢ . —¨á â ï á«ãç ©­®áâì,
çâ® íâ® ¤® á¨å ¯®à ­¥ ¡ë«® ¯®áâà®¥­®. ‚¥áì á¥ªà¥â ¢ £¨¯¥à¡®«¨ç ¥áª®¬ §¥àª «¥ A,
­ ¯®¬¨­ îé¥¬ ä®à¬®© §¥àª «® ®¡ëª­®¢¥­­®£® ¯à®¦¥ªâ®à , ¨ ¢ ª ãá®çª¥ è ¬®-
­¨â  B, á¤¥« ­­®¬ â ª¦¥ ¢ ¢¨¤¥ £¨¯¥à¡®«¨ç¥áª®© áä¥àë. ‡ ª®­ £¨¯¥à¡ ®«¨ç¥áª¨å
§¥àª « â ª®¢: «ãç¨ á¢¥â , ¯ ¤ ï ­  ¢­ãâà¥­­îî ¯®¢¥àå­®áâì £¨ ¯¥à¡®«¨ç¥áª®£® §¥à-
ª « , áå®¤ïâáï ¢á¥ ¢ ®¤­®© â®çª¥, ¢ ä®ªãá¥ £¨¯¥à¡®«ë. •â® ¨§¢ ¥áâ­®. ’¥¯¥àì, ¢®â
çâ® ­¥¨§¢¥áâ­®: ï ¯®¬¥é î ¢ ä®ªãá¥ £¨¯¥à¡®«¨ç¥áª®£® §¥àª «   ¢â®àãî £¨¯¥à¡®-
«ã (®ç¥àç¥­­ãî, â ª áª § âì, ­ ¢ë¢®à®â) | £¨¯¥à¡®«®¨¤ ¢à é¥ ­¨ï B, ¢ëâ®ç¥­­ë©
¨§ âã£®¯« ¢ª®£®, ¨¤¥ «ì­® ¯®«¨àãîé¥£®áï ¬¨­¥à «  | è ¬®­¨â  , | § «¥¦¨ ¥£®
­  á¥¢¥à¥ •®áá¨¨ ­¥¨áç¥à¯ ¥¬ë. —â® ¦¥ ¯®«ãç ¥âáï á «ãç ¬¨? ‹ ãç¨, á®¡¨à ïáì
¢ ä®ªãá¥ §¥àª «  A, ¯ ¤ îâ ­  ¯®¢¥àå­®áâì £¨¯¥à¡®«®¨¤  B, ¨ ®âà ¦ îâáï ®â ­¥-
£® ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨ ¯ à ««¥«ì­®, | ¨­ë¬¨ á«®¢ ¬¨, £¨¯¥à¡®«®¨ ¤ B ª®­æ¥­âà¨àã¥â
¢á¥ «ãç¨ ¢ ®¤¨­ «ãç, ¨«¨ ¢ <«ãç¥¢®© è­ãà> «î¡®© â®«é¨­ë. . . •ãâñ ¬ ãáâ ­®¢ª¨
£¨¯¥à¡®«®¨¤  B, ï ¤®¢®¤¨« <«ãç¥¢®© è­ãà> ¤® â®«é¨­ë ¢ï§ «ì­®© á¯¨æë ¨ «¥£ª®
à §à¥§ë¢ « ¨¬ ¤î©¬®¢ãî ¤®áªã. . . ‡¤ ­¨ï, ªà¥¯®áâ¨, ¤à¥¤­®ãâë , ¢®§¤ãè­ë¥ ª®à -
¡«¨, £®àë, ª®à  §¥¬«¨ | ¢áñ ¯à®­¨¦¥â, à §à¥¦¥â ¬®© «ãç. . .>

‚ë ­ ¢¥à­ïª  § ¬¥â¨«¨ ­¥áª®«ìª® ­¥â®ç­®áâ¥© ¢ ª®­áâàãªæ¨¨
£¨¯¥à¡®«®¨¤ . ƒ¨¯¥à¡®«¨ç¥áª®¥ §¥àª «® ¯¥à¥¢®¤¨â ¯ãç®ª á¢ ¥â®-
¢ëå «ãç¥©, ¢ëå®¤ïé¨å ¨§ ä®ªãá , ­¥ ¢ áå®¤ïé¨©áï,  , ­ ¯à®â¨¢ ,
¢ à áå®¤ïé¨©áï ¯ãç®ª á¢¥â . Š ª ¬ë â¥¯¥àì §­ ¥¬, «ãç¨ ¢®¢á¥
­¥ á®©¤ãâáï ¢ ä®ªãá¥ £¨¯¥à¡®«ë. •â® ¨å ¢®®¡à ¦ ¥¬ë¥ ¯à®¤®«¦ ¥-
­¨ï á®©¤ãâáï ¢ ä®ªãá¥. „«ï â®£® çâ®¡ë ®âà ¦ñ­­ë¥ «ãç¨ á®è«¨á ì
¢ ä®ªãá¥, ¢­¥è­¥¥ §¥àª «® A ¤®«¦­® ¨¬¥âì ä®à¬ã ­¥ £¨¯¥à¡®-
«ë,   í««¨¯á . € çâ®¡ë ¢­ãâà¥­­¥¥ §¥àª «® B ¯¥à¥¢®¤¨«® ¯ã-
ç®ª ®âà ¦ñ­­ëå «ãç¥© ¢ ¯ à ««¥«ì­ë© ¯ãç®ª (<«ãç¥¢®© è­ãà>) ,
®­® ¤®«¦­® ¨¬¥âì ä®à¬ã, ®¯ïâì ¦¥, ­¥ £¨¯¥à¡®«ë,   ¯ à ¡®«ë
(à¨á. 11). ‚ íâ®¬ ¯¨á â¥«ì ®è¨¡áï. • à ¤®ªá «ì­®, ­® ¢ ¨§¢¥á â­®¬
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â¥¯¥àì ¢á¥¬ã ¬¨àã £¨¯¥à¡®«®¨¤¥ ¨­¦¥­¥à  ƒ à¨­  ­  á ¬®¬ ¤¥-
«¥ ­¥â ­¨ ®¤­®£® £¨¯¥à¡®«®¨¤ . ‚­¥è­¥¥ §¥àª «® A ¤®«¦­® ¨¬¥âì
ä®à¬ã í««¨¯á®¨¤ ,   ¢­ãâà¥­­¥¥ B | ¯ à ¡®«®¨¤ .

• ¬ ®áâ «®áì ¤®ª § âì ä®ª «ì­ë¥ á¢®©áâ¢  ª®­¨ª.
„ ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ® â ¥ ® à ¥ ¬ ë. •à®¢¥¤ñ¬ ª á â¥«ì­ãî

ª í««¨¯áã ¢ â®çª¥ M . ’®çª  M «¥¦¨â ­  í««¨¯á¥, ¯®íâ®¬ã MF 1+
+ MF 2= c, ¢á¥ ®áâ «ì­ë¥ â®çª¨ ª á â¥«ì­®© «¥¦ â ¢­¥ í««¨¯á ,
¯®íâ®¬ã ¤«ï ®áâ «ì­ëå â®ç¥ª áã¬¬  à ááâ®ï­¨© ¤® ä®ªãá®¢ ¡®« ì-
è¥ c. ’ ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢ â®çª¥ M ¤®áâ¨£ ¥âáï ¬¨­¨¬ã¬ áã¬¬ë
à ááâ®ï­¨© ¤® â®ç¥ª F1 ¨ F2. ‡­ ç¨â, â®çª , á¨¬¬¥âà¨ç­ ï F2 ®â-
­®á¨â¥«ì­® ª á â¥«ì­®©, «¥¦¨â ­  ¯àï¬®© F1M , ®âªã¤  á«¥¤ã¥â
ä®ª «ì­®¥ á¢®©áâ¢®. ’®ç­® â ª ¦¥ ¤®ª §ë¢ ¥âáï ä®ª «ì­®¥ á¢® ©-
áâ¢® £¨¯¥à¡®«ë (¯à¨ íâ®¬ ¯à¨¬¥­ï¥âáï à¥§ã«ìâ â § ¤ ç¨ 7).

„®ª ¦¥¬ ä®ª «ì­®¥ á¢®©áâ¢® ¯ à ¡®«ë. Ž¯ãáâ¨¬ ¨§ ¯à®¨§-
¢®«ì­®© â®çª¨ M ¯ à ¡®«ë ¯¥à¯¥­¤¨ªã«ïà MH ­  ¤¨à¥ªâà¨áã
¨ ¯à®¢¥¤ñ¬ ¯àï¬ãî, ª®â®à ï ¤¥«¨â ã£®« HMF ¯®¯®« ¬ (à¨á. 12).
‹î¡ ï â®çª  íâ®© ¯àï¬®© à ¢­®ã¤ «¥­  ®â â®ç¥ª F ¨ H ,   §­ ç¨â,
à ááâ®ï­¨¥ ®â ­¥ñ ¤® â®çª¨ F ¡®«ìè¥, ç¥¬ ¤® ¤¨à¥ªâà¨áë (¥á«¨
â®«ìª® íâ  â®çª  ­¥ á®¢¯ ¤ ¥â á M ). •®íâ®¬ã ¢á¥ â®çª¨ íâ®© ¯àï-
¬®©, ªà®¬¥ M , «¥¦ â ¢­¥ ¯ à ¡®«ë. ‡­ ç¨â íâ® | ª á â¥«ì­ ï.
’ ª¨¬ ®¡à §®¬, ª á â¥«ì­ ï ®¡à §ã¥â à ¢­ë¥ ã£«ë á ¯àï¬®© FM
¨ ®áìî ¯ à ¡®«ë.

18. „ ­® á¥¬¥©áâ¢® í««¨¯á®¢ á ä®ªãá ¬¨ ¢ ¤¢ãå ¤ ­­ëå â®ç-
ª å F1 ¨ F2,   â ª¦¥ á¥¬¥©áâ¢® £¨¯¥à¡®« á ä®ªãá ¬¨ ¢ â¥å ¦¥
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N

•¨á. 12

â®çª å F1, F2. ’®£¤  «î¡®© í««¨¯á ¯¥à-
¢®£® á¥¬¥©áâ¢  ¯¥à¯¥­¤¨ªã«ïà¥­ «î¡®©
£¨¯¥à¡®«¥ ¢â®à®£® á¥¬¥©áâ¢  (¤¢¥ «¨­¨¨
­ §ë¢ îâáï ¯¥à¯¥­¤¨ªã«ïà­ë¬¨, ¥á«¨
ª á â¥«ì­ë¥ ª ­¨¬, ¯à®¢¥¤ñ­­ë¥ ¢ ¨å
â®çª¥ ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï, ¯¥à¯¥­¤¨ªã«ïà­ë).

19. • áá¬®âà¨¬ ¬­®¦¥áâ¢® ã£«®¢ ­ 
¯«®áª®áâ¨, ã ª ¦¤®£® ¨§ ª®â®àëå ®¤-
­  áâ®à®­  «¥¦¨â ­  ¤ ­­®© ¯àï¬®©,
  ¤àã£ ï ¯à®å®¤¨â ç¥à¥§ ¤ ­­ãî â®çªã.
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’®£¤  ¡¨áá¥ªâà¨áë ¢á¥å íâ¨å ã£«®¢ ª á îâáï ®¤­®© ¯ à ¡®«ë.
(‚ â ª®¬ á«ãç ¥ £®¢®àïâ, çâ® íâ  ¯ à ¡®«  ï¢«ï¥âáï ®£¨¡ îé¥©
¤ ­­®£® á¥¬¥©áâ¢  ¯àï¬ëå.)

20. ˆ§ «î¡®© â®çª¨ ¤¨à¥ªâà¨áë ¯ à ¡®«  ¢¨¤­  ¯®¤ ¯àï¬ë¬
ã£«®¬.

21. •  ¯«®áª®áâ¨ ¤ ­ ã£®«. • ©â¨ ®£¨¡ îéãî ¢á¥¢®§¬®¦­ëå
¯àï¬ëå, ®âá¥ª îé¨å ®â ­¥£® âà¥ã£®«ì­¨ª ¤ ­­®© ¯«®é ¤¨.

22. •  ¯«®áª®áâ¨ ¤ ­  ®ªàã¦­®áâì ¨ â®çª  A. •  ®ªàã¦­®áâ¨
¡¥àñâáï ¯à®¨§¢®«ì­ ï â®çª  N ¨ ç¥à¥§ ­¥ñ ¯à®¢®¤¨âáï ¯¥à¯¥­¤¨-
ªã«ïà ª ¯àï¬®© AN. ’®£¤ 

 ) ¥á«¨ A «¥¦¨â ¢­ãâà¨ ®ªàã¦­®áâ¨, â® ¢á¥ â ª¨¥ ¯¥à¯¥­¤¨ªã-
«ïàë ª á îâáï í««¨¯á ;

¡) ¥á«¨ A «¥¦¨â ¢­¥ ®ªàã¦­®áâ¨, â® ¢á¥ ¯¥à¯¥­¤¨ªã«ïàë ª á -
îâáï £¨¯¥à¡®«ë.

¢) ‘®®â¢¥âáâ¢ã¥â «¨ <¯®£à ­¨ç­ë©> á«ãç © (â®çª  A «¥¦¨â
­  ®ªàã¦­®áâ¨) ¯ à ¡®«¥? ‘ä®à¬ã«¨àã©â¥ ¨ ¤®ª ¦¨â¥ ãâ¢¥à¦¤ ¥-
­¨¥,  ­ «®£¨ç­®¥  ) ¨ ¡), ª®â®à®¥ ¡ë á®®â¢¥âáâ¢®¢ «® ¯ à ¡® «¥.

23. ‚á¥ â®çª¨, ¨§ ª®â®àëå í««¨¯á ¢¨¤¥­ ¯®¤ ¯àï¬ë¬ ã£«®¬,
®¡à §ãîâ ®ªàã¦­®áâì.

24 (â¥®à¥¬  ˜î««¥à ). Š ¯ à ¡®«¥ ¯à®¢¥¤¥­ë âà¨ ª á â¥«ì-
­ë¥. Ž¯¨á ­­ ï ®ªàã¦­®áâì âà¥ã£®«ì­¨ª , ®¡à §®¢ ­­®£® íâ ¨¬¨
ª á â¥«ì­ë¬¨, ¯à®å®¤¨â ç¥à¥§ ä®ªãá,   â®çª  ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï ¢ë á®â
íâ®£® âà¥ã£®«ì­¨ª  «¥¦¨â ­  ¤¨à¥ªâà¨á¥.

25. •  ¯«®áª®áâ¨ ¤ ­  ¯àï¬ ï, â®çª  C, «¥¦ é ï ­  ­¥©,
¨ â®çª¨ A ¨ B, ­¥ «¥¦ é¨¥ ­  ­¥©. •  ¯àï¬®© ¡¥àñâáï â®çª  M .
• ©â¨ ®£¨¡ îéãî ¯àï¬ëå, á¨¬¬¥âà¨ç­ëå ¯àï¬®© BM ®â­®á¨-
â¥«ì­® ¡¨áá¥ªâà¨áë ã£«  AMC .

26. ‹ãç á¢¥â , ¨¤ãé¨© ¢­ãâà¨ í««¨¯á  ¨ ­¥ ¯à®å®¤ïé¨© ç¥-
à¥§ ¥£® ä®ªãáë, ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­® ®âà ¦ ¥âáï ®â ¥£® ¯®¢¥àå­® áâ¨,
¤¢¨£ ïáì ¯® «®¬ ­®© «¨­¨¨. „®ª ¦¨â¥, çâ® ¢á¥ áâ®à®­ë íâ®©
«®¬ ­®© ª á îâáï ­¥ª®â®à®£® í««¨¯á . ƒ¤¥ à á¯®«®¦¥­ë ¥£® ä ®-
ªãáë? ‚® çâ® ¯à¥¢à é ¥âáï íâ®â í««¨¯á, ¥á«¨ «ãç ¯à®å®¤¨â ç¥à ¥§
ä®ªãá ¨áå®¤­®£® í««¨¯á ?

ý 3. ‡€„€—€ ”…•Œ€|’Ž••ˆ—…‹‹ˆ|˜’…‰•…•€

ˆáâ®à¨ï íâ®© § ¤ ç¨ ­ áç¨âë¢ ¥â ¡®«¥¥ âàñå á ¯®«®¢¨­®©
áâ®«¥â¨©. Ž­  ¡ë«  ¯®¬¥é¥­  ¢ ª­¨£¥ ¨â «ìï­áª®£® ä¨§¨ª  ¨ ¬¥ -
å ­¨ª  ‚¨¢¨ ­¨ <Ž ¬ ªá¨¬ «ì­ëå ¨ ¬¨­¨¬ «ì­ëå §­ ç¥­¨ïå>
¢ 1659 £®¤ã. ‚¨­ç¥­â® ‚¨¢¨ ­¨ (1622|1703) ¡ë« ãç¥­¨ª®¬ ¢¥-
«¨ª®£® ƒ «¨«¥® ƒ «¨«¥ï. • ¬ ®­ ¡®«¥¥ ¨§¢¥áâ¥­ ª ª ¨§®¡à¥â â ¥«ì
àâãâ­®£® ¡ à®¬¥âà  (¯à¨¡®à  ¤«ï ¨§¬¥à¥­¨ï  â¬®áä¥à­®£® ¤  ¢«¥-
­¨ï),   á¢®¨¬ á®¢à¥¬¥­­¨ª ¬ | ª ª ®¤¨­ ¨§ «ãçè¨å á¯¥æ¨ «¨áâ® ¢
¯® § ¤ ç ¬ ­  ¬ ªá¨¬ã¬ ¨ ¬¨­¨¬ã¬,   â ª¦¥ ¯® â¥®à¨¨ ª®­¨-
ç¥áª¨å á¥ç¥­¨©. ‘¢®ñ á®ç¨­¥­¨¥ ‚¨¢¨ ­¨, á«¥¤ãï âà ¤¨æ¨ï¬ â ®£®
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¢à¥¬¥­¨, á­ ¡¤¨« ¤«¨­­ë¬ ­ §¢ ­¨¥¬: <•ïâ ï ª­¨£  á®ç¨­¥­¨ ©
€¯®««®­¨ï •¥à£áª®£® ® ª®­¨ç¥áª¨å á¥ç¥­¨ïå, § ª«îç ¥â ¢ á¥-
¡¥ ¯¥à¢ë¥ ¨áá«¥¤®¢ ­¨ï ® ­ ¨¡®«ìè¨å ¨ ­ ¨¬¥­ìè¨å ¢¥«¨ç¨­ å
¨ ¯à¨§­ ñâáï á ¬ë¬ § ¬¥ç â¥«ì­ë¬ ¯ ¬ïâ­¨ª®¬ íâ®£® ¢¥«¨ª®£ ®
£¥®¬¥âà > (<De maximis et minimis geometrica divinatio in q uintum
conicorum Apollonii Pergoei nunc desideratum>). ‘à¥¤¨ ¬­® ¦¥áâ¢ 
§ ¤ ç ­  ¬ ªá¨¬ã¬ ¨ ¬¨­¨¬ã¬, ¯®¬¥éñ­­ëå ¢ íâ®© ª­¨£¥, ¥áâì â  ª ï:

27. •  ¯«®áª®áâ¨ ¤ ­ë âà¨ â®çª¨ A, B, C, ­¥ «¥¦ é¨¥ ­  ®¤­®©
¯àï¬®©. „«ï ª ª®© â®çª¨ T ¯«®áª®áâ¨ áã¬¬  à ááâ®ï­¨© AT +
+ BT + CT ­ ¨¬¥­ìè ï?

…éñ ¤® ª­¨£¨ ‚¨¢¨ ­¨ íâ®© § ¤ ç¥© ¨­â¥à¥á®¢ «áï ¨â «ìï­-
áª¨© ¬ â¥¬ â¨ª •¥­ ¢¥­âãà  Š ¢ «ì¥à¨ (1598|1647),  ¢â®à § ­ -
¬¥­¨â®£® <¯à¨­æ¨¯  Š ¢ «ì¥à¨> ¤«ï ¢ëç¨á«¥­¨ï ¯«®é ¤¥© ¨ ®¡ ê-
ñ¬®¢, ¯à¥¤¢®áå¨â¨¢è¥£® ¨­â¥£à «ì­®¥ ¨áç¨á«¥­¨¥,   â ª¦¥ ¬  â¥-
¬ â¨ª ¨ ä¨§¨ª •¢ ­¤¦¥«¨áâ  ’®àà¨ç¥««¨ (1608|1647). ƒ®¢®àïâ ,
çâ® ¨¬¥­­® ’®àà¨ç¥««¨ ¯®«ãç¨« ¯¥à¢®¥ à¥è¥­¨¥ íâ®© § ¤ ç¨ (áª ®-
à¥¥ ¢á¥£®, ®á­®¢ ­­®¥ ­  ä¨§¨ç¥áª¨å á®®¡à ¦¥­¨ïå). ’®àà¨ç¥ ««¨,
ª ª ¨ ‚¨¢¨ ­¨, ¡ë« ãç¥­¨ª®¬ ƒ «¨«¥ï. ˆ¬¥­­® ¨¬ ¢ ª®­æ¥
á¢®¥© ¦¨§­¨ ã¦¥ ®á«¥¯è¨© ƒ «¨«¥© ¤¨ªâ®¢ « £« ¢ë ¨§ á¢®¥©
ª­¨£¨ <•¥á¥¤ë ® ¬¥å ­¨ª¥>. •®¤®¡­® ¬­®£¨¬ ãçñ­ë¬ ¯®§¤­¥£®
‚®§à®¦¤¥­¨ï, ’®àà¨ç¥««¨ ¡ë« à §­®áâ®à®­­¨¬ ç¥«®¢¥ª®¬. •ã-
¤ãç¨ ¯à®ä¥áá®à®¬ ¬ â¥¬ â¨ª¨ ”«®à¥­â¨©áª®£® ã­¨¢¥àá¨â¥â  , ®­
¬­®£® § ­¨¬ «áï § ¤ ç ¬¨ ä¨§¨ª¨ (¥£® § ª®­ à á¯à¥¤¥«¥­¨ï ¤  -
¢«¥­¨ï ¦¨¤ª®áâ¨ ¨§¢¥áâ¥­ â¥¯¥àì ª ¦¤®¬ã èª®«ì­¨ªã),   â ª¦ ¥
¬¥å ­¨ª¨, ¡ ««¨áâ¨ª¨ ¨ ®¯â¨ª¨, ¨ ¤ ¦¥ ­ ¯¨á « ­¥áª®«ìª® à -
¡®â ¯® ª®­áâàã¨à®¢ ­¨î ®¯â¨ç¥áª¨å ¯à¨¡®à®¢ ¨ è«¨ä®¢ª¥ «¨­§ .
‘®£« á­® ¤àã£¨¬ ¨áâ®ç­¨ª ¬, ­¥§ ¢¨á¨¬® ®â ’®àà¨ç¥««¨, íâã §  -
¤ çã à¥è¨« ¨ ¢¥«¨ç ©è¨© äà ­æã§áª¨© ¬ â¥¬ â¨ª •ì¥à ”¥à¬ 
(1601|1665). € ¯¥à¢®¥ ç¨áâ® £¥®¬¥âà¨ç¥áª®¥ à¥è¥­¨¥ ¯à¨­ ¤ -
«¥¦¨â, ¯®-¢¨¤¨¬®¬ã, è¢¥©æ àáª®¬ã £¥®¬¥âàã Ÿª®¡ã ˜â¥©­¥àã
(1796|1863), ® ª®â®à®¬ à¥çì ¥éñ ¢¯¥à¥¤¨.

• ¥ è ¥ ­ ¨ ¥. ‚­®¢ì ¢®á¯®«ì§ã¥¬áï â¥¬ ¦¥ ¯à¨ñ¬®¬: ¢ëáâà®¨¬
®âà¥§ª¨ AT , BT ¨ CT ¢ «®¬ ­ãî «¨­¨î. ’¥¯¥àì, ®¤­ ª®, ¢¬¥áâ®

A B

C

D

T

N

•¨á. 13

á¨¬¬¥âà¨¨ ¯à¨¬¥­¨¬ ¯®¢®à®â. •®¢¥à-
­ñ¬ ¯«®áª®áâì ­  60 � ¢®ªàã£ â®çª¨ A,
¯à¨ íâ®¬ â®çª  C ¯¥à¥©¤ñâ ¢ ­¥ª®â®àãî
â®çªã D,   â®çª  T | ¢ â®çªã N. ’à¥-
ã£®«ì­¨ª AND à ¢¥­ âà¥ã£®«ì­¨ªã ATC,
¯®áª®«ìªã ¯¥à¥å®¤¨â ¢ ­¥£® ¯à¨ ¯®¢®à®â¥
­  60 � , §­ ç¨â TC= ND . ’à¥ã£®«ì­¨ª
ANT | à ¢­®áâ®à®­­¨©, â ª ª ª AT =
= AN ¨ \ TAN =60 � , ¯®íâ®¬ã TA = TN .
ˆâ ª, áã¬¬  AT + BT + CT à ¢­  ¤«¨­¥
«®¬ ­®© BTND ,   §­ ç¨â, ®­  ­¥ ¬¥­ìè¥
¤«¨­ë ®âà¥§ª  BD (à¨á. 13).
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• ¢¥­áâ¢® ¤®áâ¨£ ¥âáï, ª®£¤  â®çª¨ B, T, N,

A

C

B
T

120 �

•¨á. 14

¨ D «¥¦ â ­  ®¤­®© ¯àï¬®© (¢ ãª § ­­®© ¯®-
á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨). •â® ®§­ ç ¥â, çâ® \ BTA +
+ \ ATN =180 � ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, \ BTA =
=120 � ;   â ª¦¥ \ AND + \ ANT =180 � , §­ ç¨â,
\ AND =120 � , ¯®íâ®¬ã \ ATC=120 � . ’ ª¨¬
®¡à §®¬, «ãç¨ TA, TB ¨ TC ®¡à §ãîâ ¤¢ 
ã£«  ¢ 120 � , ¯®íâ®¬ã ¨ âà¥â¨© ã£®« ¬¥¦¤ã
­¨¬¨ â ª¦¥ à ¢¥­ 120 � (à¨á. 14).

’®çª  T, ¨§ ª®â®à®© ¢á¥ áâ®à®­ë âà¥-
ã£®«ì­¨ª  ¢¨¤­ë ¯®¤ ã£« ¬¨ 120 � , ¨¬¥¥â ­¥áª®«ìª® ­ §¢ ­¨©.
ˆ­®£¤  ¥ñ ­ §ë¢ îâ â®çª®© ”¥à¬ , ¨­®£¤  | â®çª®© ’®àà¨ç¥««¨,
¨­®£¤  | â®çª®© ˜â¥©­¥à . „®ª § â¥«ìáâ¢®, ª®â®à®¥ ¬ë ¯à¨¢¥ «¨,
á ¯®¢®à®â®¬ ¯«®áª®áâ¨ ­  60 � , ¯à¨­ ¤«¥¦¨â Ÿª®¡ã ˜â¥©­¥àã. ‘ ¥£®
§ ¬¥ç â¥«ì­ë¬¨ à¥§ã«ìâ â ¬¨ ¬ë ¥éñ ­¥ à § ¢áâà¥â¨¬áï ¢ íâ®©
ª­¨£¥. € ¯¥à¢ë¬ ¯® ¢à¥¬¥­¨ ¨§ íâ¨å âàñå ¬ â¥¬ â¨ª®¢ ¡ë« ’®àà¨-
ç¥««¨. •®íâ®¬ã ¬ë ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì íâã â®çªã, ¯® ¯à ¢ã ¯¥à¢¥­á â¢ ,
â®çª®© ’®àà¨ç¥««¨ (¬ë ¨ ®¡®§­ ç¨«¨ ¥ñ ¡ãª¢®© T). •â® ¥éñ ®¤-
­  § ¬¥ç â¥«ì­ ï â®çª  âà¥ã£®«ì­¨ª , ­ àï¤ã á æ¥­âà®¬ âï¦¥ áâ¨
(â®çª®© ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï ¬¥¤¨ ­), ®àâ®æ¥­âà®¬ (â®çª®© ¯¥à¥á¥ç ¥­¨ï
¢ëá®â), æ¥­âà ¬¨ ¢¯¨á ­­®© ¨ ®¯¨á ­­®© ®ªàã¦­®áâ¥©. •à ¢¤  ,
¢ ®â«¨ç¨¥ ®â ç¥âëàñå § ¬¥ç â¥«ì­ëå â®ç¥ª, â®çª  ’®àà¨ç¥««¨ á ã-
é¥áâ¢ã¥â ­¥ ã «î¡®£® âà¥ã£®«ì­¨ª . Ž¤­ ª® ¬ë ã¦¥ ¤®ª § «¨, ç â®

…á«¨ ã âà¥ã£®«ì­¨ª  ¥áâì â®çª  ’®àà¨ç¥««¨, â® ®­  ï¢«ï¥âáï
¥¤¨­áâ¢¥­­®© â®çª®© ¬¨­¨¬ã¬  áã¬¬ë à ááâ®ï­¨© ¤® ¢¥àè¨­
âà¥ã£®«ì­¨ª .

Š®£¤  ¦¥ â®çª  ’®àà¨ç¥««¨ áãé¥áâ¢ã¥â? •ãáâì ¨§ âàñå ã£«®¢
âà¥ã£®«ì­¨ª  ã£®« ¯à¨ ¢¥àè¨­¥ A ï¢«ï¥âáï ­ ¨¡®«ìè¨¬. •®áâà®¨¬
­  áâ®à®­ å AC ¨ AB ¢®¢­ãâàì âà¥ã£®«ì­¨ª  ABC ¤ã£¨ ®ªàã¦-
­®áâ¥©, á®¤¥à¦ é¨¥ ¯® 120 � . •â¨ ¤ã£¨ ¯¥à¥á¥ª îâáï ¢ â®çª¥ A.
…á«¨ ¦¥ ã£®« A ¬¥­ìè¥ 120 � , â® íâ¨ ¤ã£¨ ¨¬¥îâ ¥éñ ¨ ¢â®àãî â®ç-
ªã ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï (¤®ª ¦¨â¥ íâ®!), ª®â®àãî ¬ë ®¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ T.
•â® ¨ ¥áâì â®çª  ’®àà¨ç¥««¨. ‚ á ¬®¬ ¤¥«¥, â ª ª ª ã£«ë ATC
¨ ATB ¯® ¯®áâà®¥­¨î à ¢­ë 120 � , â® ¨ âà¥â¨© ã£®« BTC â ª-
¦¥ ¯®«ãç ¥âáï à ¢¥­ 360 � � 120 � � 2=120 � . ˆ ­ ®¡®à®â, ¥á«¨ â®çª 
’®àà¨ç¥««¨ áãé¥áâ¢ã¥â, â® ®­  áâà®¨âáï ¨¬¥­­® â ª¨¬ ®¡à §®¬ ,
¯®áª®«ìªã ¤®«¦­  «¥¦ âì ­  ¯¥à¥á¥ç¥­¨¨ ¤ã£ ®ªàã¦­®áâ¥© ¢¥« ¨-
ç¨­®© ¢ 120 � , ¯®áâà®¥­­ëå ­  áâ®à®­ å âà¥ã£®«ì­¨ª . ˆâ ª,

’à¥ã£®«ì­¨ª ¨¬¥¥â â®çªã ’®àà¨ç¥««¨ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ ,
ª®£¤  ¢á¥ ¥£® ã£«ë ¬¥­ìè¥ 120 � .

€ ¥á«¨ ®¤¨­ ¨§ ã£«®¢ âà¥ã£®«ì­¨ª  ¡®«ìè¥ ¨«¨ à ¢¥­ 120 �

(­ ¯à¨¬¥à, ã£®« A), â® ¢ ª ª®© â®çª¥ áã¬¬  à ááâ®ï­¨© ¤® ¢¥àè¨­
¡ã¤¥â ¬¨­¨¬ «ì­ ? Žâ¢¥â: ¢ ¢¥àè¨­¥ íâ®£® ã£« . „®ª § âì íâ®
¯à®áâ®. •ãáâì \ A� 120 � ,   M | ¯à®¨§¢®«ì­ ï â®çª  ¯«®áª®áâ¨.
…á«¨ M ­¥ «¥¦¨â ¢­ãâà¨ ã£«  A, â® ®¤¨­ ¨§ ã£«®¢ MAC ¨«¨ MAB |

18

âã¯®© (¯ãáâì íâ® ã£®« MAC ),   §­ -
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•¨á. 15

ç¨â, MC>AC , á ¤àã£®© áâ®à®­ë,
¯® ­¥à ¢¥­áâ¢ã âà¥ã£®«ì­¨ª , MA +
+ MB>AB , ¯®íâ®¬ã

MA + MB + MC>AB + AC:

…á«¨ ¦¥ M «¥¦¨â ¢­ãâà¨ ã£«  A,
â® ¢­®¢ì ¯®¢¥à­ñ¬ ¯«®áª®áâì ­  60 �

(à¨á. 15), ¨ ¯®«ãç¨¬, çâ® âà¥ã£®«ì­¨ª BAD «¥¦¨â ¢­ãâà¨ ç¥-
âëàñåã£®«ì­¨ª  BMND , ¯®íâ®¬ã ¯¥à¨¬¥âà âà¥ã£®«ì­¨ª  ¬¥­ìè¥
¯¥à¨¬¥âà  ç¥âëàñåã£®«ì­¨ª . ‘«¥¤®¢ â¥«ì­®,

AB + AC= AB + AD<BM + MN + ND = BM + AM + CM:

’¥®à¥¬  ’®àà¨ç¥««¨|”¥à¬ |˜â¥©­¥à . …á«¨ ¢á¥ ã£«ë âà¥-
ã£®«ì­¨ª  ¬¥­ìè¥ 120 � , â® â®çª®© ¬¨­¨¬ã¬  áã¬¬ë à ááâ®ï­¨©
¤® ¥£® ¢¥àè¨­ ï¢«ï¥âáï â®çª  ’®àà¨ç¥««¨. …á«¨ ¦¥ ®¤¨­ ¨§ ã£«®¢
¡®«ìè¥ ¨«¨ à ¢¥­ 120 � , â® â ª®© â®çª®© ï¢«ï¥âáï ¢¥àè¨­  íâ®£®
ã£« .

28. ‚á¥ ã£«ë âà¥ã£®«ì­¨ª  ABC ¬¥­ìè¥ 120 � . •  ¥£® áâ®à®-
­ å ¢® ¢­¥è­îî áâ®à®­ã ¯®áâà®¥­ë à ¢­®áâ®à®­­¨¥ âà¥ã£®«ì-
­¨ª¨ ABC0, BCA0 ¨ CAB0. ’®£¤  ®¯¨á ­­ë¥ ®ªàã¦­®áâ¨ íâ¨å
âà¥ã£®«ì­¨ª®¢ ¨ ®âà¥§ª¨ AA0, BB 0 ¨ CC0 ¯¥à¥á¥ª îâáï ¢ ®¤­®©
â®çª¥ | â®çª¥ ’®àà¨ç¥««¨. Šà®¬¥ â®£®, AA0= BB 0= CC0.

29 (â¥®à¥¬  • ¯®«¥®­ ). –¥­âàë ®¯¨á ­­ëå ®ªàã¦­®áâ¥© âà¥-
ã£®«ì­¨ª®¢ ABC0, BCA0 ¨ CAB0 ï¢«ïîâáï ¢¥àè¨­ ¬¨ à ¢­®áâ®à®­-
­¥£® âà¥ã£®«ì­¨ª  (âà¥ã£®«ì­¨ª  • ¯®«¥®­ ). —¥¬ã à ¢­  áâ ®à®­ 
âà¥ã£®«ì­¨ª  • ¯®«¥®­ , ¥á«¨ AA0= c?

•â® ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ¯à¨¯¨áë¢ îâ • ¯®«¥®­ã, å®âï ­¥¨§¢¥áâ­®, ¨¬ ¥¥â «¨ ®­
ª ­¥¬ã ª ª®¥-«¨¡® ®â­®è¥­¨¥. • ¯®«¥®­ ­¥¬­®£® ã¢«¥ª «áï £¥ ®¬¥âà¨¥© ¨ ¢¯®«­¥
ã¢ ¦¨â¥«ì­® ®â­®á¨«áï ª ¬ â¥¬ â¨ª¥ ¨ ¬ â¥¬ â¨ª ¬. …£® ®ªàã ¦ «® ¬­®£® ¢ë-
¤ îé¨åáï ¬ â¥¬ â¨ª®¢ â®£® ¢à¥¬¥­¨ | ‹ ¯« á, Œ®­¦, ”ãàì¥. Ž¤­  ª® ¬­®£¨¥
¨áâ®à¨ª¨ ¯®« £ îâ, çâ® ¥£®  ¢â®àáâ¢® ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï ® à ¢­®áâ® à®­­¥¬ âà¥ã£®«ì­¨-
ª¥ | ­¥ ¡®«¥¥ ç¥¬ ¬¨ä, á®§¤ ­­ë© ¯à¨¤¢®à­ë¬¨ «ìáâ¥æ ¬¨.

30. …á«¨ ­  áâ®à®­ å ¤ ­­®£® âà¥ã£®«ì­¨ª  ¯®áâà®¨âì ¢® ¢­ã-
âà¥­­îî áâ®à®­ã à ¢­®áâ®à®­­¨¥ âà¥ã£®«ì­¨ª¨, â® ¨å æ¥­âàë
â ª¦¥ ï¢«ïîâáï ¢¥àè¨­ ¬¨ à ¢­®áâ®à®­­¥£® âà¥ã£®«ì­¨ª  (¢ ­ã-
âà¥­­¥£® âà¥ã£®«ì­¨ª  • ¯®«¥®­ ). • §­®áâì ¯«®é ¤¥© ¢­¥è ­¥£®
¨ ¢­ãâà¥­­¥£® âà¥ã£®«ì­¨ª®¢ • ¯®«¥®­  à ¢­  ¯«®é ¤¨ ¨áå®¤ ­®-
£® âà¥ã£®«ì­¨ª .

31 (â¥®à¥¬  •®¬¯¥î). ‚®ªàã£ à ¢­®áâ®à®­­¥£® âà¥ã£®«ì­¨-
ª  ABC ®¯¨á ­  ®ªàã¦­®áâì. …á«¨ â®çª  M «¥¦¨â ­  ¬¥­ìè¥©
¤ã£¥ AB íâ®© ®ªàã¦­®áâ¨, â® MC = MA + MB . „«ï ¢á¥å ®áâ «ì-
­ëå â®ç¥ª M ¯«®áª®áâ¨ ¢ë¯®«­¥­® ­¥à ¢¥­áâ¢® MC<MA + MB .

32. „®ª ¦¨â¥, çâ® áã¬¬  à ááâ®ï­¨© ®â ¯à®¨§¢®«ì­®© â®çª¨
¢­ãâà¨ à ¢­®áâ®à®­­¥£® âà¥ã£®«ì­¨ª  ¤® ¥£® áâ®à®­ | ¢¥«¨ç¨ ­ 
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¯®áâ®ï­­ ï. ‘ ¯®¬®éìî íâ®£® ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï ¯®«ãç¨â¥ ¤àã£®¥ ¤® -
ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë ”¥à¬ |’®àà¨ç¥««¨|˜â¥©­¥à .

• ® ¤ á ª   § ª  . —¥à¥§ ª ¦¤ãî ¢¥àè¨­ã âà¥ã£®«ì­¨ª  ¯à®¢¥¤¨â¥ ¯à ï¬ãî,
¯¥à¯¥­¤¨ªã«ïà­ãî ®âà¥§ªã, á®¥¤¨­ïîé¥¬ã íâã ¢¥àè¨­ã á â®çª® © ’®àà¨ç¥««¨.
•â¨ ¯àï¬ë¥ ®¡à §ãîâ à ¢­®áâ®à®­­¨© âà¥ã£®«ì­¨ª.

33. •  ¯«®áª®áâ¨ ¤ ­ë ¤¢¥ â®çª¨ ¨ ¯àï¬ ï. • ©¤¨â¥ â®çªã,
áã¬¬  à ááâ®ï­¨© ®â ª®â®à®© ¤® ¤ ­­ëå â®ç¥ª ¨ ¤® ¯àï¬®©
¬¨­¨¬ «ì­ .

34. „ ­ ¢ë¯ãª«ë© ç¥âëàñåã£®«ì­¨ª ABCD. „«ï ª ª®© â®ç-
ª¨ ¯«®áª®áâ¨ áã¬¬  à ááâ®ï­¨© ¤® ¥£® ¢¥àè¨­ ¡ã¤¥â ­ ¨¬¥­ì-
è¥©? Žâ¢¥â ïá¥­: ¤«ï â®çª¨ ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï ¤¨ £®­ «¥©. •ãáâì âà ¥-
ã£®«ì­¨ª ABC | ®áâà®ã£®«ì­ë©. •à¥¤áâ ¢¨¬, çâ® ¢¥àè¨­  D ¯à¨-
¡«¨¦ ¥âáï ª ¢¥àè¨­¥ C. ’®£¤  ç¥âëàñåã£®«ì­¨ª ABCD áâà¥¬¨â-
áï ª âà¥ã£®«ì­¨ªã ABC,   â®çª  ¬¨­¨¬ã¬  áã¬¬ë à ááâ®ï­¨© |
â®çª  ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï ¤¨ £®­ «¥© | áâà¥¬¨âáï ª ¢¥àè¨­¥ C. ‚ ¯à¥-
¤¥«¥ ¯®«ãç¨¬, çâ® ¢¥àè¨­  C | â®çª  ¬¨­¨¬ã¬  áã¬¬ë à ááâ®ï-
­¨© ¤«ï âà¥ã£®«ì­¨ª  ABC. •® ¢¥¤ì ­  á ¬®¬ ¤¥«¥, ª ª ¬ë §­ ¥¬,
¬¨­¨¬ã¬ áã¬¬ë à ááâ®ï­¨© ¤® ¢¥àè¨­ âà¥ã£®«ì­¨ª  ABC ¤®áâ¨-
£ ¥âáï ¢ ¥£® â®çª¥ ’®àà¨ç¥««¨,   ­¥ ¢ ¢¥àè¨­¥ C. •à®â¨¢®à¥ç¨¥?

35. „«ï âàñå â®ç¥ª A, B ¨ C ­  ¯«®áª®áâ¨ ­ ©¤¨â¥ â ªãî
â®çªã M , ¤«ï ª®â®à®© §­ ç¥­¨¥ ¢ëà ¦¥­¨ï  ) AM + BM +2 CM ;
¡) AM + BM � CM ¤®áâ¨£ ¥â ­ ¨¬¥­ìè¥£® §­ ç¥­¨ï.

ý 4. ‘…’ˆ ˜’…‰•…•€

Œ­®£® «¥â ­ § ¤  ¢â®à íâ¨å áâà®ª ¤ ¢ « èª®«ì­¨ª ¬ ­  § ­ï-
â¨ïå ­  Œ «®¬ ¬¥å¬ â¥ á«¥¤ãîéãî § ¤ çã:

36. —¥âëà¥ ¤¥à¥¢­¨ à á¯®«®¦¥­ë ¢ ¢¥àè¨­ å ª¢ ¤à â  á® áâ®-
à®­®© 4 ª¬. †¨â¥«¨ å®âïâ á®¥¤¨­¨âì ¨å á¨áâ¥¬®© ¤®à®£ â ª,
çâ®¡ë ¨§ ª ¦¤®© ¤¥à¥¢­¨ ¬®¦­® ¡ë«® ¯à®¥å âì ¢ «î¡ãî ¤àã£ãî.
Ž­¨ á®¡à «¨ ¤¥­ì£¨ ­  11 ª¬ ¤®à®£¨. •¢ â¨â «¨ íâ®£®?

‚®®¡é¥ £®¢®àï, ïá­®, çâ® ®â¢¥â | ­¥â. …á«¨ á®¥¤¨­¨âì ¤®à®£ -
¬¨ âà¨ áâ®à®­ë ª¢ ¤à â  (¡ãª¢®© <•>), â® ¤«¨­  á®áâ ¢¨â 12 ª¬ .
…á«¨ ¯à®¢¥áâ¨ ¤¢¥ ¤¨ £®­ «¨ á ¯¥à¥ªàñáâª®¬ ¢ æ¥­âà¥, â® ¤«¨­   ¡ã-
¤¥â 8

p
2=11 ;31. . . ª¬. Œ¥­ìè¥ ­¨ç¥£® ã¦¥ ¡ëâì ­¥ ¬®¦¥â. ‚ á ¬®¬

¤¥«¥: ¥á«¨ ¥áâì â®«ìª® ®¤­  ¤®à®£ , á®¥¤¨­ïîé ï ¯®á«¥¤®¢ â ¥«ì-
­® ¢á¥ ¢¥àè¨­ë (¨­ ç¥ £®¢®àï, ¥á«¨ ¯¥à¥ªàñáâª®¢ ­¥ ¡ã¤¥â), â ® ¥ñ
¤«¨­  ¡ã¤¥â ­¥ ¬¥­ìè¥ âàñå áâ®à®­ ª¢ ¤à â  (¯®áª®«ìªã ¤®à®£  ,
á®¥¤¨­ïîé ï ¤¢¥ ¢¥àè¨­ë ª¢ ¤à â , ­¥ ¬¥­ìè¥ ¥£® áâ®à®­ë), â . ¥.
­¥ ¬¥­ìè¥ 12 ª¬. …á«¨ ¦¥ ¥áâì å®âï ¡ë ®¤¨­ ¯¥à¥ªàñáâ®ª, â® ®­
á®¥¤¨­ñ­ ¤®à®£ ¬¨ á® ¢á¥¬¨ ¢¥àè¨­ ¬¨ ª¢ ¤à â . ‡­ ç¨â, ¤«¨ ­ 
¤®à®£ ­¥ ¬¥­ìè¥, ç¥¬ 8

p
2, ¯®â®¬ã çâ® áã¬¬  à ááâ®ï­¨© ®â ¯¥à¥-

ªàñáâª  ¤® ¢¥àè¨­ ª¢ ¤à â  ­¥ ¬¥­ìè¥, ç¥¬ ®â æ¥­âà  ª¢ ¤à â 
¤® ¢¥àè¨­ (ª ª ¬ë §­ ¥¬, ¬¨­¨¬ã¬ áã¬¬ë à ááâ®ï­¨© ®â â®çª¨
¤® ¢¥àè¨­ ç¥âëàñåã£®«ì­¨ª  ¤®áâ¨£ ¥âáï ¢ â®çª¥ ¯¥à¥á¥ç¥­¨ ï ¤¨ -
£®­ «¥©). ‚ íâ®¬ á«ãç ¥ ¤«¨­  ¤®à®£ ­¥ ¬¥­ìè¥ 8

p
2=11 ;31. . .
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•à¨¬¥à­® â ª à ááã¦¤ «¨ ¤¥áïâ¨ª« áá­¨ª¨, ¤®ª §ë¢ ï, çâ®
®â¢¥â ¢ § ¤ ç¥ ®âà¨æ â¥«ì­ë©. ‚ â® ¢à¥¬ï ª ª ­¨ç¥£® ­¥ ¯®¤®-
§à¥¢ ¢è¨¥ ¢®áì¬¨ª« áá­¨ª¨, ­¥ §­ ¢è¨¥ ¤ ¦¥ â¥®à¥¬ë ª®á¨­ã á®¢,
íªá¯¥à¨¬¥­â «ì­®, á ¯®¬®éìî «¨­¥©ª¨, ¯à¨­ï¢ 1 á ­â¨¬¥âà ¢ â ¥-
âà ¤¨ §  1 ª¬, ¡¥§ âàã¤  áâà®¨«¨ ­¥®¡å®¤¨¬ãî á¨áâ¥¬ã ¤®à®£.

37. • ©¤¨â¥ ®è¨¡ªã ¢ ¯à¨¢¥¤ñ­­®¬ <¤®ª § â¥«ìáâ¢¥>.
Žª §ë¢ ¥âáï, ªà âç ©è ï á¨áâ¥¬  ¤®à®£ ¢ § ¤ ç¥ ¨¬¥¥â ¤«¨­ã

4(
p

3+1)=10 ;928. . . ª¬.

•®«ãç ¥âáï, çâ® ®âà¥§ª¨, á®¥¤¨­ïîé¨¥ ­¥ª®â®àãî â®çªã ¯«®á ª®-
áâ¨ á ¢¥àè¨­ ¬¨ ¬­®£®ã£®«ì­¨ª , ¢®¢á¥ ­¥ ®¡ï§ â¥«ì­® á®áâ  ¢«ïîâ
ªà âç ©èãî á¨áâ¥¬ã ¤®à®£, á®¥¤¨­ïîé¨å ¢á¥ ¢¥àè¨­ë. “¦¥ ¤«ï
ª¢ ¤à â  ªà âç ©è ï á¨áâ¥¬  ¤®à®£ ¨¬¥¥â ¡®«¥¥ á«®¦­ë© ¢¨¤. Š -
ª®©? Žâ¢¥â ¬ë ã§­ ¥¬ çãâì ¯®§¦¥, ¯®ª  ¦¥ ®â ª¢ ¤à â  á¯ãáâ¨¬á ï
ª âà¥ã£®«ì­¨ªã. € ¤«ï âàñå â®ç¥ª ¡ã¤¥â «¨ à¥è¥­¨¥ § ¤ ç¨ ”¥à-
¬ |’®àà¨ç¥««¨|˜â¥©­¥à  ¤ ¢ âì ªà âç ©èãî á¨áâ¥¬ã ¤®à®£?
’®, çâ® ¬¨­ãâã ­ § ¤ ª § «®áì ®ç¥¢¨¤­ë¬, â¥¯¥àì ã¦¥ ¢ë§ë¢ -
¥â á®¬­¥­¨ï. •®, ®ª §ë¢ ¥âáï, çâ® ¤«ï âàñå â®ç¥ª ¢áñ ­®à¬ «ì ­®:
¥á«¨ ã£«ë âà¥ã£®«ì­¨ª  ¬¥­ìè¥ 120 � , â® ªà âç ©è ï á¨áâ¥¬  ¤®-
à®£, á®¥¤¨­ïîé ï ¥£® ¢¥àè¨­ë, ¡ã¤¥â á®áâ®ïâì ¨§ âàñå ®âà¥§ª ®¢
®â â®çª¨ ’®àà¨ç¥««¨ ¤® ¢¥àè¨­,   ¥á«¨ ­ ©¤ñâáï ã£®«, ¡®«ìè¨©
¨«¨ à ¢­ë© 120 � , â® ¨§ ¤¢ãå ®âà¥§ª®¢ | áâ®à®­ âà¥ã£®«ì­¨ª , ¢ë-
å®¤ïé¨å ¨§ íâ®© ¢¥àè¨­ë. Ž¤­ ª®, ¯®¯ëâª  ­ ¯àï¬ãî ®¡®¡é¨âì
íâ® ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ á ¯«®áª®áâ¨ ­  ¯à®áâà ­áâ¢® ¯®ç¥¬ã-â® ¤ ñâ á¡®©:

38. • ãª á¢ï§ « ¯ ãâ¨­ã, á®¥¤¨­ïîéãî ¢á¥ ¢¥àè¨­ë ¯à ¢¨«ì-
­®£® â¥âà í¤à . —¥¬ã à ¢­  ­ ¨¬¥­ìè ï ¤«¨­  ¯ ãâ¨­ë, ¥á«¨
à¥¡à® â¥âà í¤à  à ¢­® 1?

„ ¤ãâ «¨ ®â¢¥â ç¥âëà¥ ®âà¥§ª , á®¥¤¨­ïîé¨¥ ¢¥àè¨­ë á æ¥­-
âà®¬ â¥âà í¤à ? ˆ«¨ ¯ ãª á¬®¦¥â ®¡®©â¨áì ¬¥­ìè¥© ¤«¨­®©?
‚ ®â«¨ç¨¥ ®â  ­ «®£¨ç­®© <¯«®áª®©> § ¤ ç¨ | á¬®¦¥â! ‘ã¬¬ à-
­ ï ¤«¨­  ç¥âëàñå ®âà¥§ª®¢ ®â æ¥­âà  â¥âà í¤à  ¤® ¢¥àè¨­ à ¢ ­ p

6=2 ;449. . . ‚ â® ¢à¥¬ï ª ª ­ ¨¬¥­ìè ï ¢®§¬®¦­ ï ¤«¨­  ¯ ã-
â¨­ë à ¢­ 

p
3+1 =

p
2=2 ;439. . . Žâ«¨ç¨¥ ¢á¥£® ¢ ®¤­ã á®âãî!

‡ ¤ ç  ˜â¥©­¥à . ‚ ¯à®áâà ­áâ¢¥ ¤ ­® k â®ç¥ª. ‘®¥¤¨­¨âì ¨å
á¨áâ¥¬®© ªà¨¢ëå ­ ¨¬¥­ìè¥© áã¬¬ à­®© ¤«¨­ë.

•â  § ¤ ç  ¡ë«  ¢¯¥à¢ë¥ ¯®áâ ¢«¥­  ¢¥«¨ª¨¬ £¥®¬¥âà®¬ Ÿª®-
¡®¬ ˜â¥©­¥à®¬ (1796|1863). •®¤¨¢è¨©áï ¢ ˜¢¥©æ à¨¨ ¢ ªà¥-
áâìï­áª®© á¥¬ì¥ ˜â¥©­¥à ¡ë« ¢ ¬ â¥¬ â¨ª¥ á ¬®ãçª®©. ‚ ¢®§à  áâ¥
¤¢ ¤æ â¨ «¥â ®­ ¯¥à¥¥å « ¢ ƒ¥à¬ ­¨î, £¤¥ ¨ à ¡®â « ¤® ª®­æ 
¦¨§­¨, á­ ç «  ¢ ã­¨¢¥àá¨â¥â¥ ƒ¥©¤¥«ì¡¥à£ ,   § â¥¬ | •¥à«¨ ­ .
‚ª« ¤ ˜â¥©­¥à  ¢ £¥®¬¥âà¨î ®£à®¬¥­. …¬ã ¯à¨­ ¤«¥¦¨â ¬­®-
¦¥áâ¢® ­®¢ëå ¨¤¥© ¨ ªà á¨¢ëå, ¨­®£¤  ¢¥áì¬  âàã¤­ëå â¥®à¥¬.
Ž­ ¢¯¥à¢ë¥ ¤®ª § «, çâ® âà¥ã£®«ì­¨ª á ¤¢ã¬ï à ¢­ë¬¨ ¡¨áá¥ª-
âà¨á ¬¨ | à ¢­®¡¥¤à¥­­ë©, çâ® ¢á¥ £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨¥ ¯®áâà®¥­ ¨ï,
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¢ë¯®«­¨¬ë¥ á ¯®¬®éìî æ¨àªã«ï ¨ «¨­¥©ª¨, ¬®£ãâ ¡ëâì ®áãé¥-
áâ¢«¥­ë á ¯®¬®éìî ®¤­®© «¨­¥©ª¨, ¥á«¨ â®«ìª® ­ ¬ ¤ ­  å®âï ¡ë
®¤­  ®ªàã¦­®áâì ¨ ¥ñ æ¥­âà. ’ ª ­ §ë¢ ¥¬ë© ¯®à¨§¬ ˜â¥©­¥à ,
¨«¨ <®¦¥à¥«ì¥ ˜â¥©­¥à >, â¥®à¥¬  ® æ¥¯®çª¥ ª á îé¨åáï ®ªàã ¦-
­®áâ¥©, ¯® ¯à ¢ã áç¨â ¥âáï ®¤­¨¬ ¨§ ªà á¨¢¥©è¨å ãâ¢¥à¦¤¥­¨ ©
£¥®¬¥âà¨¨. Š ª ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«ì <ç¨áâ®© £¥®¬¥âà¨¨>, ®­ ¡ë« ã¡ ¥-
¦¤ñ­, çâ® £¥®¬¥âà¨î ­ ¤® ¨§ãç âì ã¬®§à¨â¥«ì­®, ¡¥§ ¯à¨¢«¥ç ¥­¨ï
¢ëç¨á«¥­¨©. Ž­ £®¢®à¨«, çâ® <à áçñâ § ¬¥­ï¥â ¬ëè«¥­¨¥,   £¥ ®-
¬¥âà¨ï, ­ ¯à®â¨¢, íâ® ¬ëè«¥­¨¥ ãªà¥¯«ï¥â>. •® ¥£® ã¡¥¦¤¥­¨ î,
ª ¦¤ ï £¥®¬¥âà¨ç¥áª ï § ¤ ç  ¤®«¦­  ¨¬¥âì ç¨áâ® £¥®¬¥âà¨ç ¥-
áª®¥ à¥è¥­¨¥. …á«¨ ˜â¥©­¥àã ­¥ ã¤ ¢ «®áì ­ ©â¨ £¥®¬¥âà¨ç¥á ª®¥
à¥è¥­¨¥, ®­ áç¨â « § ¤ çã ­¥ à¥èñ­­®© ¢®¢á¥ ¨ ­¥ ¯ã¡«¨ª®¢ « à ¥-
è¥­¨ï. •® íâ®© ¯à¨ç¨­¥ ¬­®£¨¥ â¥®à¥¬ë ˜â¥©­¥à  ¤®è«¨ ¤® ­ á
¡¥§ ¤®ª § â¥«ìáâ¢.

• ¥ è ¥ ­ ¨ ¥. Œë à¥è¨¬ § ¤ çã ˜â¥©­¥à  ¤«ï k â®ç¥ª ­  ¯«®á-
ª®áâ¨. ‘ ­¥§­ ç¨â¥«ì­ë¬¨ ¨§¬¥­¥­¨ï¬¨ íâ® ¦¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢ ®
£®¤¨âáï ¨ ¤«ï k â®ç¥ª ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥, ¨ ¤ ¦¥ ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ ³ n

¯à®¨§¢®«ì­®© à §¬¥à­®áâ¨. ‚ íâ®¬ á¬ëá«¥ à¥è¥­¨¥ § ¤ ç¨ ˜â¥ ©-
­¥à  ã­¨¢¥àá «ì­®!

•¥è¥­¨¥ à §®¡ìñ¬ ­  ­¥áª®«ìª® íâ ¯®¢. ˆâ ª, ¯ãáâì ­  ¯«®á-
ª®áâ¨ ¤ ­ë k â®ç¥ª A1; A2; . . . ; Ak . •®á¬®âà¨¬, ª ª¨¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨
¤®«¦­  ®¡« ¤ âì ªà âç ©è ï á¨áâ¥¬  ¤®à®£, á®¥¤¨­ïîé ï íâ¨ â®çª¨.
•¥à¢®¥ á¢®©áâ¢® ¤®áâ â®ç­® ®ç¥¢¨¤­®, ¨ ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ â®£®, çâ® ªà â-
ç ©è¨¬ ¯ãâñ¬ ¨§ ®¤­®© â®çª¨ ¢ ¤àã£ãî ï¢«ï¥âáï ®âà¥§®ª ¯àï¬®© :

 ) ª à   â ç   © è   ï á ¨ á â ¥ ¬   ¤ ® à ® £ á ® á â ® ¨ â ¨ § ® â à ¥ § ª ® ¢.
’ ª¨¬ ®¡à §®¬, ªà âç ©è ï á¨áâ¥¬  ¤®à®£ ï¢«ï¥âáï ¯«®áª¨¬

£à ä®¬ | ®¡ê¥¤¨­¥­¨¥¬ ª®­¥ç­®£® ç¨á«  ®âà¥§ª®¢. Š®­æë íâ¨å
®âà¥§ª®¢ | ¢¥àè¨­ë £à ä  ,   á ¬¨ ®âà¥§ª¨ | ¥£® àñ¡à  . „ ­-
­ë¥ â®çª¨ A1; . . . ; Ak ¬ë ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì ­ áâ®ïé¨¬¨ ¢¥àè¨­ ¬¨
íâ®£® £à ä , ¢á¥ ¯à®ç¨¥ ¥£® ¢¥àè¨­ë (¯¥à¥ªàñáâª¨ ¤®à®£) | ¤®¯®«-
­¨â¥«ì­ë¬¨ . •® ãá«®¢¨î íâ®â £à ä á¢ï§­ë© , â. ¥. ¨§ «î¡®© ¥£®
¢¥àè¨­ë ¬®¦­® ¤®¡à âìáï ¯® àñ¡à ¬ ¢ «î¡ãî ¤àã£ãî. •®«¥¥ â®£® ,
íâ®â £à ä ®¤­®á¢ï§­ë© , â. ¥. ¤«ï «î¡®© ¯ àë ¢¥àè¨­ áãé¥áâ¢ã¥â
¥¤¨­áâ¢¥­­ë© ¯ãâì ¯® àñ¡à ¬, ¨å á¢ï§ë¢ îé¨© (¯à¨ íâ®¬ ¢á¥£¤  
áç¨â ¥¬, çâ® ­¨ª ª®© ¯ãâì ­¥ ¯à®å®¤¨â ¤¢ ¦¤ë ¯® ®¤­®¬ã à¥¡àã ).
‘¢ï§­ë© £à ä ï¢«ï¥âáï ®¤­®á¢ï§­ë¬ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£ ¤ 
®­ ­¥ á®¤¥à¦¨â § ¬ª­ãâëå ¯ãâ¥© (¤®ª § â¥«ìáâ¢® íâ®£® ä ªâ  |
¯à®áâ®¥ ã¯à ¦­¥­¨¥). …á«¨ ¡ë ªà âç ©è ï á¨áâ¥¬  ¤®à®£ ­¥ ¡ë « 
®¤­®á¢ï§­®©, â® áãé¥áâ¢®¢ « ¡ë § ¬ª­ãâë© ¯ãâì. “¡à ¢ «î¡®¥ à ¥-
¡à® ¨§ íâ®£® ¯ãâ¨, ¬ë ¯®«ãç¨«¨ ¡ë á¢ï§­ë© £à ä ¬¥­ìè¥© ¤«¨­ë.

ˆâ ª, ªà âç ©èãî á¨áâ¥¬ã ¤®à®£ ­ ¤® ¨áª âì áà¥¤¨ ®¤­®á¢ï§-
­ëå £à ä®¢, ª®â®àë¥ á®¤¥à¦ â ¤ ­­ë¥ â®çª¨ ¢ ª ç¥áâ¢¥ ¢¥àè¨­
(­® ¬®£ãâ ¨¬¥âì ¨ ¤®¯®«­¨â¥«ì­ë¥ ¢¥àè¨­ë).

¡) « î ¡ ë ¥ ¤ ¢   à ¥ ¡ à  , ¢ ë å ® ¤ ï é ¨ ¥ ¨ § ® ¤ ­ ® © ¢ ¥ à è ¨-
­ ë, ® ¡ à   § ã î â ã £ ® « ­ ¥ ¬ ¥ ­ ¥ ¥ 120 � .
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‚ á ¬®¬ ¤¥«¥, ¥á«¨ ¨§ ¢¥àè¨­ë A ¢ëå®¤ïâ àñ¡à  AB ¨ AC,
¨ ã£®« ¬¥¦¤ã ­¨¬¨ ¬¥­ìè¥ 120 � , â® ¬ë ¬®¦¥¬ § ¬¥­¨âì íâã ¯ àã
àñ¡¥à ¤àã£¨¬¨, â ª¦¥ á¢ï§ë¢ îé¨¬¨ â®çª¨ A, B ¨ C, ­® ¨¬¥îé¨-
¬¨ ¬¥­ìèãî áã¬¬ à­ãî ¤«¨­ã. …á«¨ ¢ âà¥ã£®«ì­¨ª¥ ABC ¢á¥ ã£«ë
¬¥­ìè¥ 120 � , â® ¯®áâ ¢¨¬ ®¤­ã ¤®¯®«­¨â¥«ì­ãî ¢¥àè¨­ã T | â®ç-
ªã ’®àà¨ç¥««¨ íâ®£® âà¥ã£®«ì­¨ª , á®¥¤¨­¨¬ ¥ñ á ¢¥àè¨­ ¬¨ A, B
¨ C,   àñ¡à  AB ¨ AC ã¡¥àñ¬. •®«ãç¨¬ á¢ï§­ë© £à ä ¬¥­ìè¥©
¤«¨­ë. € ¥á«¨ ¢ âà¥ã£®«ì­¨ª¥ ABC, áª ¦¥¬, ã£®« ¯à¨ ¢¥àè¨­¥ B
¡®«ìè¥ ¨«¨ à ¢¥­ 120 � , â® ã¡¨à ¥¬ à¥¡à® AC,   ¢¬¥áâ® ­¥£® áâ -
¢¨¬ BC. ‚­®¢ì ¯®«ãç¨¬ á¢ï§­ë© £à ä ¬¥­ìè¥© ¤«¨­ë (à¨á. 16).

A

B C
T

A

B C

  )

A B

C

A B

C

¡ )

•¨á. 16

ˆ§ íâ®£® á¢®©áâ¢  ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­® á«¥¤ã¥â, çâ®
¢) ¨ § ­   á â ® ï é ¥ © ¢ ¥ à è ¨ ­ ë ¬ ® ¦ ¥ â ¢ ë å ® ¤ ¨ â ì ® ¤ ­ ®,

¤ ¢   ¨ « ¨ â à ¨ à ¥ ¡ à  ; ¥ á « ¨ ¢ ë å ® ¤ ¨ â ¤ ¢   à ¥ ¡ à  , â ® ã £ ® «
¬ ¥ ¦ ¤ ã ­ ¨ ¬ ¨ ¡ ® « ì è ¥ ¨ « ¨ à   ¢ ¥ ­ 120 � ; ¥ á « ¨ â à ¨, â ® ® ­ ¨
® ¡ à   § ã î â ¬ ¥ ¦ ¤ ã á ® ¡ ® © ã £ « ë ¢ 120 � .

•®«ìè¥ âàñå àñ¡¥à ¢ëå®¤¨âì ­¥ ¬®¦¥â, ¨­ ç¥ ®¤¨­ ¨§ ã£«®¢
¡ã¤¥â ¬¥­ìè¥ 120 � .

’ ª¨¬ ®¡à §®¬, ­ áâ®ïé¨¥ ¢¥àè¨­ë ¡ë¢ îâ âàñå â¨¯®¢. ‘ ¤®¯®« -
­¨â¥«ì­ë¬¨ ¢¥àè¨­ ¬¨ ¤¥«® ®¡áâ®¨â ¯à®é¥ | ¢á¥ ®­¨ ®¤­®£® â¨¯  :

£) ¨ § ª   ¦ ¤ ® © ¤ ® ¯ ® « ­ ¨ â ¥ « ì ­ ® © ¢ ¥ à è ¨ ­ ë ¢ ë å ® ¤ ï â
â à ¨ à ¥ ¡ à   ¯ ® ¤ ã £ «   ¬ ¨ 120 � .

„¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¯¥à¢ë© â¨¯ ¤«ï ¤®¯®«­¨â¥«ì­®© ¢¥àè¨­ë ­¥-
¢®§¬®¦¥­ (¥á«¨ ¨§ ¤®¯®«­¨â¥«ì­®© ¢¥àè¨­ë ¢ëå®¤¨â â®«ìª® ®¤ ­®
à¥¡à®, â® íâ  ¢¥àè¨­  ­¥ ­ã¦­ , ¯®â®¬ã çâ® ¥ñ ¬®¦­® ã¡à âì ¢¬¥ -
áâ¥ á à¥¡à®¬), ¢â®à®© | â ª¦¥ ­¥¢®§¬®¦¥­ (¥á«¨ ¤®¯®«­¨â¥«ì­  ï
¢¥àè¨­  M á®¥¤¨­¥­  àñ¡à ¬¨ â®«ìª® á ¤¢ã¬ï ¢¥àè¨­ ¬¨ B ¨ C,
â® ã¡¥àñ¬ íâ¨ àñ¡à  ¢¬¥áâ¥ á á ¬®© ¢¥àè¨­®© M ,   â®çª¨ B ¨ C
á®¥¤¨­¨¬ à¥¡à®¬; ¯®«ãç¨¬ á¢ï§­ë© £à ä ¬¥­ìè¥© ¤«¨­ë).

Ž¯à¥¤¥«¥­¨¥. ‘¥âìî ˜â¥©­¥à  ¤ ­­ëå â®ç¥ª A1; . . . ; Ak , ­ -
§ë¢ ¥âáï ®¤­®á¢ï§­ë© £à ä, ¨¬¥îé¨© áà¥¤¨ á¢®¨å ¢¥àè¨­ ¢á¥
¤ ­­ë¥ â®çª¨ (íâ¨ ¢¥àè¨­ë ­ §ë¢ îâáï ­ áâ®ïé¨¬¨, ¯à®ç¨¥ |
¤®¯®«­¨â¥«ì­ë¬¨), ¯à¨çñ¬ ¢á¥ ¥£® ­ áâ®ïé¨¥ ¢¥àè¨­ë ¯à¨­ ¤ -
«¥¦ â ®¤­®¬ã ¨§ âàñå â¨¯®¢ (¯ã­ªâ ¢),   ¢á¥ ¤®¯®«­¨â¥«ì­ë¥
¢¥àè¨­ë ¯à¨­ ¤«¥¦ â â®«ìª® âà¥âì¥¬ã â¨¯ã (¯ã­ªâ £)).

•  à¨á. 17 ¯®ª § ­  á¥âì ˜â¥©­¥à , á¢ï§ë¢ îé ï ¤¥¢ïâì â®ç¥ª .
’¥®à¥¬ . Šà âç ©è ï á¨áâ¥¬  ¤®à®£, á¢ï§ë¢ îé ï k â®ç¥ª,

ï¢«ï¥âáï á¥âìî ˜â¥©­¥à .
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Š ª áâà®¨âì â ª¨¥ á¥â¨? ˆ ¢®®¡é¥,

A1

A9 A8

A6

A4

A3

A5

A2

A7

120 �

•¨á. 17

áª®«ìª® ¨å ¬®¦¥â ¡ëâì ã ¤ ­­®£® ­ ¡®-
à  â®ç¥ª? ‚¥¤ì ¬ë ¢®«ì­ë áâ ¢¨âì áª®«ìª®
ã£®¤­® ¤®¯®«­¨â¥«ì­ëå ¢¥àè¨­! Žª §ë¢ ¥â-
áï, çâ® ¤«ï ¤ ­­®£® ­ ¡®à  â®ç¥ª áãé¥áâ¢ã¥â
«¨èì ª®­¥ç­®¥ ç¨á«® á¥â¥© ˜â¥©­¥à .
Œ®¦­® ¯®áâà®¨âì ¨å ¢á¥,   § â¥¬ ¢ë¡à âì
¨§ ­¨å âã, ª®â®à ï ¨¬¥¥â ªà âç ©èãî
¤«¨­ã. Ž­  ¨ ¡ã¤¥â ªà âç ©è¥© á¨áâ¥¬®©
¤®à®£, á¢ï§ë¢ îé¥© ¤ ­­ë¥ â®çª¨.

Š ª ¯®áâà®¥­¨¥, â ª ¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢®
®áãé¥áâ¢«ï¥âáï ¯® ¨­¤ãªæ¨¨. „«ï íâ®£®
­ ¬ ¯®­ ¤®¡¨âáï «¨èì ®¤­® ¢á¯®¬®£ â¥«ì-
­®¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥. • áâ®ïéãî ¢¥àè¨­ã á¥â¨
˜â¥©­¥à  ­ §®¢ñ¬ âã¯¨ª®¢®© , ¥á«¨ ¨§ ­¥ñ
¢ëå®¤¨â â®«ìª® ®¤­® à¥¡à®, ¨ íâ® à¥¡à® á®-
¥¤¨­ï¥â ¥ñ á ¤àã£®© ­ áâ®ïé¥© ¢¥àè¨­®©.

„¢¥ ­ áâ®ïé¨¥ ¢¥àè¨­ë ­ §®¢ñ¬ âã¯¨ª®¢®© ¯ à®© ¢¥àè¨­ , ¥á«¨
¨§ ª ¦¤®© ¨§ ­¨å ¢ëå®¤¨â ¯® ®¤­®¬ã à¥¡àã, ¨ íâ¨ àñ¡à  á®¥¤¨­ï-
îâ ¨å á ®¤­®© ¨ â®© ¦¥ ¤®¯®«­¨â¥«ì­®© ¢¥àè¨­®©. ‘¥âì ˜â¥©­¥à 
­  à¨á. 17 ¨¬¥¥â ¤¢¥ âã¯¨ª®¢ë¥ ¢¥àè¨­ë | A1 ¨ A8, ¨ ®¤­ã âã¯¨-
ª®¢ãî ¯ àã ¢¥àè¨­ | fA4; A5g.

‹¥¬¬ . ‚ ª ¦¤®© á¥â¨ ˜â¥©­¥à  ¥áâì «¨¡® âã¯¨ª®¢ ï ¢¥àè¨-
­ , «¨¡® âã¯¨ª®¢ ï ¯ à  ¢¥àè¨­.

„ ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ® « ¥ ¬ ¬ ë. ‘à¥¤¨ ¢á¥å ¯ãâ¥© ¯® àñ¡à ¬ £à -
ä  ¢ë¡¥à¥¬ ¯ãâì, á®áâ®ïé¨© ¨§ ­ ¨¡®«ìè¥£® ç¨á«  àñ¡¥à. •ãáâ ì ®­
­ ç¨­ ¥âáï ¢ ¢¥àè¨­¥ A,   á«¥¤ãîé ï ¢¥àè¨­  | B. ’®£¤  AB |
¥¤¨­áâ¢¥­­®¥ à¥¡à®, ¢ëå®¤ïé¥¥ ¨§ A, ¨ A | ­ áâ®ïé ï ¢¥àè¨­ .
…á«¨ ¨ B | ­ áâ®ïé ï, â® ¢áñ ¤®ª § ­®: ¢¥àè¨­  A | âã¯¨ª®-
¢ ï. …á«¨ B | ¤®¯®«­¨â¥«ì­ ï ¢¥àè¨­ , â® ¨§ ­¥ñ ¢ëå®¤ïâ ¥éñ
¤¢  à¥¡à : BC ¨ BD. •® ªà ©­¥© ¬¥à¥ ®¤­® ¨§ íâ¨å àñ¡¥à (¯ãáâì
íâ® ¡ã¤¥â BD) ­¥ «¥¦¨â ­  ¢ë¡à ­­®¬ ¯ãâ¨. „®ª ¦¥¬, çâ® BD |
¥¤¨­áâ¢¥­­®¥ à¥¡à®, ¢ëå®¤ïé¥¥ ¨§ ¢¥àè¨­ë D. …á«¨ ¨§ D ¢ëå®¤¨â
¥éñ ª ª®¥-­¨¡ã¤ì à¥¡à® BE , â® ¯ãâì E ! D! B ! . . . ¡ã¤¥â á®¤¥à-
¦ âì ¡®«ìè¥ àñ¡¥à, ç¥¬ ¯ãâì A! B ! . . ., çâ® ­¥¢®§¬®¦­®. ’ ª¨¬
®¡à §®¬, A ¨ D á®áâ ¢«ïîâ âã¯¨ª®¢ãî ¯ àã ¢¥àè¨­.

•®áâà®¥­¨¥ á¥â¨ ˜â¥©­¥à . •   §   ¨ ­ ¤ ã ª æ ¨ ¨. …á«¨ k=2,
â® ®âà¥§®ª, á®¥¤¨­ïîé¨© ¤¢¥ ¢¥àè¨­ë, ¡ã¤¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­®© á¥ âìî
˜â¥©­¥à . „¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ª ª ¬ë ¤®ª § «¨, á ¬ë© ¤«¨­­ë© ¯ã âì
¢ £à ä¥ (â. ¥. á®¤¥à¦ é¨© ­ ¨¡®«ìè¥¥ ç¨á«® àñ¡¥à) ®ª ­ç¨¢ ¥ âáï
«¨¡® âã¯¨ª®¢®© ¢¥àè¨­®©, «¨¡® âã¯¨ª®¢®© ¯ à®© ¢¥àè¨­. ‚ ®¡® ¨å
á«ãç ïå íâ® ¤¢¥ ­ áâ®ïé¨¥ ¢¥àè¨­ë. “ ¯ãâ¨ ¤¢  ª®­æ ,   ­ áâ®ï -
é¨å ¢¥àè¨­ ã ­ á ¢á¥£® ¤¢¥. •®íâ®¬ã ¥¤¨­áâ¢¥­­ ï ¢®§¬®¦­®áâ ì |
á ¬ë© ¤«¨­­ë© ¯ãâì á®áâ®¨â ¨§ ®¤­®£® à¥¡à  ¨ á®¥¤¨­ï¥â ¤¢¥ ­  -
áâ®ïé¨¥ ¢¥àè¨­ë. ‡­ ç¨â, ¢áï á¥âì á®áâ®¨â ¨§ ®¤­®£® à¥¡à .
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ˆ ­ ¤ ã ª â ¨ ¢ ­ ë © ¯ ¥ à ¥ å ® ¤. •ãáâì

A
B B

C C

•¨á. 18

k� 3. •à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¤«ï «î¡ëå k� 1
â®ç¥ª ­  ¯«®áª®áâ¨ áãé¥áâ¢ã¥â «¨èì ª®-
­¥ç­®¥ ç¨á«® á¥â¥© ˜â¥©­¥à , ¨ ¬ë ã¬¥¥¬
¨å ¢á¥ áâà®¨âì. •ãáâì ­ ¬ ¤ ­® k â®ç¥ª.

A

M

D

B

K

M

K

•¨á. 19

‘®£« á­® «¥¬¬¥, «î¡ ï á¥âì ˜â¥©­¥à , á®-
¥¤¨­ïîé ï íâ¨ â®çª¨, á®¤¥à¦¨â «¨¡® âã-
¯¨ª®¢ãî ¢¥àè¨­ã, «¨¡® âã¯¨ª®¢ãî ¯ àã
¢¥àè¨­.

‚ ¯¥à¢®¬ á«ãç ¥ (à¨á. 18) ¬ë ¬®¦¥¬
ã¡à âì âã¯¨ª®¢ãî ¢¥àè¨­ã ¢¬¥áâ¥ á ¥¤¨­-
áâ¢¥­­ë¬ ¨áå®¤ïé¨¬ ¨§ ­¥ñ à¥¡à®¬. •®«ã-
ç ¥¬ £à ä, ª®â®àë© ¡ã¤¥â á¥âìî ˜â¥©­¥à 
¤«ï ®áâ ¢è¨åáï k � 1 â®ç¥ª.

‚® ¢â®à®¬ á«ãç ¥ (à¨á. 19) ®¡®§­ ç¨¬
ç¥à¥§ A ¨ D âã¯¨ª®¢ãî ¯ àã ¢¥àè¨­, á®-
¥¤¨­ñ­­ëå á ¤®¯®«­¨â¥«ì­®© ¢¥àè¨­®© B,
  ç¥à¥§ BK | âà¥âì¥ à¥¡à®, ¢ëå®¤ïé¥¥ ¨§ ¢¥àè¨­ë B. •®áâà®¨¬
­  áâ®à®­¥ AD à ¢­®áâ®à®­­¨© âà¥ã£®«ì­¨ª AMD â ª, çâ® â®çª¨ M
¨ B «¥¦ â ¯® à §­ë¥ áâ®à®­ë ®â ¯àï¬®© AD. ’ ª ª ª B | ¤®¯®«-
­¨â¥«ì­ ï ¢¥àè¨­ , \ ABD = \ ABK = \ DBK =120 � . ‘«¥¤®¢ â¥«ì­®,
â®çª¨ A, B, D ¨ M «¥¦ â ­  ®¤­®© ®ªàã¦­®áâ¨, ¯®íâ®¬ã \ MBA =
= \ MDA =60 � . ’ ª¨¬ ®¡à §®¬, â®çª  B «¥¦¨â ­  ®âà¥§ª¥ MK .
“¡¥àñ¬ ¢¥àè¨­ë A ¨ D ¢¬¥áâ¥ á ¤®¯®«­¨â¥«ì­®© ¢¥àè¨­®© B
¨ á® ¢á¥¬¨ àñ¡à ¬¨, ¢ëå®¤ïé¨¬¨ ¨§ B. ‚¬¥áâ® ­¨å ¯®áâ ¢¨¬ ®¤­ã
­ áâ®ïéãî ¢¥àè¨­ã M ¨ á®¥¤¨­¨¬ ¥ñ à¥¡à®¬ á ¢¥àè¨­®© K . •®-
«ãç¨¬ á¥âì ˜â¥©­¥à , á¢ï§ë¢ îéãî k � 1 â®ç¥ª.

’ ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯®áâà®¥­¨¥ «î¡®© á¥â¨ ˜â¥©­¥à  ¤«ï k â®ç¥ª
á¢®¤¨âáï ª  ­ «®£¨ç­®© § ¤ ç¥ ¤«ï k � 1 â®ç¥ª. •®«ãç ¥¬ ¨ ­ ¤ ã ª-
â ¨ ¢ ­ ë ©   « £ ® à ¨ â ¬. •ãáâì ¤ ­® k â®ç¥ª A1; . . . ; Ak . ’®£¤ :

1-© á¯®á®¡. ‚à¥¬¥­­® ã¡¨à ¥¬ «î¡ãî ¨§ â®ç¥ª Aj , j =1 ; . . . ; k ,
áâà®¨¬ á¥âì ˜â¥©­¥à  ¤«ï ®áâ ¢è¨åáï k � 1 â®ç¥ª, § â¥¬ á®¥¤¨­ï-

Ai

M

Aj

B

K

•¨á. 20

¥¬ Aj à¥¡à®¬ á «î¡®© ¨§ íâ¨å k � 1 â®ç¥ª.
2-© á¯®á®¡. ‚ë¡¨à ¥¬ ¤¢¥ â®çª¨ Ai , Aj ¨§

k ¤ ­­ëå, áâà®¨¬ à ¢­®áâ®à®­­¨© âà¥ã£®«ì­¨ª
MA i Aj ¨ ¢à¥¬¥­­® § ¬¥­ï¥¬ ¤¢¥ â®çª¨ Ai , Aj ­  ®¤-
­ã â®çªã M . „«ï ¯®«ãç¨¢è¨åáï k � 1 â®ç¥ª áâà®-
¨¬ á¥âì ˜â¥©­¥à . Ž¡®§­ ç ¥¬ ç¥à¥§ B â®çªã ¯¥-
à¥á¥ç¥­¨ï ®¯¨á ­­®© ®ªàã¦­®áâ¨ âà¥ã£®«ì­¨ª 
MA i Aj á à¥¡à®¬ MK , ¢ëå®¤ïé¨¬ ¨§ ¢¥àè¨­ë M .
’¥¯¥àì ã¡¨à ¥¬ ¢¥àè¨­ã M , áâ ¢¨¬ ®¡à â­® ¢¥à-
è¨­ë Ai ¨ Aj , áâ ¢¨¬ ¤®¯®«­¨â¥«ì­ãî ¢¥àè¨­ã B
¨ á®¥¤¨­ï¥¬ ¥ñ àñ¡à ¬¨ á ¢¥àè¨­ ¬¨ Ai , Aj ¨ K .

•®á«¥ ª ¦¤®£® è £  ­ã¦­® ¯à®¢¥à¨âì, ¡ã-
¤¥â «¨ ¯®áâà®¥­­ë© £à ä á¥âìî ˜â¥©­¥à  ¤«ï
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â®ç¥ª A1; . . . ; Ak . •à¨ íâ®¬ ª ª ¡ë ¬ë ­¨ ¤¥©áâ¢®¢ «¨, å®âì ¯® ¯¥à-
¢®¬ã, å®âì ¯® ¢â®à®¬ã á¯®á®¡ã, ­¥â £ à ­â¨¨, çâ® ¢áïª¨© à § ¡ ã¤¥â
¯®«ãç âìáï á¥âì ˜â¥©­¥à . • ¯à¨¬¥à, ¥á«¨ ¤¥©áâ¢®¢ âì ¯® ¯¥ à-
¢®¬ã á¯®á®¡ã, â® ­®¢®¥ à¥¡à®, á®¥¤¨­ïîé¥¥ â®çªã Aj á ­¥ª®â®à®©
â®çª®© Am, ¬®¦¥â á®áâ ¢«ïâì ã£®«, ¬¥­ìè¨© 120 � á ª ª¨¬-«¨¡®
¨§ <áâ àëå> àñ¡¥à, ¢ëå®¤ïé¨å ¨§ Am. …á«¨ ¤¥©áâ¢®¢ âì ¯® ¢â®à®¬ã
á¯®á®¡ã, â® à¥¡à®MK ¬®¦¥â ¢®¢á¥ ­¥ ¯¥à¥á¥çì ®ªàã¦­®áâì MA i Aj ,
  ¬®¦¥â ¯¥à¥á¥çì ¥ñ ­¥ ¢ â®¬ ¬¥áâ¥ (­ã¦­®, ­ ¯®¬­¨¬, çâ®¡ë â®ç ª 
¯¥à¥á¥ç¥­¨ï «¥¦ «  ­  ¤ã£¥ Ai Aj , ­¥ á®¤¥à¦ é¥© â®çªã M ). ‚ ®¡®-
¨å á«ãç ïå ¬ë ­¥ á¬®¦¥¬ ¯®áâ ¢¨âì ¤®¯®«­¨â¥«ì­ãî ¢¥àè¨­ã B.

‚ ¦­® ¤àã£®¥: « î ¡   ï á¥âì ˜â¥©­¥à  â®ç¥ª A1; . . . ; Ak ¯®«ã-
ç ¥âáï â ª¨¬ á¯®á®¡®¬! ‚á¥ á¥â¨ ˜â¥©­¥à  ¡ã¤ãâ á®¤¥à¦ âìáï áà¥¤¨
¯®áâà®¥­­ëå £à ä®¢. Œë ã¦¥ ¤®ª § «¨ íâ®, ®¯¨à ïáì ­  «¥¬¬ã.

•®á¬®âà¨¬, ª ª áâà®ïâáï á¥â¨ ˜â¥©­¥à  ¤«ï ¬ «®£® ç¨á« 
â®ç¥ª. ‘® á«ãç ¥¬ k=2 ¢áñ ïá­®, § ©¬ñ¬áï á«ãç ¥¬ k=3.

• à ¨ ¬ ¥ à 1. k=3, â®çª¨ A1, A2, A3 | ¯à®¨§¢®«ì­ë¥.
• ¥ à ¢ ë © á ¯ ® á ® ¡. “¡¥àñ¬ «î¡ãî ¨§ âàñå â®ç¥ª, ­ ¯à¨-

¬¥à, A1. ‘¥âìî ˜â¥©­¥à  ®áâ ¢è¨åáï ¤¢ãå â®ç¥ª ¡ã¤¥â ®âà¥§®ª
A2A3. ’¥¯¥àì á®¥¤¨­ï¥¬ â®çªã A1 á «î¡®© ¨§ ¢¥àè¨­ A1 ¨«¨ A2.
‚ «î¡®¬ á«ãç ¥ ¯®«ãç ¥¬ ¤¢¥ áâ®à®­ë âà¥ã£®«ì­¨ª  A1A2A3. …á«¨
ã£®« ¬¥¦¤ã ­¨¬¨ ­¥ ¬¥­ìè¥ 120 � , â® íâ® ¡ã¤¥â á¥âìî ˜â¥©­¥à .

‚ â ® à ® © á ¯ ® á ® ¡. “¡¨à ¥¬ ¤¢¥ ¢¥àè¨­ë, ­ ¯à¨¬¥à, A1
¨ A2. ‘âà®¨¬ à ¢­®áâ®à®­­¨© âà¥ã£®«ì­¨ª A1MA 2, § â¥¬ ­ å®¤¨¬
â®çªã ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï ¤ã£¨ A1A2 ¥£® ®¯¨á ­­®© ®ªàã¦­®áâ¨ á ®âà¥§-
ª®¬ MA 3. …á«¨ ®­¨ ¯¥à¥á¥ª îâáï, â® ®¡®§­ ç ¥¬ â®çªã ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï
ç¥à¥§ B. •®«ãç ¥¬ á¥âì ˜â¥©­¥à , á®áâ®ïéãî ¨§ âàñå ®âà¥§-
ª®¢ BA1, BA2, BA3. ‹¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® B | â®çª  ’®àà¨ç¥««¨
âà¥ã£®«ì­¨ª  A1A2A3. ˆâ ª,

„«ï âàñå â®ç¥ª ¢á¥£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­ ï á¥âì ˜â¥©­¥-
à . …á«¨ ®¤¨­ ¨§ ã£«®¢ âà¥ã£®«ì­¨ª  á ¢¥àè¨­ ¬¨ ¢ íâ¨å â®çª å
¡®«ìè¥ ¨«¨ à ¢¥­ 120 � , â® á¥âì á®áâ®¨â ¨§ ¤¢ãå àñ¡¥à | áâ®à®­
íâ®£® ã£« . …á«¨ ¢á¥ ã£«ë ¬¥­ìè¥ 120 � , â® ®­  á®áâ®¨â ¨§ âàñå
àñ¡¥à, á®¥¤¨­ïîé¨å â®çªã ’®àà¨ç¥««¨ (¤®¯®«­¨â¥«ì­ãî ¢¥àè¨ -
­ã) á âà¥¬ï ¢¥àè¨­ ¬¨.

“¦¥ ¤«ï ç¥âëàñå â®ç¥ª ¬®¦¥â ¡ëâì ­¥áª®«ìª® á¥â¥© ˜â¥©­¥à .
‚áñ § ¢¨á¨â ®â ¨å ¢§ ¨¬­®£® à á¯®«®¦¥­¨ï. •®áâà®¨¬ ªà âç © èãî
á¨áâ¥¬ã ¤®à®£ ¤«ï ç¥âëàñå ¢¥àè¨­ ª¢ ¤à â , à¥è¨¢, â ª¨¬ ®¡à  -
§®¬, § ¤ çã 36.

• à ¨ ¬ ¥ à 2. k=4, â®çª¨ A1, A2, A3, A4 | ¢¥àè¨­ë ª¢ ¤à â .
• ¥ à ¢ ë © á ¯ ® á ® ¡. “¡¨à ¥¬ ¢¥àè¨­ã A1. ‚ ®áâ ¢è¥¬áï âà¥-

ã£®«ì­¨ª¥ A2A3A4 ã£«ë ¬¥­ìè¥ 120 � , ¯®íâ®¬ã ¥£® á¥âì ˜â¥©­¥à 
á®áâ®¨â ¨§ ®âà¥§ª®¢TA 2, TA 3, TA 4, £¤¥ T | â®çª  ’®àà¨ç¥««¨
âà¥ã£®«ì­¨ª  A2A3A4. ’¥¯¥àì ­ã¦­® á®¥¤¨­¨âì A1 á «î¡®© ¨§ ¢¥à-
è¨­ A2, A3 ¨«¨ A4. Ž¤­ ª®, ª ª «¥£ª® ¢¨¤¥âì, ¯à¨ íâ®¬ ª ¦¤ë©
à § ¡ã¤ãâ ¯®«ãç âìáï ¤¢  à¥¡à  á ã£«®¬ ¬¥­ìè¥ 120 � . ˆâ ª, ¯ ¥ à-
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¢ ë © á ¯ ® á ® ¡ ­ ¥ ¤   ñ â á ¥ â ¨ ˜ â ¥ © ­ ¥ à  .
‚ â ® à ® © á ¯ ® á ® ¡. “¡¨à ¥¬ ¯ àã ¢¥àè¨­.

A1 A2

A3A4

B

T

M

•¨á. 21

‚ á¨«ã á¨¬¬¥âà¨¨, ¤®áâ â®ç­® à áá¬®âà¥âì ¤¢ 
á«ãç ï: ¢¥àè¨­ë A1, A3 (ª®­æë ¤¨ £®­ «¨)
¨ ¢¥àè¨­ë A1, A2 (ª®­æë áâ®à®­ë). ‚ ¯¥à¢®¬
á«ãç ¥ (ã¡à «¨ A1 ¨ A3) áâà®¨¬ à ¢­®áâ®à®­-
­¨© âà¥ã£®«ì­¨ª A1MA 3. ’à¨ â®çª¨ M , A2 ¨ A4
«¥¦ â ­  ®¤­®© ¯àï¬®©, ¯®íâ®¬ã ¨å á¥âì ˜â¥©-
­¥à  á®áâ®¨â ¨§ ¤¢ãå ®âà¥§ª®¢ MA 2 ¨ A4A2.
•¥¡à® MA 2 ­¥ ¯¥à¥á¥ª ¥â ¤ã£¨ A1A3 ®¯¨á ­-
­®© ®ªàã¦­®áâ¨ âà¥ã£®«ì­¨ª  A1MA 3. ’ ª¨¬
®¡à §®¬, íâ®â á«ãç © ­¥ ¤ ñâ á¥â¨ ˜â¥©­¥-

A1 A2

A3A4

•¨á. 22

à . ‚® ¢â®à®¬ á«ãç ¥ (ã¡à «¨ A1 ¨ A2) áâà®¨¬
à ¢­®áâ®à®­­¨© âà¥ã£®«ì­¨ª A1MA 2. …á«¨ ®­
¯®áâà®¥­ ¢® ¢­ãâà¥­­îî áâ®à®­ã ª¢ ¤à â , â®
¢­®¢ì ­¥ ¯®«ãç ¥âáï á¥â¨ ˜â¥©­¥à  (®áâ ¢¨¬
à §®¡à âì íâ®â á«ãç © ç¨â â¥«î). …á«¨ ¢® ¢­¥è-
­îî áâ®à®­ã, â® A3MA 4 | ®áâà®ã£®«ì­ë©; ¥£®
á¥âì ˜â¥©­¥à  | âà¨ ®âà¥§ª , á®¥¤¨­ïîé¨¥
¥£® ¢¥àè¨­ë á â®çª®© ’®àà¨ç¥««¨ T. •¥¡à® TM
¯¥à¥á¥ª ¥â ®¯¨á ­­ãî ®ªàã¦­®áâì âà¥ã£®«ì­¨-
ª  A1MA 2 ¢ â®çª¥ B (à¨á. 21).

‚ ¨â®£¥ ¬ë ¯®«ãç¨«¨ á¥âì ˜â¥©­¥à , ¯®ª § ­­ãî ­  à¨á. 22.
Ž­  á®áâ®¨â ¨§ ¯ïâ¨ àñ¡¥à ¨ ¨¬¥¥â ¤¢¥ ¤®¯®«­¨â¥«ì­ë¥ ¢¥àè¨­ë .
…á«¨ áâ®à®­  ª¢ ¤à â  à ¢­  4 (ª ª ¢ § ¤ ç¥ ® ¤¥à¥¢­ïå), â® áã ¬-
¬ à­ ï ¤«¨­  ¤®à®£ à ¢­ 

4(
p

3+1)=10 ;928. . .

Žª §ë¢ ¥âáï, çâ® ªà âç ©è ï á¨áâ¥¬  ¤®à®£ ¨¬¥¥â ¤¢  ¯¥à¥ªà ñáâ-
ª ,   ­¥ ®¤¨­!

Š ª ¢¨¤¨¬, ã¦¥ ¤«ï ç¥âëàñå â®ç¥ª âà¥¡ã¥âáï ¯¥à¥¡à âì ¬­®£®
¢ à¨ ­â®¢, çâ®¡ë ¯®áâà®¨âì á¥âì ˜â¥©­¥à . „«ï ¯ïâ¨ â®ç¥ª â  ª¨å
¢ à¨ ­â®¢ ¡ã¤¥â ¥éñ ¡®«ìè¥, ªà®¬¥ â®£®, á ¬¨å á¥â¥© ˜â¥©­¥à  
¬®¦¥â ¡ëâì ¬­®£®. ‚®®¡é¥ £®¢®àï, â®«ìª® ®¤­  (¨«¨ ­¥áª®«ìª® )
¨§ ­¨å ï¢«ï¥âáï ªà âç ©è¥© á¨áâ¥¬®© ¤®à®£, ¢á¥ ®áâ «ì­ë¥ |
«®ª «ì­® ªà âç ©è¨¥, â. ¥. «î¡ ï á¨áâ¥¬ , ¤®áâ â®ç­® ¡«¨§ª ï
ª ¤ ­­®©, ¡ã¤¥â ¨¬¥âì ¡ �®«ìèãî ¤«¨­ã. Œ â¥¬ â¨ª¨ ¢ â ª¨å á«ãç -
ïå £®¢®àïâ, çâ® ª ¦¤ ï á¥âì ˜â¥©­¥à  ¤ ñâ «®ª «ì­ë© ¬¨­¨¬ã¬
¢ § ¤ ç¥,   ®¤­  ¨«¨ ­¥áª®«ìª® ¨§ ­¨å ¤ îâ £«®¡ «ì­ë© ¬¨­¨-
¬ã¬ , â. ¥. ï¢«ïîâáï á ¬ë¬¨ ª®à®âª¨¬¨ áà¥¤¨ ¢á¥å á¨áâ¥¬ ¤®à®£,
  ­¥ â®«ìª® áà¥¤¨ ¡«¨§ª¨å. ’ ª, ã¦¥ ¤«ï ª¢ ¤à â  áãé¥áâ¢ã¥â
­¥ ®¤­ ,   ¤¢¥ á¥â¨ ˜â¥©­¥à  (¯¥à¢ ï | â , ª®â®àãî ¬ë ¯®áâà®¨« ¨,
¢â®à ï | ¯®«ãç îé ïáï ¨§ ¯¥à¢®© ¯®¢®à®â®¬ ­  90 � ¢®ªàã£ æ¥­-
âà  ª¢ ¤à â ). Ž­¨ à ¢­ë, ¯®íâ®¬ã ®¡¥ ¤ îâ £«®¡ «ì­ë© ¬¨­¨¬ ã¬.
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‘®¢à¥¬¥­­ ï ¢ëç¨á«¨â¥«ì­ ï â¥å­¨ª  ¤ ñâ ¢®§¬®¦­®áâì ®áã-
é¥áâ¢«ïâì ¯¥à¥¡®à ®£à®¬­®£® ç¨á«  ¢ à¨ ­â®¢ ¨ «¥£ª® áâà®¨â ì
á¥â¨ ˜â¥©­¥à , ­ ¯à¨¬¥à, ¤«ï ¤¢ ¤æ â¨ â®ç¥ª. ‘¨áâ¥¬ë ¤®à®£
¢ ¬¥áâ­®áâïå á ®¤­®à®¤­ë¬ à¥«ì¥ä®¬ (­ ¯à¨¬¥à, ¢ áâ¥¯¨) áâà® ïâáï
¯® á¥âï¬ ˜â¥©­¥à . •¥äâï­ë¥ ¨ £ §®¢ë¥ âàã¡®¯à®¢®¤ë ¢ à®áá¨© -
áª®© ¨ ª ­ ¤áª®© âã­¤à¥ â ª¦¥ áâà®ïâáï ¯® á¥âï¬ ˜â¥©­¥à . ‘¥ â¨
˜â¥©­¥à  ¬®¦­® ¢áâà¥â¨âì ¨ ¢ ¯à¨à®¤¥, ­ ¯à¨¬¥à, ¢ áâàãªâã-
à¥ ¯®«¨¬¥à­ëå ¬®«¥ªã«. € ã¢¨¤¥âì ¨å ­ £«ï¤­® ¬®¦­®, ¯à®¤¥«  ¢
á«¥¤ãîé¨© ®¯ëâ: ¢¡¨âì ¢ ¤®áªã ­¥áª®«ìª® £¢®§¤¥©, ®¯ãáâ¨âì ¥ ñ
¢ ¬ë«ì­ë© à áâ¢®à,   § â¥¬ ¢ëâ é¨âì. Œë«ì­ ï ¯«ñ­ª  ­ âï­¥â áï
¬¥¦¤ã £¢®§¤ï¬¨ ¯® á¥â¨ ˜â¥©­¥à . ‚¥à­¥¥, ¯® ®¤­®© ¨§ ¢®§¬®¦-
­ëå á¥â¥© (¢¥¤ì ¥á«¨ £¢®§¤¥© ¡®«ìè¥ âàñå, â® á¥â¥© ¬®¦¥â ¡ëâì
­¥áª®«ìª®), ¯à¨çñ¬ ­¥ ®¡ï§ â¥«ì­® ¯® á ¬®© ª®à®âª®©. Œë ¢¥à ­ñ¬-
áï ª íâ®© ¬®¤¥«¨ ¢ x 8 (§ ¤ ç  72).

39. •®áâà®©â¥ á¥â¨ ˜â¥©­¥à  ¤«ï ç¥âëàñå ¢¥àè¨­ ¯àï¬®-
ã£®«ì­¨ª  à §¬¥à®¬ 3 � 4. Š ª ï ¨§ ­¨å ï¢«ï¥âáï ªà âç ©è¥©
á¨áâ¥¬®© ¤®à®£, ¨ ç¥¬ã à ¢­  ¥ñ ¤«¨­ ?

40. ‘ª®«ìª® á¥â¥© ˜â¥©­¥à  ¬®¦¥â ¡ëâì ã à ¢­®¡¥¤à¥­­®©
âà ¯¥æ¨¨? •à¨¢¥¤¨â¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ¯à¨¬¥àë.

41. •®áâà®©â¥ ªà âç ©èãî á¨áâ¥¬ã ¤®à®£, á®¥¤¨­ïîé¨å ¢¥à-
è¨­ë ¯à ¢¨«ì­®£® ¯ïâ¨ã£®«ì­¨ª .

42. •à¨¤ã¬ ©â¥ á¯®á®¡ ¯®áâà®¥­¨ï á¥â¥© ˜â¥©­¥à  ¤«ï k â®ç¥ª
¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ ¨ ¯à®¢¥¤¨â¥ ¢á¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢ .

43. •®áâà®©â¥ á¥â¨ ˜â¥©­¥à  ¤«ï ç¥âëàñå ¢¥àè¨­ ¯à ¢¨«ì­®-
£® â¥âà í¤à  (à¥è¨¢, â ª¨¬ ®¡à §®¬, § ¤ çã 38 ® ¯ ãª¥).

44. •®áâà®©â¥ å®âï ¡ë ®¤­ã á¥âì ˜â¥©­¥à  ¤«ï ¢¥àè¨­ ªã¡ .

ý 5. ˆ‡Ž•…•ˆŒ…’•ˆ—…‘Š€Ÿ ‡€„€—€

<‚áñ ¬®ñ, ¬®ñ!> | £®¢®à¨â ¦ ¤­ë© ç¥«®¢¥ª, á®¡¨à ï á¢®¨ àãª¨
¢ ªàã£, ¯®ª §ë¢ ï, ª ª ¬­®£® ¤®¡à  ®­ ¬®¦¥â ¨¬¨ § å¢ â¨âì.
•à¨ íâ®¬ ­¥ ¯®¤®§à¥¢ ï, çâ® ¤¥¬®­áâà¨àã¥â à¥è¥­¨¥ ®¤­®©
¨§ á ¬ëå ¤à¥¢­¨å § ¤ ç ¬ â¥¬ â¨ª¨ | ¨§®¯¥à¨¬¥âà¨ç¥áª®©
§ ¤ ç¨.

ˆ§®¯¥à¨¬¥âà¨ç¥áª ï § ¤ ç . ‘à¥¤¨ ¢á¥å § ¬ª­ãâëå «¨­¨© ¤ ­-
­®© ¤«¨­ë ­ ©â¨ âã, ª®â®à ï ®å¢ âë¢ ¥â ­ ¨¡®«ìèãî ¯«®é ¤ì.

Žâ¢¥â ¨§¢¥áâ¥­ ¢á¥¬ | íâ® ®ªàã¦­®áâì,   ä¨£ãà  | ªàã£.
‚ çñ¬ ¦¥ â®£¤  § ¤ ç , á¯à®á¨â¥ ¢ë? ‡ ¤ ç  ¢ â®¬, çâ®¡ë íâ® ¤®ª  -
§ âì. ˆ âãâ ¬ â¥¬ â¨ª  áâ «ª¨¢ ¥âáï á ­¥®¦¨¤ ­­ë¬¨ âàã¤­®á âï-
¬¨, ¯®¤â¢¥à¦¤ ï ¨§¢¥áâ­®¥ ¯à ¢¨«®: <ç¥¬ ®ç¥¢¨¤­¥¥ ãâ¢¥à¦¤ ¥­¨¥,
â¥¬ âàã¤­¥¥ ¥£® ¤®ª § âì>.

‘ã¤ì¡  ¨§®¯¥à¨¬¥âà¨ç¥áª®© § ¤ ç¨ ¢®¨áâ¨­ã ã¤¨¢¨â¥«ì­ ! Ž â-
¢¥â ¡ë« ¨§¢¥áâ¥­ ç¥«®¢¥ç¥áâ¢ã ¯®çâ¨ 3000 «¥â ¨ ­¨ ã ª®£® ­¥ ¢ë-
§ë¢ « á®¬­¥­¨©, ­® áâà®£® ¤®ª § âì ¥£® ã¤ «®áì «¨èì ¢ ª®­æ¥
XIX ¢¥ª .
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ˆáâ®à¨ï ¨§®¯¥à¨¬¥âà¨ç¥áª®© § ¤ ç¨ ­ ç -

•¨á. 23

« áì ¢ IX ¢¥ª¥ ¤® ­. í., ª®£¤ , ª ª ­ ¯¨á «
¢ á¢®¥© ¯®í¬¥ <•­¥¨¤ > ¤à¥¢­¥à¨¬áª¨© ¯®íâ
‚¥à£¨«¨©, ¤®çì ä¨­¨ª¨©áª®£® æ àï ¯à¨­æ¥áá 
„¨¤®­ , á¯ á ïáì ®â á¢®¥£® ¡à â , § ¬ëá«¨¢-
è¥£® § £®¢®à ¯à®â¨¢ ­¥ñ, á­ àï¤¨«  ª®à ¡«ì
¨ á® á¢®¨¬¨ á«ã£ ¬¨ ®â¯à ¢¨« áì ¢ ¯« ¢ -
­¨¥ ¢¤®«ì î¦­®£® ¯®¡¥à¥¦ìï ‘à¥¤¨§¥¬­®£® ¬®-
àï. •®á«¥ ­¥áª®«ìª¨å ¤­¥© ¯« ¢ ­¨ï ª®à ¡«ì
¯à¨ç «¨« ª ¦¨¢®¯¨á­®¬ã ¡¥à¥£ã ­  â¥àà¨â®-
à¨¨ á®¢à¥¬¥­­®£® £®áã¤ àáâ¢  ’ã­¨á. •à¨­æ¥á-
á  ¯®¯à®á¨«  ¢®¦¤ï ¬¥áâ­®£® ¯«¥¬¥­¨ Ÿà¡ 
¢ë¤¥«¨âì ¥© ãç áâ®ª §¥¬«¨ ­  ¡¥à¥£ã ¤«ï â®-
£®, çâ®¡ë ®á­®¢ âì â ¬ á¢®ñ ¯®á¥«¥­¨¥. ‚®¦¤ì
á ãá¬¥èª®© ¯à¥¤«®¦¨« ¥© ¢§ïâì áâ®«ìª® §¥¬«¨,
áª®«ìª® ¬®¦­® ®£à ­¨ç¨âì ®¤­®© ¡ëçì¥© èªãà®©. ’®£¤  å¨âà ï
„¨¤®­  ¯à¨ª § «  à §à¥§ âì ¡ëçìî èªãàã ­  ®ç¥­ì â®­ª¨¥ ¯®«® -
á®çª¨, ¨§ ª®â®àëå á¯«¥«¨ ¤«¨­­ãî ¢¥àñ¢ªã. ‘ç¨â ï ¤«ï ¯à®áâ® âë
«¨­¨î ¡¥à¥£  ¯àï¬®©, ¯®«ãç ¥¬ § ¤ çã, ª®â®àãî „¨¤®­¥ ¯à¥¤á â®-
ï«® à¥è¨âì.

‡ ¤ ç  „¨¤®­ë. Žâ ¯àï¬®© «¨­¨¨ ¡¥à¥£  ¢¥àñ¢ª®© ¤ ­­®©
¤«¨­ë ®â£®à®¤¨âì ãç áâ®ª §¥¬«¨ ­ ¨¡®«ìè¥© ¯«®é ¤¨.

‡ ¤ ç  „¨¤®­ë ¢ â®ç­®áâ¨ à ¢­®á¨«ì­  ¨§®¯¥à¨¬¥âà¨ç¥áª®©
§ ¤ ç¥. •ãáâì, ¤«ï ®¯à¥¤¥«ñ­­®áâ¨, ¤«¨­  ¢¥àñ¢ª¨ à ¢­  1 ª¬ .
‘¤¥« ¢ á¨¬¬¥âà¨î ®â­®á¨â¥«ì­® ¯àï¬®© «¨­¨¨ ¡¥à¥£ , ¯®«ãç¨ ¬
§ ¬ª­ãâãî «¨­¨î ¤«¨­®© 2 ª¬. Ž­  ®£à ­¨ç¨¢ ¥â ­ ¨¡®«ìèãî
¯«®é ¤ì, ª®£¤  ï¢«ï¥âáï ®ªàã¦­®áâìî. ‘«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¢¥àñ ¢ª 
¤®«¦­  ®£à ­¨ç¨¢ âì ¯®«ãªàã£ (à¨á. 23).

’ ª, á®£« á­® «¥£¥­¤¥, ¡ë« ®á­®¢ ­ §­ ¬¥­¨âë© £®à®¤ ¤à¥¢­¥£ ®
¬¨à  Š àä £¥­. ƒ®¢®àïâ, çâ® áâ à ï ªà¥¯®áâì Š àä £¥­  ¤¥©á â¢¨-
â¥«ì­® ¨¬¥«  ä®à¬ã ¯®«ãªàã£ . •ë«® «¨ á¤¥« ­® â ª, ¯®â®¬ã çâ ®
„¨¤®­  à¥è¨«  § ¤ çã, ¨«¨ ¯® ¤àã£¨¬ ¯à¨ç¨­ ¬, ¢¨¤¨¬®, ­ ¢á¥ £¤ 
®áâ ­¥âáï ­¥¨§¢¥áâ­ë¬. Ž¤­ ª® ­¥á®¬­¥­­® ®¤­®: ¨§®¯¥à¨¬¥ âà¨ç¥-
áª®¥ á¢®©áâ¢® ªàã£  ï¢«ï¥âáï ®¤­¨¬ ¨§ ¤à¥¢­¥©è¨å ãâ¢¥à¦¤¥­ ¨©
£¥®¬¥âà¨¨, ­ àï¤ã á â¥®à¥¬®© •¨ä £®à  (ª®â®àãî §­ «¨, ª ª ¨ §-
¢¥áâ­®, ¥éñ ¤à¥¢­¨¥ ¥£¨¯âï­¥) ¨«¨ â¥®à¥¬®© ® ¢¥àâ¨ª «ì­ëå ã £« å,
¤®ª § ­­®© ¯¥à¢ë¬ ãçñ­ë¬  ­â¨ç­®£® ¬¨à  ” «¥á®¬.

Œ­®£¨¥ ¢ë¤ îé¨¥áï ¬ëá«¨â¥«¨ ­ å®¤¨«¨ à §«¨ç­ë¥ ®¡êïá-
­¥­¨ï ¬ ªá¨¬ «ì­®áâ¨ ªàã£  ¨ è à  (á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ á¢®©áâ ¢®
è à  ®£à ­¨ç¨¢ âì ¬ ªá¨¬ «ì­ë© ®¡êñ¬ ¯à¨ ¤ ­­®© ¯«®é ¤¨ ¯® -
¢¥àå­®áâ¨ ­ §ë¢ îâ ¨§®¯¨ä ­­®áâìî ). ‚®â çâ® ¯¨á «, ­ ¯à¨¬¥à,
•¨ª®« © Š®¯¥à­¨ª ¢ á¢®¥© ¢¥«¨ª®© ª­¨£¥ <Ž ¢à é¥­¨ïå ­¥¡¥á­ë å
áä¥à>: <•à¥¦¤¥ ¢á¥£® ¬ë ¤®«¦­ë § ¬¥â¨âì, çâ® ¬¨à ï¢«ï¥âáï è  -
à®®¡à §­ë¬ ¨«¨ ¯®â®¬ã, çâ® íâ  ä®à¬  á®¢¥àè¥­­¥©è ï ¨§ ¢á¥å
¨ ­¥ ­ã¦¤ ¥âáï ­¨ ¢ ª ª¨å áªà¥¯ å ¨ ¢áï ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â æ¥«ì­®áâ ì,
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¨«¨ ¯®â®¬ã, çâ® íâ  ä®à¬  áà¥¤¨ ¢á¥å ¤àã£¨å ®¡« ¤ ¥â ­ ¨¡®«ì è¥©
¢¬¥áâ¨¬®áâìî, çâ® ¡®«¥¥ ¢á¥£® ¯à¨«¨ç¥áâ¢ã¥â â®¬ã, çâ® ¤®«¦ ­®
®å¢ â¨âì ¨ á®åà ­¨âì ¢áñ>.

…á«¨ è à ¢¬¥é ¥â ¢ á¥¡ï ¢¥áì ¬¨à, â® ®­, ª®­¥ç­®, ¨¬¥¥â
¬ ªá¨¬ «ì­ë© ®¡êñ¬!

•®¯ëâª¨ áâà®£®£® ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¨§®¯¥à¨¬¥âà¨ç¥áª®£® á¢® ©-
áâ¢  ªàã£  ¯à¥¤¯à¨­¨¬ «¨áì ¥éñ ¢ ¤à¥¢­®áâ¨. ’ ª, ¤à¥¢­¥£à¥ç ¥-
áª¨© ¬ â¥¬ â¨ª ‡¥­®¤®à, ¦¨¢è¨© ¢ V ¢¥ª¥ ¤® ­. í. ¢ €«¥ªá ­¤à¨¨ ,
¤ « ¢¯®«­¥ áâà®£®¥, ¤ ¦¥ á ¯®§¨æ¨© á¥£®¤­ïè­¥£® ¤­ï, ®¡®á­® ¢ -
­¨¥ á«¥¤ãîé¥£® ä ªâ : ¥á«¨ ¤«ï ¤ ­­®£® n áãé¥áâ¢ã¥â n-ã£®«ì­¨ª
¯¥à¨¬¥âà  1, ¨¬¥îé¨© ¬ ªá¨¬ «ì­ãî ¯«®é ¤ì, â® íâ® | ¯à ¢¨«ì -
­ë© n-ã£®«ì­¨ª. Žâ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï ‡¥­®¤®à  ®¤¨­ è £ ¤® à¥è¥­¨ï
¨§®¯¥à¨¬¥âà¨ç¥áª®© § ¤ ç¨ (¬ë ¯à¥¤« £ ¥¬ ç¨â â¥«î á¤¥« â ì ¥£®
¢ § ¤ ç¥ 53).

‡ ¬¥ç â¥«ì­®¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ¨§®¯¥à¨¬¥âà¨ç¥áª®£® á¢®©á â¢ 
ªàã£  ¯à¨¤ã¬ « ã¦¥ ­¥ à § ã¯®¬¨­ ¢è¨©áï Ÿª®¡ ˜â¥©­¥à. •à ¢-
¤ , ¥£® ¤®ª § â¥«ìáâ¢® á®¤¥à¦¨â á¥àìñ§­ë© ­¥¤®áâ â®ª, ä ª â¨-
ç¥áª¨ | ®è¨¡ªã. ‚¯à®ç¥¬, ®è¨¡ªã ãáâà ­¨¬ãî,   ¢ á¥à¥¤¨­¥
XIX ¢¥ª , ª®£¤  à ¡®â « ˜â¥©­¥à, ¨ ¢®¢á¥ §  ®è¨¡ªã ­¥ áç¨â ¢-
èãîáï. ‚®â íâ® ¤®ª § â¥«ìáâ¢®. •ã¤ìâ¥ ®ç¥­ì ¢­¨¬ â¥«ì­ë!

„ ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ® ¨ § ® ¯ ¥ à ¨ ¬ ¥ â à ¨ ç ¥ á ª ® £ ® á ¢ ® © á â ¢  
ª à ã £  . • áá¬®âà¨¬ ä¨£ãàã, ª®â®à ï ¯à¨ ¤ ­­®© ¤«¨­¥ ¯¥à¨¬¥â à 
¨¬¥¥â ­ ¨¡®«ìèãî ¯«®é ¤ì. • §®¢ñ¬ íâã ä¨£ãàã F, ¥ñ ¯«®é ¤ì
®¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ S,   ¯¥à¨¬¥âà | ç¥à¥§ l . „®ª ¦¥¬, çâ® íâ  ä¨£ãà 
®¡« ¤ ¥â âà¥¬ï á¢®©áâ¢ ¬¨.

1� . ” ¨ £ ã à   F ¢ ë ¯ ã ª «  . •â® ®§­ ç ¥â, çâ® «î¡®© ®â-
à¥§®ª, á®¥¤¨­ïîé¨© ¤¢¥ â®çª¨ ä¨£ãàë F, æ¥«¨ª®¬ «¥¦¨â ¢ F.
„¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¥á«¨ ¡ë F ­¥ ¡ë«  ¢ë¯ãª«®©, â® ­ èñ«áï ¡ë ®â-
à¥§®ª AB á ª®­æ ¬¨ ­  £à ­¨æ¥ ä¨£ãàë, ª®â®àë© æ¥«¨ª®¬ «¥¦¨â
¢­¥ F (à¨á. 24). Žâà §¨¢ ¤ã£ã £à ­¨æë ä¨£ãàë F, «¥¦ éãî ¬¥¦¤ã
â®çª ¬¨ A ¨ B, á¨¬¬¥âà¨ç­® ®â­®á¨â¥«ì­® ¯àï¬®© AB, ¯®«ãç¨¬
ä¨£ãàã á â¥¬ ¦¥ ¯¥à¨¬¥âà®¬, ­® á ¡®«ìè¥© ¯«®é ¤ìî, á«¥¤®¢ -
â¥«ì­®, F ­¥ ¡ã¤¥â ä¨£ãà®© ¬ ªá¨¬ «ì­®© ¯«®é ¤¨.

• §®¢ñ¬ ¤¨ ¬¥âà®¬ ¢ë¯ãª«®© ä¨£ãàë «î¡®© ®âà¥§®ª, ª®â®àë©
¤¥«¨â ¥ñ ¯¥à¨¬¥âà ¯®¯®« ¬.

2� . ‹ î ¡ ® © ¤ ¨   ¬ ¥ â à ä ¨ £ ã à ë F ¤ ¥ « ¨ â ¯ ® ¯ ® «   ¬
­ ¥ â ® « ì ª ® ¥ ñ ¯ ¥ à ¨ ¬ ¥ â à, ­ ® ¨ ¯ « ® é   ¤ ì. „®¯ãáâ¨¬,
çâ® ­ ©¤ñâáï ¤¨ ¬¥âà AB, ª®â®àë© ¤¥«¨â F ­  ¤¢¥ ä¨£ãàë ­¥-
à ¢­®© ¯«®é ¤¨. ‚®§ì¬ñ¬ âã ¯®«®¢¨­ã, ª®â®à ï ¨¬¥¥â ¡ �®«ìèãî

A BA B

•¨á. 24

¯«®é ¤ì (ïá­®, çâ® ¥ñ ¯«®é ¤ì ¡®«ì-
è¥ S=2),   ¤àã£ãî ¯®«®¢¨­ã ã¡¥àñ¬.
’¥¯¥àì ®âà §¨¬ ®áâ ¢èãîáï ¯®«®¢¨-
­ã ®â­®á¨â¥«ì­® ¯àï¬®© AB. ’®£¤ 
¯®«ãç¨¬ á¨¬¬¥âà¨ç­ãî ä¨£ãàã, ¯¥-
à¨¬¥âà ª®â®à®© ¯®-¯à¥¦­¥¬ã à ¢¥­ l
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(¯®áª®«ìªã ¤¨ ¬¥âà AB ¤¥«¨« ¯¥à¨¬¥âà F ¯®¯®-

A

B

M

A

B

M

A

B

M

•¨á. 25

« ¬),   ¯«®é ¤ì ¡®«ìè¥, ç¥¬ S=2+ S=2= S. ‚­®¢ì
¯®«ãç ¥¬, çâ® F ­¥ ï¢«ï¥âáï ä¨£ãà®© ­ ¨¡®«ìè¥©
¯«®é ¤¨.

3� . ˆ § « î ¡ ® © â ® ç ª ¨ £ à   ­ ¨ æ ë ä ¨ £ ã à ë
F ¤ ¨   ¬ ¥ â à ¢ ¨ ¤ ¥ ­ ¯ ® ¤ ¯ à ï ¬ ë ¬ ã £ « ® ¬. •â®
§­ ç¨â, çâ® ¥á«¨ AB | ¤¨ ¬¥âà,   M | «î¡ ï â®ç-
ª  ­  £à ­¨æ¥, â® \ AMB =90 � . •à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ®
íâ® ­¥ â ª, ¨ \ AMB 6=90 � ¤«ï ª ª®©-â® â®çª¨ M .
„¨ ¬¥âà ¤¥«¨â ä¨£ãàã ­  ¤¢¥ ¯®«®¢¨­ë. “¡¥àñ¬ âã
¯®«®¢¨­ã, ª®â®à ï ­¥ á®¤¥à¦¨â â®çª¨ M . ‘®£« á-
­® á¢®©áâ¢ã 2� , ®áâ ¢è ïáï ¯®«®¢¨­  ¡ã¤¥â ¨¬¥âì
¯«®é ¤ì S=2. •â  ¯«®é ¤ì á®áâ®¨â ¨§ âàñå ç -
áâ¥©: ¯«®é ¤¨ âà¥ã£®«ì­¨ª  AMB ¨ ¯«®é ¤¥© ¤¢ãå
á¥£¬¥­â®¢, ¯à¨¬ëª îé¨å ª áâ®à®­ ¬ AM ¨ BM
(­  à¨á. 25 íâ¨ á¥£¬¥­âë § èâà¨å®¢ ­ë).

•à¨ª«¥¨¬ íâ¨ á¥£¬¥­âë ª áâ®à®­ ¬,   á ¬¨
áâ®à®­ë à §¤¢¨­¥¬ (¨«¨, ­ ¯à®â¨¢, á¤¢¨­¥¬) â ª,
çâ®¡ë ã£®« AMB áâ « ¯àï¬ë¬. •«®é ¤¨ á¥£¬¥­â®¢
¯à¨ íâ®¬ ­¥ ¨§¬¥­ïâáï,   ¯«®é ¤ì âà¥ã£®«ì­¨-
ª  AMB ã¢¥«¨ç¨âáï. ‚ á ¬®¬ ¤¥«¥, ¥£® ¯«®é ¤ì
â¥¯¥àì à ¢­  AM � BM= 2,   ¡ë«  à ¢­ 

1
2

AM � BM � sin \ AMB< 1
2

AM � BM:

ˆâ ª, ¬ë ¯®«ãç¨«¨ ä¨£ãàã, ¯«®é ¤ì ª®â®à®© ¡®«ìè¥, ç¥¬ S=2.
’¥¯¥àì ®âà §¨¬ ¥ñ ®â­®á¨â¥«ì­® ¯àï¬®© AB ¨ ¯®«ãç¨¬ ä¨£ãàã
¯¥à¨¬¥âà  l ¨ ¯«®é ¤¨ ¡®«ìè¥©, ç¥¬ S, çâ® ¢­®¢ì ¯à¨¢®¤¨â ª ¯à®-
â¨¢®à¥ç¨î.

ˆ§ á¢®©áâ¢  3 � ­¥¬¥¤«¥­­® á«¥¤ã¥â, çâ® F | íâ® ªàã£, ¯®áª®«ì-
ªã ®ªàã¦­®áâì á ¤¨ ¬¥âà®¬ AB ï¢«ï¥âáï £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨¬ ¬¥áâ®¬
â®ç¥ª, ¨§ ª®â®àëå ®âà¥§®ª AB ¢¨¤¥­ ¯®¤ ¯àï¬ë¬ ã£«®¬. ’¥®à¥¬ 
¤®ª § ­ .

•¥ ¯à ¢¤  «¨, ªà á¨¢®! •®«ãç ¥âáï, çâ® ¨§®¯¥à¨¬¥âà¨ç¥áª®¥
á¢®©áâ¢® ªàã£  à ¢­®á¨«ì­® ã£«®¢®¬ã á¢®©áâ¢ã ®ªàã¦­®áâ¨ ( ¨§ ª -
¦¤®© â®çª¨ ®ªàã¦­®áâ¨ ¤¨ ¬¥âà ¢¨¤¥­ ¯®¤ ¯àï¬ë¬ ã£«®¬). Š -
¦¤®¥ ¨§ íâ¨å á¢®©áâ¢ á«¥¤ã¥â ¨§ ¤àã£®£®.

•ã,   £¤¥ ¦¥ ®è¨¡ª ? ‚­¨¬ â¥«ì­ë© ç¨â â¥«ì, ª®­¥ç­®, § -
¬¥â¨«, çâ® ¬ë ­ à®ç­® ®¡å®¤¨«¨ ­¥ª®â®àë¥ â®­ª¨¥ ¬®¬¥­âë.
• ¯à¨¬¥à, ¯à¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ á¢®©áâ¢  1 � ¯®á«¥ ®âà ¦¥­¨ï ®â­®-
á¨â¥«ì­® ¯àï¬®© AB ã ä¨£ãàë ¬®£ãâ ¯®ï¢¨âìáï á ¬®¯¥à¥á¥ç¥­¨ï,
¨ çâ® ¤¥« âì â®£¤ ? •®ç¥¬ã á ¬®¯¥à¥á¥ç¥­¨© ­¥ ¢®§­¨ª­¥â ¯à¨ ¤®-
ª § â¥«ìáâ¢¥ á¢®©áâ¢  3 � , ª®£¤  ¬ë ¬¥­ï¥¬ ã£®« ¬¥¦¤ã AM ¨ BM ?
•à¨§­ ¥¬áï, ¤«ï ªà âª®áâ¨ ¬ë ®¯ãáâ¨«¨ ¬­®£® ¤¥â «¥© ¢ ¤®ª §  -
â¥«ìáâ¢¥. ‘âà®£®¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ­¥áª®«ìª® ¤«¨­­¥¥, ¨, ¯® ¢¥àìâ¥
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­  á«®¢®, ­  á ¬®¬ ¤¥«¥ ¢ íâ¨å ¬¥áâ å ­¨ª ª¨å ¯à®ª®«®¢ ­¥â.
Žè¨¡ª  ­¥ ¢ íâ®¬!

Žè¨¡ª  á®¤¥à¦¨âáï ¢ á ¬®© ¯¥à¢®© äà §¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢ :
<• áá¬®âà¨¬ ä¨£ãàã, ª®â®à ï ¯à¨ ¤ ­­®© ¤«¨­¥ ¯¥à¨¬¥âà  ¨¬¥ ¥â
­ ¨¡®«ìèãî ¯«®é ¤ì>. •®ç¥¬ã â ª ï ä¨£ãà  ¢®®¡é¥ áãé¥áâ¢ã¥ â?
€ ¥á«¨ ¥ñ ­¥â? •â® ª ¦¥âáï ¬¥«ª¨¬ § ¬¥ç ­¨¥¬, ª®â®à®¥ ¬®¦-
­® «¥£ª® ®¡®©â¨. “¢ë! •®ª  áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ ä¨£ãàë ¬ ªá¨¬ «ì­® ©
¯«®é ¤¨ ­¥ ¤®ª § ­®, ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ˜â¥©­¥à  ­¥«ì§ï áç¨â  âì
¢¥à­ë¬. ˆ­ ç¥ ¯®¤®¡­ë¥ à ááã¦¤¥­¨ï ¬®£ãâ ¯à¨¢®¤¨âì ª á®¢¥à -
è¥­­®  ¡áãà¤­ë¬ ¢ë¢®¤ ¬.

• à ¨ ¬ ¥ à 1. <’¥®à¥¬ >. ‘à¥¤¨ ¢á¥å ª¢ ¤à â®¢ ­ ¨¡®«ìèãî
¯«®é ¤ì ¨¬¥¥â ª¢ ¤à â á® áâ®à®­®© 1.

<„ ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®>. • áá¬®âà¨¬ ª¢ ¤à â ­ ¨¡®«ìè¥© ¯«®-
é ¤¨, ¯ãáâì ¥£® áâ®à®­  à ¢­  a. …á«¨ a< 1, â® ¥£® ¯«®é ¤ì,
à ¢­ ï a2, â ª¦¥ ¬¥­ìè¥ 1,   §­ ç¨â, ¬¥­ìè¥ ¯«®é ¤¨ ª¢ ¤à â 
á® áâ®à®­®© 1. •®«ãç ¥¬ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥. …á«¨ a> 1, â® ¢ë¯®«­¥-
­® ­¥à ¢¥­áâ¢® a2<a 4,   §­ ç¨â ¯«®é ¤ì ­ è¥£® ª¢ ¤à â  ¬¥­ìè¥
¯«®é ¤¨ ª¢ ¤à â  á® áâ®à®­®©, à ¢­®© a2. ‚­®¢ì ¯®«ãç ¥¬ ¯à®â¨-
¢®à¥ç¨¥. ‘«¥¤®¢ â¥«ì­®, a=1.

•¥á¬®âàï ­  ï¢­ãî  ¡áãà¤­®áâì íâ®£® à ááã¦¤¥­¨ï, á â®çª¨
§à¥­¨ï «®£¨ª¨, ®­® ­¨çãâì ­¥ åã¦¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ˜â¥©­¥à . ‚ á -
¬®¬ ¤¥«¥, ¬ë ¯à¨¤ã¬ «¨ ­¥ª®â®àë©  à£ã¬¥­â, ¤®ª §ë¢ îé¨©, ç â®
ª¢ ¤à â á® áâ®à®­®© a ­¥ ï¢«ï¥âáï ª¢ ¤à â®¬ ­ ¨¡®«ìè¥© ¯«®é -
¤¨. €à£ã¬¥­â ¯à®å®¤¨â ¤«ï ¢á¥å §­ ç¥­¨© a, ªà®¬¥ a=1. ˆ§ íâ®£®
¬ë ¤¥« ¥¬ <¢ë¢®¤>, çâ® ª¢ ¤à â á® áâ®à®­®© 1 ¨¬¥¥â ­ ¨¡®«ì-
èãî ¯«®é ¤ì. ‚ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ ˜â¥©­¥à  á¤¥« ­® â® ¦¥ á ¬®¥:
¯à¨¢¥¤ñ­  à£ã¬¥­â, ¤®ª §ë¢ îé¨© çâ® ¤ ­­ ï ä¨£ãà  ­¥ ï¢«ï¥ âáï
ä¨£ãà®© ¬ ªá¨¬ «ì­®© ¯«®é ¤¨. €à£ã¬¥­â ¯à®å®¤¨â ¤«ï «î¡®©
ä¨£ãàë, ªà®¬¥ ªàã£ . ˆ ¬ë ¤¥« ¥¬ ¢ë¢®¤, çâ® ¯à¨ ¤ ­­®¬ ¯¥à¨-
¬¥âà¥ ªàã£ ¨¬¥¥â ­ ¨¡®«ìèãî ¯«®é ¤ì.

Œ®¦­® ¢®§à §¨âì: ¢¥¤ì ¯«®é ¤ì ª¢ ¤à â  ¬®¦¥â ¡ëâì áª®«ì
ã£®¤­® ¡®«ìè®©, ¯®íâ®¬ã ¬ ªá¨¬ «ì­®£® ª¢ ¤à â  ­¥â! € ¯«®-
é ¤ì ä¨£ãàë ¤ ­­®£® ¯¥à¨¬¥âà  ï¢­® ®£à ­¨ç¥­ . • §¢¥ ¨§ íâ® £®
­¥ á«¥¤ã¥â, çâ® áà¥¤¨ ä¨£ãà ¤ ­­®£® ¯¥à¨¬¥âà  ­ ©¤ñâáï ä¨£ã à 
¬ ªá¨¬ «ì­®© ¯«®é ¤¨? •®à®è®, ¢®â ¤àã£®© ¯à¨¬¥à:

• à ¨ ¬ ¥ à 2. • áá¬®âà¨¬ ¬­®¦¥áâ¢® ­¥¯à¥àë¢­ëå äã­ªæ¨©
­  ®âà¥§ª¥ [0 ; 1], ®¡« ¤ îé¨å á«¥¤ãîé¨¬ á¢®©áâ¢®¬: f (0)= f (1)=1,
¨ 0 � f (x)� 2 ¤«ï ¢á¥å x 2 (0; 1). ˆ§ ¢á¥å â ª¨å äã­ªæ¨© ­ ©â¨ âã,
¤«ï ª®â®à®© ¯«®é ¤ì ¯®¤ ¥ñ £à ä¨ª®¬ (â. ¥. ¯«®é ¤ì ä¨£ãàë, ®£ à -
­¨ç¥­­®© ®áìî  ¡áæ¨áá, ¢¥àâ¨ª «ì­ë¬¨ ¯àï¬ë¬¨, ¯à®¢¥¤ñ­­ë ¬¨
¢ â®çª å x =0 ¨ x =1, ¨ ¤ã£®© £à ä¨ª ) ­ ¨¡®«ìè ï. ’¥, ªâ® §­ -
ª®¬ á ¯®­ïâ¨¥¬ ¨­â¥£à « , ä®à¬ã«¨àãîâ § ¤ çã â ª:

1R

0
f (x) dx ! max; 0� f (x)� 2; f (0)= f (1)=1 :
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<• ¥ è ¥ ­ ¨ ¥>. •ãáâì ¬ ªá¨¬ «ì­ ï ¯«®é ¤ì ¯®¤ £à ä¨ª®¬
¤®áâ¨£ ¥âáï ¤«ï äã­ªæ¨¨ f (x). • áá¬®âà¨¬ äã­ªæ¨î

g(x)=
����������(

1; ¥á«¨ f (x)� 1;
f (x)+( f (x)� 1)(2 � f (x)); ¥á«¨ f (x)> 1.

…á«¨ äã­ªæ¨ï f (x) ­¥ à ¢­  â®¦¤¥áâ¢¥­­®© ¥¤¨­¨æ¥, â®, ª ª «¥£-
ª® ¢¨¤¥âì, ¯«®é ¤ì ¯®¤ ¥ñ £à ä¨ª®¬ ¬¥­ìè¥, ç¥¬ ¯®¤ £à ä¨ª®¬
äã­ªæ¨¨ g(x). ‘«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¥á«¨ ¯«®é ¤ì ¯®¤ £à ä¨ª®¬ äã­ª-
æ¨¨ f (x) ¬ ªá¨¬ «ì­ , â® f (x)=1 ¤«ï ¢á¥å x 2 [0; 1].

Žâ¢¥â, ª®­¥ç­® ¦¥, ­¥¢¥à¥­. • ¯à¨¬¥à, äã­ªæ¨ï f (x)= � x2 +
+ x +1 ®£à ­¨ç¨¢ ¥â ¡ �®«ìèãî ¯«®é ¤ì, ç¥¬ â®¦¤¥áâ¢¥­­ ï ¥¤¨­¨-
æ . € ¯à¨ç¨­  ­¥¢¥à­®£® à¥è¥­¨ï ¢ â®¬, çâ® äã­ªæ¨¨ ¬ ªá¨¬ «ì -
­®© ¯«®é ¤¨ ¢ ãá«®¢¨ïå § ¤ ç¨ ¯à®áâ® ­¥ áãé¥áâ¢ã¥â, ­¥á¬®âà ï
­  â®, çâ® ¯«®é ¤ì ¯®¤ £à ä¨ª®¬ äã­ªæ¨¨ f | ¢¥«¨ç¨­  ®£à ­¨-
ç¥­­ ï (®­  ¢á¥£¤  ¬¥­ìè¥, ç¥¬ 2).

•  á ¬®¬ ¤¥«¥ Ÿª®¡ ˜â¥©­¥à ¤®ª § «, çâ®
…á«¨ ä¨£ãà  ­ ¨¡®«ìè¥© ¯«®é ¤¨ áà¥¤¨ ¢á¥å ä¨£ãà ¤ ­­®£®

¯¥à¨¬¥âà  áãé¥áâ¢ã¥â, â® íâ® | ªàã£.
‘â®¯, áâ®¯! •® ¢¥¤ì ¨ ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¥¬ à §¤¥«¥, £®¢®àï ® á¥âïå

˜â¥©­¥à , ¬ë ­¥ ¤®ª § «¨ â®£®, çâ® ªà âç ©è ï á¨áâ¥¬  ¤®à®£
áãé¥áâ¢ã¥â! •®«ãç ¥âáï, çâ® ¨ â¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  â®¦¥ ­¥ ¢¥à ­ë?
‘âà®£® £®¢®àï, ¤ . ‚¥à­¥¥ â ª: ­¥ ­ ¥ ¢ ¥ à ­ ë,   ­ ¥ §   ¢ ¥ à è ¥ ­ ë.
‚ ®¡¥¨å § ¤ ç å ®áâ «®áì «¨èì ¤®ª § âì, çâ® à¥è¥­¨¥ áãé¥áâ¢ ã-
¥â. ‚ á¥à¥¤¨­¥ XIX ¢¥ª  ­¨ ¢ áãé¥áâ¢®¢ ­¨¨ ä¨£ãàë ¤ ­­®£®
¯¥à¨¬¥âà  ¨ ­ ¨¡®«ìè¥© ¯«®é ¤¨, ­¨ ¢ áãé¥áâ¢®¢ ­¨¨ ªà âç © -
è¥© á¨áâ¥¬ë ¤®à®£, ­¥ ¡ë«® ­¨ª ª¨å á®¬­¥­¨©. ˆ ¤®ª § â¥«ìáâ ¢ 
˜â¥©­¥à  áç¨â «¨áì á®¢¥àè¥­­® áâà®£¨¬¨. ‘ãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ à¥ è¥-
­¨ï ¢ ®¡¥¨å § ¤ ç å «¥£ª® ®¡êïá­¨âì, ­ ¯à¨¬¥à, ¨§ ä¨§¨ç¥áª¨ å
á®®¡à ¦¥­¨© (íâ¨¬ § ©¬ñ¬áï çãâì ¯®§¦¥, ¢ x 8),   ¢ â¥ ¢à¥¬¥­ 
â ª®£® ®¡®á­®¢ ­¨ï ¡ë«® ¢¯®«­¥ ¤®áâ â®ç­®. ‹¨èì ª ª®­æã XIX ¢ ¥-
ª , ãá¨«¨ï¬¨ ­¥¬¥æª¨å ¬ â¥¬ â¨ª®¢ ƒ. €. ˜¢ àæ  ¨ ‚. •«ïèª¥
áâà®£®¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï ¢ ¨§®¯¥à¨¬¥âà¨ç¥áª ®© § ¤ -
ç¥ ¡ë«® § ¢¥àè¥­®, ¨ ¥ñ ¬­®£®¢¥ª®¢ ï ¨áâ®à¨ï ¯®¤®è«  ª ª®­æã .
Œë à ááª ¦¥¬ ¯à® íâ® ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ¢ ¯à¨«®¦¥­¨¨ •,   § ®¤­®
¤®ª ¦¥¬ áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ à¥è¥­¨ï ¢ § ¤ ç¥ ® á¥âïå ˜â¥©­¥à .

•®ª  ¦¥ ¡ã¤¥¬ áç¨â âì ¨§®¯¥à¨¬¥âà¨ç¥áª®¥ á¢®©áâ¢® ¤®ª § ­ -
­ë¬ ¨ ¯®«ì§®¢ âìáï ¨¬ ¯à¨ à¥è¥­¨¨ § ¤ ç. € § ®¤­® ¤®£®¢®à¨¬-
áï: ¢® ¢á¥å ¯®á«¥¤ãîé¨å ¯ à £à ä å ­¥ ¡ã¤¥¬ § ¤ ¢ âì ¢®¯à®á
® áãé¥áâ¢®¢ ­¨¨ ¬¨­¨¬ã¬  ¨«¨ ¬ ªá¨¬ã¬ . ‘ãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ ¢ â  -
ª¨å § ¤ ç å ¤®ª §ë¢ ¥âáï ¯® ®¤­®© ¨ â®© ¦¥ áå¥¬¥, ¨§«®¦¥­­®©
¯®á«¥ ®á­®¢­®£® â¥ªáâ  ¢ ¯à¨«®¦¥­¨¨ €. —¨â â¥«ì, ª®â®àë© á¬ ®-
¦¥â ®¤®«¥âì ¯à¨«®¦¥­¨¥ € (¢ ®á®¡¥­­®áâ¨ â¥®à¥¬ã ‚¥©¥àèâà á á 
¨ á«¥¤áâ¢¨¥ 2), á¬®¦¥â á ¬®áâ®ïâ¥«ì­® ¤®ª § âì, çâ® ¬¨­¨¬ã ¬ë
¨ ¬ ªá¨¬ã¬ë ¢® ¢á¥å ¯à¥¤« £ ¥¬ëå § ¤ ç å ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­® ¤®á â¨-
£ îâáï. —¨â â¥«î, ª®â®àë© ­¥ á¬®¦¥â íâ®£® á¤¥« âì, ¬ë á®¢¥â ã¥¬
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¯à®áâ® ¯®¢¥à¨âì, çâ® íâ® ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­® â ª.
45. ‚¥àñ¢ª®© ¤ ­­®© ¤«¨­ë ®â£®à®¤¨âì ®â ¯àï¬®£® ã£«  ä¨£ãàã

­ ¨¡®«ìè¥© ¯«®é ¤¨.
46. ’  ¦¥ § ¤ ç  ¤«ï ã£«  60 � ¨ ¤«ï ã£«  45 � .
47. Šà¨¢®© ­ ¨¬¥­ìè¥© ¢®§¬®¦­®© ¤«¨­ë à §¤¥«¨âì à ¢­®-

áâ®à®­­¨© âà¥ã£®«ì­¨ª ­  ¤¢¥ ç áâ¨ à ¢­®© ¯«®é ¤¨.
48. Šà¨¢®© ­ ¨¬¥­ìè¥© ¢®§¬®¦­®© ¤«¨­ë à §¤¥«¨âì ª¢ ¤à â

­  ¤¢¥ ç áâ¨ à ¢­®© ¯«®é ¤¨ (á«¥¤ã¥â ¡ëâì ®áâ®à®¦­ë¬ á ª ¦ã-
é¨¬áï áå®¤áâ¢®¬ íâ®© § ¤ ç¨ á § ¤ ç¥© 47!).

49. •®ç¥¬ã ­¥äâ¥åà ­¨«¨é  ­  ªàã¯­ëå § ¢®¤ å ¢á¥£¤  ¤¥« -
îâáï æ¨«¨­¤à¨ç¥áª¨¬¨ (  ¨­®£¤  ¤ ¦¥ è à®®¡à §­ë¬¨),   ­¥ ¢
¢¨¤¥, áª ¦¥¬, ªã¡ , çâ® â¥å­®«®£¨ç¥áª¨ ¡ë«® ¡ë £®à §¤® ã¤®¡ ­¥¥?

50. • §¢¥¤ç¨ª ¯àë£­ã« á ¯ à èîâ®¬ ¨§ á ¬®«ñâ  ¨ ¯à¨§¥¬-
«¨«áï ¢ âë«ã ¢à £ , ¢ £«ãå®¬ «¥áã. ’¥¯¥àì ¥¬ã ­ã¦­® áª®à¥¥
¢ë©â¨ ¨§ «¥á . ƒ¤¥ ª®­ç ¥âáï «¥á, ¨ ¢ ª ªãî áâ®à®­ã ­ã¦­® ¨¤-
â¨, ®­ ­¥ §­ ¥â. Ž­ §­ ¥â â®«ìª®, çâ® ¯«®é ¤ì «¥á  à ¢­  20 ª¬ 2,
¨ çâ® ¢ íâ®¬ «¥áã ­¥â ¯®«ï­. Š ª ®­ ¤®«¦¥­ ¨¤â¨, çâ®¡ë, ¯à®©-
¤ï 16 ª¬, ­ ¢¥à­ïª  ¢ë©â¨ ¨§ «¥á ? Š ª®¢  ¤«¨­  ªà âç ©è¥£®
¯ãâ¨, £ à ­â¨àãîé¥£® ¢ëå®¤ ¨§ «¥á ? Š ªãî ªà¨¢ãî ¯à¨ íâ®¬
®¯¨è¥â à §¢¥¤ç¨ª?

51. ’¥ ¦¥ ¢®¯à®áë, çâ® ¨ ¢ § ¤ ç¥ 50, ­® â¥¯¥àì ¨§¢¥áâ­®, çâ®
«¥á ¨¬¥¥â ä®à¬ã ¢ë¯ãª«®© ä¨£ãàë.

52.  ) „ ­ è à­¨à­ë© ¬­®£®ã£®«ì­¨ª (¤«¨­ë áâ®à®­ ä¨ª-
á¨à®¢ ­ë,   ã£«ë ¬®¦­® ¬¥­ïâì ¯à®¨§¢®«ì­®). „®ª ¦¨â¥, çâ®
áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­®¥ ¯®«®¦¥­¨¥ íâ®£® ¬­®£®ã£®«ì­¨ª , ¯à¨
ª®â®à®¬ ®­ ¢¯¨á ­ ¢ ®ªàã¦­®áâì.

• ® ¤ á ª   § ª  . ‚®§ì¬ñ¬ ®ªàã¦­®áâì ¡®«ìè®£® à ¤¨ãá  ¨ ®â«®¦¨¬ ­   ­¥©
¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­® ¢á¥ áâ®à®­ë ¬­®£®ã£®«ì­¨ª . •®«ãç¨¬ «®¬  ­ãî, ¢¯¨á ­­ãî
¢ ®ªàã¦­®áâì. ‡ â¥¬ ¡ã¤¥¬ ã¬¥­ìè âì ¥ñ à ¤¨ãá, ¯®ª  «®¬ ­ ï ­ ¥ § ¬ª­ñâáï.

¡) „ ­ è à­¨à­ë© ¬­®£®ã£®«ì­¨ª. „®ª ¦¨â¥, çâ® ¥£® ¯«®é ¤ì
¡ã¤¥â ¬ ªá¨¬ «ì­®©, ª®£¤  ®­ ¢¯¨á ­ ¢ ®ªàã¦­®áâì.

• ® ¤ á ª   § ª  . • áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ì­®¥ ¯®«®¦¥­¨¥ ¬­®£®ã£®«ì ­¨ª . ‡ â¥¬,
¨§¬¥­¨¢ ¥£® ã£«ë, ¤®¢¥¤ñ¬ ¥£® ¤® ¢¯¨á ­­®£® ¢ ®ªàã¦­®áâì. ‡ ä ¨ªá¨àã¥¬ ¤ã-
£¨ íâ®© ®ªàã¦­®áâ¨ ¨ <¯à¨ª«¥¨¬> ¨å ª áâ®à®­ ¬ ¬­®£®ã£®«ì­¨ª  . •®á«¥ íâ®£®
¯à¨¢¥¤ñ¬ ¬­®£®ã£®«ì­¨ª ª ¯¥à¢®­ ç «ì­®© ä®à¬¥, á®åà ­¨¢ ¤ ã£¨ ®ªàã¦­®áâ¨,
¯à¨ª«¥¥­­ë¥ ª áâ®à®­ ¬. Žáâ ñâáï áà ¢­¨âì ¯«®é ¤ì ä¨£ãàë, ®£à ­¨ç¥­­®© íâ¨-
¬¨ ¤ã£ ¬¨, á ¯«®é ¤ìî ªàã£ .

53.  ) •¥ ¯®«ì§ãïáì ¨§®¯¥à¨¬¥âà¨ç¥áª¨¬ á¢®©áâ¢®¬ ªàã£ , à¥-
è¨â¥ § ¤ çã ‡¥­®¤®à , â. ¥. ¤®ª ¦¨â¥, çâ® áà¥¤¨ ¢á¥å n-ã£®«ì­¨-
ª®¢ ¤ ­­®£® ¯¥à¨¬¥âà  ¯à ¢¨«ì­ë© n-ã£®«ì­¨ª ¨¬¥¥â ­ ¨¡®«ì-
èãî ¯«®é ¤ì. •à¨ íâ®¬ áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ n-ã£®«ì­¨ª  ­ ¨¡®«ìè¥©
¯«®é ¤¨ áç¨â ¥¬ ¨§¢¥áâ­ë¬.

• ® ¤ á ª   § ª  . •¥àñ¬ ¬­®£®ã£®«ì­¨ª ­ ¨¡®«ìè¥© ¯«®é ¤¨, ¨ á­ ç  «  ¤®ª -
§ë¢ ¥¬, çâ® ¢á¥ ¥£® áâ®à®­ë à ¢­ë,   § â¥¬ | çâ® ¢á¥ ¥£® ã£«ë à  ¢­ë.

¡) ‚ë¢¥¤¨â¥ ¨§®¯¥à¨¬¥âà¨ç¥áªãî § ¤ çã ¨§ § ¤ ç¨ ‡¥­®¤®à .
• ® ¤ á ª   § ª  . •à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ­ ©¤ñâáï «¨­¨ï, ®£à ­¨ç¨¢ îé  ï ¡ �®«ìèãî

¯«®é ¤ì, ç¥¬ ®ªàã¦­®áâì ¤ ­­®© ¤«¨­ë, ¨ ¯à¨¡«¨§¨¬ íâã «¨­¨î ¬­®£®ã£®«ì­¨-
ª®¬ á ®ç¥­ì ¬ «¥­ìª¨¬¨ áâ®à®­ ¬¨.
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ý 6. ‚€•ˆ€–ˆŽ••›… Œ…’Ž„›
<•® ®¡¥ áâ®à®­ë ®â ¬¥áâ  ­ ¨¡®«ìè¥£® §­ ç¥­¨ï ã¡ë¢ ­¨¥ ¢­ -
ç «¥ ­¥çã¢áâ¢¨â¥«ì­®>.

ˆ ® £   ­ ­ Š ¥ ¯ « ¥ à

ˆâ ª, ¬ë à §®¡à «¨ ¬­®¦¥áâ¢® § ¤ ç, ¨ ª ¦¤ ï ¨§ ­¨å ¨¬¥-
«  á¢®ñ í«¥£ ­â­®¥ £¥®¬¥âà¨ç¥áª®¥ à¥è¥­¨¥. •  ¯à ªâ¨ª¥, ã¢ ë,
â ª ¯®«ãç ¥âáï ¤ «¥ª® ­¥ ¢á¥£¤ . Œ­®£¨¥ £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨¥ § ¤  ç¨
­  ¬¨­¨¬ã¬ ¨ ¬ ªá¨¬ã¬ «¨¡® ¢®¢á¥ ­¥ ¨¬¥îâ £¥®¬¥âà¨ç¥áª®£®
à¥è¥­¨ï, «¨¡® ¨å £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨¥ à¥è¥­¨ï áãé¥áâ¢¥­­® á«®¦­ ¥¥
 ­ «¨â¨ç¥áª¨å. ’ ª®¢® ¯®«®¦¥­¨¥ ¢¥é¥©, ¨ ®â­®á¨âìáï ª ­¥¬ã
¬®¦­® ¯®-à §­®¬ã. ‘ ®¤­®© áâ®à®­ë, íâ® ¯«®å®. ‘ ¤àã£®© áâ®-
à®­ë, íâ® ®¡áâ®ïâ¥«ìáâ¢® ¢á¥£¤  § áâ ¢«ï«® ¬ â¥¬ â¨ª®¢ ¨á ª âì
­®¢ë¥ ¯ãâ¨ à¥è¥­¨ï. ‚ â ª¨å ¯®¨áª å ª ª®­æã XVII ¢¥ª  à®-
¤¨«®áì ¨ ®ä®à¬¨«®áì ­®¢®¥ ­ ¯à ¢«¥­¨¥ ¬ â¥¬ â¨ª¨, ¢áâ ¢è¥ ¥
¢à®¢¥­ì á  «£¥¡à®© ¨ £¥®¬¥âà¨¥© | ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨©  ­ «¨§. ˆ¬ ¥­-
­® § ¤ ç ¬ ­  ¬ ªá¨¬ã¬ ¨ ¬¨­¨¬ã¬, ­ àï¤ã á § ¤ ç ¬¨ ¬¥å ­¨ª¨
¨ ®¯â¨ª¨, ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨©  ­ «¨§ ®¡ï§ ­ á¢®¨¬ ¯®ï¢«¥­¨¥¬. • à¨­-
æ¨¯ à¥è¥­¨ï ¬­®£¨å íªáâà¥¬ «ì­ëå § ¤ ç á¢®¤¨âáï ª ¯à®áâ®¬ã
¨ ¢¬¥áâ¥ á â¥¬ ã­¨¢¥àá «ì­®¬ã ä ªâã:

‚ â®çª¥ ¬ ªá¨¬ã¬  ¨«¨ ¬¨­¨¬ã¬  äã­ªæ¨¨ ¥ñ ¯à®¨§¢®¤­ ï
à ¢­  ­ã«î.

•â® ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ç áâ® ­ §ë¢ îâ â¥®à¥¬®© ”¥à¬  (­¥ ¯ãâ âì
á ¢¥«¨ª®© â¥®à¥¬®© ”¥à¬  ¨ á ¬ «®© â¥®à¥¬®© ”¥à¬  ¢ â¥®à¨¨ ç¨-
á¥«!), ¯®áª®«ìªã ¨¬¥­­® •ì¥à ”¥à¬  ¢¯¥à¢ë¥ áä®à¬ã«¨à®¢ « ¥ £®
¢ 1629 £®¤ã ¢ à ¡®â¥ <Œ¥â®¤ ®âëáª ­¨ï ­ ¨¡®«ìè¨å ¨ ­ ¨¬¥­ì-
è¨å §­ ç¥­¨©>. ‘¢®© ¬¥â®¤ ”¥à¬  ­ §¢ « <De maximis et minimi s>
(­ ¯®¬­¨¬, çâ® ­ ãç­ë¥ à ¡®âë ¢ â® ¢à¥¬ï ¯¨á «¨áì ­  « âë­¨)
¨ ¯à®¤¥¬®­áâà¨à®¢ «, ª ª á ¥£® ¯®¬®éìî ¬®¦­® à¥è¨âì § ¤ çã
…¢ª«¨¤ : ¨§ ¢á¥å ¯àï¬®ã£®«ì­¨ª®¢ á ¤ ­­ë¬ ¯¥à¨¬¥âà®¬ ­ ©â¨
â®â, ª®â®àë© ¨¬¥¥â ­ ¨¡®«ìèãî ¯«®é ¤ì. • ¤® áª § âì, çâ® ¨¤ ¥ï
¢ à¨ æ¨®­­®£® ¬¥â®¤  ¢ â® ¢à¥¬ï, çâ® ­ §ë¢ ¥âáï, ¢¨â «  ¢ ¢® §¤ã-
å¥. Œ­®£¨¥ ãçñ­ë¥ à §¢¨¢ «¨ íâ®â ¬¥â®¤. • ¯à¨¬¥à, ˆ®£ ­­ Š¥ -
¯«¥à, á«®¢  ª®â®à®£® ¨§ âà ªâ â  <‘â¥à¥®¬¥âà¨ï ¢¨­­ëå ¡®ç¥ ª>

K

M

A A0

B0

B

�

�

�
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¬ë ¢ë­¥á«¨ ¢ í¯¨£à ä, ¨«¨ ˆá  ª •ìî-
â®­, £®¢®à¨¢è¨© çâ® <ª®£¤  ¢¥«¨ç¨­ 
ï¢«ï¥âáï ¬ ªá¨¬ «ì­®© ¨«¨ ¬¨­¨¬ «ì-
­®©, ¢ íâ®â ¬®¬¥­â ®­  ­¥ â¥çñâ ­¨ ¢¯¥-
àñ¤, ­¨ ­ § ¤>.

• ¯®¬­¨¬, çâ® ¯à®¨§¢®¤­®© äã­ª-
æ¨¨ f (x) ¢ â®çª¥ x ­ §ë¢ ¥âáï ç¨á«® a
â ª®¥, çâ®

f (x + h)= f (x)+ a� h+ � (h) jhj;

£¤¥ ¢¥«¨ç¨­  � (h) áâà¥¬¨âáï ª ­ã«î ¯à¨
h! 0. •à®¨§¢®¤­ãî ®¡®§­ ç îâ á¨¬¢®-

35



«®¬ f 0, â ª¨¬ ®¡à §®¬, f 0(x)= a. „«ï ¤®áâ â®ç­® ¬ «ëå ¯à¨à é¥-
­¨© h äã­ªæ¨ï f (x + h) ¯à¨¡«¨¦ñ­­® à ¢­  «¨­¥©­®© äã­ªæ¨¨
f (x)+ ah, ¯à¨çñ¬ ç¥¬ ¬¥­ìè¥ h, â¥¬ íâ® ¯à¨¡«¨¦¥­¨¥ â®ç­¥¥.

54. —¥à¥§ ¤ ­­ãî â®çªã ¢­ãâà¨ ã£«  ¯à®¢¥áâ¨ ®âà¥§®ª á ª®­-
æ ¬¨ ­  áâ®à®­ å ã£« , ¨¬¥îé¨© ­ ¨¬¥­ìèãî ¤«¨­ã.

“¤¨¢¨â¥«ì­®, çâ® íâ  ç¨áâ® £¥®¬¥âà¨ç¥áª ï § ¤ ç  ­¥ ¨¬¥¥â
áâ®«ì ¦¥ ïá­®£® £¥®¬¥âà¨ç¥áª®£® à¥è¥­¨ï. ‚á¥ ¡®«¥¥ ¨«¨ ¬¥­¥ ¥
ª®à®âª¨¥ ¥ñ à¥è¥­¨ï ¨á¯®«ì§ãîâ ¯à®¨§¢®¤­ãî. ˆ­â¥à¥á­® ¨ â® ,
çâ® ¬­®£¨¥ ¯®å®¦¨¥ ­  ­¥ñ § ¤ ç¨-¡«¨§­¥æë, ª®â®àë¥, ­  ¯¥à¢ ë©
¢§£«ï¤, ¤ ¦¥ á«®¦­¥¥ ¥ñ, ¨¬¥îâ ¯à®áâë¥ £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨¥ à¥è¥ -
­¨ï. • ¯à¨¬¥à, ¯à®¢¥áâ¨ ®âà¥§®ª ç¥à¥§ ¤ ­­ãî â®çªã ¢­ãâà¨ ã £« ,
®âá¥ª îé¨© ®â ã£«  âà¥ã£®«ì­¨ª ¬¨­¨¬ «ì­®© ¯«®é ¤¨ ¨«¨ ¬¨-
­¨¬ «ì­®£® ¯¥à¨¬¥âà  (§ ¤ ç¨ 56, 57).

• ¥ è ¥ ­ ¨ ¥. Ž¡®§­ ç¨¬ ªà âç ©è¨© ®âà¥§®ª ç¥à¥§ AB,   ¤ ­-
­ãî ä¨ªá¨à®¢ ­­ãî â®çªã ¢­ãâà¨ ã£«  | ç¥à¥§ M . •à®¢¥¤ñ¬
ç¥à¥§ M ¤àã£®© ®âà¥§®ªA0B0 á ¢¥àè¨­ ¬¨ ­  áâ®à®­ å ã£« . •ãáâì
� | ã£®« ¬¥¦¤ã A0B0 ¨ AB. ”ã­ªæ¨ï f (� )= A0B0 ¤®áâ¨£ ¥â á¢®¥£®
¬¨­¨¬ã¬  ¢ â®çª¥ � =0, ¯®íâ®¬ã f 0(0)=0. •à¨¬¥­¨¢ â¥®à¥¬ã á¨-
­ãá®¢ ª âà¥ã£®«ì­¨ª ¬ MBB 0 ¨ MAA 0, ¯®«ãç¨¬

MB 0= MB sin �
sin( � + � )

; MA 0= MA sin �
sin( � � � )

;

á«¥¤®¢ â¥«ì­®,

f (� )� f (0)= A0B0� AB = MB 0+ MA 0� MB � MA =

= MB
�����

sin �
sin( � + � )

� 1
����� + MA

�����
sin �

sin( � � � )
� 1

����� =

= � MB
2 sin

�
2 cos

����� � +
�
2

�����

sin( � + � )
+ MA

2 sin
�
2 cos

����� � �
�
2

�����

sin( � � � )
:

ˆâ ª,

f (� )� f (0)
�

= �
2 sin

�
2

�

��������� MB
cos

����� � +
�
2

�����

sin( � + � )
� MA

cos
����� � �

�
2

�����

sin( � � � )

��������� :

•®áª®«ìªã
2 sin

�
2

�
! 1 ¯à¨ � ! 0, ¨ ¯à¨ íâ®¬

cos
����� � +

�
2

�����

sin( � + � )
! ctg �;

cos
����� � �

�
2

�����

sin( � � � )
! ctg �;

¯®«ãç ¥¬ ®ª®­ç â¥«ì­®

f 0(0)= � MB ctg � + MA ctg �:
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•® â ª ª ª f 0(0)=0, ¤«ï ªà âç ©è¥£®

K A

B

H

M

�

�

•¨á. 27

®âà¥§ª  AB ¯®«ãç ¥¬ â ª®¥ ãá«®¢¨¥:

MB ctg � = MA ctg �:

—â® íâ® ®§­ ç ¥â £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨?
•ãáâì K | ¢¥àè¨­  ã£« . Ž¯ãáâ¨¬
¯¥à¯¥­¤¨ªã«ïà KH ­  AB. •¥âàã¤­®

¯à®¢¥à¨âì, çâ® HB
HA

=
ctg �
ctg �

. ‘ ¤àã£®©

K A

B

H

M

P
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áâ®à®­ë, MA
MB

= ctg �
ctg �

, ¯®íâ®¬ã MA = HB

¨ MB = HA (à¨á. 27). ˆâ ª,
Šà âç ©è¨© ®âà¥§®ª AB å à ªâ¥à¨-

§ã¥âáï á«¥¤ãîé¨¬ á¢®©áâ¢®¬: ¯à®¥ª-
æ¨ï ¢¥àè¨­ë ã£«  ­  AB á¨¬¬¥âà¨ç-
­  â®çª¥ M ®â­®á¨â¥«ì­® á¥à¥¤¨­ë
®âà¥§ª  AB.

•®ç¥¬ã ¬ë «¨èì ®å à ªâ¥à¨§®¢ «¨
¯®«®¦¥­¨¥ ®âà¥§ª  AB,   ­¥ ¤ «¨ á¯®á®-
¡  ¥£® ¯®áâà®¥­¨ï? „¥«® ¢ â®¬, çâ® ¤«ï
¯à®¨§¢®«ì­®£® ã£«  íâ®â ®âà¥§®ª ­¥ ¬®-
¦¥â ¡ëâì ¯®áâà®¥­ á ¯®¬®éìî æ¨àªã«ï
¨ «¨­¥©ª¨. ˆ¬¥­­® ¯®íâ®¬ã íâ  <¯à®áâ ï> £¥®¬¥âà¨ç¥áª ï § ¤  -
ç  ¨¬¥¥â áâ®«ì £à®¬®§¤ª®¥ à¥è¥­¨¥. …á«¨ ¡ë áãé¥áâ¢®¢ «® â ª ®¥
¯®áâà®¥­¨¥, ª®â®à®¥ ­ å®¤¨«® ¡ë ªà âç ©è¨© ®âà¥§®ª ¤«ï «î¡ ®-
£® ã£« , â® ®­® £®¤¨«®áì ¡ë ¨ ¤«ï ¯àï¬®£® ã£«  (à¨á. 28). …á«¨
ã£®«K | ¯àï¬®©, â®

MA
MB

= ctg �
ctg �

=
ctg

�����
�
2

� �
�����

ctg �
=tg 2 �:

‘ ¤àã£®© áâ®à®­ë, MA
MB

=
tg 

tg �

, £¤¥ 
 | ã£®« ¬¥¦¤ã KM ¨ KA

(¬ë ¢®á¯®«ì§®¢ «¨áì ¯®¤®¡¨¥¬ âà¥ã£®«ì­¨ª®¢ APM ¨ AKB ). ˆâ ª,
tg � = 3

p
tg 
 . •®áâà®¨âì ®âà¥§®ª AB ®§­ ç ¥â ­ ©â¨ ªã¡¨ç¥áª¨©

ª®à¥­ì ¨§ ç¨á«  tg 
 . •®á«¥¤­¥¥, ª ª ¨§¢¥áâ­®, ­¥ ¢ë¯®«­¨¬® á ¯®-
¬®éìî æ¨àªã«ï ¨ «¨­¥©ª¨.

‚ íªáâà¥¬ «ì­ëå § ¤ ç å ¤®¢®«ì­® ç áâ®© ï¢«ï¥âáï á¨âã æ¨ï ,
ª®£¤  ¢®§¬®¦­® â®«ìª® ®å à ªâ¥à¨§®¢ âì ¯®«®¦¥­¨¥ â®çª¨ ¬¨ ­¨-
¬ã¬  (¬ ªá¨¬ã¬ ), ­® ­¥ ­ ©â¨ ¥ñ ª®­áâàãªâ¨¢­®.

‚ à¨ æ¨®­­ë© ¬¥â®¤ ¯à¨¬¥­¨¬ ¨ ª § ¤ ç ¬ á ­¥áª®«ìª¨¬¨ ¯¥-
à¥¬¥­­ë¬¨, ª®£¤  äã­ªæ¨ï f (x) § ¤ ­  ­¥ ­  ¯àï¬®©,  , áª ¦¥¬,
­  ¯«®áª®áâ¨. •à¨ íâ®¬ x | â®çª  ­  ¯«®áª®áâ¨ á ª®®à¤¨­ â ¬¨
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(x1; x 2). •à®¨§¢®¤­ ï ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¯® â®¬ã ¦¥ ¯à¨­æ¨¯ã: ¯à®¨§-
¢®¤­®© ¢ ¤ ­­®© â®çª¥ x ­ §ë¢ ¥âáï ¢¥ªâ®à a= f 0(x) â ª®©, çâ®

f (x + h)= f (x)+ a� h+ � (h) jhj;

£¤¥ h=( h1; h2) | ¯à®¨§¢®«ì­ë© ¢¥ªâ®à, ­ §ë¢ ¥¬ë© ¯à¨à é¥­¨-

¥¬  à£ã¬¥­â  x, ç¨á«® jhj=
p

h2
1+ h2

2 | ¥£® ¤«¨­ ,   ¢¥«¨ç¨­  � (h)
áâà¥¬¨âáï ª ­ã«î ¯à¨ jhj! 0. • §­¨æ  â®«ìª® ¢ â®¬, çâ® ¢¬¥áâ®
®¡ëç­®£® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï ç¨á¥« â¥¯¥àì ¡¥àñâáï áª «ïà­®¥ ¯à®¨ §¢¥¤¥-
­¨¥ ¢¥ªâ®à®¢ a� h, à ¢­®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨î ¨å ¤«¨­ ­  ª®á¨­ãá ã£« 
¬¥¦¤ã ­¨¬¨. ‚ ª®®à¤¨­ â å áª «ïà­®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¢ëà ¦ ¥â áï
ª ª a� h= a1h1+ a2h2.

‚ â®çª¥ ¬¨­¨¬ã¬  ¨«¨ ¬ ªá¨¬ã¬  äã­ªæ¨¨ f ¥ñ ¯à®¨§¢®¤­ ï
(¥á«¨ ®­  áãé¥áâ¢ã¥â) à ¢­  ­ã«î.

„ ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. ‚ á ¬®¬ ¤¥«¥, ¯ãáâì f 0(x)= a6=0. ’®£¤ 
à áá¬®âà¨¬ ¯à¨à é¥­¨ï h= ta , £¤¥ t | ¯®«®¦¨â¥«ì­®¥ ç¨á«®.
“ç¨âë¢ ï, çâ® a� ta = t jaj2, ¯®«ãç ¥¬

f (x + ta )= f (x)+ t jaj2+ t jaj � (ta )= f (x)+ t jaj(jaj+ � (ta )):

•à¨ t ! 0 ¢¥«¨ç¨­  � (ta ) áâà¥¬¨âáï ª ­ã«î, ¯®íâ®¬ã ¯à¨ ¬ «ëå t
¢¥«¨ç¨­  jaj+ � (ta ) | ¯®«®¦¨â¥«ì­ , §­ ç¨â f (x + ta )>f (x). ’ ª¨¬
®¡à §®¬, â®çª  x ­¥ ï¢«ï¥âáï â®çª®© ¬ ªá¨¬ã¬ . ’®ç­® â ª ¦¥,
¢§ï¢ ¯à¨à é¥­¨¥ h= � ta , ¤®ª §ë¢ ¥¬, çâ® x ­¥ ï¢«ï¥âáï ¨ â®çª®©
¬¨­¨¬ã¬ .

‚ ª ç¥áâ¢¥ ¯à¨¬¥à  ­ ©¤ñ¬ ¯à®¨§¢®¤­ãî äã­ªæ¨¨ ¤«¨­ë ¢¥ª-
â®à  f (x)= jx j. •â  ¯à®¨§¢®¤­ ï ¯®­ ¤®¡¨âáï ­ ¬ ¢® ¬­®£¨å § ¤ ç å.
•®«ì§ãïáì â¥¬, çâ® jxj2 = x � x, ¯®«ãç ¥¬

jx + hj�j x j=
jx + hj2 �j x2 j
jx + hj+ jx j

= (x + h)� (x + h)� x � x
jx + hj+ jx j

= 2x � h+ h� h
jx + hj+ jx j

:

Žâáî¤ 

jx + hj�j x j= 2x
jx + hj+ jx j

� h+
jhj

jx + hj+ jx j
�jhj

…á«¨ x 6=0, â® ¯à¨ h! 0 ¢¥«¨ç¨­  jx + hj+ jx j áâà¥¬¨âáï ª 2 jx j,

  ¢¥«¨ç¨­  jhj
jx + hj+ jx j

áâà¥¬¨âáï ª ­ã«î. •®íâ®¬ã

jx + hj�j x j= x
jx j

� h+ � (h) jhj:

£¤¥ � (h)! 0 ¯à¨ h! 0. Žâáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® f 0(x)= x
jx j

. ˆâ ª,

”ã­ªæ¨ï f (x)= jx j ¨¬¥¥â ¯à®¨§¢®¤­ãî ¢ «î¡®© â®çª¥ x, ªà®¬¥
â®çª¨ x =0. •â  ¯à®¨§¢®¤­ ï ï¢«ï¥âáï ¢¥ªâ®à®¬ ¥¤¨­¨ç­®© ¤«¨-
­ë, á®­ ¯à ¢«¥­­ë¬ á ¢¥ªâ®à®¬ x.
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55. ‡ ¤ ç  ® ­ ¨¬¥­ìè¥© áã¬¬¥ à ááâ®ï­¨© ¤® k â®ç¥ª. • 
¯«®áª®áâ¨ ¤ ­® k â®ç¥ª. • ©â¨ â®çªã, áã¬¬  à ááâ®ï­¨© ®â ª®â®-
à®© ¤® íâ¨å â®ç¥ª ¬¨­¨¬ «ì­ .

• ¥ è ¥ ­ ¨ ¥. Ž¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ x1; . . . ; x k ¤ ­­ë¥ â®çª¨,   ç¥-
à¥§ x | ¯à®¨§¢®«ì­ãî â®çªã ¯«®áª®áâ¨. •ãáâì â ª¦¥ f i (x)= jx � x i j
¤«ï i =1 ; . . . ; k . •ã¦­® ­ ©â¨ â®çªã x, ¤«ï ª®â®à®© áã¬¬  f 1(x)+
+. . .+ f k(x) ¡ã¤¥â ­ ¨¬¥­ìè¥©. •à®¨§¢®¤­ ï äã­ªæ¨¨ f i (x) ï¢«ï¥â-
áï ¥¤¨­¨ç­ë¬ ¢¥ªâ®à®¬, á®­ ¯à ¢«¥­­ë¬ ¢¥ªâ®àã x � x i . …á«¨ x |
â®çª  ¬¨­¨¬ã¬ , â® «¨¡® áã¬¬  â ª¨å ¢¥ªâ®à®¢ à ¢­  ­ã«î, «¨¡ ®
®¤­  ¨§ äã­ªæ¨© f i ­¥ ¨¬¥¥â ¯à®¨§¢®¤­®© ¢ â®çª¥ x,   íâ® §­ ç¨â,
çâ® x á®¢¯ ¤ ¥â á â®çª®© x i . ’ ª¨¬ ®¡à §®¬,

’®çª  ¬¨­¨¬ã¬  áã¬¬ë à ááâ®ï­¨© «¨¡® á®¢¯ ¤ ¥â á ®¤­®©
¨§ ¤ ­­ëå â®ç¥ª, «¨¡® å à ªâ¥à¨§ã¥âáï á«¥¤ãîé¨¬ á¢®©áâ¢®¬ :
áã¬¬  k ¢¥ªâ®à®¢ ¥¤¨­¨ç­®© ¤«¨­ë, ­ ¯à ¢«¥­­ëå ¨§ íâ®© â®çª¨
ª ¤ ­­ë¬ k â®çª ¬, à ¢­  ­ã«î.

•à¨ k=3 ¯®«ãç ¥¬ â®çªã ’®àà¨ç¥««¨ «¨¡® ®¤­ã ¨§ ¢¥àè¨­
âà¥ã£®«ì­¨ª  (ª ª ¬ë §­ ¥¬, ¢¥àè¨­ã á ã£«®¬ � 120 � ), ¯à¨ k=4 |
â®çªã ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï ¤¨ £®­ «¥© ç¥âëàñåã£®«ì­¨ª , ¥á«¨ ç¥âë àñå-
ã£®«ì­¨ª ¢ë¯ãª«ë©,   ¥á«¨ ­¥¢ë¯ãª«ë© | â® ¥£® ¢¥àè¨­ã,
«¥¦ éãî ¢­ãâà¨ âà¥ã£®«ì­¨ª  á ¢¥àè¨­ ¬¨ ¢ âàñå ®áâ ¢è¨åáï
â®çª å. •à¨ k � 5 íâ  â®çª , ¢®®¡é¥ £®¢®àï, ­¥ áâà®¨âáï á ¯®¬®-
éìî æ¨àªã«ï ¨ «¨­¥©ª¨.

•®«ãç ¥âáï ¤®¢®«ì­® áâà ­­ ï á¨âã æ¨ï. …á«¨ ­  ¯«®áª®áâ¨
¤ ­®, áª ¦¥¬, 10 â®ç¥ª, â® áãé¥áâ¢ã¥â á¯®á®¡ ¯®áâà®¥­¨ï ªà  âç ©-
è¥© á¨áâ¥¬ë ¤®à®£, ¨å á¢ï§ë¢ îé¥© (á¥âì ˜â¥©­¥à ). •à¨çñ¬ í â®
¯®áâà®¥­¨¥ | â®ç­®¥, ¥£® ¬®¦­® á¤¥« âì á ¯®¬®éìî æ¨àªã«ï ¨ «¨ -
­¥©ª¨ ¨ ­ ©â¨ â®ç­ãî ¤«¨­ã. …á«¨ ¦¥ ­ ¬ ­ã¦­® à¥è¨âì ¡®«¥¥,
ª § «®áì ¡ë, ¯à®áâãî § ¤ çã | ­ ©â¨ â®çªã, áã¬¬  à ááâ®ï­¨© ®â
ª®â®à®© ¤® ¤ ­­ëå 10 â®ç¥ª ¬¨­¨¬ «ì­  (â. ¥. ­ ©â¨ ªà âç ©èã î
­¥ ¨§ ¢á¥å á¨áâ¥¬ ¤®à®£,   â®«ìª® ¨§ â¥å, ª®â®àë¥ áå®¤ïâáï ¢ ®¤ ­®¬
¯¥à¥ªàñáâª¥), â® íâ  § ¤ ç  ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ à¥è ¥âáï «¨èì ¯à¨ -
¡«¨¦ñ­­®,   ­¥ â®ç­®. •à® â®çªã ¬¨­¨¬ã¬  ¬ë ­¨ç¥£® ­¥ §­ ¥¬,

x1

x2

x3

x4

x5

x6

•¨á. 29

ªà®¬¥ â®£®, çâ® ®­  áãé¥áâ¢ã¥â, ¨ â®£®, çâ®
áã¬¬  10 ¥¤¨­¨ç­ëå ¢¥ªâ®à®¢ ¨§ ­¥ñ ¢ ¤ ­-
­ë¥ â®çª¨ à ¢­  ­ã«î. ‘ ¯®¬®éìî æ¨àªã«ï
¨ «¨­¥©ª¨ ¬ë à¥è¥­¨¥ ¯®áâà®¨âì ­¥ ¬®¦¥¬.

56. •àï¬®©, ¯à®å®¤ïé¥© ç¥à¥§ ¤ ­­ãî
â®çªã ¢­ãâà¨ ã£« , ®âà¥§ âì ®â íâ®£® ã£« 
âà¥ã£®«ì­¨ª ­ ¨¬¥­ìè¥© ¯«®é ¤¨. • ©-
¤¨â¥ ª ª £¥®¬¥âà¨ç¥áª®¥ à¥è¥­¨¥, â ª
¨ à¥è¥­¨¥, ¨á¯®«ì§ãîé¥¥ ¯à®¨§¢®¤­ãî.
Š ª®¥ ¨§ ­¨å ¯à®é¥?

57. ’® ¦¥, ­® ¤«ï âà¥ã£®«ì­¨ª  ¬¨­¨-
¬ «ì­®£® ¯¥à¨¬¥âà . • ©¤¨â¥ ª ª £¥®¬¥-
âà¨ç¥áª®¥ à¥è¥­¨¥, â ª ¨ à¥è¥­¨¥, ¨á-
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¯®«ì§ãîé¥¥ ¯à®¨§¢®¤­ãî.
58. •à®¢¥¤¨â¥ ª á â¥«ì­ãî ª ¤ ­­®© ®ªàã¦­®áâ¨, «¥¦ é¥©

¢­ãâà¨ ã£« , ®âá¥ª îéãî ®â íâ®£® ã£«  âà¥ã£®«ì­¨ª  ) ¬¨­¨-
¬ «ì­®© ¯«®é ¤¨; ¡) ¬¨­¨¬ «ì­®£® ¯¥à¨¬¥âà .

59. —¥à¥§ ¤ ­­ãî â®çªã ¢­ãâà¨ ã£«  ¯à®¢¥áâ¨ ¯àï¬ãî â ª,
çâ®¡ë áã¬¬  KA + KB ¡ë«  ­ ¨¬¥­ìè¥© (â®çª  K | ¢¥àè¨­  ã£-
« , â®çª¨ A ¨ B | â®çª¨ ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï ¯àï¬®© á® áâ®à®­ ¬¨ ã£« ).

60. •à®áâà ­áâ¢¥­­ë© ç¥âëàñåã£®«ì­¨ª ABCD á¤¥« ­ ¨§ ç¥-
âëàñå áâ¥à¦­¥© ¤«¨­ë 1, è à­¨à­® á®¥¤¨­ñ­­ëå ¢ ¢¥àè¨­ å.
‚ ª ª®¬ ¯®«®¦¥­¨¨ ®¡êñ¬ â¥âà í¤à  ABCD | ­ ¨¡®«ìè¨©? —¥-
¬ã à ¢¥­ íâ®â ­ ¨¡®«ìè¨© ®¡êñ¬?

61. „ ­ë ¯®«®¦¨â¥«ì­ë¥ ç¨á«  a, b, c ¨ âà¥ã£®«ì­¨ª ABC.
Žå à ªâ¥à¨§ã©â¥ ¯®«®¦¥­¨¥ â®çª¨ M , ¤«ï ª®â®à®© áã¬¬  aMA +
+ bMB + cMC ¬¨­¨¬ «ì­ .

62. …á«¨ k â®ç¥ª ­¥ «¥¦ â ­  ®¤­®© ¯àï¬®©, â® áãé¥áâ¢ã¥â
â®«ìª® ®¤­  â®çª  á ­ ¨¬¥­ìè¥© áã¬¬®© à ááâ®ï­¨© ¤® ­¨å.

• ® ¤ á ª   § ª  . •à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ­ è«¨áì ¤¢¥ â®çª¨ á ­ ¨¬¥­ìè¥© áã¬-
¬®© à ááâ®ï­¨©. „®ª ¦¨â¥, çâ® ¤«ï á¥à¥¤¨­ë ®âà¥§ª , á®¥¤¨­ ïîé¥£® íâ¨ â®çª¨,
áã¬¬  à ááâ®ï­¨© ¥éñ ¬¥­ìè¥. „«ï íâ®£® ¢®á¯®«ì§ã©â¥áì â¥¬, çâ® ¬¥¤¨ ­  âà¥-
ã£®«ì­¨ª  ¬¥­ìè¥ ¯®«ãáã¬¬ë áâ®à®­, ¬¥¦¤ã ª®â®àë¬¨ ®­  § ª« îç¥­ .

63. •ãáâì M | â®çª  ¢­ãâà¨ â¥âà í¤à  ABCD, ¤«ï ª®â®à®©
áã¬¬  à ááâ®ï­¨© ¤® ¢¥àè¨­ ¬¨­¨¬ «ì­ . ’®£¤  ¯à®â¨¢®¯®«®¦-
­ë¥ àñ¡à  â¥âà í¤à  ¢¨¤­ë ¨§ â®çª¨ M ¯®¤ à ¢­ë¬¨ ã£« ¬¨,
  ¡¨áá¥ªâà¨áë íâ¨å ã£«®¢ «¥¦ â ­  ®¤­®© ¯àï¬®©.

64. •  ¯«®áª®áâ¨ ¤ ­ë k â®ç¥ª ¨ ¯àï¬ ï «¨­¨ï. Žå à ªâ¥à¨-
§ã©â¥ ¯®«®¦¥­¨¥ â®çª¨ ¯«®áª®áâ¨, áã¬¬  à ááâ®ï­¨© ®â ª®â®à ®©
¤® ¤ ­­ëå â®ç¥ª ¨ ¤® ¯àï¬®© | ­ ¨¬¥­ìè ï.

65. ‚ ¯à®áâà ­áâ¢¥ ¤ ­ë âà¨ â®çª¨ ¨ ¯«®áª®áâì. Žå à ªâ¥à¨-
§ã©â¥ ¯®«®¦¥­¨¥ â®çª¨, áã¬¬  à ááâ®ï­¨© ®â ª®â®à®© ¤® ¤ ­­ë å
â®ç¥ª ¨ ¤® ¯«®áª®áâ¨ | ­ ¨¬¥­ìè ï.

ý 7. ••€‚ˆ‹Ž Œ•Ž†ˆ’…‹…‰ ‹€ƒ•€•†€

‚ 1755 £®¤ã 19-«¥â­¨© î­®è , ¡ã¤ãé¨© ¢¥«¨ª¨© äà ­æã§áª¨©
¬ â¥¬ â¨ª †®§¥ä ‹ã¨ ‹ £à ­¦ (1736|1813), ¨§«®¦¨« ¢ ¯¨áì-
¬¥ ª ‹¥®­ à¤ã •©«¥àã á¢®© ¬¥â®¤ à¥è¥­¨ï § ¤ ç ¯® ­ å®¦¤¥­¨î
¬ ªá¨¬ã¬®¢ ¨ ¬¨­¨¬ã¬®¢. ‘ ¬ •©«¥à à¥è « ¬­®¦¥áâ¢® § ¤ ç
â ª®£® à®¤  ¨ ª ¦¤ë© à § ¯à¨¤ã¬ë¢ « ®á®¡ë© ¯à¨ñ¬ ¤«ï ­®-
¢®© § ¤ ç¨. ‚®¯à®á •©«¥à , ª ª®â®à®¬ã ®­ ¯à¨£« è « ãçñ­ëå,
á®áâ®ï« ¢ â®¬, çâ®¡ë ¨§ëáª âì ®¡é¨© ¬¥â®¤ à¥è¥­¨ï. ž­ë© ‹ -
£à ­¦ ¡«¥áâïé¥ á¯à ¢¨«áï á íâ®© ¯à®¡«¥¬®©, ¨ à §à ¡®â « á¢® ©
 «£®à¨â¬, à¥è ¢è¨© ¥¤¨­®®¡à §­ë¬ á¯®á®¡®¬ á ¬ë¥ à §­ë¥ íª á-
âà¥¬ «ì­ë¥ § ¤ ç¨, ¢ª«îç ï ¨§®¯¥à¨¬¥âà¨ç¥áªãî. ‚®áâ®à¦¥ ­­ ï
à¥ ªæ¨ï •©«¥à  ­¥ § áâ ¢¨«  ¤®«£® ¦¤ âì: <‚ è¥ à¥è¥­¨¥ ¨§®-
¯¥à¨¬¥âà¨ç¥áª¨å ¯à®¡«¥¬ ¡¥§ãª®à¨§­¥­­®, ¨ ï à ¤, çâ® â¥¬ ,
ª®â®à®© ï ¤ ¢­® § ­¨¬ îáì, ¤®¢¥¤¥­  ‚ ¬¨ ¤® ¡«¨§ª®£® ª®­æ > .
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Œ¥â®¤ ‹ £à ­¦  ¡ §¨àã¥âáï ­  ­¥áª®«ìª¨å ª«îç¥¢ëå ¨¤¥ïå. Ž¤-
­  ¨§ ­¨å á®áâ®¨â ¢ â®¬, ª ª ¨áª âì ¬¨­¨¬ã¬ äã­ªæ¨¨, ¥á«¨
­  äã­ªæ¨î § ¤ ­ë ­¥ª®â®àë¥ ®£à ­¨ç¥­¨ï. •â®â ¯à¨ñ¬ â¥¯¥àì
­®á¨â ­ §¢ ­¨¥ <¯à ¢¨«® ¬­®¦¨â¥«¥© ‹ £à ­¦ >. Œë áä®à¬ã«¨-
àã¥¬ íâ® ¯à ¢¨«® ¢ ­¥áª®«ìª® ã¯à®éñ­­®© ä®à¬¥.

’¥®à¥¬  ‹ £à ­¦  . •à¥¤¯®«®¦¨¬, ­  ¯«®áª®áâ¨ § ¤ ­  äã­ª-
æ¨ï f (x) ¨ ¤ ­  ªà¨¢ ï g(x)=0. …á«¨ äã­ªæ¨ï f , ®£à ­¨ç¥­­ ï
­  ¤ ­­ãî ªà¨¢ãî, ¤®áâ¨£ ¥â á¢®¥£® ¬¨­¨¬ã¬  ¨«¨ ¬ ªá¨¬ã¬ 
¢ â®çª¥ x̂ , â® ¢¥ªâ®àë f 0(x̂ ) ¨ g0(x̂ ) ª®««¨­¥ à­ë (¯à¨ ãá«®¢¨¨,
çâ® ®¡¥ äã­ªæ¨¨ ¨¬¥îâ ¯à®¨§¢®¤­ë¥ ¢ â®çª¥ x̂).

‚ ®¡é¥© â¥®à¥¬¥ ‹ £à ­¦  äã­ªæ¨ï f § ¢¨á¨â ­¥ ®â ¤¢ãå,
  ®â n ¯¥à¥¬¥­­ëå, ¨ ¥áâì ­¥áª®«ìª® äã­ªæ¨© g(x), § ¤ îé¨å
®£à ­¨ç¥­¨ï gi (x)=0 ; i =1 ; . . . ; m. Œë ®áâ ¢¨¬ íâã â¥®à¥¬ã ¡¥§
¤®ª § â¥«ìáâ¢ , íâ® § ¢¥«® ¡ë ­ á á«¨èª®¬ ¤ «¥ª® ¢ áâ®à®­ã ¬  -
â¥¬ â¨ç¥áª®£®  ­ «¨§ . •®á¬®âà¨¬, ª ª ¯à¥¢®áå®¤­® ®­  à ¡ ®â ¥â
¯à¨ ­ å®¦¤¥­¨¨ ¬ ªá¨¬ã¬®¢ ¨ ¬¨­¨¬ã¬®¢.

’¥®à¥¬  (‡ ª®­ ‘­¥««¨ãá  ® ¯à¥«®¬«¥­¨¨ á¢¥â ) . „¢¥ áà¥¤ë
à §¤¥«¥­ë ¯àï¬®© «¨­¨¥©, ¢ ¯¥à¢®© áª®à®áâì à á¯à®áâà ­¥­¨ ï
á¢¥â  à ¢­  v1,   ¢® ¢â®à®© | v2. …á«¨ «ãç á¢¥â  ¢ëå®¤¨â
¨§ ¯¥à¢®© áà¥¤ë ¯®¤ ã£«®¬ � 1 ª ­®à¬ «¨ ¨ ¢å®¤¨â ¢® ¢â®àãî

x1

x2

� 1

� 2

{ u1

{ u2

•¨á. 30

¯®¤ ã£«®¬ � 2, â®

sin � 1

sin � 2
=

v1

v2

„ ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. •àï¬ ï
­  ¯«®áª®áâ¨ § ¤ ñâáï ãà ¢­¥­¨¥¬

n � (x � x0)=0 ;

£¤¥ x0 | ¯à®¨§¢®«ì­ ï â®çª  ¯àï¬®©,
  n | ¢¥ªâ®à, ¯¥à¯¥­¤¨ªã«ïà­ë© ¯àï-
¬®©. ‚ë¡¥à¥¬ ¯à®¨§¢®«ì­ãî â®çªã x1 ­ 
¢å®¤ïé¥¬ ¯ãçª¥ á¢¥â  ¨ â®çªã x2 ­  ¯à¥-
«®¬«ñ­­®¬ (à¨á. 30). ‘¢¥â ¢á¥£¤  à á¯à®-
áâà ­ï¥âáï ¯® ¯ãâ¨, § ­¨¬ îé¥¬ã ­ ¨¬¥­ìè¥¥ ¢à¥¬ï. ‡­ ç¨â,
­ã¦­® ­ ©â¨ ­  £à ­¨æ¥ áà¥¤ â®çªã x, ¤«ï ª®â®à®© ¢¥«¨ç¨­  f (x)=

= 1
v1

jx � x1 j+ 1
v1

jx � x2 j ¯à¨­¨¬ ¥â ­ ¨¬¥­ìè¥¥ §­ ç¥­¨¥. •®«ãç ¥¬

§ ¤ çã:

f (x)=
jx � x1 j

v1
+

jx � x2 j
v2

! min ¯à¨ ãá«®¢¨¨ g(x)= n � (x � x0)=0 :

‘®£« á­® ¯à¨­æ¨¯ã ‹ £à ­¦ , ¢ â®çª¥ ¬¨­¨¬ã¬  ¢¥ªâ®àë f 0(x)
¨ g0(x) ª®««¨­¥ à­ë. •à®¨§¢®¤­ ï f 0(x) à ¢­  áã¬¬¥ ¢¥ªâ®à  u1,
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ª®â®àë© ¨¬¥¥â ¤«¨­ã 1 =v1 ¨ á®­ ¯à ¢«¥­ á ¢¥ªâ®à®¬ x � x1, ¨ ¢¥ª-
â®à  u2 ¤«¨­ë 1 =v2, á®­ ¯à ¢«¥­­®£® á ¢¥ªâ®à®¬ x � x2. € ¯à®¨§-
¢®¤­ ï g0(x) à ¢­  ¢¥ªâ®àã n. “á«®¢¨¥ ª®««¨­¥ à­®áâ¨ ®§­ ç ¥â,
çâ® áã¬¬  u1+ u2 ¯¥à¯¥­¤¨ªã«ïà­  ¯àï¬®©, â® ¥áâì ¯à®¥ªæ¨¨ ¢¥ª-

â®à®¢u1 ¨ u2 ­  ¯àï¬ãî à ¢­ë. ’ ª¨¬ ®¡à §®¬,
sin � 1

v1
=

sin � 2

v2
, çâ®

¨ âà¥¡®¢ «®áì.
•ã   â¥¯¥àì ¬ë £®â®¢ë ¯à¥¤áâ ¢¨âì ®¡¥é ­­ë¥ à¥è¥­¨ï § ¤ ç ®

¬¨­¨¬ã¬¥ áã¬¬ë à ááâ®ï­¨© ¤® â®çª¨ ¯àï¬®© ¨ ¤® â®çª¨ ¯«®áª®á â¨.
66. ‡ ¤ ç  ® ¬¨­¨¬ «ì­®© áã¬¬¥ à ááâ®ï­¨© ®â k â®ç¥ª ¯«®á-

ª®áâ¨ ¤® â®çª¨ ­  ¯àï¬®©. •  ¯«®áª®áâ¨ ¤ ­  ¯àï¬ ï ¨ k â®ç¥ª.
• ©â¨ (¨«¨ ®å à ªâ¥à¨§®¢ âì) ¯®«®¦¥­¨¥ â®çª¨ ­  ¯àï¬®©, ¤« ï
ª®â®à®© áã¬¬  à ááâ®ï­¨© ¤® ¤ ­­ëå â®ç¥ª ¬¨­¨¬ «ì­ .

• ¥ è ¥ ­ ¨ ¥. •ãáâì l | ¤ ­­ ï ¯àï¬ ï,   x1; . . . ; x k | ¤ ­­ë¥
â®çª¨. •¥è ¥¬ § ¤ çã ­  ¬¨­¨¬ã¬:

f (x)= jx � x1 j+. . . + jx � xk j! min
¯à¨ ãá«®¢¨¨ g(x)= n � (x � x0)=0 ;

£¤¥ x0 | ¯à®¨§¢®«ì­ ï â®çª  ¯àï¬®© l,   n | ¢¥ªâ®à, ¯¥à¯¥­¤¨-
ªã«ïà­ë© íâ®© ¯àï¬®©. Ž¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ ui ¢¥ªâ®à ¥¤¨­¨ç­®© ¤«¨-
­ë, á®­ ¯à ¢«¥­­ë© á ¢¥ªâ®à®¬ x � x i . ’®£¤  f 0(x)= u1+. . .+ uk,
  g0(x)= n. •® â¥®à¥¬¥ ‹ £à ­¦ , ¢ â®çª¥ ¬¨­¨¬ã¬  ¢¥ªâ®à f 0(x)
ª®««¨­¥ à¥­ n, â. ¥. ¯¥à¯¥­¤¨ªã«ïà¥­ ¯àï¬®© l. ’ ª¨¬ ®¡à §®¬:

•¥è¥­¨¥¬ § ¤ ç¨ á«ã¦¨â â®çª  ¯àï¬®© l, ¤«ï ª®â®à®© áã¬¬ 
¯à®¥ªæ¨© ­  ¯àï¬ãî k ¥¤¨­¨ç­ëå ¢¥ªâ®à®¢, ­ ¯à ¢«¥­­ëå ¨§
­¥ñ ¢ ¤ ­­ë¥ â®çª¨, à ¢­  ­ã«î.

…á«¨ ¨§ ¤ ­­ëå k â®ç¥ª ¥áâì å®âï ¡ë ®¤­ , ­¥ «¥¦ é ï ­  ¯àï-
¬®© l, â® § ¤ ç  ¨¬¥¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­®¥ à¥è¥­¨¥. „®ª § âì íâ® á®¢á¥¬
¯à®áâ®, ¥á«¨ ¨á¯®«ì§®¢ âì ¯à¨ñ¬ ¨§ § ¤ ç¨ 62. …á«¨ k � 3, â® â ª ï
â®çª , ¢®®¡é¥ £®¢®àï, ­¥ áâà®¨âáï á ¯®¬®éìî æ¨àªã«ï ¨ «¨­¥©ª ¨
(¢ëç¨á«¥­¨¥ ¥ñ ª®®à¤¨­ âë ¯à¨¢®¤¨â ª ãà ¢­¥­¨î ¢ëá®ª®© áâ¥ ¯¥-
­¨). •®íâ®¬ã ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ã ­ á ­¥â ­¨ç¥£® «ãçè¥£®, ç¥¬ â®
®¯¨á ­¨¥ â®çª¨ ¬¨­¨¬ã¬ , ª®â®à®¥ ¬ë ¯à¨¢¥«¨.

67. ‡ ¤ ç  ® ¬¨­¨¬ «ì­®© áã¬¬¥ à ááâ®ï­¨© ®â k â®ç¥ª ¯à®-
áâà ­áâ¢  ¤® â®çª¨ ­  ¤ ­­®© ¯«®áª®áâ¨. ‚ ¯à®áâà ­áâ¢¥ ¤ ­ 
¯«®áª®áâì 
 ¨ k â®ç¥ª. • ©â¨ (¨«¨ ®å à ªâ¥à¨§®¢ âì) ¯®«®¦¥­¨¥
â®çª¨ ­  ¯«®áª®áâ¨ 
 , ¤«ï ª®â®à®© áã¬¬  à ááâ®ï­¨© ¤® ¤ ­­ëå
â®ç¥ª ¬¨­¨¬ «ì­ .

•¥è¥­¨¥ íâ®© § ¤ ç¨ ­¨ç¥¬ ­¥ ®â«¨ç ¥âáï ®â ¯à¥¤ë¤ãé¥©
¨ ¯à¨¢®¤¨â ª ¯®å®¦¥¬ã ®â¢¥âã:

Œ¨­¨¬ã¬ ¤®áâ¨£ ¥âáï ¢ â®çª¥ x ¯«®áª®áâ¨ 
 , ¤«ï ª®â®à®© áã¬-
¬  ¯à®¥ªæ¨© ­  ¯«®áª®áâì k ¥¤¨­¨ç­ëå ¢¥ªâ®à®¢, ­ ¯à ¢«¥­­ëå
¨§ x ¢ ¤ ­­ë¥ â®çª¨, à ¢­  ­ã«î.

68. ‘à¥¤¨ ¢á¥å âà¥ã£®«ì­ëå ¯¨à ¬¨¤ ¤ ­­®£® ®¡êñ¬ , ¨¬¥-
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îé¨å ¢ ª ç¥áâ¢¥ ®á­®¢ ­¨ï ¤ ­­ë© ¯à ¢¨«ì­ë© âà¥ã£®«ì­¨ª,
­ ©â¨ ¯¨à ¬¨¤ã á ­ ¨¬¥­ìè¥© áã¬¬®© ¤«¨­ àñ¡¥à. ’®â ¦¥ ¢®-
¯à®á ¯à® ç¥âëàñåã£®«ì­ãî ¯¨à ¬¨¤ã á ®á­®¢ ­¨¥¬, á®¢¯ ¤ îé ¨¬
á ¤ ­­ë¬ ¯ à ««¥«®£à ¬¬®¬.

69. ‚ ¯à®áâà ­áâ¢¥ ¤ ­ë âà¨ áªà¥é¨¢ îé¨¥áï ¯àï¬ë¥. Š ª
¢ë¡à âì ¯® â®çª¥ ­  ª ¦¤®© ¨§ íâ¨å ¯àï¬ëå â ª, çâ®¡ë âà¥ã£®«ì -
­¨ª á ¢¥àè¨­ ¬¨ ¢ íâ¨å â®çª å ¨¬¥« ­ ¨¬¥­ìè¨© ¯¥à¨¬¥âà?

70. Œãå  «¥â ¥â ¢­ãâà¨ ¯à ¢¨«ì­®£® â¥âà í¤à . Š ª¨¬ ¬®£
¡ëâì ªà âç ©è¨© ¯ãâì ¬ãå¨, ¥á«¨ ®­  ¯®¡ë¢ «  ­  ª ¦¤®© £à ­¨
â¥âà í¤à ?

ý 8. ”ˆ‡ˆ—…‘Šˆ… ••ˆ•–ˆ•›
<Š­¨£  •à¨à®¤ë ­ ¯¨á ­  âà¥ã£®«ì­¨ª ¬¨, ®ªàã¦­®áâï¬¨
¨ ¤àã£¨¬¨ £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨¬¨ ä¨£ãà ¬¨, ¡¥§ ª®â®àëå ç¥«®¢¥ª
­¥ á¬®¦¥â ¯®­ïâì ¢ ­¥© ­¨ ¥¤¨­®£® á«®¢ >.

ƒ   « ¨ « ¥ ® ƒ   « ¨ « ¥ ©

‚ë¤ îé¨©áï ¬ â¥¬ â¨ª Š à« ‡¨£¥«ì ¯¨á «: <•® ‹¥©¡­¨æã,
­ è ¬¨à ï¢«ï¥âáï «ãçè¨¬ ¨§ ¢á¥å ¢®§¬®¦­ëå ¬¨à®¢, ¨ ¯®â®¬ã
¥£® § ª®­ë ¬®¦­® ®¯¨á âì íªáâà¥¬ «ì­ë¬¨ ¯à¨­æ¨¯ ¬¨>. ‚ á -
¬®¬ ¤¥«¥, ¬­®£®¥ ¢ ¯à¨à®¤¥ ¯à®¨áå®¤¨â ¯® § ª®­ ¬ ¬¨­¨¬ã¬®¢
¨ ¬ ªá¨¬ã¬®¢. ˆ, ­ ¢¥à­®¥, ¯®íâ®¬ã ¬­®£¨¥ £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨¥ §  ¤ -
ç¨ ­  ¬¨­¨¬ã¬ ¨ ¬ ªá¨¬ã¬ ¨¬¥îâ ­ £«ï¤­ë© ä¨§¨ç¥áª¨© á¬ëá«.
‡ ¤ ç  ® ¬¨­¨¬ «ì­®© ¤«¨­¥ ¯ãâ¨ ¬¥¦¤ã ¤¢ã¬ï â®çª ¬¨ á § å®-
¤®¬ ­  ¯àï¬ãî «¨­¨î ¨«¨ § ¤ ç  ‘­¥««¨ãá  ¬®£ãâ ¡ëâì à¥è¥­ë
á ¯®¬®éìî ®¯â¨ª¨. •à¨ íâ®¬ ¬ë ¨á¯®«ì§ã¥¬ £« ¢­ë© ¯à¨­æ¨¯:
á¢¥â ¢á¥£¤  ¢ë¡¨à ¥â ¯ãâì, ­  ª®â®àë© âà â¨âáï ­ ¨¬¥­ìè¥¥ ¢ à¥-
¬ï. „àã£®© ¯à¨­æ¨¯ ¨á¯®«ì§ã¥â ¬¥å ­¨ªã, ®­ £« á¨â:

Œ¥å ­¨ç¥áª ï á¨áâ¥¬  ¢ á®áâ®ï­¨¨, ¯à¨ ª®â®à®¬ ®­  ¨¬¥¥â
­ ¨¬¥­ìèãî ¯®â¥­æ¨ «ì­ãî í­¥à£¨î, ­ å®¤¨âáï ¢ à ¢­®¢¥á¨¨ .

“¯à®éñ­­® íâ®â § ª®­ ¬®¦­® ¢ëà §¨âì â ª: ¬¥å ­¨ç¥áª ï
á¨áâ¥¬  ¢á¥£¤  áâà¥¬¨âáï ª ã¬¥­ìè¥­¨î á¢®¥© ¯®â¥­æ¨ «ì­®©
í­¥à£¨¨. •à®è¥­­ë© ª ¬¥­ì «¥â¨â ¢­¨§, ¨ ¥£® ¯®â¥­æ¨ «ì­ ï í ­¥à-
£¨ï, à ¢­ ï mgh (§¤¥áì m | ¬ áá  ª ¬­ï, g� 9;8 | ãáª®à¥­¨¥
á¢®¡®¤­®£® ¯ ¤¥­¨ï,   h | ¢ëá®â  ª ¬­ï), ¯à¨ íâ®¬ ã¬¥­ìè -
¥âáï. • áâï­ãâ ï ¯àã¦¨­  áâà¥¬¨âáï á¦ âìáï ª ¯¥à¢®­ ç «ì­ ®¬ã
á®áâ®ï­¨î,   §­ ç¨â | ã¬¥­ìè¨âì á¢®î ¯®â¥­æ¨ «ì­ãî í­¥à-
£¨î. • ¯®¬­¨¬, çâ® ¯®â¥­æ¨ «ì­ ï í­¥à£¨ï ¯àã¦¨­ë à ¢­  kx 2=2,
£¤¥ x | à áâï¦¥­¨¥ ¯àã¦¨­ë (­  áª®«ìª® ¨§¬¥­¨«¨ ¥ñ ¤«¨­ã),
  k | ª®íää¨æ¨¥­â ã¯àã£®áâ¨. ‚®â ª ª ¬®¦­® ¯à¨¬¥­¨âì íâ®â
¯à¨­æ¨¯ ª ­¥áª®«ìª¨¬ ª« áá¨ç¥áª¨¬ § ¤ ç ¬.

‡ ¤ ç  ” ­ìï­®. ‚®§ì¬ñ¬ ®áâà®ã£®«ì­ë© âà¥ã£®«ì­¨ª ABC,
áâ®à®­ë ª®â®à®£® á¤¥« ­ë ¨§ ¦ñáâª®© ¯à®¢®«®ª¨, ¨ ­ âï­¥¬
­  ­¥£® à¥§¨­®¢®¥ ª®«ìæ® (à¨á. 31). •à¥¤¯®« £ ¥¬, çâ® âà¥­¨ ï
­¥â. ‘®£« á­® ¯à¨­æ¨¯ã ¬¨­¨¬ã¬  ¯®â¥­æ¨ «ì­®© í­¥à£¨¨, ª® «ì-
æ® á®¦¬ñâáï ¤® ¬¨­¨¬ «ì­® ¢®§¬®¦­®© ¤«¨­ë (¯®áª®«ìªã ¥£® ¯® -
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â¥­æ¨ «ì­ ï í­¥à£¨ï, â ª ¦¥, ª ª

A B

C

A0

B0

C0

N �

�

•¨á. 31

¨ ã ¯àã¦¨­ë, à ¢­  kx 2=2), ¨ ¢ íâ®¬
¯®«®¦¥­¨¨ ¡ã¤¥â ­ å®¤¨âìáï ¢ à ¢-
­®¢¥á¨¨. ‡­ ç¨â, ¢ ¯®«®¦¥­¨¨ à ¢­®-
¢¥á¨ï ¯¥à¨¬¥âà âà¥ã£®«ì­¨ª  A0B0C0

¡ã¤¥â ­ ¨¬¥­ìè¨¬. • ¯¨è¥¬ ãá«®-
¢¨ï à ¢­®¢¥á¨ï ¤«ï ª®«ìæ  ¢ â®çª¥ A0.
•  ­¥£® ¤¥©áâ¢ãîâ ¤¢¥ à ¢­ë¥ ¯®
¬®¤ã«î á¨«ë ­ âï¦¥­¨ï ¨ á¨«  à¥ ª-
æ¨¨ ®¯®àë

�!
N . ’ ª ª ª âà¥­¨ï ­¥â,

á¨«  �! N ­ ¯à ¢«¥­  ¯¥à¯¥­¤¨ªã«ïà-
­® ¯àï¬®© BC. ‘ã¬¬  íâ¨å âàñå á¨«

¤®«¦­  ¡ëâì à ¢­  ­ã«î. ‚ ¯à®¥ªæ¨¨ ­  ¯àï¬ãî BC íâ® ®§­ ç ¥â,
çâ® T cos � = T cos � , â. ¥. � = � . ˆâ ª, áâ®à®­ë âà¥ã£®«ì­¨ª  ­ ¨-
¬¥­ìè¥£® ¯¥à¨¬¥âà , ¢¯¨á ­­®£® ¢ âà¥ã£®«ì­¨ª ABC, ¯¥à¥á¥ª îâ
áâ®à®­ë âà¥ã£®«ì­¨ª  ABC ¯®¤ à ¢­ë¬¨ ã£« ¬¨. ‘«¥¤®¢ â¥«ì­®,
íâ® ®àâ®âà¥ã£®«ì­¨ª (á¬. § ¤ çã 11).

‡ ¤ ç  ® ¬¨­¨¬ «ì­®© áã¬¬¥ à ááâ®ï­¨© ¤® k â®ç¥ª. •à¥¤áâ -
¢¨¬ á¥¡¥, çâ® â®çª¨ x1; . . . ; x k ­ à¨á®¢ ­ë ­  áâ®«¥. •à®á¢¥à«¨¬
¢ íâ¨å â®çª å ¤ëàª¨, ç¥à¥§ ª®â®àë¥ ¯à®¯ãáâ¨¬ ¢¥àñ¢ª¨. Š ª ¦¤ ®©
¢¥àñ¢ª¥ ¯®¤¢¥á¨¬ £àã§ ¬ áá®© 1 ª£,   á¢¥àåã á¢ï¦¥¬ ¢¥àñ¢ª¨ ¢ ® ¤¨­
ã§¥«. Žâ¯ãáâ¨¬ ¢á¥ £àã§ë. ‘¨áâ¥¬  ç¥à¥§ ­¥ª®â®à®¥ ¢à¥¬ï ¯à¨ ¤ñâ
¢ ¯®«®¦¥­¨¥ à ¢­®¢¥á¨ï. ‘ç¨â ï ¢¥àñ¢ª¨ ­¥¢¥á®¬ë¬¨ ¨ ¯à¥­¥¡ à¥-
£ ï âà¥­¨¥¬, ¯®¯à®¡ã¥¬ ®å à ªâ¥à¨§®¢ âì íâ® ¯®«®¦¥­¨¥.

‘ ®¤­®© áâ®à®­ë, ®­® á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¬¨­¨¬ã¬ã ¯®â¥­æ¨ «ì­®©
í­¥à£¨¨,   íâ® §­ ç¨â, çâ® áã¬¬  à ááâ®ï­¨© ®â ã§«  ¤® k ¤ ­­ëå
â®ç¥ª ¬¨­¨¬ «ì­ . ‚ á ¬®¬ ¤¥«¥, ¢ë¡à ¢ ãà®¢¥­ì áâ®«  §  ­ã«¥ ¢®©
ãà®¢¥­ì, ¯®«ãç¨¬, çâ® ¯®â¥­æ¨ «ì­ ï í­¥à£¨ï ª ¦¤®£® £àã§  à ¢-
­  � mgh i (®­  ¡ã¤¥â ®âà¨æ â¥«ì­ ), £¤¥ hi | ¤«¨­  i -© ¢¥àñ¢ª¨ ¯®¤
áâ®«®¬. •®íâ®¬ã ¬¨­¨¬ «ì­ ï ¯®â¥­æ¨ «ì­ ï í­¥à£¨ï á¨áâ¥¬ ë á®-
®â¢¥âáâ¢ã¥â ¯®«®¦¥­¨î, ª®£¤  áã¬¬  ¤«¨­ ¢á¥å ¢¥àñ¢®ª ¯®¤ áâ ®-

x1

x2

x3

x4x5

x6

m

•¨á. 32

«®¬ | ­ ¨¡®«ìè ï,   íâ®
§­ ç¨â, çâ® áã¬¬  ¨å ¤«¨­
­ ¤ áâ®«®¬ | ­ ¨¬¥­ìè ï
(¯®áª®«ìªã áã¬¬  ¤«¨­ ¢á¥å
¢¥àñ¢®ª ¯®áâ®ï­­ ).

ˆâ ª, ¢ ¯®«®¦¥­¨¨ à ¢-
­®¢¥á¨ï áã¬¬  à ááâ®ï­¨© ®â
ã§«  x ¤® k ¤ ­­ëå â®ç¥ª
¬¨­¨¬ «ì­ . …á«¨ ¯à¨ íâ®¬
ã§¥« § áâàï« ¢ ®¤­®© ¨§ ¤ë-
à®ª x i , â® ¬¨­¨¬ã¬ áã¬¬ë
à ááâ®ï­¨© ¤®áâ¨£ ¥âáï ¨¬¥­-
­® ¢ â®çª¥ x i . …á«¨ ¦¥ íâ®
­¥ â ª, â® áã¬¬  á¨«, ¤¥©-
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áâ¢ãîé¨å ­  ã§¥« á® áâ®à®­ë ¢¥àñ¢®ª, à ¢­  ­ã«î. ‚á¥ á¨«ë
­ âï¦¥­¨ï ¢¥àñ¢®ª à ¢­ë ¯® ¬®¤ã«î, â ª ª ª ¢á¥ £àã§¨ª¨ ¨¬¥îâ
à ¢­ë¥ ¬ ááë. ‘«¥¤®¢ â¥«ì­®, áã¬¬  à ¢­ëå ¯® ¤«¨­¥ ¢¥ªâ®à® ¢,
­ ¯à ¢«¥­­ëå ¨§ â®çª¨ x ª â®çª ¬ x1; . . . ; x k, à ¢­  ­ã«î, ®âªã¤ 
¨ á«¥¤ã¥â ®â¢¥â. ‚ ç áâ­®áâ¨, ¯à¨ k=3 ¯®«ãç ¥¬ â®çªã ’®àà¨ç¥««¨.

ˆ§®¯¥à¨¬¥âà¨ç¥áª ï § ¤ ç . ‚®§ì¬ñ¬ ¯àï¬®ã£®«ì­ë© «¨áâ ¡ã-
¬ £¨ ¨ áª«¥¨¬ ¨§ ­¥£® æ¨«¨­¤à. •®áâ ¢¨¬ æ¨«¨­¤à ¢¥àâ¨ª «ì­®
­  £« ¤ªãî ¯«®áª®áâì ¨ ­ «ìñ¬ ¢ ­¥£® ¢®¤ã. •ã¤¥¬ áç¨â âì, çâ®
¢®¤  ­¥ ¯à®á ç¨¢ ¥âáï ¬¥¦¤ã ¯«®áª®áâìî ¨ æ¨«¨­¤à®¬. —â® ¯à® -
¨§®©¤ñâ? Ÿá­®, çâ® ®á­®¢ ­¨¥ æ¨«¨­¤à  ¯®¤ ¤¥©áâ¢¨¥¬ ¢®¤ë ¯à¨ ¬¥â
ªàã£«ãî ä®à¬ã, ¯®áª®«ìªã ¤ ¢«¥­¨¥ ¢®¤ë ­  áâ¥­ª¨ ¢® ¢á¥ áâ®à ®-
­ë ®¤¨­ ª®¢®. ‘ ¤àã£®© áâ®à®­ë, ¤«ï â®£®, çâ®¡ë ¯®â¥­æ¨ «ì­  ï
í­¥à£¨ï ¡ë«  ¬¨­¨¬ «ì­ , æ¥­âà âï¦¥áâ¨ ­ «¨â®© ¢®¤ë ¤®«¦¥­
§ ­ïâì á ¬®¥ ­¨§ª®¥ ¯®«®¦¥­¨¥. –¥­âà âï¦¥áâ¨ æ¨«¨­¤à  à á¯ ®« -
£ ¥âáï ­  á¥à¥¤¨­¥ ¥£® ¢ëá®âë, ¯à®¢¥¤ñ­­®© ¨§ æ¥­âà  ®á­®¢  ­¨ï,
§­ ç¨â, ¢ëá®â  ãà®¢­ï ¢®¤ë ¤®«¦­  ¡ëâì ¬¨­¨¬ «ì­®©. ‚ëá®â 
à ¢­  ®¡êñ¬ã, ¤¥«ñ­­®¬ã ­  ¯«®é ¤ì ®á­®¢ ­¨ï. Ž¡êñ¬ | ¯®áâ® ï­-
­ë©, ¯®íâ®¬ã ¯«®é ¤ì ®á­®¢ ­¨ï ¤®«¦­  ¡ëâì ­ ¨¡®«ìè¥©. ˆâ  ª,
­ ¨¡®«ìè ï ¯«®é ¤ì ®á­®¢ ­¨ï á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ªàã£ã.

‚¯«®âì ¤® ­ ç «  XX ¢¥ª  ä¨§¨ç¥áª®¥ à¥è¥­¨¥ áç¨â «®áì
¢¯®«­¥ ¤®áâ â®ç­ë¬ ¤«ï ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© § ¤ ç¨. •® ªà ©­¥© ¬ ¥à¥,
ä¨§¨ç¥áª¨¥ á®®¡à ¦¥­¨ï ¯®§¢®«ïîâ § ¡ëâì ® ¯à®¡«¥¬¥ áãé¥áâ ¢®¢ -
­¨ï à¥è¥­¨ï, ª®â®à ï ¯®¤ç á ¡ë¢ ¥â çà¥§¢ëç ©­® á«®¦­ . ’¥¯¥ àì,
ª®­¥ç­®, ®¤­®© ä¨§¨ç¥áª®© ¨­â¥à¯à¥â æ¨¥© ­¥ ®¡®©â¨áì. Š ¦ ¤ ï
¬ â¥¬ â¨ç¥áª ï § ¤ ç  ¤®«¦­  ¨¬¥âì ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®¥ à¥è¥­¨ ¥!
•®âï ¡ë ¯®â®¬ã, çâ® ä¨§¨ª  ¢® ¬­®£®¬ ã¯®¢ ¥â ­  ¨­âã¨æ¨î,
­  ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï ç¥«®¢¥ª  ®¡ ®ªàã¦ îé¥© ¯à¨à®¤¥. € ¨­âã¨æ¨ ï
­¥ à § ¯®¤¢®¤¨«  ¬ â¥¬ â¨ª®¢. ˆ ¢áñ ¦¥ ­¥«ì§ï ­¥ ¢®áå¨â¨âìáï
¢§ ¨¬®á¢ï§ìî ¢¥é¥© ¢ ¯à¨à®¤¥, ª®£¤  á«®¦­ ï § ¤ ç  ¬®¦¥â ¡ë âì
®¡êïá­¥­  ­ £«ï¤­®, á ¯®§¨æ¨¨ ®¡ëç­®£® §¤à ¢®£® á¬ëá« ! € ª à®-
¬¥ â®£®, ä¨§¨ç¥áª¨¥ á®®¡à ¦¥­¨ï ¯®¬®£ îâ ã£ ¤ âì ¯à ¢¨«ì­ ë©
®â¢¥â (ª®â®àë© ¯®â®¬, ª®­¥ç­® ¦¥, ¯à¨¤ñâáï áâà®£® ¬ â¥¬ â¨ ç¥áª¨
®¡®á­®¢ âì).

Š ª ¯®«ãç¨âì ¢¯¨á ­­ë© è à­¨à­ë© ¬­®£®ã£®«ì­¨ª? Ž¡à -
â¨¬áï ª § ¤ ç¥ 52. „«ï «î¡®£® è à­¨à­®£® k-ã£®«ì­¨ª  áãé¥áâ¢ã-
¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­®¥ ¯®«®¦¥­¨¥, ¯à¨ ª®â®à®¬ ®­ ¢¯¨á ­ ¢ ®ªàã¦­®á âì.
•à¨çñ¬ ¢ íâ®¬ ¯®«®¦¥­¨¨ ®­ ¨¬¥¥â ¬ ªá¨¬ «ì­ãî ¯«®é ¤ì. Š ª
­ ©â¨ íâ® ¯®«®¦¥­¨¥, â. ¥. ­ ©â¨ ã£«ë ¬­®£®ã£®«ì­¨ª  ¨«¨ à ¤ ¨ãá
®¯¨á ­­®© ®ªàã¦­®áâ¨? Žª §ë¢ ¥âáï, ¯à¨ k � 5 à¥è¨âì íâã § ¤ çã
¬®¦­® «¨èì ¯à¨¡«¨¦ñ­­®. • ¯à¨¬¥à, ­ å®¦¤¥­¨¥ à ¤¨ãá  ®¯¨-
á ­­®© ®ªàã¦­®áâ¨ ¯à¨¢®¤¨â ª ãà ¢­¥­¨î

arcsin
a1

2R
+. . .+arcsin

ak

2R
= �:

‡¤¥áì a1; . . . ; ak | ¤ ­­ë¥ áâ®à®­ë k-ã£®«ì­¨ª . •â® ãà ¢­¥­¨¥
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¬®¦­® à¥è¨âì ¯à¨¡«¨¦ñ­­® (¨«¨, ª ª £®¢®àïâ ¬ â¥¬ â¨ª¨, ç¨-
á«¥­­®) á ¯®¬®éìî ª®¬¯ìîâ¥à . •® ­¨ ¯®«ãç¨âì â®ç­®£® à¥è¥­¨ ï,
­¨ ¯®áâà®¨âì â ª®© ¬­®£®ã£®«ì­¨ª á ¯®¬®éìî æ¨àªã«ï ¨ «¨­¥©-
ª¨ ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ­¥ ã¤ áâáï.

”¨§¨ç¥áª¨¥ á®®¡à ¦¥­¨ï ¯à¥¤« £ îâ á«¥¤ãîé¨© ¯à ªâ¨ç¥-
áª¨© á¯®á®¡ à¥è¥­¨ï. ˆ§ ¦ñáâª¨å ¯àï¬®ã£®«ì­ëå «¨áâ®¢ ª àâ® ­ 
®¤¨­ ª®¢®© ¢ëá®âë, ­® à §­®© è¨à¨­ë, áª«¥¨¬ ¯àï¬ãî ¯à¨§¬ã
â ª, çâ®¡ë ã£«ë ¬¥¦¤ã ¡®ª®¢ë¬¨ £à ­ï¬¨ ¬®£ãâ á¢®¡®¤­® ¬¥-
­ïâìáï. •®áâ ¢¨¬ ¥ñ ¢¥àâ¨ª «ì­® ­  £« ¤ªãî ¯«®áª®áâì ¨ ­ «ì ñ¬
¢ ­¥ñ ¢®¤ã. ’®£¤  ®á­®¢ ­¨¥ ¯à¨§¬ë ¯à¨¬¥â ä®à¬ã ¢¯¨á ­­®£®
¬­®£®ã£®«ì­¨ª . —¨â â¥«ì á ¬ ¡¥§ âàã¤  ¤®ª ¦¥â íâ®, ¯®«ì§ã ïáì
à¥§ã«ìâ â®¬ § ¤ ç¨ 52.

71. •à¨¤ã¬ ©â¥ ä¨§¨ç¥áª¨¥ ¨­â¥à¯à¥â æ¨¨ § ¤ ç¨ ® ¬¨­¨-
¬ «ì­®© áã¬¬¥ à ááâ®ï­¨© ®â â®çª¨ ¯àï¬®© ¤® k ¤ ­­ëå â®ç¥ª,
  â ª¦¥ § ¤ ç 33, 56, 61, 63, 64, 69.

72. Ž¡êïá­¨â¥ ä¨§¨ç¥áªãî ¨­â¥à¯à¥â æ¨î § ¤ ç¨ ® á¥âïå
˜â¥©­¥à  ª ª ä®à¬ë ¬ë«ì­®© ¯«ñ­ª¨, ­ âï­ãâ®© ¬¥¦¤ã £¢®§¤ï-
¬¨. •®ç¥¬ã ¥á«¨ á¥â¥© ˜â¥©­¥à  ­¥áª®«ìª®, â® ¬ë«ì­ ï ¯«ñ­ª 
¬®¦¥â ¯à¨­ïâì ä®à¬ã «î¡®© ¨§ ­¨å,   ­¥ â®«ìª® á ¬®© ª®à®âª®©?

ý 9. ’…Ž•…Œ› ‘“™…‘’‚Ž‚€•ˆŸ

<—¨áâë¥ â¥®à¥¬ë ® áãé¥áâ¢®¢ ­¨¨ á«ã¦¨«¨ ¢ ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­®-
áâ¨ ¢ ¦­¥©è¨¬¨ ¢¥å ¬¨ à §¢¨â¨ï ­ è¥© ­ ãª¨>.

„   ¢ ¨ ¤ ƒ ¨ « ì ¡ ¥ à â

’¥®à¥¬ë áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï ¯® ¯à ¢ã ¢å®¤ïâ ¢ ç¨á«® ¢ëáè¨å ¤®-
áâ¨¦¥­¨© ¬ â¥¬ â¨ª¨. •®à®© £®à §¤® «¥£ç¥ ¤®ª § âì, çâ® ®¡ê ¥ªâ
®¡« ¤ ¥â ª ª¨¬¨-­¨¡ã¤ì § ¬¥ç â¥«ì­ë¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨, ç¥¬ ¤® ª -
§ âì, çâ® ®­ ¢®®¡é¥ áãé¥áâ¢ã¥â. Š ª ¬ë ¢¨¤¥«¨ ­  ¯à¨¬¥à¥ ¨§®-
¯¥à¨¬¥âà¨ç¥áª®© § ¤ ç¨, ¨¬¥­­® ¢®¯à®á ® áãé¥áâ¢®¢ ­¨¨ ¯®¤ ç á
¡ë¢ ¥â ­ ¨¡®«¥¥ ¢ ¦­ë¬ ¢® ¢áñ¬ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥. ’ ª¨¥ â¥®à¥¬ ë,
ª ª ¯à ¢¨«®, ®ç¥­ì ªà á¨¢ë, ­® ¢¬¥áâ¥ á â¥¬ ¨ âàã¤­ë. „®áâ â® ç­®
¢á¯®¬­¨âì, çâ® ­ ¨¡®«¥¥ á«®¦­ë¥ ¯à®¡«¥¬ë á®¢à¥¬¥­­®© ¬ â¥ -
¬ â¨ª¨, ­ ¯à¨¬¥à, ­¥¤ ¢­® ¤®ª § ­­ë¥ ¢¥«¨ª ï â¥®à¥¬  ”¥à¬  
¨ £¨¯®â¥§  •ã ­ª à¥,   â ª¦¥ ­¥ ¤®ª § ­­ë¥ ¨ ­¥ ®¯à®¢¥à£­ãâë ¥
¤® á¨å ¯®à £¨¯®â¥§  ¡«¨§­¥æ®¢ ¨ £¨¯®â¥§  < P= NP >, ï¢«ïîâáï ¯à®-
¡«¥¬ ¬¨ áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï.

‡ ¤ ç¨ ­  ¬¨­¨¬ã¬ ¨ ¬ ªá¨¬ã¬ ç áâ® ¯®¬®£ îâ ¤®ª § âì
â¥®à¥¬ë áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï, ¯à¨çñ¬ ¢ á ¬¨å â¥®à¥¬ å ­¨ ® ª ª¨å ¬¨ -
­¨¬ã¬ å ¨ ¬ ªá¨¬ã¬ å ¬®¦¥â ¨ ­¥ ã¯®¬¨­ âìáï. ˆ¤¥ï ¤®¢®«ì­®
¯à®áâ : â®çª  ¨«¨ ä¨£ãà , ¤ îé ï à¥è¥­¨¥ íªáâà¥¬ «ì­®© § ¤  ç¨,
®¡« ¤ ¥â ­¥ª®â®àë¬¨ á¯¥æ¨ «ì­ë¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨. •®íâ®¬ã, à¥ è¨¢
íªáâà¥¬ «ì­ãî § ¤ çã, ¬ë â¥¬ á ¬ë¬ ¤®ª §ë¢ ¥¬, çâ® ®¡ê¥ªâ á â -
ª¨¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨ áãé¥áâ¢ã¥â. •à¨¢¥¤ñ¬ §¤¥áì ¤¢  ¯à¨¬¥à , ¢§ ïâëå
¨§ à §­ëå ®¡« áâ¥© ¬ â¥¬ â¨ª¨. •¥à¢ë© | ¨§ ¢ë¯ãª«®£®  ­ «¨-
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§ , ¢â®à®© | ¨§ â¥®à¨¨ ¤¨­ ¬¨ç¥áª¨å á¨áâ¥¬.
’¥®à¥¬  Œ¨­ª®¢áª®£®|• ¤®­ . ‚­ãâà¨ «î¡®© ®£à ­¨ç¥­­®©

¢ë¯ãª«®© ä¨£ãàë ­  ¯«®áª®áâ¨ ­ ©¤ñâáï â®çª  M , ®¡« ¤ î-
é ï á«¥¤ãîé¨¬ á¢®©áâ¢®¬: «î¡ ï å®à¤  ä¨£ãàë, ¯à®å®¤ïé ï
ç¥à¥§ M , ¤¥«¨âáï íâ®© â®çª®© ¢ ®â­®è¥­¨¨, ­¥ ¯à¥¢®áå®¤ïé¥¬
¤¢ãå, â. ¥. ¥á«¨ ç¥à¥§ M ¯à®¢¥áâ¨ ¯à®¨§¢®«ì­ãî ¯àï¬ãî, ¯¥à¥á¥-
ª îéãî ä¨£ãàã ¯® ®âà¥§ªã KL , â® ®â­®è¥­¨¥ ¡®«ìè¥£® ¨§ ¤¢ãå
®âà¥§ª®¢KM; LM ª ¬¥­ìè¥¬ã ­¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â ¤¢ãå.

„ ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. ˆ§ ¢á¥å âà¥ã£®«ì­¨ª®¢ ABC á ¢¥àè¨­ ¬¨
­  £à ­¨æ¥ ä¨£ãàë � ¢ë¡¥à¥¬ âà¥ã£®«ì­¨ª ­ ¨¡®«ìè¥© ¯«®é ¤¨ .
’®£¤  â®çª  ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï ¬¥¤¨ ­ íâ®£® âà¥ã£®«ì­¨ª  | ¨áª®¬ ï .

„«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¯à®¢¥¤ñ¬ ç¥à¥§ ¢¥àè¨­ë âà¥ã£®«ì­¨-
ª  ABC ¯àï¬ë¥, ¯ à ««¥«ì­ë¥ ¯à®â¨¢®¯®«®¦­ë¬ áâ®à®­ ¬. Ž­¨
®¡à §ãîâ âà¥ã£®«ì­¨ª A0B0C0, ¤«ï ª®â®à®£® â®çª¨ A, B ¨ ‘

AB

CA0 B0

C0
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•¨á. 33

ï¢«ïîâáï á¥à¥¤¨­ ¬¨ áâ®à®­ (à¨á. 33).
„®ª ¦¥¬, çâ® âà¥ã£®«ì­¨ª A0B0C0 á®-
¤¥à¦¨â ä¨£ãàã �. …á«¨ íâ® ­¥ â ª, â®
­  £à ­¨æ¥ � ­ ©¤ñâáï â®çª  P, «¥-
¦ é ï ¢­¥ íâ®£® âà¥ã£®«ì­¨ª ,   íâ®
§­ ç¨â, çâ® ®âà¥§®ª MP ¯¥à¥á¥ª ¥â ®¤-
­ã ¨§ áâ®à®­ âà¥ã£®«ì­¨ª  A0B0C0 (¯ãáâì
íâ® áâ®à®­  A0B0). ’®£¤  ¯«®é ¤ì âà¥-
ã£®«ì­¨ª  ABP ¡ã¤¥â ¡®«ìè¥ ¯«®é ¤¨
âà¥ã£®«ì­¨ª  ABC (ã ­¨å áâ®à®­  AB |
®¡é ï,   ¢ëá®â , ®¯ãé¥­­ ï ­  íâã áâ®-
à®­ã, ã âà¥ã£®«ì­¨ª  ABP ¡®«ìè¥). •â®
­¥¢®§¬®¦­®, â ª ª ª âà¥ã£®«ì­¨ª ABC
¨¬¥¥â ­ ¨¡®«ìèãî ¯«®é ¤ì áà¥¤¨ ¢á¥å
âà¥ã£®«ì­¨ª®¢, ¢¯¨á ­­ëå ¢ ä¨£ãàã �.

„ «¥¥ ¢áñ ¯à®áâ®. •à®¨§¢®«ì­ ï

AB

CA0 B0
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•¨á. 34

¯àï¬ ï, ¯à®å®¤ïé ï ç¥à¥§ â®çªã M ,
¯¥à¥á¥ª ¥â ä¨£ãàã � ¯® ®âà¥§ªã KL .
•ãáâì ®­  â ª¦¥ ¯¥à¥á¥ª ¥â ®âà¥§®ª BC
¢ â®çª¥ T,   ®âà¥§®ª B0C0 | ¢ â®çª¥ S
(à¨á. 34). ˆ§ ¯®¤®¡¨ï âà¥ã£®«ì­¨ª®¢
MTC ¨ MSC á«¥¤ã¥â à ¢¥­áâ¢® MS =
=2 MT . „ «¥¥, MS � ML ¨ MT � MK ,
â® ML � 2MK . ’ ª ¦¥ ¤®ª §ë¢ ¥âáï,
çâ® ¨ MK � 2ML .

„«ï á«¥¤ãîé¥£® ¯à¨¬¥à  ­ ¬ ¯®­ -
¤®¡¨âáï ¯®­ïâ¨¥ £« ¤ª®© ªà¨¢®©. Šà¨-
¢ ï ­  ¯«®áª®áâ¨ ­ §ë¢ ¥âáï £« ¤ª®©,
¥á«¨ ¢ ª ¦¤®© ¥ñ â®çª¥ ¬®¦­® ¯à®¢¥áâ¨
¥¤¨­áâ¢¥­­ãî ª á â¥«ì­ãî. “ £« ¤ª®©
ªà¨¢®© ­¥â ¢¥àè¨­ ¨ § ®áâà¥­¨©. • -
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¯à¨¬¥à, ¬­®£®ã£®«ì­¨ª ­¥ ï¢«ï¥âáï £« ¤ª¨¬,   ¢®â ®ªàã¦­®áâ ì,
í««¨¯á, £¨¯¥à¡®«  | £« ¤ª¨¥. …á«¨ äã­ªæ¨ï ®¤­®© ¯¥à¥¬¥­­®©
¨¬¥¥â ¯à®¨§¢®¤­ãî ¢ ª ¦¤®© â®çª¥, â® ¥ñ £à ä¨ª | £« ¤ª ï ªà¨-
¢ ï. ƒ« ¤ª ï § ¬ª­ãâ ï ªà¨¢ ï ­  ¯«®áª®áâ¨ ¬®¦¥â ¡ëâì § ¤ ­  
ãà ¢­¥­¨¥¬ g(x)=0, £¤¥ äã­ªæ¨ï g ¨¬¥¥â ¯à®¨§¢®¤­ãî ¢ ª ¦¤®©
â®çª¥.

’¥®à¥¬  •¨àª£®ä  ® § ¬ª­ãâ®¬ ¡¨««¨ à¤¥. „«ï ¯à®¨§¢®«ì­®©
£« ¤ª®© § ¬ª­ãâ®© ªà¨¢®© ­  ¯«®áª®áâ¨, ®£à ­¨ç¨¢ îé¥© ¢ë-
¯ãª«ãî ä¨£ãàã, áãé¥áâ¢ã¥â ¡¨««¨ à¤ á k ¢¥àè¨­ ¬¨, £¤¥ k� 3 |
¯à®¨§¢®«ì­®¥ ç¨á«®.

• ¯®¬­¨¬, çâ® ¡¨««¨ à¤®¬ ­ §ë¢ ¥âáï ¬­®£®ã£®«ì­¨ª á ¢¥à-
è¨­ ¬¨ ­  ¤ ­­®© ªà¨¢®©, «î¡ë¥ ¤¢¥ á®á¥¤­¨¥ áâ®à®­ë ª®â®à®£ ®
®¡à §ãîâ á ªà¨¢®© à ¢­ë¥ ã£«ë. ’ ª, ®àâ®âà¥ã£®«ì­¨ª ï¢«ï¥âá ï
¡¨««¨ à¤®¬ ¤«ï âà¥ã£®«ì­¨ª . •¨««¨ à¤ â ª¦¥ ¬®¦­® ¨­â¥à¯à ¥-
â¨à®¢ âì ª ª § ¬ª­ãâãî âà ¥ªâ®à¨î «ãç  á¢¥â  ¢­ãâà¨ ªà¨¢®© .

„ ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. • áá¬®âà¨¬ ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å k-ã£®«ì-
­¨ª®¢ á ¢¥àè¨­ ¬¨ ­  ¤ ­­®© ªà¨¢®©. •à¨ íâ®¬ ¯®§¢®«¨¬ ¢¥à-
è¨­ ¬ á®¢¯ ¤ âì ¤àã£ á ¤àã£®¬. ‘à¥¤¨ íâ¨å ¬­®£®ã£®«ì­¨ª®¢
­ ©¤ñ¬ â®â, ª®â®àë© ¨¬¥¥â ¬ ªá¨¬ «ì­ë© ¯¥à¨¬¥âà. Ž­ ¨ ï¢«ï¥ â-
áï ¡¨««¨ à¤®¬. „«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  § ¬¥â¨¬ á­ ç « , çâ® ®­ ¨ ¬¥¥â
à®¢­® k à §«¨ç­ëå ¢¥àè¨­,   ­¥ ¬¥­ìè¥ (¢ ¯à®â¨¢­®¬ á«ãç ¥
¤®¡ ¢¨¬ ­¥áª®«ìª® ­¥¤®áâ îé¨å ¢¥àè¨­, ¯¥à¨¬¥âà ®â íâ®£® â® «ì-
ª® ã¢¥«¨ç¨âáï). ‚®§ì¬ñ¬ â¥¯¥àì âà¨ á®á¥¤­¨¥ ¢¥àè¨­ë x1; x 2; x 3
¨ ®¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ l ª á â¥«ì­ãî ª ªà¨¢®© ¢ â®çª¥ x2. ’ ª ª ª ­ è
¬­®£®ã£®«ì­¨ª ¨¬¥¥â ­ ¨¡®«ìè¨© ¯¥à¨¬¥âà, â® ¬ ªá¨¬ã¬ äã­ª -
æ¨¨ f (x)= jx � x1j+ jx � x3 j ­  ¤ã£¥ x1x3 ­ è¥© ªà¨¢®© ¤®áâ¨£ ¥âáï
¢ â®çª¥ x2. ‡­ ç¨â â®çª  x2 ï¢«ï¥âáï à¥è¥­¨¥¬ § ¤ ç¨

f (x)= jx � x1 j+ jx � x3 j! max ¯à¨ ãá«®¢¨¨ g(x)=0 :

‘®£« á­® â¥®à¥¬¥ ‹ £à ­¦ , ¢¥ªâ®àë g0(x2) ¨ f 0(x2) ª®««¨­¥ à­ë.
‚¥ªâ®à g0(x2) ¯¥à¯¥­¤¨ªã«ïà¥­ ª á â¥«ì­®© l,   f 0(x2)= u1+ u3,
£¤¥u1 | ¥¤¨­¨ç­ë© ¢¥ªâ®à, ­ ¯à ¢«¥­­ë© ¨§ â®çª¨ x1 ¢ x2,   u3 |
¥¤¨­¨ç­ë© ¢¥ªâ®à, ­ ¯à ¢«¥­­ë© ¨§ x3 ¢ x2. ‘ã¬¬  íâ¨å ¢¥ªâ®-
à®¢ ¤®«¦­  ¡ëâì ¯¥à¯¥­¤¨ªã«ïà­  l , á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ®­¨ ®¡à §ãîâ
à ¢­ë¥ ã£«ë á l , çâ® ¨ âà¥¡®¢ «®áì ¤®ª § âì.

• ¤® § ¬¥â¨âì, çâ® £« ¤ª®áâì ªà¨¢®© ¢ â¥®à¥¬¥ •¨àª£®ä 
áãé¥áâ¢¥­­ ! • ¯à¨¬¥à, ªà¨¢ ï, ®£à ­¨ç¨¢ îé ï âã¯®ã£®«ì ­ë©
âà¥ã£®«ì­¨ª, ­¥ ¨¬¥¥â âà¥ã£®«ì­®£® ¡¨««¨ à¤ . •®ç¥¬ã? …á« ¨ âà¥-
ã£®«ì­¨ª ¨¬¥¥â ¡¨««¨ à¤ ¨§ âàñå ¢¥àè¨­, â® íâ¨ ¢¥àè¨­ë «¥¦ â
¢ ®á­®¢ ­¨ïå ¢ëá®â,   ¤«ï âã¯®ã£®«ì­®£® âà¥ã£®«ì­¨ª  ¤¢  ®á ­®¢ -
­¨ï ¨§ âàñå «¥¦ â ¢­¥ âà¥ã£®«ì­¨ª .

73. Œë ¢¨¤¥«¨, çâ® ¢¯¨á ­­ë© k-ã£®«ì­¨ª ¬ ªá¨¬ «ì­®£® ¯¥-
à¨¬¥âà  ï¢«ï¥âáï ¡¨««¨ à¤®¬. Ž¤­ ª® ¤«ï ®áâà®ã£®«ì­ëå âà¥ -
ã£®«ì­¨ª®¢ ¡¨««¨ à¤ (âà¥ã£®«ì­ë©) á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ­¥ ¬ ªá¨ ¬ «ì-
­®¬ã,   ¬¨­¨¬ «ì­®¬ã ¯¥à¨¬¥âàã (§ ¤ ç  ” ­ìï­®). Š ª ®¡êïá -
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­¨âì íâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥?
74. ‘â®à®­ë ¢á¥å k-ã£®«ì­ëå ¡¨««¨ à¤®¢ í««¨¯á  ª á îâáï

­¥ª®â®à®£® ä¨ªá¨à®¢ ­­®£® í««¨¯á .
75. ‚ ¢ë¯ãª«ãî ä¨£ãàã ¯«®é ¤¨ S ¢á¥£¤  ¬®¦­® ¢¯¨á âì âà¥-

ã£®«ì­¨ª ¯«®é ¤¨ ¡®«ìè¥©, ç¥¬ S=4. ‚®ªàã£ ­¥ñ ¢á¥£¤  ¬®¦­®
®¯¨á âì âà¥ã£®«ì­¨ª ¯«®é ¤¨ ¬¥­ìè¥©, ç¥¬ 4 S.

76. ‘ä®à¬ã«¨àã©â¥ ¨ ¤®ª ¦¨â¥ â¥®à¥¬ã Œ¨­ª®¢áª®£®|• ¤®­ 
¤«ï ¢ë¯ãª«®£® â¥«  ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥.

77 (Ÿ. •à¨­ªå ãá). „«ï «î¡®© âà®©ª¨ ¯®¯ à­® áªà¥é¨¢ î-
é¨åáï ¯àï¬ëå ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­ ï âà®©ª  
â®ç¥ª A, B ¨ C (¯® ®¤­®© ­  ª ¦¤®© ¯àï¬®©), ®¡« ¤ îé ï â ª¨¬
á¢®©áâ¢®¬: ª ¦¤ ï ¨§ âàñå ¯àï¬ëå ®¡à §ã¥â à ¢­ë¥ ã£«ë á ¤¢ã-
¬ï á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬¨ áâ®à®­ ¬¨ âà¥ã£®«ì­¨ª  ABC (¯àï¬ë¥ AB
¨ AC ®¡à §ãîâ à ¢­ë¥ ã£«ë á ¯àï¬®©, ¯à®å®¤ïé¥© ç¥à¥§ â®ç-
ªã A, ¨ â. ¤.)

78 (…. ‘. ƒ®àáª ï). „ ­ è à­¨à­ë© ¯à®áâà ­áâ¢¥­­ë© ç¥âëàñå-
ã£®«ì­¨ª ABCD, ¤«¨­ë áâ®à®­ ª®â®à®£® ä¨ªá¨à®¢ ­ë,   ã£«ë
¬®¦­® ¬¥­ïâì. ’®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ ¯®«®¦¥­¨¥ íâ®£® ç¥âëàñ å-
ã£®«ì­¨ª , ¯à¨ ª®â®à®¬ ¤¢ã£à ­­ë¥ ã£«ë â¥âà í¤à  ABCD ¯à¨
àñ¡à å AC ¨ BD | ¯àï¬ë¥.

• ® ¤ á ª   § ª  . Œ ªá¨¬¨§¨àã©â¥ ®¡êñ¬ â¥âà í¤à  ABCD.
79. ‹î¡®¥ ¤¢¨¦¥­¨¥ âàñå¬¥à­®£® ¯à®áâà ­áâ¢ , ¨¬¥îé¥¥ ­¥-

¯®¤¢¨¦­ãî â®çªã, ¨¬¥¥â ¨ ­¥¯®¤¢¨¦­ãî ¯àï¬ãî.
• ® ¤ á ª   § ª  . ‘ç¨â ¥¬, çâ® ¤¢¨¦¥­¨¥ A ®áâ ¢«ï¥â ­  ¬¥áâ¥ ­ ç «® ª®®à¤¨­ â.

• áá¬®âà¨â¥ § ¤ çã ( Ax)� x ! max ¯à¨ ãá«®¢¨¨ jx j=1 ¨ ¢®á¯®«ì§ã©â¥áì â¥®à¥¬®©
‹ £à ­¦ .

ý 10. …™ð •…‘ŠŽ‹œŠŽ ‡€„€—

Œë ¯®§­ ª®¬¨«¨áì á ®á­®¢­ë¬¨ ¯à¨ñ¬ ¬¨ à¥è¥­¨ï £¥®¬¥âà¨-
ç¥áª¨å § ¤ ç ­  ¬ ªá¨¬ã¬ ¨ ¬¨­¨¬ã¬. •à¥¤« £ ¥¬ ¢ ¬ â¥¯¥àì
á¢®¤­ë© à §¤¥«, ¢ ª®â®à®¬ á®¡à ­® ­¥áª®«ìª® ªà á¨¢ëå, å®âï ¨ ¤®-
¢®«ì­® á«®¦­ëå § ¤ ç. Š ªãî ¨§ § ¤ ç ª ª¨¬ ¬¥â®¤®¬ à¥è âì |
¢ë¡¨à âì ¢ ¬.

80 (€¬¥à¨ª ­áª ï ¬ â¥¬ â¨ç¥áª ï ®«¨¬¯¨ ¤ , 1979 £.). —¥à¥§
¤ ­­ãî â®çªã M , «¥¦ éãî ¢­ãâà¨ ã£« , ¯à®¢¥áâ¨ ®âà¥§®ª AB

á ª®­æ ¬¨ ­  áâ®à®­ å ã£«  â ª, çâ®¡ë ¢¥«¨ç¨­  1
MA

+ 1
MB

¡ë« 

­ ¨¡®«ìè¥©.
81 (Œ¥¦¤ã­ à®¤­ ï ¬ â¥¬ â¨ç¥áª ï ®«¨¬¯¨ ¤ , 1980 £.). • ©â¨

â®çªã P ¢­ãâà¨ ¤ ­­®£® âà¥ã£®«ì­¨ª , ¤«ï ª®â®à®© áã¬¬  ®â­®-
è¥­¨© ¤«¨­ áâ®à®­ âà¥ã£®«ì­¨ª  ª à ááâ®ï­¨ï¬ ®â P ¤® íâ¨å
áâ®à®­ ¬¨­¨¬ «ì­ .

82. Žå à ªâ¥à¨§ã©â¥ ¯®«®¦¥­¨¥ â®çª¨ ¢­ãâà¨ ¤ ­­®£® ¬­®-
£®ã£®«ì­¨ª , ¤«ï ª®â®à®© ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ à ááâ®ï­¨© ¤® áâ®à® ­
¬­®£®ã£®«ì­¨ª  ¬ ªá¨¬ «ì­®.
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•â  â®çª  ­ §ë¢ ¥âáï  ­ «¨â¨ç¥áª¨¬ æ¥­âà®¬ ¬­®£®ã£®«ì­¨-
ª . •®­ïâ¨¥  ­ «¨â¨ç¥áª®£® æ¥­âà  ¯®ï¢¨«®áì ®â­®á¨â¥«ì­® ­¥-
¤ ¢­® (¢ ª®­æ¥ 1980-å £®¤®¢), ®­®  ªâ¨¢­® ¨á¯®«ì§ã¥âáï ¢ â¥® à¨¨
íªáâà¥¬ «ì­ëå § ¤ ç. Š ª ­ ©â¨  ­ «¨â¨ç¥áª¨© æ¥­âà âà¥ã£® «ì-
­¨ª ? —¥âëàñåã£®«ì­¨ª ?

83 (ˆ. ”. ˜ àë£¨­). „ ­  ®ªàã¦­®áâì á ¤¨ ¬¥âà®¬ AC ¨ â®ç-
ª  M , «¥¦ é ï ­  AB. •à®¢¥¤¨â¥ ç¥à¥§ M å®à¤ã BD â ª, çâ®¡ë
¯«®é ¤ì ç¥âëàñåã£®«ì­¨ª  ABCD ¡ë«  ­ ¨¡®«ìè¥©.

84 (ˆ. ”. ˜ àë£¨­). ‚­ãâà¨ ã£«  á ¢¥àè¨­®© K ¤ ­ë â®çª¨ M
¨ C. •à®¢¥¤¨â¥ ç¥à¥§ â®çªã M ®âà¥§®ªAB á ª®­æ ¬¨ ­  áâ®à®­ å
ã£«  â ª¨¬ ®¡à §®¬, çâ®¡ë ¯«®é ¤ì ç¥âëàñåã£®«ì­¨ª  á ¢¥àè¨ -
­ ¬¨ ¢ â®çª å K , A, B ¨ C ¡ë«  ­ ¨¬¥­ìè¥©.

85 (ž. ‚. •¥áâ¥à¥­ª®). „ ­ ªã¡ ABCDA0B0C0D0 á® áâ®à®­®© 1.
• ©¤¨â¥ ­ ¨¬¥­ìè¥¥ à ááâ®ï­¨¥ ¬¥¦¤ã â®çª ¬¨ ¤¢ãå ®ªàã¦­®-
áâ¥©, ®¤­  ¨§ ª®â®àëå ¢¯¨á ­  ¢ ª¢ ¤à â ABCD,   ¤àã£ ï ®¯¨á ­ 
®ª®«® âà¥ã£®«ì­¨ª  BC0D0.

86 (ˆ. ”. ˜ àë£¨­). Œãå  «¥â ¥â ¢­ãâà¨ ¯à ¢¨«ì­®£® â¥âà -
í¤à . Š ª¨¬ ¬®£ ¡ëâì ªà âç ©è¨© § ¬ª­ãâë© ¯ãâì ¬ãå¨, ¥á«¨
®­  ¯®¡ë¢ «  ­  ª ¦¤®© £à ­¨ â¥âà í¤à ?

87 (‘®à®á®¢áª ï ®«¨¬¯¨ ¤ , •®áá¨ï, 1997 £.). „ ­ë âà¨ ¯®-
«®¦¨â¥«ì­ëå ç¨á«  a, b ¨ c. Š ª®¢  ­ ¨¡®«ìè ï ¢®§¬®¦­ ï
¯«®é ¤ì ¯àï¬®ã£®«ì­®£® âà¥ã£®«ì­¨ª , ¥á«¨ ¨§¢¥áâ­®, çâ® à  á-
áâ®ï­¨ï ®â ¥£® ¢¥àè¨­ ¤® ­¥ª®â®à®© â®çª¨ ¯«®áª®áâ¨ à ¢­ë a, b
¨ c (a | à ááâ®ï­¨¥ ¤® ¢¥àè¨­ë ¯àï¬®£® ã£« )?

•à¨«®¦¥­¨¥ €. Š®¬¯ ªâ­®áâì
¨ â¥®à¥¬  ‚¥©¥àèâà áá 

Œ¥âà¨ç¥áª¨¬ ¯à®áâà ­áâ¢®¬ ­ §ë¢ ¥âáï ¬­®¦¥áâ¢® X , ­ 
ª®â®à®¬ § ¤ ­  ¬¥âà¨ª  : ª ¦¤®© ¯ à¥ í«¥¬¥­â®¢ (â®ç¥ª) x; y 2 X
¯®áâ ¢«¥­® ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ­¥®âà¨æ â¥«ì­®¥ ç¨á«® � (x; y ), ª®â®à®¥
­ §ë¢ ¥âáï à ááâ®ï­¨¥¬ ¬¥¦¤ã â®çª ¬¨ x ¨ y ¨ ®¡« ¤ ¥â á«¥¤ãî-
é¨¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨:

1) � (x; y )=0 â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  x = y;
2) � (x; y )= � (y; x );
3) � (x; y )+ � (y; z )� � (x; z ) ¤«ï «î¡ëå x; y; z 2 X .
•àï¬ ï, ¯«®áª®áâì ¨ ¯à®áâà ­áâ¢® ï¢«ïîâáï ¬¥âà¨ç¥áª¨¬¨

¯à®áâà ­áâ¢ ¬¨, ¬¥âà¨ª  ­  ­¨å ®¯à¥¤¥«¥­  ®¡ëç­ë¬ (¥¢ª«¨¤ ®-
¢ë¬) à ááâ®ï­¨¥¬ ¬¥¦¤ã â®çª ¬¨. •à®áâà ­áâ¢® ³ n à §¬¥à­®áâ¨ n
®¯à¥¤¥«ï¥âáï ª ª ¬­®¦¥áâ¢® ã¯®àï¤®ç¥­­ëå ­ ¡®à®¢ ¨§ n ç¨-
á¥«: x =( x1; . . . ; x n ). —¨á«  x1; . . . ; x n ­ §ë¢ îâáï ª®®à¤¨­ â ¬¨
â®çª¨ x. •à®áâà ­áâ¢® ³ n â ª¦¥ ï¢«ï¥âáï ¬¥âà¨ç¥áª¨¬ ¯à®áâà ­-
áâ¢®¬: ¢ ­ñ¬

� (x; y )=
q

(x1 � y1)2+. . . +( xn � yn )2:
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•®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì x1; x 2; . . . ; x k ; . . . â®ç¥ª ¬¥âà¨ç¥áª®£® ¯à®-
áâà ­áâ¢  X áå®¤¨âáï ª â®çª¥ x, ¥á«¨ � (xk; x )! 0 ¯à¨ k !1 .

•®¤¬­®¦¥áâ¢® M ¬¥âà¨ç¥áª®£® ¯à®áâà ­áâ¢  X ­ §ë¢ ¥âáï
ª®¬¯ ªâ­ë¬ , ¥á«¨ ¨§ «î¡®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ â®ç¥ª ¬­®¦¥-
áâ¢  M ¬®¦­® ¢ë¡à âì ¯®¤¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì, áå®¤ïéãîáï ª ­¥-
ª®â®à®© â®çª¥ ¬­®¦¥áâ¢  M .

”ã­ªæ¨ï f , § ¤ ­­ ï ­  ¯®¤¬­®¦¥áâ¢¥ M ¬¥âà¨ç¥áª®£®
¯à®áâà ­áâ¢  X , ­ §ë¢ ¥âáï ­¥¯à¥àë¢­®© , ¥á«¨ ¤«ï «î¡®© ¯®-
á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ â®ç¥ª x1; x 2; . . . , «¥¦ é¥© ¢ M ¨ áå®¤ïé¥©áï
ª ­¥ª®â®à®© â®çª¥ x 2 M , ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì §­ ç¥­¨© äã­ªæ¨¨
f (x1); f (x2); . . . áå®¤¨âáï ª f (x).

’¥®à¥¬  ‚¥©¥àèâà áá . •¥¯à¥àë¢­ ï äã­ªæ¨ï ­  ª®¬¯ ªâ­®¬
¬­®¦¥áâ¢¥ ®£à ­¨ç¥­  ¨ ¤®áâ¨£ ¥â á¢®¥£® ­ ¨¡®«ìè¥£® ¨ ­ ¨-
¬¥­ìè¥£® §­ ç¥­¨ï ¢ ­¥ª®â®àëå â®çª å íâ®£® ¬­®¦¥áâ¢ .

Š ª ¯à®¢¥à¨âì, ï¢«ï¥âáï «¨ ¬­®¦¥áâ¢® ª®¬¯ ªâ­ë¬? — áâ®
¯®¬®£ ¥â á«¥¤ãîé¨© ªà¨â¥à¨©, ¤«ï ä®à¬ã«¨à®¢ª¨ ª®â®à®£® ­  ¬
¯®­ ¤®¡¨âáï ¥éñ ­¥áª®«ìª® ®¯à¥¤¥«¥­¨©. •®á«¥¤®¢ â¥«ì­®á âì í«¥-
¬¥­â®¢ ¬¥âà¨ç¥áª®£® ¯à®áâà ­áâ¢  x1; x 2; . . . ­ §ë¢ ¥âáï äã­¤ -
¬¥­â «ì­®© , ¥á«¨ ¤«ï «î¡®£® ç¨á«  �> 0 ­ ©¤ñâáï ­ âãà «ì­®¥
ç¨á«® N â ª®¥, çâ® � (xm; x k)<� ¤«ï «î¡ëå ç¨á¥« k ¨ m, ¡ �®«ìè¨å,
ç¥¬ N. •®¤¬­®¦¥áâ¢® M ¬¥âà¨ç¥áª®£® ¯à®áâà ­áâ¢  ­ §ë¢ ¥âáï
§ ¬ª­ãâë¬ , ¥á«¨ «î¡ ï äã­¤ ¬¥­â «ì­ ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì, «¥-
¦ é ï ¢ M , áå®¤¨âáï ª ­¥ª®â®à®© â®çª¥ ¬­®¦¥áâ¢  M . ’ ª,
®âà¥§®ª ¯àï¬®© § ¬ª­ãâ,   ¨­â¥à¢ « ¨«¨ ¯®«ã¨­â¥à¢ « | ­¥â.
Š®­¥ç­®¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® fz1; . . . ; zmg ¬¥âà¨ç¥áª®£® ¯à®áâà ­áâ¢  X
­ §ë¢ ¥âáï � -á¥âìî ¤«ï ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  M , ¥á«¨ ¤«ï «î¡®© â®ç-
ª¨ x 2 M ­ ©¤ñâáï â®çª  zi , ¤«ï ª®â®à®© � (zi ; x )<� .

Šà¨â¥à¨© ª®¬¯ ªâ­®áâ¨. •®¤¬­®¦¥áâ¢® ¬¥âà¨ç¥áª®£® ¯à®-
áâà ­áâ¢  ª®¬¯ ªâ­® â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ®­® § ¬ª­ãâ ®
¨ ¤«ï ­¥£® áãé¥áâ¢ã¥â � -á¥âì ¯à¨ «î¡®¬ �> 0.

Œë ®áâ ¢¨¬ ¡¥§ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ªà¨â¥à¨© ª®¬¯ ªâ­®áâ¨ ¨ â¥-
®à¥¬ã ‚¥©¥àèâà áá . ‡ ¨­â¥à¥á®¢ ­­ë© ç¨â â¥«ì ¬®¦¥â ­ ©â ¨
¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¢ ãç¥¡­¨ª å ¯® ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®¬ã  ­ «¨§ã, ­  ¯à¨-
¬¥à, ¢ [6]. •®ª  ¦¥ ãáâ ­®¢¨¬ ¤¢  ¯®«¥§­ëå á«¥¤áâ¢¨ï.

‘«¥¤áâ¢¨¥ 1. ‡ ¬ª­ãâ®¥ ¨ ®£à ­¨ç¥­­®¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® ¯à®-
áâà ­áâ¢  ³ n ª®¬¯ ªâ­®.

„ ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. ‚ á¨«ã ªà¨â¥à¨ï ª®¬¯ ªâ­®áâ¨ ­ ¬
¤®áâ â®ç­® ¯®áâà®¨âì � -á¥âì ¤«ï ª ¦¤®£® � . ’ ª ª ª ¬­®¦¥áâ¢®
®£à ­¨ç¥­®, ª®®à¤¨­ âë ¢á¥å ¥£® â®ç¥ª ¯® ¬®¤ã«î ­¥ ¯à¥¢®áå® -
¤ïâ ­¥ª®â®à®£® ç¨á«  R. • áá¬®âà¨¬ ¬­®¦¥áâ¢®, á®áâ®ïé¥¥ ¨§ ¢á¥å
â®ç¥ª ¯à®áâà ­áâ¢  ³ n , ª®®à¤¨­ âë ª®â®àëå ¯® ¬®¤ã«î ­¥ ¯à¥¢®á-
å®¤ïâ R ¨ ï¢«ïîâáï ¤¥áïâ¨ç­ë¬¨ ¤à®¡ï¬¨ á ­¥ ¡®«¥¥ ç¥¬ k §­ ç -
é¨¬¨ æ¨äà ¬¨ ¯®á«¥ § ¯ïâ®©. •â® ª®­¥ç­®¥ ¬­®¦¥áâ¢® ï¢«ï¥âá ïp

n=10k-á¥âìî. Žáâ ñâáï ¢ë¡à âì ­ áâ®«ìª® ¡®«ìè®¥ k, çâ®¡ë ç¨á«®p
n=10k ¡ë«® ¬¥­ìè¥ � .
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‘«¥¤áâ¢¨¥ 2. …á«¨ äã­ªæ¨ï ®â n ¯¥à¥¬¥­­ëå ­¥¯à¥àë¢­ 
¨ áâà¥¬¨âáï ª + 1 , ª®£¤  å®âï ¡ë ®¤­  ¨§ ¯¥à¥¬¥­­ëå áâà¥¬¨âáï ª
¡¥áª®­¥ç­®áâ¨, â® ®­  ¤®áâ¨£ ¥â á¢®¥£® ¬¨­¨¬ã¬  ¢ ­¥ª®â®à® © â®çª¥.

„ ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. ‚®§ì¬ñ¬ «î¡ãî â®çªã x12 ³ n ¨ ®¡®§­ -
ç¨¬ a= f (x1). •® ãá«®¢¨î, ­ ©¤ñâáï â ª®¥ ç¨á«® R, çâ® ¥á«¨ å®âï
¡ë ®¤­  ¨§ ª®®à¤¨­ â â®çª¨ x ¯® ¬®¤ã«î ¡®«ìè¥ R, â® f (x)>a .
Ž¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ I ¬­®¦¥áâ¢®, á®áâ®ïé¥¥ ¨§ ¢á¥å â®ç¥ª á ª®®à¤¨­ -
â ¬¨, ¯® ¬®¤ã«î ­¥ ¯à¥¢®áå®¤ïé¨¬¨ R. Œ­®¦¥áâ¢® I ®£à ­¨ç¥­®
¨ § ¬ª­ãâ®, ¨ §­ ç¨â, ¯® á«¥¤áâ¢¨î 1, ª®¬¯ ªâ­®. •® â¥®à¥¬¥
‚¥©¥àèâà áá , äã­ªæ¨ï f ¤®áâ¨£ ¥â ­  ­ñ¬ á¢®¥£® ¬¨­¨¬ã¬  ¢ ­¥-
ª®â®à®© â®çª¥x0. Ž­  ¡ã¤¥â â®çª®© ¬¨­¨¬ã¬  äã­ªæ¨¨ f ­¥ â®«ìª®
­  ¬­®¦¥áâ¢¥ I , ­® ¨ ­  ¢áñ¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ ³ n , ¯®áª®«ìªã §  ¯à¥¤¥-
« ¬¨ ¬­®¦¥áâ¢  I §­ ç¥­¨ï äã­ªæ¨¨ ¡®«ìè¥, ç¥¬ a= f (x1)� f (x0).

‘ ¯®¬®éìî á«¥¤áâ¢¨ï 2 ¬®¦­® ¤®ª § âì áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ ¬¨­¨¬ã¬  
¢ ¡®«ìè¨­áâ¢¥ § ¤ ç, ª®â®àë¥ ¬ë à §¡¨à «¨. € ¤¢¥ ­ ¨¡®«¥¥ âà ã¤­ë¥
¢ íâ®¬ ®â­®è¥­¨¨ § ¤ ç¨ à §¡¥àñ¬ ®â¤¥«ì­®, ¢ ¯à¨«®¦¥­¨¨ •.

•à¨«®¦¥­¨¥ •. „®ª § â¥«ìáâ¢® áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï
¢ § ¤ ç¥ ˜â¥©­¥à  ¨ ¢ ¨§®¯¥à¨¬¥âà¨ç¥áª®© § ¤ ç¥

‡ ¤ ç  ˜â¥©­¥à  ® ªà âç ©è¥© á¨áâ¥¬¥ ¤®à®£. „®ª ¦¥¬ áã-
é¥áâ¢®¢ ­¨¥ ªà âç ©è¥© á¨áâ¥¬ë ¤®à®£, á¢ï§ë¢ îé¥© k â®ç¥ª
¯«®áª®áâ¨ A1; . . . ; Ak (¤«ï ¯à®áâ®âë ¢­®¢ì ¯à®¢¥¤ñ¬ ¢á¥ à ááã¦¤¥-
­¨ï ¤«ï ¯«®áª®áâ¨).

Š ª ¬ë ã¦¥ ãáâ ­®¢¨«¨, ¤®áâ â®ç­® à áá¬ âà¨¢ âì â®«ìª® ®¤-
­®á¢ï§­ë¥ £à äë, ª®â®àë¥ á®¤¥à¦ â ¤ ­­ë¥ â®çª¨ ¢ ª ç¥áâ¢¥
¢¥àè¨­ ¨ ¬®£ãâ ¨¬¥âì ¤®¯®«­¨â¥«ì­ë¥ ¢¥àè¨­ë, ¯à¨çñ¬ ¨§ ª -
¦¤®© ¤®¯®«­¨â¥«ì­®© ¢¥àè¨­ë ¢ëå®¤¨â ­¥ ¬¥­¥¥ âàñå àñ¡¥à.
„®ª ¦¥¬, çâ® ­  á ¬®¬ ¤¥«¥ ¬®¦­® ®£à ­¨ç¨âìáï £à ä ¬¨, ã ª®-
â®àëå ¨§ ª ¦¤®© ¢¥àè¨­ë ¢ëå®¤¨â ­¥ ¡®«¥¥ âàñå àñ¡¥à. ‚ á ¬®¬
¤¥«¥, ¥á«¨ ­ ©¤ñâáï ¢¥àè¨­  A, ¨§ ª®â®à®© ¢ëå®¤¨â ­¥ ¬¥­¥¥
ç¥âëàñå àñ¡¥à, â® ª ª¨¥-â® ¤¢  à¥¡à  (­ §®¢ñ¬ ¨å AB ¨ AC)
®¡à §ãîâ ã£®« ¬¥­ìè¥ 120 � ,   §­ ç¨â, íâã ¯ àã àñ¡¥à ¬®¦­®
§ ¬¥­¨âì â ª, çâ®¡ë ®¡é ï ¤«¨­  £à ä  ã¬¥­ìè¨« áì: áâ ¢¨¬ ¤ ®-
¯®«­¨â¥«ì­ãî ¢¥àè¨­ã T ¨ § ¬¥­ï¥¬ ¯ àã àñ¡¥à AB, AC ­  âà¨
à¥¡à  AT , BT ¨ CT. …á«¨ ¢á¥ ã£«ë âà¥ã£®«ì­¨ª  ABC ¬¥­ìè¥ 120 � ,
â® ¢ ª ç¥áâ¢¥ T ¡¥àñ¬ â®çªã ’®àà¨ç¥««¨ âà¥ã£®«ì­¨ª  ABC,   ¥á-
«¨, áª ¦¥¬, \ ABC� 120 � , â® ¡¥àñ¬ «î¡ãî â®çªã T, ¤®áâ â®ç­®
¡«¨§ªãî ª ¢¥àè¨­¥ B. ‚ ®¡®¨å á«ãç ïå ¯®á«¥ § ¬¥­ë ®¡é ï ¤«¨-
­  àñ¡¥à ã¬¥­ìè¨âáï. •à¨ íâ®¬ ¢®§­¨ª­¥â ®¤­  ¤®¯®«­¨â¥«ì­  ï
¢¥àè¨­ , ¨§ ª®â®à®© ¢ëå®¤¨â âà¨ à¥¡à , ª®«¨ç¥áâ¢® àñ¡¥à, ¢ë -
å®¤ïé¨å ¨§ A, ã¬¥­ìè¨âáï ­  ¥¤¨­¨æã,   ¢ëå®¤ïé¨å ¨§ ¤àã£¨å
¢¥àè¨­ | ­¥ ¨§¬¥­¨âáï. „ «¥¥ ¢­®¢ì ¡¥àñ¬ «î¡ãî ¢¥àè¨­ã, ¨§
ª®â®à®© ¢ëå®¤¨â ¡®«¥¥ âàñå àñ¡¥à, ¨ ¤¥« ¥¬ â® ¦¥ á ¬®¥. •®á«¥ ª®-
­¥ç­®£® ç¨á«  è £®¢ ­¥ ®áâ ­¥âáï ­¨ ®¤­®© ¢¥àè¨­ë á ¡®«¥¥ ç¥¬
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âà¥¬ï àñ¡à ¬¨. Ž¡é ï ¤«¨­  £à ä  ¯à¨ íâ®¬ ã¬¥­ìè¨âáï.
ˆâ ª, ¨§ ª ¦¤®© ¢¥àè¨­ë ¢ëå®¤¨â ­¥ ¡®«¥¥ âàñå àñ¡¥à. ‡­ -

ç¨â, ¨§ ª ¦¤®© ¤®¯®«­¨â¥«ì­®© ¢¥àè¨­ë ¢ëå®¤¨â à®¢­® âà¨ à¥¡ à .
„ «¥¥, ¨§ ª ¦¤®© ¢¥àè¨­ë A1; . . . ; Ak ¢ëå®¤¨â ¯® ªà ©­¥© ¬¥à¥ ¯®
®¤­®¬ã à¥¡àã. •ãáâì d | ç¨á«® ¤®¯®«­¨â¥«ì­ëå ¢¥àè¨­. ’ ª ª ª
ª ¦¤®¥ à¥¡à® á®¥¤¨­ï¥â ¤¢¥ ¢¥àè¨­ë, ®¡é¥¥ ç¨á«® àñ¡¥à ­¥ ¬¥­ ì-

è¥
k+3 d

2
. ‘ ¤àã£®© áâ®à®­ë, ç¨á«® àñ¡¥à à ¢­® k+ d� 1. „¥©áâ¢¨-

â¥«ì­®, â ª ª ª £à ä ®¤­®á¢ï§­ë©, â® ¤«ï «î¡®© ¥£® ¢¥àè¨­ë
áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­ë© ¯ãâì, á®¥¤¨­ïîé¨© ¥ñ á ¢¥àè¨­®© A1.
•®áâ ¢¨¢ ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ íâ®© ¢¥àè¨­¥ ¯®á«¥¤­¥¥ à¥¡à® ¯ãâ¨, ¯®«ã-
ç¨¬ ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ç­®¥ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ¬¥¦¤ã àñ¡à ¬¨ ¨ ¢¥àè¨ ­ -
¬¨ (¡¥§ ãç áâ¨ï A1). ‡­ ç¨â, ¢ £à ä¥ à®¢­® k+ d� 1 àñ¡¥à. ˆâ ª,

k+ d� 1� k+3 d
2

;

®âªã¤  d� k � 2. ’ ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢ £à ä¥ ¢á¥£® ®â k ¤® 2k� 2
¢¥àè¨­. Š ¦¤ ï ¨§ ¢¥àè¨­ ¨¬¥¥â 2 ª®®à¤¨­ âë, ¯®íâ®¬ã £à ä
¬®¦­® ¨­â¥à¯à¥â¨à®¢ âì ª ª â®çªã ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ ³ 4k� 4. ’®çªã A1
¯®¬¥é ¥¬ ¢ ­ ç «® ª®®à¤¨­ â. ”ã­ªæ¨ï f | áã¬¬  ¤«¨­ àñ¡¥à
£à ä  | ­¥¯à¥àë¢­  ¨ áâà¥¬¨âáï ª + 1 , ¥á«¨ å®âï ¡ë ®¤­  ¨§
¢¥àè¨­ áâà¥¬¨âáï ª 1 . ‘®£« á­® á«¥¤áâ¢¨î 2, äã­ªæ¨ï f ¤®áâ¨£ ¥â
á¢®¥£® ¬¨­¨¬ã¬ . •â® §­ ç¨â, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â £à ä á ­ ¨¬¥­ìè ¥©
áã¬¬®© ¤«¨­ àñ¡¥à.

ˆ§®¯¥à¨¬¥âà¨ç¥áª ï § ¤ ç . •ã¦­® ¤®ª § âì, çâ® áà¥¤¨ ¢á¥å
ä¨£ãà ¯¥à¨¬¥âà  l ­ ©¤ñâáï ä¨£ãà  ¬ ªá¨¬ «ì­®© ¯«®é ¤¨. ’ ª
ª ª «î¡ãî ä¨£ãàã ¯¥à¨¬¥âà  l ¬®¦­® ¯®¬¥áâ¨âì ¢ ª¢ ¤à â á® áâ®-
à®­®© l, áç¨â ¥¬, çâ® ­ è  ä¨£ãà  «¥¦¨â ¢­ãâà¨ ä¨ªá¨à®¢ ­­®£®
ª¢ ¤à â  á® áâ®à®­®© l.

• áá¬®âà¨¬ ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ª®¬¯ ªâ­ëå ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ íâ®£®
ª¢ ¤à â  ¨ ¢¢¥¤ñ¬ ­  ­ñ¬ ¬¥âà¨ªã • ãá¤®àä  . • ááâ®ï­¨¥¬ ¬¥¦-
¤ã ª®¬¯ ªâ­ë¬¨ ¬­®¦¥áâ¢ ¬¨ A ¨ B ­ §ë¢ ¥âáï ¬ ªá¨¬ «ì­ ï
¨§ ¤¢ãå ¢¥«¨ç¨­ max

x2 A
� (x; B ) ¨ max

y2 B
� (y; A ), £¤¥ � (x; B ) | à á-

áâ®ï­¨¥ ®â â®çª¨ x ¤® ¬­®¦¥áâ¢  B, â. ¥. ¤® ¡«¨¦ ©è¥© ª x
â®çª¥ ¬­®¦¥áâ¢  B. ˆâ ª, ¬ë ¡¥àñ¬ â®çªã ¬­®¦¥áâ¢  A, ­ ¨¡®«¥¥
ã¤ «ñ­­ãî ®â ¬­®¦¥áâ¢  B, ¨ â®çªã B, ­ ¨¡®«¥¥ ã¤ «ñ­­ãî ®â A.
Œ ªá¨¬ã¬ ¨§ íâ¨å ¤¢ãå à ááâ®ï­¨© ¨ ­ §ë¢ ¥âáï à ááâ®ï­¨¥¬
¬¥¦¤ã ¬­®¦¥áâ¢ ¬¨ A ¨ B. —¨â â¥«ì ¡¥§ âàã¤  ¯à®¢¥à¨â, çâ® â ª
®¯à¥¤¥«ñ­­®¥ à ááâ®ï­¨¥ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â âàñ¬ ãá«®¢¨ï¬ ¬¥âà ¨ª¨.
•®«ãç ¥¬ ¬¥âà¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®, á®áâ®ïé¥¥ ¨§ ¢á¥å ª®¬¯  ªâ-
­ëå ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ ª¢ ¤à â .

• áá¬®âà¨¬ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® M íâ®£® ¬¥âà¨ç¥áª®£® ¯à®áâà ­áâ¢ ,
á®áâ®ïé¥¥ ¨§ ¢á¥å ä¨£ãà ¯¥à¨¬¥âà  l . Š á®¦ «¥­¨î, ¬­®¦¥áâ¢® M ­¥
ª®¬¯ ªâ­®, ¨ ¤ ¦¥ ­¥ § ¬ª­ãâ®. —â®¡ë ®¡®©â¨ íâã âàã¤­®áâì, ¯ ®ª ¦¥¬,
çâ® ¬®¦­® ®£à ­¨ç¨âìáï â®«ìª® ¢ë¯ãª«ë¬¨ ä¨£ãà ¬¨ ¯¥à¨¬¥âà   l .
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„«ï «î¡®© ä¨£ãàë A à áá¬®âà¨¬ ¥ñ ¢ë¯ãª«ãî ®¡®«®çªã A.
•® ®¯à¥¤¥«¥­¨î, A | íâ® ­ ¨¬¥­ìè ï ¢ë¯ãª« ï ä¨£ãà , á®¤¥à-
¦ é ï A. …á«¨ ä¨£ãà  A ¢ë¯ãª« , â® A= A. ‚ë¯ãª« ï ®¡®«®çª 
á®áâ®¨â ¨§ â®ç¥ª ¢á¥¢®§¬®¦­ëå ®âà¥§ª®¢, á®¥¤¨­ïîé¨å â®çª¨ ä¨-
£ãàë A (à¨á. 35). •«®é ¤ì A ­¥ ¬¥­ìè¥ ¯«®é ¤¨ A, ¯®áª®«ìªã

¢ë¯ãª« ï ®¡®«®çª  á®¤¥à¦¨â ¢ á¥¡¥ á ¬ã

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA

•¨á. 35

ä¨£ãàã. Šà®¬¥ â®£®, ¯¥à¨¬¥âà A, ­ ¯à®â¨¢,
­¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â ¯¥à¨¬¥âà  A. •â® á¢®©áâ¢®
¬ë ­¥ ¡ã¤¥¬ ¤®ª §ë¢ âì (¤®ª § â¥«ìáâ¢®
¬®¦­® ­ ©â¨, ­ ¯à¨¬¥à, ¢ [3]), § ¬¥â¨¬
â®«ìª®, çâ® ®­® ¤®áâ â®ç­® ¥áâ¥áâ¢¥­­®.
•à¨ ¢§ïâ¨¨ ¢ë¯ãª«®© ®¡®«®çª¨ ­  £à -
­¨æ¥ ä¨£ãàë ¢¬¥áâ® ª ¦¤®© <¢¬ïâ¨­ë>
¢®§­¨ª ¥â ®âà¥§®ª, ª®â®àë© ¨¬¥¥â ¬¥­ì-
èãî ¤«¨­ã. ’ ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬ë § ¬¥­ï¥¬
ª ¦¤ãî ­¥¢ë¯ãª«ãî ä¨£ãàã ¥ñ ¢ë¯ãª«®©
®¡®«®çª®©, ¯à¨ íâ®¬ ¯¥à¨¬¥âà ã¬¥­ìè ¥âáï,
  ¯«®é ¤ì ã¢¥«¨ç¨¢ ¥âáï. ’¥¯¥àì ã¢¥«¨-
ç¨¬ ä¨£ãàã ¯à¥®¡à §®¢ ­¨¥¬ ¯®¤®¡¨ï â ª,
çâ®¡ë ¥ñ ¯¥à¨¬¥âà á­®¢  áâ « à ¢¥­ l , ¯à¨
íâ®¬ ¥ñ ¯«®é ¤ì ¥éñ ¡®«¥¥ ¢®§à áâñâ. •®-
«ãç ¥âáï, çâ® ¬ë ¬®¦¥¬ § ¬¥­¨âì «î¡ãî
­¥¢ë¯ãª«ãî ä¨£ãàã ¢ë¯ãª«®© â®£® ¦¥ ¯¥-
à¨¬¥âà  ¨ ¡ �®«ìè¥© ¯«®é ¤¨. ˆâ ª, ¬®¦­®
®£à ­¨ç¨âìáï ¬­®¦¥áâ¢®¬ ¢ë¯ãª«ëå ä¨£ãà

¯¥à¨¬¥âà  l . ’¥¯¥àì | ª«îç¥¢®¥ ¬¥áâ® ¢ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥! Œ­®-
¦¥áâ¢® ¢ë¯ãª«ëå ä¨£ãà ¤ ­­®£® ¯¥à¨¬¥âà  l , «¥¦ é¨å ¢­ãâà¨
¤ ­­®£® ª¢ ¤à â , ª®¬¯ ªâ­®. ‚®-¯¥à¢ëå, íâ® ¬­®¦¥áâ¢® § ¬ ª­ãâ®.
…á«¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ¢ë¯ãª«ëå ä¨£ãà ¯¥à¨¬¥âà  l áâà¥¬¨âáï
ª ­¥ª®â®à®© ä¨£ãà¥, â® ¯à¥¤¥«ì­ ï ä¨£ãà  â ª¦¥ ¢ë¯ãª«  ¨ ¨¬¥ -
¥â â®â ¦¥ ¯¥à¨¬¥âà. ‚ á¨«ã ªà¨â¥à¨ï ª®¬¯ ªâ­®áâ¨, ¤®áâ â®ç­ ®
¤«ï «î¡®£® �> 0 ¯®áâà®¨âì � -á¥âì.

„«ï íâ®£® à §®¡ìñ¬ ­ è ª¢ ¤à â ­  N 2 à ¢­ëå ª¢ ¤à â¨ª®¢
¨ à áá¬®âà¨¬ ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ä¨£ãà, á®áâ®ïé¨å ¨§ ª ª®£®-â® ç ¨á« 
â ª¨å ª¢ ¤à â¨ª®¢. •â® ¬­®¦¥áâ¢® ï¢«ï¥âáï l

p
2=N-á¥âìî ¤«ï ¬­®-

¦¥áâ¢  ¢ë¯ãª«ëå ä¨£ãà. „«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¤®áâ â®ç­® ª ¦¤ ®©
¢ë¯ãª«®© ä¨£ãà¥ ¯®áâ ¢¨âì ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ä¨£ãàã, á®áâ ¢«¥ ­­ãî
¨§ ¢á¥å ª¢ ¤à â¨ª®¢, ª®â®àë¥ ®­  ¯¥à¥á¥ª ¥â. • ááâ®ï­¨¥ ¬¥ ¦¤ã
íâ¨¬¨ ä¨£ãà ¬¨ ­¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â l

p
2=N. Žáâ ñâáï ¢§ïâì ¤®áâ â®ç­®

¡®«ìè®¥ N â ª, çâ®¡ë l
p

2=N<� .
’ ª ª ª ¯à¨ ä¨ªá¨à®¢ ­­®¬ ¯¥à¨¬¥âà¥ ¯«®é ¤ì ­¥¯à¥àë¢­®

§ ¢¨á¨â ®â ¢ë¯ãª«®© ä¨£ãàë, â® ¨§ â¥®à¥¬ë ‚¥©¥àèâà áá  á«¥¤ ã¥â
áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ ä¨£ãàë ­ ¨¡®«ìè¥© ¯«®é ¤¨.
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