Óñëîâèÿ, ðåøåíèÿ, êîììåíòàðèè è êðèòåðèè ïðîâåðêè


Êàæäîå çàäàíèå îöåíèâàåòñÿ, èñõîäÿ èç 10 áàëëîâ.


I. Ðåøèòå çàäà÷è.


1. Êîðíè òðåõ÷ëåíà. Êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí f(x) = x2 + àx + b èìååò äâà êîðíÿ, îäèí èç êîòîðûõ ëåæèò âíóòðè îòðåçêà [0; 1], à äðóãîé – âíå ýòîãî îòðåçêà. Îïðåäåëèòå çíàê f(b).


Ôîëüêëîð


�EMBED PBrush���


Îòâåò: f(b) < 0.


Ðåøåíèå. Ãðàôèê äàííîãî òðåõ÷ëåíà – ïàðàáîëà, âåòâè êîòîðîé íàïðàâëåíû ââåðõ.


Ðèñ. 1à


Ïåðâûé ñïîñîá. Çàìåòèì, ÷òî f(b) = b2 + àb + b = b(à + b + 1) = f(0)(f(1). Èç íåïðåðûâíîñòè êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà è èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëà f(0) è f(1) èìåþò ðàçíûå çíàêè (ñì. ðèñ. 1à, á). Ñëåäîâàòåëüíî, f(b) < 0.


�EMBED PBrush���


Âòîðîé ñïîñîá. Ïóñòü x1((0; 1), x2([0; 1]. Ïî òåîðåìå Âèåòà x1(x2 = b, çíà÷èò, �EMBED Equation.3���. Òîãäà |x2| > |b|. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî x1 > 0, ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ:


1) Åñëè x2 < 0, òî b = x1(x2 < 0 è x2 < b. Ñëåäîâàòåëüíî, b((x2; x1), òî åñòü f(b) < 0 (ñì. ðèñ. 1à).


Ðèñ. 1á


2) Åñëè x2 > 1, òî b = x1(x2 > x1 è x2 > b. Ñëåäîâàòåëüíî, b((x1; x2), òî åñòü f(b) < 0 (ñì. ðèñ. 1á).


Êðèòåðèè ïðîâåðêè. 


Ïîëíîå îáîñíîâàííîå ðåøåíèå – 10 áàëëîâ


Ïðèâåäåíî âåðíîå ðàññóæäåíèå, îñíîâàííîå íà òîì, ÷òî êîðåíü ìîæåò ñîâïàäàòü ñ êîíöîì äàííîãî îòðåçêà – 8 áàëëîâ


Ïðè ðåøåíèè âòîðûì ñïîñîáîì ðàññìîòðåí òîëüêî îäèí ñëó÷àé – 5 áàëëîâ


Ïðèâåäåí òîëüêî âåðíûé îòâåò – 1 áàëë


2. Ëîìàíàÿ. Â îêíà êîìíàòû ñâåòèò ñîëíöå, à â êîìíàòå íåïîäâèæíî âèñèò â âîçäóõå ÷åòûð¸õçâåííàÿ çàìêíóòàÿ ëîìàíàÿ. Å¸ òåíü íà ñòåíå èìååò ôîðìó ïàðàëëåëîãðàììà. ×åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ òåíü ïåðåäâèíóëàñü, íî ïî-ïðåæíåìó îñòàëàñü ïàðàëëåëîãðàììîì. Äîêàæèòå, ÷òî è ñàìà ëîìàíàÿ – ïàðàëëåëîãðàìì. (Ñ÷èòàåì, ÷òî ñîëíå÷íûå ëó÷è ïàðàëëåëüíû äðóã äðóãó.)


Ôîëüêëîð


� EMBED PBrush  ���


Ðèñ. 2


Ðåøåíèå. Ïóñòü �EMBED Unknown��� – äàííàÿ ëîìàíàÿ, à �EMBED Unknown��� è �EMBED Unknown��� – å¸ òåíè (ñì. ðèñ. 2). Òîãäà �EMBED Unknown���, ïîýòîìó  òî÷êè �EMBED Unknown���, �EMBED Unknown���, �EMBED Unknown��� è �EMBED Unknown��� ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè. Àíàëîãè÷íî, òî÷êè �EMBED Unknown���, �EMBED Unknown���, �EMBED Unknown��� è �EMBED Unknown��� òàêæå ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè. Áîëåå òîãî, ýòè ïëîñêîñòè ïàðàëëåëüíû, òàê êàê ïåðåñåêàþòñÿ ïëîñêîñòüþ ñòåíû ïî ïàðàëëåëüíûì ïðÿìûì À1Â1 è C1D1 (äâå ïåðåñåêàþùèåñÿ ïðÿìûå îäíîé ïëîñêîñòè ñîîòâåòñòâåííî ïàðàëëåëüíû äâóì ïðÿìûì äðóãîé ïëîñêîñòè). Òàêèì æå ðàññóæäåíèåì ïîëó÷èì, ÷òî ïàðàëëåëüíû ïëîñêîñòè ÀÂÂ2À2 è CDD2C2. 


Çàìåòèì, ÷òî åñëè �EMBED Unknown��� è �EMBED Unknown���, � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���, òî à || b. Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå à || ( è à || (1, ïîýòîìó ïðîâåäÿ ïëîñêîñòü ( ÷åðåç ïðÿìóþ à è òî÷êó Â(b ïîëó÷èì, ÷òî (  ïåðåñåêàåò ( è (1 ïî ïðÿìûì, ñîäåðæàùèì òî÷êó Â è ïàðàëëåëüíûì ïðÿìîé à. Íî òàêàÿ ïðÿìàÿ – åäèíñòâåííàÿ, à èìåííî, ýòî ïðÿìàÿ b. 


Âîñïîëüçîâàâøèñü ýòèì óòâåðæäåíèåì, ïîëó÷èì, ÷òî �EMBED Unknown���. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ïàðàëëåëüíîñòü ÂÑ è AD, òî åñòü �EMBED Unknown��� – ïàðàëëåëîãðàìì.


Êðèòåðèè ïðîâåðêè. 


Ïîëíîå îáîñíîâàííîå ðåøåíèå – 10 áàëëîâ


Ïðèâåäåíî âåðíîå, â öåëîì, ðàññóæäåíèå, ñîäåðæàùåå íåêîòîðûå ïðîáåëû èëè íåòî÷íîñòè – 7-9 áàëëîâ


Äîêàçàíî òîëüêî, ÷òî ïëîñêîñòè, ñîäåðæàùèå ÀÂ è CD, ïàðàëëåëüíû ïðÿìîé ïðîåêòèðîâàíèÿ – 4 áàëëà


Ýòîò æå ôàêò óêàçàí, íî íå îáîñíîâàí, è ðåøåíèå íå çàâåðøåíî  – 2 áàëëà


Äîêàçàíà òîëüêî ïàðàëëåëüíîñòü ïëîñêîñòåé – 2 áàëëà


3. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî n > 1 òàêîâî, ÷òî äåñÿòè÷íàÿ çàïèñü ÷èñëà 9997(ï ñîäåðæèò òîëüêî íå÷åòíûå öèôðû. Íàéäèòå íàèìåíüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå n. 


Îëèìïèàäà ð. Êàçàõñòàí 2010, 11 êëàññ


Îòâåò: 3335.


Ðåøåíèå. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäíÿÿ öèôðà ÷èñëà ï äîëæíà áûòü íå÷åòíîé. Ïðåîáðàçóåì: 9997ï = (10000 – 3)ï = 10000ï – 3ï. Ïîñëåäíÿÿ öèôðà ïåðåä ÷åòûðüìÿ íóëÿìè â êîíöå ÷èñëà 10000ï íå÷åòíàÿ, è åñëè 3n < 10000, òî ïðè âû÷èòàíèè ýòà öèôðà óìåíüøèòñÿ íà 1, è ïîëó÷èòñÿ ÷åòíàÿ öèôðà. Çíà÷èò, 3n �SYMBOL 179 \f "Symbol" \s 10�³� 10000, òî åñòü n > 3333. Íàèìåíüøåå íå÷åòíîå çíà÷åíèå ï, óäîâëåòâîðÿþùåå ýòîìó íåðàâåíñòâó, ýòî ï = 3335. 


Ïðîâåðèì: 9997�SYMBOL 215 \f "Symbol" \s 10�×�3335 = 33339995 – óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ çàäà÷è.


Êðèòåðèè ïðîâåðêè. 


Ïîëíîå îáîñíîâàííîå ðåøåíèå – 10 áàëëîâ


Ïðèâåäåíî âåðíîå, â öåëîì, ðàññóæäåíèå, ñîäåðæàùåå íåêîòîðûå ïðîáåëû èëè íåòî÷íîñòè – 7-9 áàëëîâ


Îöåíêà ïîëó÷åíà âåðíî, íî ïðèìåð íå ïðèâåäåí – 5 áàëëîâ


Ïðèâåäåí òîëüêî âåðíûé ïðèìåð – 2 áàëëà


Ïðèâåäåí òîëüêî âåðíûé îòâåò – 1 áàëë


4. Ïëàòîê. Ïîñòèðàí êâàäðàòíûé ïëàòîê ïëîùàäè 1 ì2. Äëÿ ïðîñóøêè åãî âåøàþò íà âåðåâêó òàê, ÷òîáû öåíòð ïëàòêà áûë íà âåðåâêå. Çà ÷àñ óñïåâàþò âûñîõíóòü òîëüêî òå ÷àñòè ïëàòêà, êîòîðûå íå ïåðåêðûâàþò äðóã äðóãà. Êàêîâà íàèáîëüøàÿ ñóììàðíàÿ ïëîùàäü ýòèõ ÷àñòåé?


Å. Åðìàêîâà


� EMBED PBrush  ���


Îòâåò: 3 – 2� EMBED Equation.2  ���.


Ðèñ. 3à


Ðåøåíèå. Ñôîðìóëèðóåì óñëîâèå çàäà÷è íà ÿçûêå ãåîìåòðèè. ×åðåç öåíòð êâàäðàòà ñî ñòîðîíîé 1 ìåòð ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ, íå ñîâïàäàþùàÿ ñ åãî îñüþ ñèììåòðèè. Îäíà èç ïîëó÷èâøèõñÿ ÷àñòåé êâàäðàòà îòðàæåíà îòíîñèòåëüíî ýòîé ïðÿìîé (ñì. ðèñ. 3à). Êàêîâî íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ñóììû ïëîùàäåé ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ, âûäåëåííûõ öâåòîì?


 Äîêàæåì, ÷òî ýòè ÷åòûðå òðåóãîëüíèêà ðàâíû ìåæäó ñîáîé. Äëÿ ýòîãî, ðàññìîòðèì êâàäðàò, ñèììåòðè÷íûé äàííîìó îòíîñèòåëüíî òîé æå ïðÿìîé (ñì. ðèñ. 3á). 


Ðàçíîöâåòíûå òðåóãîëüíèêè ðàçáèâàþòñÿ íà ïàðû, ñèììåòðè÷íûå îòíîñèòåëüíî îñè, à ñîñåäíèå òðåóãîëüíèêè îäíîãî öâåòà ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç äðóãà ïîâîðîòîì íà 90( âîêðóã îáùåãî öåíòðà äâóõ êâàäðàòîâ (òàê êàê ïðè òàêîì ïîâîðîòå êàæäûé êâàäðàò ïåðåõîäèò â ñåáÿ). Òàêèì îáðàçîì, âñå âîñåìü ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ, âûäåëåííûõ íà ðèñóíêå 3á, ðàâíû äðóã äðóãó. Êðîìå òîãî, èç ýòèõ ðàññóæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî ïåðèìåòð êàæäîãî òðåóãîëüíèêà ðàâåí ñòîðîíå êâàäðàòà.


� EMBED PBrush  ���


Ðèñ. 3á


Äàëåå ìîæíî ðàññóæäàòü ïî ðàçíîìó.


Ïåðâûé ñïîñîá («ãåîìåòðè÷åñêèé»). Ðàññìîòðèì îäèí èç ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ. Äîêàæåì, ÷òî èç âñåõ òðåóãîëüíèêîâ ñ äàííûì óãëîì è äàííûì ïåðèìåòðîì íàèáîëüøóþ ïëîùàäü èìååò ðàâíîáåäðåííûé.


� EMBED PBrush  ���


Ðèñ. 3â


Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå S = pr (p – ïîëóïåðèìåòð, r – ðàäèóñ âïèñàííîé îêðóæíîñòè). Ïîýòîìó îíà áóäåò íàèáîëüøåé, åñëè r ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå. Ïóñòü â òðåóãîëüíèêå ÀÂÑ ôèêñèðîâàí óãîë À, òîãäà ðàññìîòðèì åãî âïèñàííóþ îêðóæíîñòü è âíåâïèñàííóþ îêðóæíîñòü, êàñàþùóþñÿ ñòîðîíû ÂÑ è ïðîäîëæåíèé äâóõ äðóãèõ ñòîðîí â òî÷êàõ Ð è Q (ñì. ðèñ. 3â). Òàê êàê AP = AQ = p, òî ïîëîæåíèå âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè íå çàâèñèò îò ïîëîæåíèÿ êàñàòåëüíîé ÂÑ. Êðîìå òîãî, ðàäèóñû îêðóæíîñòåé, âïèñàííûõ â óãîë ÂÀÑ óâåëè÷èâàþòñÿ ïî ìåðå óäàëåíèÿ öåíòðà îò âåðøèíû À. Çíà÷èò, èç âñåõ îêðóæíîñòåé, âïèñàííûõ â òðåóãîëüíèêè ÀÂÑ íàèáîëüøèé ðàäèóñ áóäåò ó òîé, êîòîðàÿ êàñàåòñÿ âíåâïèñàííîé. À ýòî äîñòèãàåòñÿ, åñëè ÀÂ = ÀÑ. 


Îòìåòèì, ÷òî â íàøåì ñëó÷àå, ôèêñèðîâàííûé óãîë ðàâåí 90(, à âíåâïèñàííàÿ îêðóæíîñòü – ýòî îêðóæíîñòü, âïèñàííàÿ â êâàäðàò. 


Òàêèì îáðàçîì, ñóììà S ïëîùàäåé ÷åòûðåõ òðåóãîëüíèêîâ, âûäåëåííûõ íà ðèñ. 3à, ðàâíà 2x2, ãäå x – äëèíà êàòåòà ðàâíîáåäðåííîãî ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà.


Çíà÷åíèå x ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, èç óðàâíåíèÿ x + x� EMBED Equation.3  ��� + x = 1, òîãäà x = 1 – � EMBED Equation.3  ���, S = 3 – 2� EMBED Equation.3  ���. 


Âòîðîé ñïîñîá («àíàëèòè÷åñêèé»). Ïóñòü äëèíû êàòåòîâ îäíîãî èç ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ ðàâíû x è y, òîãäà èñêîìàÿ ïëîùàäü: �. Òàê êàê � (ñì. ðèñ. 3á), òî �. Òîãäà ����, ãäå x((0; 1). Íàéäåì íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ýòîé ôóíêöèè íà ýòîì ïðîìåæóòêå. ���; êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèè: x = �. Èíòåðâàëó (0; 1) ïðèíàäëåæèò òîëüêî îäíà èç íèõ: �. Ïðè «ïåðåõîäå» ÷åðåç ýòó òî÷êó çíàê ïðîèçâîäíîé ìåíÿåòñÿ ñ «+» íà «–», ïîýòîìó ýòî – òî÷êà ìàêñèìóìà. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè íà èíòåðâàëå (0; 1) è åäèíñòâåííîñòè òî÷êè ìàêñèìóìà, â ýòîé òî÷êå ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå: ��. 


Àíàëèòè÷åñêîå ðàññóæäåíèå ìîæíî ïðîâåñòè è íå èñïîëüçóÿ ïðîèçâîäíóþ. Ïóñòü � EMBED Equation.3  ���, òîãäà x = m – n, y = m + n, S = 2(m2 – n2). Èç óðàâíåíèÿ �EMBED Unknown��� ïîëó÷èì ñâÿçü ìåæäó m è n: � EMBED Equation.3  ���. Èç ýòîãî ðàâåíñòâà âèäíî, ÷òî ÷åì ìåíüøå ïî ìîäóëþ çíà÷åíèå n, òåì áîëüøå çíà÷åíèå m. Ñ äðóãîé ñòîðîíû ïðè óìåíüøåíèè ïî ìîäóëþ n è óâåëè÷åíèè m çíà÷åíèå S = 2(m2 – n2) âîçðàñòàåò. Ñëåäîâàòåëüíî, íàèáîëüøåå çíà÷åíèå äîñòèãàåòñÿ, åñëè n = 0, òî åñòü, åñëè x = y. 


Êðèòåðèè ïðîâåðêè. 


Ïîëíîå îáîñíîâàííîå ðåøåíèå – 10 áàëëîâ


Ïðèâåäåíî âåðíîå, â öåëîì, ðàññóæäåíèå, ñîäåðæàùåå íåêîòîðûå ïðîáåëû èëè íåòî÷íîñòè – 8-9 áàëëîâ


Ïðèâåäåíî âåðíîå, â öåëîì, ðàññóæäåíèå, íî äîïóùåíà âû÷èñëèòåëüíàÿ îøèáêà â çàêëþ÷èòåëüíîé ÷àñòè – 7 áàëëîâ


Ïðè ãåîìåòðè÷åñêîì ñïîñîáå ðåøåíèÿ èñïîëüçîâàíî, íî íå äîêàçàíî óòâåðæäåíèå î íàèáîëüøåé ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà ñ äàííûì ïåðèìåòðîì è óãëîì – 7 áàëëîâ


Ðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêîâ ñòðîãî íå äîêàçàíî, íî ïðèñóòñòâóåò èäåÿ èëè ïëàí òàêîãî ðàññóæäåíèÿ, ïîñëå ÷åãî ïðèâåäåíû âåðíûå àíàëèòè÷åñêèå ðàññóæäåíèÿ è ïîëó÷åí âåðíûé îòâåò – 5 áàëëîâ


Ðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêîâ íèêàê íå îáîñíîâàíî, äàëåå ïðîâåäåíû âåðíûå àíàëèòè÷åñêèå ðàññóæäåíèÿ, èñïîëüçóþùèå ýòî ðàâåíñòâî, è ïîëó÷åí âåðíûé îòâåò – 3 áàëëà


Ðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêîâ äîêàçàíî, íî íå îáîñíîâàíà èõ ðàâíîáåäðåííîñòü, è ïîëó÷åí âåðíûé îòâåò – 3 áàëëà


Çàäà÷à íå ðåøåíà, íî åñòü íà÷àëüíûå «ïðîäâèæåíèÿ» – 1 áàëë


Ïðèâåäåí òîëüêî âåðíûé îòâåò – 1 áàëë


5. Ìíîãî÷ëåí. Ïóñòü f(x) – òàêîé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n, ÷òî äëÿ âñåõ k = 0, 1, 2, ..., n


f(k) = � EMBED Equation.2  ��� Íàéäèòå f(n + 1).


Ôîëüêëîð


Îòâåò: � EMBED Equation.2  ���.


Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì P(õ) = (õ + 1)f(x) – 1 (*). Ýòî ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n + 1, èìåþùèé êîðíè 0, 1, 2, … , n (âñåãî êîðíåé n + 1). Ñëåäîâàòåëüíî, P(õ) = Cõ (õ – 1)(õ – 2) …((õ – n), ãäå Ñ(R (**). Èç ðàâåíñòâà (*) ïîëó÷èì, ÷òî P(–1) = –1, òîãäà èç ðàâåíñòâà (**) ñëåäóåò, ÷òî Ñ = � EMBED Equation.2  ���. Òàêèì îáðàçîì, èç (*) Ð(n + 1) = (n + 2)f(n + 1) – 1, à èç (**) Ð(n + 1) = C(n + 1)n(n – 1)(…(2(1 = C(n + 1)!. Ïðèðàâíèâàÿ ïðàâûå ÷àñòè ýòèõ ðàâåíñòâ, ïîëó÷èì: � EMBED Equation.3  ��� = � EMBED Equation.2  ���.


Êðèòåðèè ïðîâåðêè. 


Ïîëíîå îáîñíîâàííîå ðåøåíèå – 10 áàëëîâ


Ïðèâåäåíî âåðíîå, â öåëîì, ðàññóæäåíèå, ñîäåðæàùåå íåêîòîðûå ïðîáåëû èëè íåòî÷íîñòè – 8-9 áàëëîâ


Âåðíî è îáîñíîâàííî íàéäåí âèä ìíîãî÷ëåíà, íî êîíñòàíòà íå îïðåäåëåíà èëè îïðåäåëåíà íåâåðíî – 7 áàëëîâ


Âåðíûé îòâåò ïîëó÷åí ïóòåì ðàññìîòðåíèÿ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ – 2 áàëëà


Ïðèâåäåí òîëüêî âåðíûé îòâåò – 1 áàëë














II. Ìåòîäè÷åñêèé áëîê.


Â çàäàíèÿõ ¹6 è ¹7 ìîãóò ñîäåðæàòüñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå îøèáêè (êàê â óñëîâèÿõ «çàäà÷», òàê è â «îòâåòàõ» è «ðåøåíèÿõ»). Åñëè íåêîððåêòíî óñëîâèå «çàäà÷è», òî îáúÿñíèòå, ïî÷åìó ýòî òàê è êàê åãî ñêîððåêòèðîâàòü (åñëè ýòî âîçìîæíî), ÷òîáû «ðåøåíèå» ñòàëî âåðíûì. Åñëè íåâåðíî òîëüêî «ðåøåíèå», òî óêàæèòå âñå îøèáêè, ñäåëàâ ïîäðîáíûå ïîÿñíåíèÿ, à çàòåì ïðèâåäèòå âåðíîå ðåøåíèå.


6. Ñèñòåìà óðàâíåíèé. «Çàäà÷à». Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà à ñèñòåìà óðàâíåíèé õ2 = 1 – y2 = y – |a| èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå?


«Îòâåò»: òàêèõ à íåò.


«Ðåøåíèå». Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå 1 – y2 = y – |a| ( y2 + y – (|a| + 1) = 0. Òàê êàê ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, òî ýòî óðàâíåíèå òàêæå äîëæíî èìåòü åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, òî åñòü D = 1 + 4(1 + |a|) = 0. Íî ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî íå âûïîëíÿåòñÿ íè äëÿ êàêèõ çíà÷åíèé à.


Â.È. Ðûæèê «Ç0 000 óðîêîâ ìàòåìàòèêè». 


Êíèãà äëÿ ó÷èòåëÿ. – Ì.: «Ïðîñâåùåíèå», 2003) 


Êîììåíòàðèé. Â óñëîâèè «çàäà÷è» îøèáîê íåò. Â ïðèâåäåííîì «ðåøåíèè» íå ó÷òåíî, ÷òî ðàññìàòðèâàåìîå êâàäðàòíîå óðàâíåíèå ìîæåò èìåòü è äâà êîðíÿ y1 è y2, íî óñëîâèå «çàäà÷è» ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ, åñëè îäíî èç äâóõ óðàâíåíèé õ2 = y1 – |a| è õ2 = y2 – |a| íå èìååò êîðíåé, à äðóãîå èìååò îäèí êîðåíü. 


Ó÷èòûâàÿ ýòî, ìîæíî äîâåñòè «ðåøåíèå» äî âåðíîãî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü D > 0, òîãäà � EMBED Equation.3  ���; � EMBED Equation.3  ���. Çàìåòèì, ÷òî y1 – |a| < 0, çíà÷èò, óðàâíåíèå õ2 = y1 – |a| êîðíåé íå èìååò. Óðàâíåíèå õ2 = y2 – |a| èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü, åñëè x = 0. Â ýòîì ñëó÷àå, � EMBED Equation.3  ��� ( � EMBED Equation.3  ��� ( |a| = 1. Îòâåò: ïðè à = �EMBED Unknown���1.


Âîçìîæåí è äðóãîé ñïîñîá ðåøåíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî åñëè (õ0; ó0) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû, òî ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ è (–õ0; ó0). Çíà÷èò, íåîáõîäèìûì óñëîâèåì åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ õ0 = 0. Òîãäà èç óðàâíåíèÿ õ2 = 1 – y2 ñëåäóåò, ÷òî ó = �EMBED Unknown���1, à èç óðàâíåíèÿ 1 – y2 = y – |a|, ÷òî ó = 1, |a| = 1. 


Ïðîâåðèì äîñòàòî÷íîñòü ïîëó÷åííîãî óñëîâèÿ, òàê êàê ïðè |a| = 1, ó ñèñòåìû ìîãóò îêàçàòüñÿ è äðóãèå ðåøåíèÿ, êðîìå (0; 1). Ïîäñòàâèâ  |a| = 1 â óðàâíåíèå 1 – y2 = y – |a|, ïîëó÷èì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå y2 + y – 2 = 0. Åãî êîðíè: y1 = 1; y2 = –2. Òîãäà õ2 = 0 èëè õ2 = –3, òî åñòü õ  = 0. Çíà÷èò, äðóãèõ ðåøåíèé íåò. 


Êðèòåðèè ïðîâåðêè. Áàëëû çà 1) è 2) ñóììèðóþòñÿ.


1) Âåðíî óêàçàíà è ïîÿñíåíà îøèáêà, äîïóùåííàÿ â «ðåøåíèè» – 5 áàëëîâ


Îøèáêà â «ðåøåíèè» óêàçàíà, íî íå îáúÿñíåíà – 3 áàëëà


Óêàçàíî òîëüêî, ÷òî ïîëó÷åí íåâåðíûé «îòâåò» – 1 áàëë


2) Ïðèâåäåíî ïîëíîå îáîñíîâàííîå ðåøåíèå – 5 áàëëîâ


Ïðèâåäåíî âåðíîå, â öåëîì, ðåøåíèå, ñîäåðæàùåå íåêîòîðûå ïðîáåëû – 4 áàëëà


Ïðè ðåøåíèè âòîðûì ñïîñîáîì íèêàê íå ïðîâåðåíà äîñòàòî÷íîñòü ïîëó÷åííîãî óñëîâèÿ – 3 áàëëà


Ïðèâåäåíî ãðàôè÷åñêîå ðåøåíèå ñèñòåìû, íî íèêàê íå îáîñíîâàíî îòñóòñòâèå äðóãèõ ðåøåíèé – 2 áàëëà


7. Øêîëüíèêè. «Çàäà÷à». Äåñÿòü øêîëüíèêîâ ïî îêîí÷àíèè 10 êëàññà ðåøèëè ïîñòóïàòü ëèáî íà ìåõìàò, ëèáî íà ôèçôàê. Íåêîòîðûå øêîëüíèêè äðóæàò ìåæäó ñîáîé. Êàæäûé ïîíåäåëüíèê ñ ìîìåíòà îêîí÷àíèÿ 10 êëàññà îíè ñîçâàíèâàþòñÿ ñ äðóçüÿìè è îáñóæäàþò ïëàíû. Åñëè áîëüøèíñòâî äðóçåé íåêîòîðîãî øêîëüíèêà õîòÿò ïîñòóïàòü íå òóäà, êóäà îí, òî ê ñëåäóþùåìó ïîíåäåëüíèêó îí ïðèíèìàåò ìíåíèå ýòîãî áîëüøèíñòâà. Äîêàæèòå, ÷òî äî îêîí÷àíèÿ øêîëû èõ ìíåíèÿ óñòîÿòñÿ è áîëüøå ìåíÿòüñÿ íå áóäóò.


«Ðåøåíèå». Âñåãî â ýòîé ãðóïïå 45 ïàð øêîëüíèêîâ, èç íèõ n ïàð äðóçåé, êîòîðûå ñîáèðàþòñÿ ïîñòóïàòü â ðàçíûå ìåñòà. Ïóñòü Ïåòÿ ñîáèðàåòñÿ íà ôèçôàê, k åãî äðóçåé –íà ìåõìàò, à l – íà ôèçôàê, ïðè÷åì l < k. Ïîñëå òîãî, êàê îí ïåðåìåíèò ìíåíèå, ÷èñëî n óìåíüøèòñÿ íà k è óâåëè÷èòñÿ íà l. Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå êàæäîé ïåðåìåíû ìíåíèé ÷èñëî n óìåíüøèòñÿ íà k – l > 0 ïàð. ßñíî, ÷òî ýòî ìîæåò ïðîèñõîäèòü íå áîëåå 45 ðàç. Çíà÷èò, çà ãîä (52 íåäåëè) ïðîöåññ ïåðåìåíû ìíåíèé çàâåðøèòñÿ.


Ïðåäëîæèë Ð. Àëèøåâ (ïî ìàòåðèàëàì 2 ýòàïà ÂÎØ 2014/15 â ð. Òàòàðñòàí)


Êîììåíòàðèé. Óòâåðæäåíèå, êîòîðîå ïðåäëàãàåòñÿ äîêàçàòü â óñëîâèè çàäà÷è, íåâåðíî. Ïðèâåäåì êîíòðïðèìåð. Ïóñòü â ýòîé ãðóïïå ó÷àòñÿ äåâî÷êè è ìàëü÷èêè. Êàæäàÿ èç äåâî÷åê äðóæèò ñ êàæäûì ìàëü÷èêîì, à îäíîïîëûõ ïàð äðóçåé íåò. Ïî îêîí÷àíèè 10 êëàññà âñå äåâî÷êè ðåøèëè ïîñòóïàòü íà ìåõìàò, à âñå ìàëü÷èêè – íà ôèçôàê. Â òàêîì ñëó÷àå ìíåíèÿ âñåõ øêîëüíèêîâ áóäóò ìåíÿòüñÿ åæåíåäåëüíî è íå óñòîÿòñÿ íèêîãäà. 


Óñëîâèå çàäà÷è ñòàíåò êîððåêòíûì, åñëè ê ïîíåäåëüíèêó áóäåò ìåíÿòü ìíåíèå òîëüêî îäèí øêîëüíèê; ëþáîé èç òåõ, ÷üè ïëàíû îòëè÷àëèñü îò ïëàíîâ áîëüøèíñòâà äðóçåé. Ñîîòâåòñòâåííî ñòàíåò âåðíûì è ïðèâåäåííîå ðåøåíèå.


Íåâåðíîå óòâåðæäåíèå «äîêàçàíî» â ðåçóëüòàòå ñëåäóþùåé îøèáêè. Â âûñêàçûâàíèè «Ïîñëå òîãî, êàê îí ïåðåìåíèò ìíåíèå, ÷èñëî n óìåíüøèòñÿ íà k è óâåëè÷èòñÿ íà l» íå ó÷èòûâàåòñÿ, ÷òî âìåñòå ñ Ïåòåé ìíåíèå ìîãóò ïåðåìåíèòü è íåêîòîðûå åãî äðóçüÿ. Äàæå åñëè ó÷èòûâàòü òîëüêî ïàðû ñ ó÷àñòèåì Ïåòè, ïîñëå î÷åðåäíîé ïåðåìåíû ìíåíèé ÷èñëî n íå îáÿçàòåëüíî óìåíüøèòñÿ íà k – l. À åñëè ãîâîðèòü îáî âñåõ ïàðàõ äðóçåé, òî âîîáùå ñòðàííî îæèäàòü, ÷òî èçìåíåíèå ÷èñëà n çàâèñèò òîëüêî îò ïëàíîâ Ïåòè è åãî äðóçåé.


Â èñïðàâëåííîì âèäå çàäà÷à íåîäíîêðàòíî èñïîëüçîâàëàñü â ðàçëè÷íûõ ôîðìóëèðîâêàõ. Ïåðâîèñòî÷íèêîì, âèäèìî, ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à À.Ì. Øòåéíáåðãà, îïóáëèêîâàííàÿ ïî íîìåðîì Ì277 â çàäà÷íèêå «Êâàíòà"»(¹8/1974) â òàêîé ôîðìóëèðîâêå:


Çàäàíî íåñêîëüêî êðàñíûõ è íåñêîëüêî ñèíèõ òî÷åê. Íåêîòîðûå èç íèõ ñîåäèíåíû îòðåçêàìè. Íàçîâ¸ì òî÷êó «îñîáîé», åñëè áîëåå ïîëîâèíû èç ñîåäèí¸ííûõ ñ íåé òî÷åê èìåþò öâåò, îòëè÷íûé îò å¸ öâåòà. Åñëè åñòü õîòÿ áû îäíà îñîáàÿ òî÷êà, òî âûáèðàåì ëþáóþ îñîáóþ òî÷êó è ïåðåêðàøèâàåì åå â äðóãîé öâåò. Äîêàæèòå, ÷òî ÷åðåç êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ íå îñòàíåòñÿ íè îäíîé îñîáîé òî÷êè.


Êðèòåðèè ïðîâåðêè. Áàëëû çà 1) – 4) ñóììèðóþòñÿ.


1) Óêàçàíî, ÷òî óòâåðæäåíèå, ñôîðìóëèðîâàííîå â óñëîâèè «çàäà÷è», íå âåðíî – 2 áàëëà 


2) Ïðèâåäåí êîíòðïðèìåð: äëÿ 10 øêîëüíèêîâ – 3 áàëëà, äëÿ ìåíüøåãî êîëè÷åñòâà øêîëüíèêîâ – 1 áàëë


3) Óêàçàíà è ïîÿñíåíà îøèáêà â «ðåøåíèè» – 3 áàëëà


4) Óêàçàíî, êàê ìîæíî èçìåíèòü óñëîâèå «çàäà÷è», ÷òîáû «ðåøåíèå» ñòàëî âåðíûì – 2 áàëëà 


8. Îáùàÿ òî÷êà. Íà óðîêå áûëà ïðåäëîæåíà ñëåäóþùàÿ çàäà÷à: «Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ k ïðÿìàÿ ó = kõ èìååò ñ ãðàôèêîì ôóíêöèè �EMBED Equation.3��� ðîâíî îäíó îáùóþ òî÷êó?». Ó÷èòåëüíèöà ïðîâåðèëà íåñêîëüêî ðåøåíèé. Âñå, êòî âçÿëñÿ çà ýòó çàäà÷ó, ïðåîáðàçîâàëè âûðàæåíèå: �EMBED Equation.3���, à äàëåå ðàññóæäàëè ïî-ðàçíîìó.


«Ðåøåíèå Âàíè». Äîñòàòî÷íî íàéòè çíà÷åíèÿ k, äëÿ êîòîðûõ óðàâíåíèå (x + 2)2 = kx èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Ýòî óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî êâàäðàòíîìó óðàâíåíèþ x2 + (4 – k)x + 4 = 0. Åãî äèñêðèìèíàíò D = (4 – k)2 – 16 = k(k – 8) ðàâåí íóëþ ïðè k = 0 è k = 8. «Îòâåò»: 0; 8.


«Ðåøåíèå Òàíè». Ñîñòàâèì óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè y = (x + 2)2 â òî÷êå x0 = 0. Òàê êàê y(0) = 4; y’ = 2(x + 2); y’(0) = 4, òî óðàâíåíèå èìååò âèä: y – 4 = 4(x – 0) ( y = 4x + 4. Ýòà ïðÿìàÿ íå ìîæåò áûòü çàäàíà óðàâíåíèåì âèäà y = kx. 


«Îòâåò»: òàêèõ çíà÷åíèé k íåò.


«Ðåøåíèå Ìàíè». Èçîáðàçèì ãðàôèê ôóíêöèè y = (x + 2)2 â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Èç ãðàôèêà âèäíî, ÷òî ïðÿìàÿ y = 0 ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé ê íåìó. «Îòâåò»: 0.


«Ðåøåíèå Àíè». Ñîñòàâèì óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè y = (x + 2)2 â íåêîòîðîé òî÷êå x0. Ýòî óðàâíåíèå èìååò âèä ó = (2õ0 + 4)(õ – õ0) + õ02 + 4õ0 + 4. Ïîäñòàâèâ â íåãî (0; 0), ïîëó÷èì, ÷òî õ0 = (2. Òîãäà y = 0 è y = 8x. 


«Îòâåò»: 0; 8.


Ïðîêîììåíòèðóéòå êàæäîå «ðåøåíèå», óêàçàâ âñå îøèáêè è íåäî÷åòû (åñëè îíè åñòü). Ïðèâåäèòå âåðíîå ðåøåíèå (åñëè îíî îòñóòñòâóåò).


Ïðåäëîæèëà Å. Ãëàäêîâà


Êîììåíòàðèé. Îáùèé íåäîñòàòîê âñåõ «ðåøåíèé» – íåêîððåêòíî âûïîëíåííîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïðè êîòîðîì ó÷åíèêè ðàñøèðèëè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ çàäàííîé ôóíêöèè: ïîëó÷åííàÿ èìè ôóíêöèÿ �EMBED Unknown��� îïðåäåëåíà äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé x, à èñõîäíàÿ ôóíêöèÿ – ïðè �EMBED Unknown���. 


Íàèáîëåå äàëåêî îò èñòèíû «ðåøåíèå» Òàíè. Òàíÿ ïîíèìàåò, ÷òî êàñàòåëüíàÿ ê ãðàôèêó, êàê ïðàâèëî, èìååò ñ íèì îäíó îáùóþ òî÷êó, íî áåç âñÿêèõ íà òî îñíîâàíèé ñ÷èòàåò, ÷òî ýòî äîëæíà íåïðåìåííî áûòü êàñàòåëüíàÿ ñ àáñöèññîé òî÷êè êàñàíèÿ �EMBED Unknown���. 


Õîä «ðåøåíèÿ» è «îòâåòû» Âàíè è Àíè áûëè áû âåðíûìè, åñëè áû ðå÷ü øëà î ôóíêöèè �EMBED Unknown���. Íî â äàííîé ñèòóàöèè Âàíå è Àíå ïðåæäå âñåãî íóæíî áûëî ïðîâåðèòü, äåéñòâèòåëüíî ëè íàéäåííûå èìè ïðÿìûå èìåþò ðîâíî îäíó îáùóþ òî÷êó ñ ãðàôèêîì èñõîäíîé ôóíêöèè. Òî÷êà ñ àáñöèññîé x = 2 íà ýòîì ãðàôèêå âûêîëîòà, à îäíà èç íàéäåííûõ «êàñàòåëüíûõ» (ñîîòâåòñòâóþùàÿ k = 8) ïðîõîäèò êàê ðàç ÷åðåç ýòó òî÷êó! Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åííàÿ èìè ïðÿìàÿ y = 8x ðåøåíèåì íå ÿâëÿåòñÿ. Ïðè ýòîì â ðåøåíèè Àíè ïðîïóùåíî çíà÷åíèå õ0 = –2, ÷òî, ñêîðåå âñåãî, ÿâëÿåòñÿ îïèñêîé, òàê êàê äàëåå ïðèâåäåíû îòâåòû, ñîîòâåòñòâóþùèå õ0 = (2.


Êðîìå òîãî, îíè îáà íå ðàññìîòðåëè ñëó÷àé, êîãäà ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåò ïàðàáîëó â äâóõ òî÷êàõ, íî îäíà èç íèõ âûêîëîòà. Òî, ÷òî îíè èç-çà ýòîãî íå ïîòåðÿëè êàêîãî-òî ðåøåíèÿ – ñ÷àñòëèâàÿ ñëó÷àéíîñòü.


Òàêèì îáðàçîì, êðîìå ïðîâåðêè, óêàçàííîé âûøå, Âàíå äîñòàòî÷íî áûëî ïîäñòàâèòü x = 2 â ðàññìîòðåííîå èì óðàâíåíèå è óáåäèòüñÿ, ÷òî äðóãèõ çíà÷åíèé k, êðîìå k = 8, íå íàéäåòñÿ. Àíÿ æå ìîãëà, íàïðèìåð, â ÿâíîì âèäå ðàññìîòðåòü ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò è òî÷êó (2; 4), è ïîëó÷èòü, ÷òî ýòà ïðÿìàÿ èìååò óðàâíåíèå y = 8x.


Çàìåòèì, ÷òî â ðåøåíèè Àíè àáñöèññû òî÷åê êàñàíèÿ ÿâíî âû÷èñëÿþòñÿ â õîäå ðåøåíèÿ, à Âàíå åù¸ òðåáóåòñÿ èõ íàéòè, çàâåðøèâ ðåøåíèå êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ. 


Åñëè ïîäõîäèòü ôîðìàëüíî, òî ê íåäî÷åòàì èõ çàïèñåé ìîæíî òàêæå îòíåñòè ëîãè÷åñêè íåâåðíîå èñïîëüçîâàíèå ñîþçà «È» â çàïèñÿõ: k = 0 è k = 8 (Âàíÿ); y = 0 è y = 8x (Àíÿ). Ñîþç «È» â òàêèõ çàïèñÿõ îçíà÷àåò, ÷òî îáà óñëîâèÿ âûïîëíÿþòñÿ îäíîâðåìåííî, à ýòî íå ñîîòâåòñòâóåò äåéñòâèòåëüíîñòè. Óìåñòíåå áûëî áû èñïîëüçîâàòü ñîþç «ÈËÈ», ëèáî íàéòè äðóãóþ ôîðìó çàïèñè (íàïðèìåð, ÷åðåç òî÷êó ñ çàïÿòîé). Îòìåòèì òàêæå, ÷òî «ðåøåíèå» Àíè òðåáóåò çíàíèÿ óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíîé (10 êëàññ), à «ðåøåíèå» Âàíè èñïîëüçóåò òîëüêî ïðîãðàììíûé ìàòåðèàë 9-ãî êëàññà.


«Ðåøåíèå» Ìàíè âûãëÿäèò ñîâåðøåííî íåóáåäèòåëüíûì, îäíàêî èìåííî ó íå¸ ïîëó÷åí âåðíûé îòâåò! Ìàíÿ, ðàçóìååòñÿ, íå ïðàâà, êîãäà ïèøåò, ÷òî êàñàòåëüíàÿ ê ãðàôèêó �EMBED Unknown���, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, ýòî òîëüêî ïðÿìàÿ �EMBED Unknown���. Íî óòâåðæäåíèå, ÷òî èç âñåõ ïðÿìûõ âèäà y = kx òîëüêî ýòà ïðÿìàÿ èìååò åäèíñòâåííóþ îáùóþ òî÷êó ñ ãðàôèêîì èñõîäíîé ôóíêöèè, ïî ñ÷àñòëèâîé ñëó÷àéíîñòüþ îêàçûâàåòñÿ âåðíûì. Êðîìå òîãî, âðÿä ëè äîïóñòèìî (êàê ýòî äåëàåò Ìàíÿ) â êà÷åñòâå îáîñíîâàíèÿ ïèñàòü «èç ãðàôèêà âèäíî ... ». Íà íàø âçãëÿä, ïîäîáíîå îáîñíîâàíèå ìîæåò áûòü ïðèåìëåìûì òîëüêî â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ðå÷ü èä¸ò íå î âû÷èñëåíèè êîíêðåòíûõ çíà÷åíèé, à î êà÷åñòâåííîì àíàëèçå ðàñïîëîæåíèÿ ãðàôèêîâ, íàïðèìåð, î êîëè÷åñòâå òî÷åê èõ ïåðåñå÷åíèÿ, äà è òî, äàëåêî íå âñåãäà. 


Êðèòåðèè ïðîâåðêè. Áàëëû çà 1) – 4) ñóììèðóþòñÿ.


1) Óêàçàíà îáùàÿ îøèáêà âñåõ «ðåøåíèé» (ðàñøèðåíèå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ) – 1 áàëë


2) Óêàçàíà è ïðîêîììåíòèðîâàíà îøèáêà â «ðåøåíèè» Òàíè – 1 áàëë


3) Óêàçàíû è ïðîêîììåíòèðîâàíû îøèáêè â «ðåøåíèÿõ» Ìàíè, Âàíè è Àíè – ïî 2 áàëëà çà êàæäîå


4) Ïðèâåäåíî âåðíîå ðåøåíèå – 2 áàëëà


Â ïðèâåäåííîì ðåøåíèè íå ðàññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà èñêîìàÿ ïðÿìàÿ íå ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé – 1 áàëë


9. Àëãîðèòì. Íà ÅÃÝ ïî èíôîðìàòèêå áûëà ïðåäëîæåíà çàäà÷à: «Äàíà êîíå÷íàÿ ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Òðåáóåòñÿ ïðåäëîæèòü àëãîðèòì ïîèñêà äâóõ ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ íàèáîëüøåé ñóììîé, ïðè÷åì ðàçíîñòü èõ íîìåðîâ äîëæíà áûòü íå ìåíüøå, ÷åì 4.»


Áîðÿ, Âàñÿ, Ãåíà è Äèìà ïðåäëîæèëè òàêîå «ðåøåíèå»: ñíà÷àëà âûáðàòü èç ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåñêîëüêî ñàìûõ áîëüøèõ ÷èñåë, à çàòåì ïåðåáîðîì íàéòè ñðåäè íèõ äâà èñêîìûõ ÷èñëà. Ïðè ýòîì Áîðÿ âûáðàë 5 íàèáîëüøèõ ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, Âàñÿ âûáðàë 7, Ãåíà – 8, à Äèìà – 9. 


Îöåíèòå «ðåøåíèå» êàæäîãî ìàëü÷èêà è îáîñíóéòå ñâîþ òî÷êó çðåíèÿ. 


Ïðåäëîæèë Â. Ãóðîâèö (ïî ìàòåðèàëàì ÅÃÝ 2014 ïî èíôîðìàòèêå)


Êîììåíòàðèé. Àëãîðèòì, ïðåäëîæåííûé ìàëü÷èêàìè, âîçìîæåí, íî íàäî âûÿñíèòü, êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî íàèáîëüøèõ ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàäî âûáðàòü. Äîêàæåì, ÷òî ýòî êîëè÷åñòâî ðàâíî âîñüìè. 


Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü âûáðàíî 7 íàèáîëüøèõ ÷èñåë è îíè îêàçàëèñü ïîñëåäîâàòåëüíûìè ÷ëåíàìè, ïðè÷åì íàèáîëüøåå èç íèõ – ÷åòâåðòîå. Òîãäà ñóììà ýòîãî ÷èñëà è êàêîãî-òî ÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íå âîøåäøåãî â âûáðàííûå, ìîæåò îêàçàòüñÿ áîëüøå, ÷åì ñóììà äâóõ ëþáûõ ÷èñåë èç ýòîé ñåìåðêè (èñêëþ÷àÿ ÷åòâåðòîå), à âûáèðàòü åìó «â ïàðó» íèêàêîå ÷èñëî èç îòîáðàííûõ íåëüçÿ, òàê êàê ðàçíîñòü èõ íîìåðîâ áóäåò ìåíüøå ÷åòûðåõ. Íàïðèìåð, ïóñòü âûáðàííûå ÷èñëà: 10, 11, 12, 100, 13, 14, 15, èäóùèå â äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîäðÿä, à ñðåäè îñòàâøèõñÿ ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åñòü ÷èñëî 9. 


Ïóñòü âûáðàíî, ïî êðàéíåé ìåðå, 8 íàèáîëüøèõ ÷èñåë è À – íàèáîëüøåå èç íèõ, à B – êàêîå-òî èç ýòèõ âîñüìè ÷èñåë, ñòîÿùåå â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íà ðàññòîÿíèè îò À íå ìåíåå ÷åòûðåõ. Òàêîå ÷èñëî B íàéä¸òñÿ, òàê êàê ñóùåñòâóåò íå áîëåå øåñòè ÷èñåë, íàõîäÿùèõñÿ îò À íà ðàññòîÿíèè, ìåíüøåì ÷åòûðåõ (òðè ÷èñëà ïåðåä À è òðè ÷èñëà ïîñëå). Ïóñòü Ñ è D – êàêèå-òî äâà ÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïðè÷¸ì D – íå èç âûáðàííûõ âîñüìè. Òîãäà, òàê êàê À ( Ñ, à B ( D, òî À + B ( Ñ + D. 


Ñëåäîâàòåëüíî, ÷òîáû íàéòè ïàðó ÷èñåë ñ ìàêñèìàëüíîé ñóììîé, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ, äîñòàòî÷íî ïåðåáðàòü ïàðû, îáðàçîâàííûå âîñåìüþ íàèáîëüøèìè ÷ëåíàìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.


Òàêèì îáðàçîì, èäåÿ «ðåøåíèÿ» ó âñåõ ìàëü÷èêîâ – âåðíàÿ, íî, ðåàëèçîâàâ ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì, Ãåíà è Äèìà íàâåðíÿêà ïîëó÷àò âåðíûé îòâåò, à Áîðÿ è Âàñÿ – íå îáÿçàòåëüíî. Ïðè ýòîì ïîíÿòíî, ÷òî âûáîð Äèìîé äåâÿòè ÷èñåë – èçáûòî÷åí.


Îòìåòèì, ÷òî åñëè áû óñëîâèå çàäà÷è òðåáîâàëî óêàçàòü è íîìåðà ÷ëåíîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (à íå òîëüêî ñàìè ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè), òî ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì îêàçàëñÿ áû íåâåðíûì. Äåéñòâèòåëüíî, òîãäà îí íå ñìîæåò ó÷åñòü, ÷òî â äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîãóò áûòü ïîâòîðÿþùèåñÿ ÷èñëà. Â ÷àñòíîñòè, åñëè çàäàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü – ïîñòîÿííàÿ, òî â îòâåòå, â ýòîì ñëó÷àå, äîëæíû áûëè áûòü óêàçàíû âñå âîçìîæíûå ïàðû íîìåðîâ, ðàçëè÷àþùèåñÿ íå ìåíüøå, ÷åì íà 4. 


Êðèòåðèè ïðîâåðêè. Áàëëû çà 1) – 3) ñóììèðóþòñÿ.


1) Óêàçàíî, ÷òî ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì ïðèíöèïèàëüíî âîçìîæåí – 1 áàëë


2) Äîêàçàíî, ÷òî ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì ðàáîòàåò äëÿ âîñüìè ÷èñåë, íî íå ðàáîòàåò äëÿ ìåíüøåãî êîëè÷åñòâà ÷èñåë – 8 áàëëîâ


Äîêàçàíî òîëüêî, ÷òî âîñüìè ÷èñåë äîñòàòî÷íî – 5 áàëëîâ


Ïðèâåäåí òîëüêî ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî ñåìè ÷èñåë ìîæåò íå õâàòèòü – 3 áàëëà


3) Âåðíî óêàçàíî, ó êîãî «ðåøåíèÿ» âåðíûå – 1 áàëë


10. Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå. Íà óðîêå ãåîìåòðèè îáñóæäàëñÿ èçâåñòíûé ôàêò: 


«Â òðåóãîëüíèêå, îòëè÷íîì îò ðàâíîáåäðåííîãî, áèññåêòðèñà ëåæèò ìåæäó âûñîòîé è ìåäèàíîé, ïðîâåäåííûìè èç òîé æå âåðøèíû». Ó÷èòåëü ïðåäëîæèë òàêîå ðàññóæäåíèå:


Ïóñòü â òàêîì òðåóãîëüíèêå ÀÂÑ ÀÑ > ÀÂ, òîãäà ïðåäñòàâèì, ÷òî òî÷êà Ñ äâèæåòñÿ ïî ïðÿìîé ÂÑ. Êîãäà âåðøèíà Ñ – «â áåñêîíå÷íîñòè», òî «ìåäèàíà», ïðîâåäåííàÿ èç âåðøèíû À, «ïàðàëëåëüíà» ÂÑ, à áèññåêòðèñà», ïðîâåäåííàÿ èç âåðøèíû À, ïåðåñåêàåò ÂÑ, ïîýòîìó îíà ëåæèò ìåæäó ìåäèàíîé è âûñîòîé. Ïðè ïåðåìåùåíèè òî÷êè Ñ âäîëü ïðÿìîé ÂÑ ïî íàïðàâëåíèþ ê òî÷êå Â ìåäèàíà íå ìîæåò ñîâïàñòü ñ âûñîòîé, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå ÀÑ äîëæíî ðàâíÿòüñÿ ÀÂ. Ñëåäîâàòåëüíî, áèññåêòðèñà ïî-ïðåæíåìó áóäåò ëåæàòü ìåæäó ìåäèàíîé è âûñîòîé.


1) Îöåíèòå ñòðîãîñòü ðàññóæäåíèé, èñïðàâüòå îøèáêè è íåäî÷åòû (åñëè îíè åñòü), äîïèøèòå íåîáõîäèìûå ïîäðîáíîñòè. 


2) Ñòàëè áû Âû èñïîëüçîâàòü òàêîå ðàññóæäåíèå íà óðîêå è ïî÷åìó?


Ïðåäëîæèë À. Áëèíêîâ (èñïîëüçîâàí ôðàãìåíò èç êíèãè Ì.È. Áàøìàêîâà «Ìàòåìàòèêà â êàðìàíå «Êåíãóðó»». Ìåæäóíàðîäíûå îëèìïèàäû øêîëüíèêîâ. – Ì.: Äðîôà, 2010)


Êîììåíòàðèé. 1) Ïðèâåäåííîå ðàññóæäåíèå íåëüçÿ ïðèçíàòü àáñîëþòíî íåâåðíûì, íî îíî, êîíå÷íî, èçëîæåíî âåñüìà íå ñòðîãî è ñîäåðæèò ñóùåñòâåííûå ïðîáåëû. 


�EMBED PBrush���


Âî-ïåðâûõ, íèêàê íå îáúÿñíåíî, ïî÷åìó áèññåêòðèñà íàõîäèòñÿ ìåæäó ìåäèàíîé è âûñîòîé â òîò ìîìåíò, êîãäà âåðøèíà Ñ – «â áåñêîíå÷íîñòè» (è âûñîòà, è áèññåêòðèñà ïåðåñåêàþò ÂÑ). Âî-âòîðûõ, íåÿñíî, ïî÷åìó ïðè óêàçàííîì «äâèæåíèè» òî÷êè Ñ â êàêîé-òî ìîìåíò ìåäèàíà è áèññåêòðèñà íå ìîãóò «ïîìåíÿòüñÿ ìåñòàìè». Â-òðåòüèõ, íå îáúÿñíåíî, ïî÷åìó ïðè ýòîì «äâèæåíèè» áèññåêòðèñà íå ìîæåò îêàçàòüñÿ ìåæäó ñòîðîíîé ÀÂ è âûñîòîé.


Ðèñ. 4


Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: ÀÍ – âûñîòà, ÀL – áèññåêòðèñà, ÀÌ – ìåäèàíà (ñì. ðèñ. 4). Ïåðâûé èç óêàçàííûõ ïðîáåëîâ âîñïîëíèòü ëåãêî. Äîñòàòî÷íî ñêàçàòü, ÷òî óãîë ÂÀÍ –îñòðûé, à åñëè âåðøèíà Ñ – «â áåñêîíå÷íîñòè», òî óãîë ÑÀÍ – ïðÿìîé. Ñëåäîâàòåëüíî, ëó÷ ÀL íàõîäèòñÿ âíóòðè óãëà ÑÀÍ.


Äëÿ òîãî, ÷òîáû âîñïîëíèòü äðóãèå äâà óêàçàííûõ ïðîáåëà, ñëåäóåò ïðåæäå âñåãî ñîñëàòüñÿ íà íåïðåðûâíîñòü, ïðè÷åì ñäåëàòü ýòî àêêóðàòíî, íàïðèìåð, òàê. Çàôèêñèðóåì âåðøèíû À è Â òðåóãîëüíèêà è ïðÿìóþ ÂÑ, òîãäà áóäåò çàôèêñèðîâàíî è ïîëîæåíèå òî÷êè Í. Ðàññìîòðèì äâå ôóíêöèè: çàâèñèìîñòü ðàññòîÿíèé LÍ è ÌÍ îò äëèíû îòðåçêà ÑÍ. Êàæäàÿ èç ýòèõ ôóíêöèé íåïðåðûâíà, òàê êàê ïðè ìàëûõ èçìåíåíèÿõ äëèíû ÑÍ, äëèíû LH è MH èçìåíÿþòñÿ ìàëî.


Åñëè ðàññòîÿíèå CH î÷åíü âåëèêî (Ñ – «â áåñêîíå÷íîñòè»), òî ÌH > LH (ýòî ïîÿñíåíî â èñõîäíîì òåêñòå). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàéäåòñÿ ïîëîæåíèå òî÷êè Ñ, ïðè êîòîðîì ÌH < LH. Òîãäà, ïî ñëåäñòâèþ èç òåîðåìû î ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè íåïðåðûâíîé ôóíêöèè, íàéäåòñÿ è òàêîå ïîëîæåíèå òî÷êè Ñ, ïðè êîòîðîì ÌH = LH, òî åñòü ýòè òî÷êè ñîâïàäóò. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîâïàäóò áèññåêòðèñà è ìåäèàíà, íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî ÀÑ > ÀÂ. Òåì ñàìûì äîêàçàíî, ÷òî ìåäèàíà è áèññåêòðèñà íå ìîãóò «ïîìåíÿòüñÿ ìåñòàìè».


Íàêîíåö, ñ÷èòàÿ òî÷êó Í íà÷àëîì îòñ÷åòà, à ëó÷ ÍÑ çàäàþùèì ïîëîæèòåëüíîå íàïðàâëåíèå, è ïðåäïîëîæèâ, ÷òî òî÷êà L ëåæèò ìåæäó À è Í, ïîëó÷èì, ÷òî LH (â çàâèñèìîñòè îò äëèíû ÑÍ) ïðèíèìàåò êàê ïîëîæèòåëüíûå, òàê è îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Òîãäà, â ñèëó íåïðåðûâíîñòè, íàéäåòñÿ è òàêîå ïîëîæåíèå òî÷êè Ñ, ïðè êîòîðîì LH = 0, òî åñòü òî÷êè L è Í ñîâïàäóò, ÷òî îïÿòü æå ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî ÀÑ > ÀÂ. 


Îòìåòèì, ÷òî äëÿ âîñïîëíåíèÿ ýòîãî ïðîáåëà ìîæíî èñïîëüçîâàòü è ãåîìåòðè÷åñêèå ñîîáðàæåíèÿ, íàïðèìåð: � EMBED Equation.2  ���, çíà÷èò, � EMBED Equation.2  ���, ïîýòîìó òî÷êà L ëåæèò íà ëó÷å ÍÑ. Íî â ýòîì ñëó÷àå, ãîðàçäî ïðîùå ñðàâíèòü çàòåì îòðåçêè ÂL è ÂÌ â ïðîèçâîëüíîì òðåóãîëüíèêå, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî áèññåêòðèñû, è òîãäà íåïðåðûâíîñòü âîîáùå íå íóæíà!


2) Èñïîëüçîâàòü òàêîå ðàññóæäåíèå íà óðîêå ãåîìåòðèè, íà íàø âçãëÿä, íå ñòîèò. Ïðåæäå âñåãî ïîòîìó, ÷òî «äîâåäåíèå» åãî äî îòíîñèòåëüíî ñòðîãîãî òðåáóåò îò øêîëüíèêîâ õîðîøåãî ïîíèìàíèÿ íåïðåðûâíîñòè è óìåíèÿ ôîðìàëèçîâàòü ðàññóæäåíèÿ ñ íåé ñâÿçàííûå. Äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå ðàññìàòðèâàåòñÿ, êàê ïðàâèëî â 8 èëè 9 êëàññå, ãäå ìàëî êòî èç øêîëüíèêîâ îáëàäàåò òðåáóåìûìè çíàíèÿìè è óìåíèÿìè. Ïîâåðõíîñòíîå æå âîñïðèÿòèå òàêèõ ðàññóæäåíèé ìîæåò ñïðîâîöèðîâàòü øêîëüíèêîâ íà èñïîëüçîâàíèå àíàëîãè÷íûõ ðàññóæäåíèé òàì, ãäå îíè áóäóò ïðèâîäèòü ê íåâåðíûì âûâîäàì. Êðîìå òîãî, ãåîìåòðè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî ðàññìàòðèâàåìîãî ôàêòà ÿâëÿåòñÿ âåñüìà íåñëîæíûì è äîñòóïíûì.


Åñëè è îáñóæäàòü ñî øêîëüíèêàìè ïðèâåäåííîå ðàññóæäåíèå, òî íà óðîêå ïî òåìå «Íåïðåðûâíîñòü» â êóðñå «Àëãåáðû è íà÷àë àíàëèçà» èëè íà âíåêëàññíûõ çàíÿòèÿõ, ïðè÷åì äåëàòü ýòî èìååò ñìûñë òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà øêîëüíèêè äîñòàòî÷íî ïîäãîòîâëåíû è îáëàäàþò ñðàâíèòåëüíî âûñîêîé ìàòåìàòè÷åñêîé êóëüòóð
