XIII Òâîð÷åñêèé êîíêóðñ ó÷èòåëåé ìàòåìàòèêè


Óñëîâèÿ, ðåøåíèÿ, êîììåíòàðèè è êðèòåðèè ïðîâåðêè


Êàæäîå çàäàíèå îöåíèâàåòñÿ, èñõîäÿ èç 10 áàëëîâ.


I. Ðåøèòå çàäà÷è.


�


1. Ìèñòåð Òâèñòåð ïðîãóëèâàëñÿ ñ ñîáàêîé è áðîñàë åé ïàëêó íà ôèêñèðîâàííîå ðàññòîÿíèå. Ñíà÷àëà îí áðîñèë ïàëêó ïî õîäó ñâîåãî äâèæåíèÿ. Ïîñëå òîãî, êàê ñîáàêà ïðèíåñëà åìó ïàëêó, îí îñòàíîâèëñÿ, çàêóðèë è áðîñèë ïàëêó âòîðîé ðàç. Èçâåñòíî, ÷òî çà ïàëêîé ñîáàêà áåæèò â äâà ðàçà áûñòðåå, ÷åì ñ ïàëêîé â çóáàõ. Íà ãðàôèêå èçîáðàæåíà çàâèñèìîñòü ðàññòîÿíèÿ îò âðåìåíè ìåæäó Òâèñòåðîì è ñîáàêîé çà òî âðåìÿ, êîãäà îí øåë (ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ). Èçîáðàçèòå àíàëîãè÷íóþ çàâèñèìîñòü çà ïåðèîä âðåìåíè, êîãäà îí ñòîÿë è êóðèë, è ïîÿñíèòå ñâîå ðåøåíèå. 


Ä. Øíîëü


�


Îòâåò: ñì. ðèñ. 1.


Ðèñ. 1


Ðåøåíèå. Ïóñòü ñêîðîñòü Òâèñòåðà ðàâíà õ, à ñêîðîñòü ñîáàêè ñ ïàëêîé â çóáàõ ðàâíà ó. Òîãäà ñêîðîñòü ñîáàêè, êîãäà îíà áåæèò çà ïàëêîé, ðàâíà 2ó. Â òî âðåìÿ, êîãäà ñîáàêà áåæèò çà ïàëêîé, à Òâèñòåð èäåò, îíà óäàëÿåòñÿ îò íåãî ñî ñêîðîñòüþ 2ó – õ, à íà îáðàòíîì ïóòè ïðèáëèæàåòñÿ ê íåìó ñî ñêîðîñòüþ õ + ó. Èç ãðàôèêà â óñëîâèè ñëåäóåò, ÷òî âðåìÿ, çà êîòîðîå ñîáàêà äîáåæàëà äî ïàëêè, ðàâíî âðåìåíè, çà êîòîðîå îíà âåðíóëàñü ê õîçÿèíó. Ðàññìàòðèâàåìûå ðàññòîÿíèÿ òàêæå îäèíàêîâû, ïîýòîìó ðàâíû è ñêîðîñòè, òî åñòü 2ó – õ =  õ + ó, îòêóäà ó = 2õ. Çíà÷èò, â ïåðâîì ñëó÷àå ñêîðîñòè óäàëåíèÿ è ñáëèæåíèÿ áûëè ðàâíû 3õ. 


Â ñëó÷àå, êîãäà Òâèñòåð ñòîÿë, ñêîðîñòü óäàëåíèÿ ñîáàêè áûëà ðàâíà 4õ, à ñêîðîñòü ïðèáëèæåíèÿ – 2õ. Ïðè ýòîì âðåìÿ, çà êîòîðîå ñîáàêà äîáåæàëà äî ïàëêè, íå èçìåíèëîñü. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàññòîÿíèå îò Òâèñòåðà äî ïàëêè â ìîìåíò, êîãäà ïàëêó ïîäîáðàëà ñîáàêà, áûëî â �EMBED Unknown��� ðàçà áîëüøå àíàëîãè÷íîãî ðàññòîÿíèÿ â ïåðâîì ñëó÷àå. Âðåìÿ, çà êîòîðîå ñîáàêà âåðíóëàñü ñ ïàëêîé â çóáàõ, áûëî â 2 ðàçà áîëüøå âðåìåíè, ïîòðà÷åííîãî íà ïåðâóþ ÷àñòü ïóòè. Ïî ýòèì äàííûì ïîëó÷èì òðåáóåìûé ãðàôèê.


Êðèòåðèè ïðîâåðêè. 


Ïîëíîå îáîñíîâàííîå ðåøåíèå – 10 áàëëîâ


Ïðèâåäåí òîëüêî âåðíûé îòâåò – 5 áàëëîâ


Îáîñíîâàíî ïîëó÷åíî ñîîòíîøåíèå y = 2x, íî äàëüíåéøèõ ïðîäâèæåíèé íåò – 2 áàëëà


Çàäà÷à íå ðåøåíà èëè ðåøåíà íåâåðíî – 0 áàëëîâ





2. Ðåøèòå óðàâíåíèå: (12x – 1)(6x – 1)(4x – 1)(3x – 1) = 7.


Ôîëüêëîð


Îòâåò: �EMBED Unknown���.


Ðåøåíèå. Ïåðåìíîæèâ êðàéíèå è ñðåäíèå ñêîáêè ïî îòäåëüíîñòè, ïîëó÷èì: (36x2 – 15x + 1)(24x2 – 10x + 1) = 7. Ïóñòü 12x2 – 5x = t, òîãäà óðàâíåíèå ïðèìåò âèä: (3t + 1)(2t + 1) = 7 ( 6t2 +5t – 6 = 0 ( t = � EMBED Equation.3  ��� èëè t = –� EMBED Equation.3  ���. Ñëåäîâàòåëüíî, 36x2 – 15x – 2 = 0 èëè 24x2 – 10x + 3 = 0. Ïåðâîå èç ýòèõ óðàâíåíèé èìååò êîðíè x = �EMBED Unknown���, à âòîðîå óðàâíåíèå äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé íå èìååò. 


Âîçìîæíû âàðèàöèè ýòîãî ñïîñîáà ðåøåíèÿ ïóòåì ïðåäâàðèòåëüíîãî âûíåñåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ïðè x çà ñêîáêè.


Êðèòåðèè ïðîâåðêè. 


Ïîëíîå îáîñíîâàííîå ðåøåíèå – 10 áàëëîâ


Ïðèâåäåíî âåðíîå ðåøåíèå, íî îòâåò äàí â âèäå ñîêðàòèìîé äðîáè – 9 áàëëîâ 


Âåðíî óêàçàíà çàìåíà ïåðåìåííûõ, ñâîäÿùàÿ äàííîå óðàâíåíèå ê ñîâîêóïíîñòè êâàäðàòíûõ óðàâíåíèé, íî äîïóùåíà îäíà âû÷èñëèòåëüíàÿ îøèáêà – 3 áàëëà


Çàäà÷à íå ðåøåíà èëè â ðåøåíèè äîïóùåíî áîëåå îäíîé âû÷èñëèòåëüíîé îøèáêè – 0 áàëëîâ





3. ×åòûð¸õóãîëüíèê ABCD âïèñàí â îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì Î, ëåæàùèì âíóòðè ÷åòûð¸õóãîëüíèêà. Ñóììà óãëîâ ÀÎÂ è ÑÎD ðàâíà 180(. Èç òî÷êè Î îïóùåíû ïåðïåíäèêóëÿðû íà êàæäóþ ñòîðîíó ÷åòûð¸õóãîëüíèêà. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà äëèí ýòèõ ïåðïåíäèêóëÿðîâ ðàâíà ïîëóïåðèìåòðó ÀÂÑD. 


Ôîëüêëîð


�


Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ïåðïåíäèêóëÿðû ÎÊ è ÎÌ íà ñòîðîíû ÀÂ è ÑD ñîîòâåòñòâåííî (ñì. ðèñ. 3 à, á). Îíè ÿâëÿþòñÿ ìåäèàíàìè è áèññåêòðèñàìè â ðàâíîáåäðåííûõ òðåóãîëüíèêàõ ÀÎÂ è ÑÎD ñîîòâåòñòâåííî.


Ïåðâûé ñïîñîá. Òàê êàê (ÀÎÂ + (ÑÎD = 180(, òî (ÊÎÀ + (ÑÎÌ = 90(, çíà÷èò, (ÊÎÀ = (ÎÑÌ (ñì. ðèñ. 3à). Ñëåäîâàòåëüíî, ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè ÊÎÀ è ÌÑÎ ðàâíû (ïî ãèïîòåíóçå è îñòðîìó óãëó). Òîãäà ÎÌ = ÀÊ = �EMBED Unknown���ÀÂ è ÎÊ = ÑÌ = �EMBED Unknown���CD. 


Ðèñ. 3à


Òàê êàê ñóììà óãëîâ ÂÎÑ è ÀÎD òàêæå ðàâíà 180(, òî äëÿ ïåðïåíäèêóëÿðîâ ê ñòîðîíàì ÂÑ è AD àíàëîãè÷íî ïîëó÷èì: ÎN = �EMBED Unknown���ÀD è ÎL = �EMBED Unknown���BC. Òàêèì îáðàçîì, ÎÌ + ÎN + ÎÊ + ÎL = �EMBED Unknown���PABCD, ÷òî è òðåáîâàëîñü.


� EMBED PBrush  ���


Âòîðîé ñïîñîá. Ïîâåðí¸ì òðåóãîëüíèê ÑÎD âîêðóã öåíòðà Î íà óãîë ÂÎÑ. Îáðàçàìè òî÷åê Ñ, D è Ì áóäóò ÿâëÿòüñÿ òî÷êè Â, D' è M' ñîîòâåòñòâåííî (ñì. ðèñ. 3á). Òàê êàê (ÀÎÂ + (ÑÎD = (ÀÎÂ + (ÂÎD’ = 180(, òî ÀD' – äèàìåòð îêðóæíîñòè. Òîãäà ÎK è ÎÌ' – ñðåäíèå ëèíèè ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ÀÂD', ïîýòîìó ÎK + ÎÌ = ÎK + ÎÌ' = � EMBED Equation.2  ���(ÀÂ + ÑD). 


Äàëüíåéøåå ðàññóæäåíèå ïðèâåäåíî â ïåðâîì ñïîñîáå.


Ðèñ. 3á


Ìîæíî òàêæå èñïîëüçîâàòü òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ â ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêàõ.


Êðèòåðèè ïðîâåðêè. 


Ïîëíîå îáîñíîâàííîå ðåøåíèå – 10 áàëëîâ


Âåðíûé â öåëîì õîä ðàññóæäåíèé, íî ïðîïóùåíû íåêîòîðûå îáîñíîâàíèÿ – 8 áàëëîâ 


Çàäà÷à íå ðåøåíà èëè ðåøåíà íåâåðíî – 0 áàëëîâ





4. Òåòðàýäð. Â áîêîâûõ ãðàíÿõ òåòðàýäðà ïðîâåëè ïî äâå âûñîòû èç âåðøèí ïðè îñíîâàíèè òåòðàýäðà. Çàòåì â ïëîñêîñòÿõ áîêîâûõ ãðàíåé ïðîâåëè ïðÿìûå, ñîåäèíÿþùèå îñíîâàíèÿ ýòèõ âûñîò. Äîêàæèòå, ÷òî ïîëó÷åííûå òðè ïðÿìûå ïàðàëëåëüíû îäíîé ïëîñêîñòè.


È. Øàðûãèí


� EMBED PBrush  ���


Ðèñ. 4


Ðåøåíèå. Ïóñòü ÀÂÑ – îñíîâàíèå òåòðàýäðà ñ âåðøèíîé D. Îïèøåì ñôåðó îêîëî òåòðàýäðà DABC, òîãäà êàæäàÿ áîêîâàÿ ãðàíü áóäåò âïèñàíà â îêðóæíîñòü. Ðàññìîòðèì îäíó èç áîêîâûõ ãðàíåé, íàïðèìåð, DAB, â êîòîðîé ïðîâåäåíû âûñîòû AK è BN (ñì. ðèñ. 4). Òîãäà ïðÿìàÿ KN ïåðïåíäèêóëÿðíà ðàäèóñó îêðóæíîñòè, ïîýòîìó îíà ïàðàëëåëüíà êàñàòåëüíîé ê ýòîé îêðóæíîñòè, ïðîâåäåííîé â òî÷êå D. Íî êàñàòåëüíàÿ ê ñå÷åíèþ ñôåðû îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ è êàñàòåëüíîé ïðÿìîé ê ñàìîé ñôåðå. 


Ïðîâåäÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ äëÿ äâóõ äðóãèõ áîêîâûõ ãðàíåé, ïîëó÷èì, ÷òî òðè ïðÿìûå èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñîîòâåòñòâåííî ïàðàëëåëüíû êàñàòåëüíûì ïðÿìûì ê ñôåðå, ïðîâåäåííûì ÷åðåç òî÷êó D. Íî ýòè êàñàòåëüíûå ëåæàò â ïëîñêîñòè, êàñàòåëüíîé ê ñôåðå è ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó D, îòêóäà è ñëåäóåò óòâåðæäåíèå çàäà÷è.


Âîçìîæíû òàêæå ðàçíîîáðàçíûå «ñ÷åòíûå» ðåøåíèÿ, íàïðèìåð, èñïîëüçóþùèå âåêòîðû.


Êðèòåðèè ïðîâåðêè. 


Ïîëíîå îáîñíîâàííîå ðåøåíèå – 10 áàëëîâ


Çàäà÷à íå ðåøåíà èëè ðåøåíà íåâåðíî – 0 áàëëîâ





5. Çàäà÷è äëÿ îëèìïèàäû. Ïðè ñîñòàâëåíèè îëèìïèàäû äëÿ êàæäîé èç ïàðàëëåëåé 5 – 11 êëàññîâ òðåáóåòñÿ ïîäãîòîâèòü ïî 15 çàäà÷, ïðè ýòîì ó ëþáûõ äâóõ ïàðàëëåëåé ìîæåò áûòü íå áîëåå ïÿòè îáùèõ çàäà÷. Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî çàäà÷ íóæíî ïîäãîòîâèòü?


Â. Ãóðîâèö


Îòâåò: 35.


Ðåøåíèå. Ñîñòàâèì òàáëèöó, ãäå ñòðîêè áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü ïàðàëëåëÿì, ñòîëáöû – çàäà÷àì, è áóäåì îòìå÷àòü êëåòêè, åñëè çàäà÷à âîøëà â âàðèàíò äëÿ äàííîé ïàðàëëåëè. Îòìå÷åííûìè îêàæóòñÿ 7(15 = 105 êëåòîê. 


Ïóñòü â òàêîé òàáëèöå n ñòîëáöîâ, à â i-îì ñòîëáöå îòìå÷åíî ki êëåòîê. Òîãäà, ïî íåðàâåíñòâó ìåæäó ñðåäíèì êâàäðàòè÷íûì è ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì: � EMBED Equation.3  ���. Îáîçíà÷èâ � EMBED Equation.3  ��� è ó÷èòûâàÿ, ÷òî, â íàøåì ñëó÷àå, � EMBED Equation.3  ��� = 105, ïîëó÷èì: S ( � EMBED Equation.3  ���.
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Ðàññìîòðèì òåïåðü âñå ïàðû êëåòîê, íàõîäÿùèåñÿ â îäíîì ñòîëáöå. Ñ îäíîé ñòîðîíû, èõ êîëè÷åñòâî Ð = � EMBED Equation.3  ��� = � EMBED Equation.3  ��� ( � EMBED Equation.3  ���. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê êàæäàÿ èç � EMBED Equation.3  ��� = 21 ïàðû ñòðîê äàåò â ýòó ñóììó íå áîëåå ïÿòè ïàð êëåòîê, òî Ð ( 21(5 = 105. Òàêèì îáðàçîì, � EMBED Equation.3  ��� ( 105, òî åñòü n ( 35. 


Òðèäöàòè ïÿòè çàäà÷ äîñòàòî÷íî. ×òîáû íå ïðèâîäèòü ïðèìåð òàáëèöû ñ 35 ñòîëáöàìè, ìîæíî îáúåäèíèòü çàäà÷è â áëîêè ïî 5 è ïîñòðîèòü òàáëèöó 7(7, ãäå êàæäûé ñòîëáåö áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü áëîêó èç ïÿòè çàäà÷. Òîãäà â êàæäîé ñòðîêå äîëæíî áûòü 3 îòìå÷åííûå êëåòêè è êàêèå áû äâå ñòðîêè ìû íå âûáðàëè, ó íèõ äîëæåí áûòü ðîâíî îäèí «îáùèé» ñòîëáåö ñ îòìå÷åííûìè êëåòêàìè. Ýòî âîçìîæíî, ñì., íàïðèìåð, òàáëèöó ñïðàâà.


Êðèòåðèè ïðîâåðêè. 


Ïîëíîå îáîñíîâàííîå ðåøåíèå – 10 áàëëîâ


Ïðèâåäåíû òîëüêî âåðíûé îòâåò è âåðíûé ïðèìåð – 3 áàëëà


Ïðèâåäåí òîëüêî âåðíûé îòâåò – 1 áàëë


Çàäà÷à íå ðåøåíà èëè ðåøåíà íåâåðíî – 0 áàëëîâ





II. Ìåòîäè÷åñêèé áëîê.


6. Òîæäåñòâî. Íà óðîêå â 7 êëàññå áûëî äîêàçàíî òîæäåñòâî 


a3 + b3 = (a + b)(a2 – ab + b2). 


«À âòîðóþ ñêîáêó ìîæíî ðàçëîæèòü íà ìíîæèòåëè?» – ñïðîñèë ëþáîïûòíûé Âàñÿ. «Íåò, íåëüçÿ», – îòâåòèëà ó÷èòåëüíèöà. «À ïî÷åìó?» –íå óíèìàëñÿ Âàñÿ. 


à) Êàê áû Âû íà ìåñòå ó÷èòåëüíèöû îáúÿñíèëè Âàñå (è äðóãèì ñåìèêëàññíèêàì), ïî÷åìó âûðàæåíèå a2 – ab + b2 íå ðàñêëàäûâàåòñÿ íà ìíîæèòåëè? 


á) Ïðèâåäèòå äðóãîé âàðèàíò îáúÿñíåíèÿ, óìåñòíûé äëÿ áîëåå ñòàðøèõ êëàññîâ.


Ïðåäëîæèë À. Õà÷àòóðÿí


Êîììåíòàðèé. à) Íà êàêèå ìíîæèòåëè ìîãëî áû ðàçëîæèòüñÿ âûðàæåíèå a2 – ab + b2? Òîëüêî íà ëèíåéíûå, íå ñîäåðæàùèå ñâîáîäíîãî ÷ëåíà: a2 – ab + b2= (ma + kb)((pa + qb). Âûíåñåì çà ñêîáêè m è p è ó÷ò¸ì, ÷òî pm = qk = 1. Òîãäà a2 – ab + b2= (a + kb)((a + �EMBED Unknown���b). Äàëåå ìîæíî ðàññóæäàòü ïî-ðàçíîìó.


Ïåðâûé ñïîñîá. Ñðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè ab â ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòÿõ, ïîëó÷èì, ÷òî k + �EMBED Unknown��� = –1. Ñëåäîâàòåëüíî, k < 0. 


Åñëè k < –1, òî k + �EMBED Unknown��� < –1 + 0 = –1. À åñëè –1 ( k < 0, òî �EMBED Unknown��� ( –1, è ñíîâà k + �EMBED Unknown��� < –1 + 0 = –1. Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâî k + �EMBED Unknown��� = –1 âûïîëíÿòüñÿ íå ìîæåò.


Âòîðîé ñïîñîá. Âûäåëèâ ïîëíûé êâàäðàò â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì: (à – � EMBED Equation.2  ���b)2 + � EMBED Equation.2  ���b2 = (a + kb)((a + �EMBED Unknown���b). Òàê êàê ýòî ðàâåíñòâî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ à è b, òî è çíà÷åíèå íîëü ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòü äîëæíû ïðèíèìàòü ïðè îäíèõ è òåõ æå çíà÷åíèÿõ ýòèõ ïåðåìåííûõ. Íî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàùàåòñÿ â íîëü, åñëè à = –kb èëè b = –ka, à ëåâàÿ ÷àñòü – òîëüêî ïðè a = b = 0 (â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ åå çíà÷åíèå ïîëîæèòåëüíî).


Âîçìîæíû òàêæå ðàçëè÷íûå ìîäèôèêàöèè ýòèõ ðàññóæäåíèé, â ÷àñòíîñòè, ïåðåõîä ê ÷àñòíûì ñëó÷àÿì. Íàïðèìåð, ïóñòü âûðàæåíèå a2 – ab + b2 ìîæíî ðàçëîæèòü íà ìíîæèòåëè. Ïîäñòàâèâ b = 1, ïîëó÷èì, ÷òî âûðàæåíèå a2 – a + 1 òàêæå ìîæíî ðàçëîæèòü íà ìíîæèòåëè. Òîãäà a2 – a + 1=(a – p)(a – q). Ðàñêðûâ ñêîáêè è ïðèðàâíÿâ ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöèåíòû, ïîëó÷èì: p + q = 1 è pq=1. Òîãäà (p + q)2 = p2 + 2pq + q2 = 1, çíà÷èò, p2 + 2 + q2 = 1 èëè p2 + q2= –1. Ïðîòèâîðå÷èå.


á) Òàê êàê áîëåå ñòàðøèå êëàññû óæå çíàêîìû ñ êâàäðàòíûìè óðàâíåíèÿìè, òî ìîæíî ïðåäëîæèòü òàêîé ñïîñîá. 


Ïóñòü âûðàæåíèå a2 – ab + b2 ìîæíî ðàçëîæèòü íà ìíîæèòåëè. Ïîäñòàâèâ b = 1, ïîëó÷èì, ÷òî êâàäðàòíûé òð¸õ÷ëåí a2 – a + 1 ìîæíî ðàçëîæèòü íà ìíîæèòåëè. Òîãäà êâàäðàòíîå óðàâíåíèå a2 – a + 1 = 0 ðàâíîñèëüíî ñîâîêóïíîñòè äâóõ íåâûðîæäåííûõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé è ïîýòîìó èìååò êîðíè. Íî, íà ñàìîì äåëå, êîðíåé ó íåãî íåò, òàê êàê åãî äèñêðèìèíàíò îòðèöàòåëåí. 


Àíàëîãè÷íîå ðàññóæäåíèå ìîæíî ïðîâåñòè äëÿ óðàâíåíèÿ a2 – ab + b2, ñäåëàâ çàìåíó � EMBED Equation.2  ���, ãäå b ( 0.


Îòìåòèì, ÷òî îáîñíîâàíèÿ, ïðèâåäåííûå â ïóíêòå à), ïî ñóòè îñíîâàíû íà òîì æå ñàìîì ôàêòå. Äåéñòâèòåëüíî, óðàâíåíèå k + �EMBED Unknown��� = –1, ïîëó÷åííîå â ïåðâîì ñïîñîáå, ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ k 2 + k + 1 = 0, à ðàññóæäåíèÿ âòîðîãî ñïîñîáà òàêæå ñâÿçàíû ñ êîðíÿìè óðàâíåíèé. 


Êðèòåðèè ïðîâåðêè. Áàëëû çà à) è á) ñóììèðóþòñÿ.


à) Ïðèâåäåíî ëþáîå ïîëíîå ãðàìîòíîå îáúÿñíåíèå, äîñòóïíîå 7 êëàññó – 5 áàëëîâ


Ïóòåì âûäåëåíèÿ ïîëíîãî êâàäðàòà îáúÿñíåíî, ÷òî âûðàæåíèå a2 – ab + b2 îáðàùàåòñÿ â íîëü òîëüêî ïðè à = b = 0, íî íå îáúÿñíåíî, ïî÷åìó èç ýòîãî ñëåäóåò íåâîçìîæíîñòü ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè – 2 áàëëà


á) Ïðèâåäåíî áîëåå êîðîòêîå îáúÿñíåíèå ïî ñðàâíåíèþ ñ ïóíêòîì à), ó÷èòûâàþùåå ÷òî áîëåå ñòàðøèå çíàêîìû ñ êâàäðàòíûìè óðàâíåíèÿìè – 5 áàëëîâ





7. Èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî. Ó÷åíèê ïðèâåë Âàì ñëåäóþùåå äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî �EMBED Unknown��� ( èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî. 


Áóäåì äîêàçûâàòü ìåòîäîì «îò ïðîòèâíîãî». Ïðåäïîëîæèì, ÷òî �EMBED Unknown��� = �EMBED Unknown���, ãäå �EMBED Unknown��� ( íåñîêðàòèìàÿ äðîáü. Òîãäà, âîçâîäÿ îáå ÷àñòè â êâàäðàò, ïîëó÷èì, ÷òî 5k2 = n2, òî åñòü ÷èñëî n2 äåëèòñÿ íà k2. Îòñþäà n(n = n2 äåëèòñÿ íà k, ïðè÷åì k âçàèìíî ïðîñòî ñ îäíèì èç ñîìíîæèòåëåé (èç-çà òîãî, ÷òî äðîáü íåñîêðàòèìà), ïîýòîìó äðóãîé ñîìíîæèòåëü äåëèòñÿ íà k. Èòàê, n äåëèòñÿ íà k, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ î òîì, ÷òî äðîáü íåñîêðàòèìà.


Îöåíèòå è íàèáîëåå ïîëíî ïðîêîììåíòèðóéòå ýòî äîêàçàòåëüñòâî.


Ïðåäëîæèëî æþðè


Êîììåíòàðèé. Ó÷åíèê, âåðîÿòíî, õîòåë ïðåäñòàâèòü êëàññè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî, íî óïóñòèë íåêîòîðûå äåòàëè. Åãî «äîêàçàòåëüñòâî» çàâåäîìî íå ìîæåò áûòü âåðíûì, òàê êàê ÷èñëî 5 â í¸ì âîîáùå íèêàê íå èñïîëüçóåòñÿ (è ó÷èòåëü ìîæåò óêàçàòü ó÷åíèêó íà ýòî îáñòîÿòåëüñòâî, åñëè õî÷åò, ÷òîáû òîò íàø¸ë îøèáêó ñàìîñòîÿòåëüíî). 


Îøèáêà æå ñîäåðæèòñÿ â ïîñëåäíåì óòâåðæäåíèè, òàê êàê ïðîòèâîðå÷èÿ, íà ñàìîì äåëå, íåò: åñëè n äåëèòñÿ íà k, òî äðîáü � EMBED Equation.3  ��� âïîëíå ìîæåò áûòü íåñîêðàòèìîé, à èìåííî, åñëè k = 1. 


Ìîæíî òàêæå îáúÿñíèòü ó÷åíèêó, ÷òî îí äîêàçàë áîëåå ñëàáîå óòâåðæäåíèå: ÷èñëî � EMBED Equation.3  ��� (è âîîáùå, ÷èñëî � EMBED Equation.3  ��� ïðè íàòóðàëüíîì çíà÷åíèè � EMBED Equation.3  ���) ëèáî öåëîå, ëèáî èððàöèîíàëüíîå. Òîãäà ðàññóæäåíèÿ ó÷åíèêà ìîæíî çàâåðøèòü, äîêàçàâ, ÷òî � EMBED Equation.3  ��� – íå öåëîå ÷èñëî. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî � EMBED Equation.3  ��� ( 1 è � EMBED Equation.3  ��� ( 2, è óêàçàòü, ÷òî ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ k ( 3 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî k2 ( 9 > 5.


Êðèòåðèè ïðîâåðêè. Áàëëû çà 1) – 4) ñóììèðóþòñÿ.


1) Óêàçàíî, ÷òî «äîêàçàòåëüñòâî» ñîäåðæèò îøèáêó – 1 áàëë


2) Óêàçàíî, êàêîå èìåííî óòâåðæäåíèå íåâåðíî è îáúÿñíåíî, ïî÷åìó ýòî òàê – 5 áàëëîâ


3) Îáúÿñíåíà ñóòü îøèáêè, à èìåííî, ÷òî «äîêàçàòåëüñòâî» íå èçìåíèòñÿ, åñëè çàìåíèòü ÷èñëî 5 íà ëþáîå äðóãîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî – 2 áàëëà


4) Óêàçàíî, êàê çàâåðøèòü ðàññóæäåíèå ó÷åíèêà, ÷òîáû îíè ñòàëè âåðíûìè – 2 áàëëà





Â çàäàíèÿõ ¹8 è ¹9 ìîãóò ñîäåðæàòüñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå îøèáêè (êàê â óñëîâèÿõ «çàäà÷», òàê è â «îòâåòàõ» è «ðåøåíèÿõ»). Åñëè íåêîððåêòíî óñëîâèå «çàäà÷è», òî îáúÿñíèòå, ïî÷åìó ýòî òàê. Åñëè íåâåðíî òîëüêî «ðåøåíèå», òî óêàæèòå âñå îøèáêè, ñäåëàâ ïîäðîáíûå ïîÿñíåíèÿ, à çàòåì ïðèâåäèòå âåðíîå ðåøåíèå.


8. Î÷åðåäü. «Çàäà÷à». ×åòûðå ÷åëîâåêà À, Á, Â, Ã ñòàíîâÿòñÿ â î÷åðåäü â ñëó÷àéíîì ïîðÿäêå. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî À ñòîèò ïåðâûì, åñëè èçâåñòíî, ÷òî Á ñòîèò â î÷åðåäè ïîçæå À.


«Îòâåò»: 1/3.


«Ðåøåíèå». Á ñòîèò ïîçæå À â ñòîëüêèõ æå ñëó÷àÿõ, â ñêîëüêèõ è À ñòîèò ïîçæå Á, òî åñòü, âñå 24 ñïîñîáà âûñòðîèòü â ðÿä 4 ÷åëîâåê ðàçáèâàþòñÿ íà äâå ðàâíûå ãðóïïû ïî 12 – â ïîëîâèíå À ðàíüøå Á, â ïîëîâèíå – Á ðàíüøå À. Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî À ñòîèò ïåðâûì ïðè çàäàííîì óñëîâèè, ðàâíà äîëå òåõ ñëó÷àåâ, êîãäà À – ïåðâûé ñðåäè òåõ 12 ñëó÷àåâ, êîãäà À ñòîèò ðàíüøå Á. Íî, êðîìå Á, ó íàñ åñòü 3 ÷åëîâåêà – À, Â è Ã, è êàæäûé èç íèõ ìîæåò áûòü ïåðâûì ñ ðàâíîé âåðîÿòíîñòüþ. Òî åñòü, äîëè ñëó÷àåâ, êîãäà ïåðâûé – À, êîãäà ïåðâûé – Â è êîãäà ïåðâûé – Ã, ðàâíû, ïîýòîìó èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü ðàâíà 1/3.


Ïðåäëîæèëà Å. Ãîðñêàÿ


Êîììåíòàðèé. Óñëîâèå çàäà÷è êîððåêòíî, à «îòâåò» è «ðåøåíèå» íåâåðíû. 


Â ïðèâåäåííîì «ðåøåíèè» ïåðâûå äâà ïðåäëîæåíèÿ âåðíû, à òðåòüå – íåâåðíî, òî åñòü îøèáêà íà÷èíàåòñÿ ñ ôðàçû: «Íî, êðîìå Á, ó íàñ åñòü 3 ÷åëîâåêà – À, Â è Ã, è êàæäûé èç íèõ ìîæåò áûòü ïåðâûì ñ ðàâíîé âåðîÿòíîñòüþ». Äåéñòâèòåëüíî, ðå÷ü èä¸ò òîëüêî î ñëó÷àÿõ, êîãäà À ñòîèò ðàíüøå Á, ÷òî ïîâûøàåò âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî À ñòîèò ïåðâûì. 


Äëÿ òîãî, ÷òîáû èñïðàâèòü îøèáêó, âíåñÿ â ðåøåíèå ìèíèìàëüíûå èçìåíåíèÿ, ìîæíî ïîñëå äâóõ ïåðâûõ ïðåäëîæåíèé íàïèñàòü: «Íî ó íàñ åñòü 4 ÷åëîâåêà – À, Á, Â è Ã, è êàæäûé èç íèõ ìîæåò áûòü ïåðâûì ñ ðàâíîé âåðîÿòíîñòüþ, òî åñòü À ñòîèò ïåðâûì â 24 : 4 = 6 ñëó÷àÿõ, ïðè÷¸ì âî âñåõ ýòèõ ñëó÷àÿõ îí ñòîèò ðàíüøå Á. Ïîýòîìó èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü ðàâíà 6/12 = 1/2.»


Áîëåå êîðîòêîå âåðíîå ïðîäîëæåíèå ïðåäëîæåííîãî ðåøåíèÿ âûãëÿäèò òàê: «Åñëè À – ïåðâûé, òî îñòàëüíûå ìîãóò ïîñòðîèòüñÿ 3! = 6 ñïîñîáàìè. Ïîýòîìó èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü ðàâíà 6/12 = 1/2.» 


Ïðèâåä¸ì òàêæå äðóãîå âîçìîæíîå ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì âñå ðàññòàíîâêè ïàðû À è Á, ïðè êîòîðûõ Á ñòîèò ïîçæå À. Ñðåäè íèõ åñòü òðè ðàññòàíîâêè, â êîòîðûõ À ñòîèò ïåðâûì (Á ìîæåò áûòü âòîðûì, òðåòüèì èëè ÷åòâ¸ðòûì). Ðàññòàíîâîê, ãäå À íå ïåðâûé, òîæå òðè (Åñëè À âòîðîé, òî Á òðåòèé èëè ÷åòâ¸ðòûé, à åñëè À òðåòèé, òî Á – òîëüêî ÷åòâ¸ðòûé). Êîëè÷åñòâî ðàññòàíîâîê Â è Ã íà îñòàâøèõñÿ ìåñòàõ íå çàâèñèò îò òîãî, î êàêèõ èìåííî ìåñòàõ ðå÷ü, ïîýòîìó èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü ðàâíà 3/(3+3) = 1/2.


Îòìåòèì, ÷òî â äàííîé çàäà÷å îáùåå êîëè÷åñòâî ñëó÷àåâ ðàññòàíîâêè íåáîëüøîå, èõ âñåãî 24. Ïîýòîìó äîïóñòèìî è íåïîñðåäñòâåííîå âûïèñûâàíèå âñåõ 24 ðàññòàíîâîê ñ ïîñëåäóþùèì ïîäñ÷¸òîì òåõ, ãäå À ñòîèò ïåðâûì (èõ 6), à çàòåì òåõ, ãäå À ñòîèò ðàíüøå Á (èõ 12). Òàêîå ðåøåíèå íåðàöèîíàëüíî è íå îáîáùàåòñÿ äëÿ äëèííîé î÷åðåäè, íî ìîæåò îêàçàòüñÿ íàèáîëåå íàä¸æíûì äëÿ ñ òðóäîì îñâàèâàþùåãî ïðåäìåò ó÷àùåãîñÿ.


Êðèòåðèè ïðîâåðêè. Áàëëû çà 1) è 2) ñóììèðóþòñÿ.


1) Óêàçàíî, ÷òî óñëîâèå çàäà÷è êîððåêòíî, è âåðíî îáúÿñíåíî, ãäå èìåííî è â ÷åì äîïóùåíà îøèáêà â «ðåøåíèè» – 5 áàëëîâ. 


Ïðèâåäåíî ëþáîå èç ðàöèîíàëüíûõ âåðíûõ ðåøåíèé – 5 áàëëîâ





9. Ïàðàìåòð. «Çàäà÷à». Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà à ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïàðà ÷èñåë (x, y) òàêàÿ, ÷òî ax2 + (3a + 2)y2 + 4axy – 2ax + (4 – 6a)y + 2 = 0?


«Îòâåò»: ïðè ëþáûõ a ( 0 è a ( 2.


«Ðåøåíèå». Åñëè à = 0, òî óðàâíåíèå ïðèìåò âèä: 2y2 + 4y + 2 = 0. Ýòîìó óðàâíåíèþ óäîâëåòâîðÿåò ëþáàÿ ïàðà âèäà (x; –1), ïîýòîìó à = 0 ñëåäóåò èñêëþ÷èòü.


Åñëè a ( 0, òî óðàâíåíèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êâàäðàòíîå îòíîñèòåëüíî x: ax2 + 2a(2y – 1)x + (3a + 2)y2 + (4 – 6a)y + 2 = 0. Óñëîâèå çàäà÷è ìîæåò áûòü âûïîëíåíî òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà äèñêðèìèíàíò ýòîãî óðàâíåíèÿ ðàâåí íóëþ. Âû÷èñëèì åãî: D = 4a2(2y – 1)2 – 4a((3a + 2)y2 + (4 – 6a)y + 2). D = 0, åñëè à(2y – 1)2 = (3a + 2)y2 + (4 – 6a)y + 2. 


Ïðåîáðàçóÿ ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî, ïðèâåä¸ì åãî ê âèäó (à – 2)(y + 1)2 = 0. Åñëè à = 2, òî D = 0 ïðè ëþáîì çíà÷åíèè y, òî åñòü ñíîâà ïîëó÷èòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî ïàð, çíà÷èò, à = 2 òàêæå ñëåäóåò èñêëþ÷èòü. 


Åñëè æå a ( 2, òî y = –1, òîãäà x = 3, òî åñòü èñõîäíîìó ðàâåíñòâó óäîâëåòâîðÿåò åäèíñòâåííàÿ ïàðà (3; –1). 


Ïðåäëîæèë À. Õà÷àòóðÿí


Êîììåíòàðèé. Óñëîâèå çàäà÷è êîððåêòíî, à «îòâåò» è «ðåøåíèå» – íåâåðíûå. Ïðè ýòîì, îáùàÿ èäåÿ «ðåøåíèÿ» (ðàññìîòðåòü äàííîå óðàâíåíèå êàê êâàäðàòíîå îòíîñèòåëüíî x) âïîëíå ðàçóìíà, ïîýòîìó ðåøåíèå ìîæíî «äîðàáîòàòü». 


Â ðåøåíèè âåðíî ðàññìîòðåí (è îòâåðãíóò) ñëó÷àé à = 0. Ïðè a ( 0 óðàâíåíèå äåéñòâèòåëüíî ñòàíîâèòñÿ êâàäðàòíûì îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé x. Íî àíàëèç êîëè÷åñòâà ðåøåíèé â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ åãî äèñêðèìèíàíòà ïðîâåä¸í íåâåðíî. Óòâåðæäåíèå «Óñëîâèå çàäà÷è ìîæåò áûòü âûïîëíåíî òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà äèñêðèìèíàíò ýòîãî óðàâíåíèÿ ðàâåí íóëþ» ÿâëÿåòñÿ íåêîððåêòíûì. Êðîìå òîãî, åñëè a ( 2 è y ( –1, òî D ( 0, ïîýòîìó ìîãóò íàéòèñü è äðóãèå ïàðû ðåøåíèé ïîìèìî (3; –1).


Äëÿ òîãî, ÷òîáû ðåøåíèå ñòàëî âåðíûì, íå áóäåì ñðàçó ïðèðàâíèâàòü äèñêðèìèíàíò ê íóëþ, à ïðîñòî âû÷èñëèì åãî: D = 4a(a – 2)(y + 1)2. ßñíî, ÷òî ðåøåíèÿ áóäóò òîëüêî ïðè D ( 0. Ýòî äîñòèãàåòñÿ, åñëè y = –1 èëè à = 2 èëè � EMBED Equation.3  ���. 


Òàê êàê ïàðà (3; –1) áóäåò ÿâëÿòüñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ïðè ëþáîì çíà÷åíèè à, òî íåîáõîäèìî âûÿñíèòü, ïðè êàêèõ à íå áóäåò äðóãèõ ïàð, ÿâëÿþùèõñÿ ðåøåíèåì. Â «ðåøåíèè» âåðíî îòìå÷åíî, ÷òî y = –1 ïîðîæäàåò òîëüêî ïàðó (3; –1), âåðíî ðàññìîòðåí è îòâåðãíóò ñëó÷àé à = 2, íî è â ñëó÷àå, êîãäà à((–(; 0)� EMBED Equation.3  ���(2; +() ïîÿâÿòñÿ äðóãèå ðåøåíèÿ. Íàïðèìåð, ïðè y = 0 ìîæíî ïîëó÷èòü ðåøåíèå (1 + � EMBED Equation.3  ���; 0).  


Òàêèì îáðàçîì, âåðíûé îòâåò: óðàâíåíèå èìååò îäíî ðåøåíèå, åñëè 0 < a < 2. 


Ìîæíî ïðåäëîæèòü è äðóãîé ñïîñîá ðåøåíèÿ. Óãàäàâ ïàðó (3; –1), ïîëîæèì x = u + 3, y = v – 1. Òàê êàê êàæäîé ïàðå (x; y) ñîîòâåòñòâóåò ðîâíî îäíà ïàðà (u; v), òî òðåáóåòñÿ íàéòè òàêèå à, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå, ïîëó÷åííîå ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííûõ, èìååò ðîâíî îäíî ðåøåíèå. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè x = u + 3, y = v – 1 âñå ÷ëåíû óðàâíåíèÿ ñî ñòåïåíÿìè, ìåíüøèìè äâóõ, «âîëøåáíûì îáðàçîì» âçàèìíî óíè÷òîæàþòñÿ, ïîñëå ÷åãî óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä: au2 + 4auv + (3a + 2)v2 = 0. 


Ðåøåíèþ (3; –1) èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ ñîîòâåòñòâóåò u = v = 0, ïîýòîìó âûÿñíèì, êîãäà ó ýòîãî óðàâíåíèÿ íàéäóòñÿ íåíóëåâûå ðåøåíèÿ.


Åñëè v = 0, òî au2 = 0, òî åñòü ïðè à = 0 ëþáàÿ ïàðà (u; 0) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì. Ïðè v ( 0 ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ìîæíî ðàçäåëèòü íà v2. Ïîëó÷èì óðàâíåíèå at2 + 4at + 3a + 2 = 0, ãäå t = � EMBED Equation.3  ���, à ( 0. Ýòî óðàâíåíèå èìååò êîðíè, åñëè D = 4a(a – 2) ( 0 è ñðåäè ýòèõ êîðíåé îáÿçàòåëüíî áóäóò íåíóëåâûå. Ýòî ñîîáðàæåíèå ïðèâîäèò ê îòâåòó, ïðèâåäåííîìó âûøå.


Êðèòåðèè ïðîâåðêè. Áàëëû çà 1) è 2) ñóììèðóþòñÿ.


1) Óêàçàíî, ÷òî óñëîâèå çàäà÷è êîððåêòíî, è âåðíî îáúÿñíåíî, ãäå èìåííî è â ÷åì äîïóùåíà îøèáêà â «ðåøåíèè» – 5 áàëëîâ


Óêàçàíî òîëüêî, ÷òî «îòâåò» íå âåðåí è ïðèâåäåí êîíòðïðèìåð – 3 áàëëà


Â ÿâíîì âèäå îøèáêà íå óêàçàíà, íî ôàêòè÷åñêè âèäíà èç ïðèâåäåííîãî âåðíîãî ðåøåíèÿ – 3 áàëëà, íî åñëè ïðè ýòîì äîïóùåíà ñîáñòâåííàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ îøèáêà – 2 áàëëà


Óêàçàíî òîëüêî, ÷òî «îòâåò» íå âåðåí – 1 áàëë 


2) Ïðèâåäåíî ëþáîå âåðíîå ðåøåíèå è ïîëó÷åí âåðíûé îòâåò – 5 áàëëîâ


Ïðèâåäåí âåðíûé õîä ðàññóæäåíèé, íî äîïóùåíà âû÷èñëèòåëüíàÿ îøèáêà – 2 áàëëà





10. Áèññåêòðèñà. Íà óðîêå ãåîìåòðèè áûëà ïðåäëîæåíà çàäà÷à: «Â òðåóãîëüíèêå ÀÂÑ: ÀÂ = 3, ÀÑ = 6, (ÂÀÑ = 60(. Íàéäèòå äëèíó áèññåêòðèñû òðåóãîëüíèêà, ïðîâåäåííîé ê ñòîðîíå ÂÑ».


Îäíèì èç ó÷åíèêîâ áûëî ïðåäúÿâëåíî ñëåäóþùåå ðåøåíèå.


Ïóñòü AD = L – èñêîìàÿ áèññåêòðèñà. Ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ ÂÑ2 = ÀÂ2 + ÀÑ2 – 2ÀÂ(ÀÑ(cos(ÂÀÑ = 27; BC = 3� EMBED Equation.2  ���. Ïî ñâîéñòâó áèññåêòðèñû òðåóãîëüíèêà: � EMBED Equation.2  ���. Îáîçíà÷èâ äëèíó BD ÷åðåç x, ïîëó÷èì óðàâíåíèå � EMBED Equation.2  ���, îòêóäà x = � EMBED Equation.2  ���. Ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ èç òðåóãîëüíèêà ÀÂD: ÂD2 = ÀÂ2 + ÀD2 – 2ÀÂ(ÀD(cos(ÂÀD. Ïîäñòàâèâ èçâåñòíûå çíà÷åíèÿ, ïîëó÷èì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå L2 – 3� EMBED Equation.2  ���L + 6 = 0. Åãî êîðíè: L1 =� EMBED Equation.2  ���; L2 = 2� EMBED Equation.2  ���. Òàêèì îáðàçîì, äëèíà áèññåêòðèñû ðàâíà � EMBED Equation.2  ��� èëè 2� EMBED Equation.2  ���.


Ïðåäëîæèòå êàê, íå ïðèâîäÿ äðóãèõ ñïîñîáîâ ðåøåíèÿ, îáúÿñíèòü ó÷åíèêó: 


à) ÷òî â ýòîé çàäà÷å íå ìîæåò áûòü äâóõ îòâåòîâ;


á) êàêîé èç äâóõ îòâåòîâ ÿâëÿåòñÿ âåðíûì.


2) Êàêîâ ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë «ïîñòîðîííåãî» îòâåòà?


3) Ïðèâåäèòå äðóãîé ñïîñîá ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è.


Ïðåäëîæèë Â. Æóê


Êîììåíòàðèé. 1) à) Òðåóãîëüíèê îäíîçíà÷íî çàäàåòñÿ äâóìÿ ñòîðîíàìè è óãëîì ìåæäó íèìè. Ñëåäîâàòåëüíî, äàííûå çàäà÷è îïðåäåëÿþò åäèíñòâåííûé òðåóãîëüíèê è åãî áèññåêòðèñà ìîæåò èìåòü òîëüêî îäíó îïðåäåëåííóþ äëèíó. 


á) Îáúÿñíèòü, ÷òî âåðíûì îòâåòîì ÿâëÿåòñÿ L = 2�EMBED Unknown���, ìîæíî ïî-ðàçíîìó.


1) Íàïðèìåð, çàìåòèì, ÷òî åñëè ÀD = � EMBED Equation.3  ���, òî äëÿ òðåóãîëüíèêà ÀCD íå âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà. Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå AD + CD < AC, ÷òî íåâîçìîæíî. 


2) Ìîæíî èñïîëüçîâàòü, ÷òî äëèíà áèññåêòðèñû ÀD äîëæíà áûòü íå ìåíüøå äëèíû âûñîòû ÀÍ. Íàéäåì ÀÍ, íàïðèìåð, òàê: �EMBED Unknown���. Òàê êàê BC = 3� EMBED Equation.2  ���, òî ÀÍ = 3. Ñëåäîâàòåëüíî, çíà÷åíèå L = �EMBED Unknown��� < 3. 


3) Ìîæíî òàêæå ïðåäëîæèòü ó÷åíèêó íàéòè äëèíó áèññåêòðèñû èç òðåóãîëüíèêà ACD, èñïîëüçóÿ, ÷òî CD = 2� EMBED Equation.2  ���. Òîãäà âíîâü ïîëó÷èòñÿ êâàäðàòíîå óðàâíåíèå, êîðíè êîòîðîãî 2� EMBED Equation.2  ��� è 4� EMBED Equation.2  ���. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ñïîñîáà, ïðåäëîæåííîãî â ðåøåíèè ó÷åíèêà, òðåóãîëüíèêè BCD è ACD ðàâíîöåííû, òî åñòü âåðíûé îòâåò îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî.


�


Ðèñ. 10


2) Â õîäå ðåøåíèÿ áûëà ïðèìåíåíà òåîðåìà êîñèíóñîâ äëÿ òðåóãîëüíèêà ÀÂD, êîòîðûé çàäàí ñòîðîíàìè ÀÂ è ÂD è óãëîì ÂÀD. Ïðè äàííûõ â çàäà÷å óñëîâèÿõ ñóùåñòâóåò äâà ðàçëè÷íûõ òðåóãîëüíèêà ñ òàêèìè äëèíàìè ñòîðîí è âåëè÷èíîé óãëà: ÀÂD è ÀÂD1 (ñì. ðèñ. 10). Êîðåíü óðàâíåíèÿ, ïîñòîðîííèé äëÿ èñõîäíîé çàäà÷è, ñîîòâåòñòâóåò äëèíå ñòîðîíû ÀD1 òðåóãîëüíèêà ÀÂD1. 


3) Íàèáîëåå êîðîòêèé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ áèññåêòðèñû ïðîèçâîëüíîãî òðåóãîëüíèêà, çàäàííîãî äâóìÿ ñòîðîíàìè è óãëîì ìåæäó íèìè ñâÿçàí ñ ïðèìåíåíèåì ôîðìóëû � EMBED Equation.3  ���. Ïîäñòàâèâ çíà÷åíèÿ, çàäàííûå â óñëîâèè, ïîëó÷èì, ÷òî L = 2�EMBED Unknown���. 


Â ñëó÷àå, åñëè ýòà ôîðìóëà íå çíàêîìà, åå ìîæíî âûâåñòè â ïðîöåññå ðåøåíèÿ, èñïîëüçóÿ âû÷èñëåíèå ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà äâóìÿ ñïîñîáàìè: �EMBED Unknown��� = � EMBED Equation.3  ��� +  � EMBED Equation.3  ���. Ïîñëå ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü ôîðìóëó ñèíóñà óäâîåííîãî àðãóìåíòà.


Êðîìå òîãî, íàéäÿ äëèíû BD è CD, ìîæíî èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó Ëàãðàíæà: � EMBED Equation.3  ��� = 12, òî åñòü � EMBED Equation.3  ���. 


Ýòè ñïîñîáû ïðèãîäíû íåçàâèñèìî îò ÷èñëîâûõ äàííûõ â óñëîâèè, íî â ýòîé çàäà÷å ïîñëå òîãî, êàê íàéäåíà äëèíà ÂÑ, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî �EMBED Unknown���, ñëåäîâàòåëüíî, óãîë ÀÂÑ ïðÿìîé. Òîãäà �EMBED Unknown���.


Çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ õîðîøåé èëëþñòðàöèåé ê ìûñëè Æ. Äàëàìáåðà: «Àëãåáðà ùåäðà. Çà÷àñòóþ îíà äàåò áîëüøå, ÷åì ó íåå ñïðàøèâàþò». (Â.Ì. Òèõîìèðîâ Ðàññêàçû î ìàêñèìóìàõ è ìèíèìóìàõ, ÌÖÍÌÎ, 2006, ñòð. 41.)


Êðèòåðèè ïðîâåðêè. Áàëëû çà 1), 2) è 3) ñóììèðóþòñÿ.


1) Ïðèâåäåíû ðàçóìíûå îáîñíîâàíèÿ äëÿ ïóíêòîâ à) è á) – ïî 2 áàëëà çà êàæäûé ïóíêò


2) Âåðíî äàíà ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ «ïîñòîðîííåãî» îòâåòà – 3 áàëëà


3) Ïðèâåäåí ëþáîé äðóãîé âåðíûé ñïîñîá ðåøåíèÿ çàäà÷è – 3 áàëëà





Âàðèàíò ïîäãîòîâèëè: À. Áëèíêîâ, À. Èâàíèùóê, È. Ðàñêèíà, À. Õà÷àòóðÿí, Ä. Øíîëü. Ðåøåíèå çàäà÷è ¹5 – À. Ãðèáàëêî.
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