Четырнадцатый заочный творческий конкурс учителей по математике

В тексте, приведенном ниже, наряду с «авторскими» решениями и решениями жюри, мы, по традиции, использовали понравившиеся нам фрагменты решений участников конкурса. 

Задания конкурса, ответы, решения, комментарии и критерии проверки

I. Решите задачи.

№1. Поставьте три точки так, чтобы равенство (I + I)((I + I) = 2I стало верным.

Ответ: (I + i)((I + i) = 2i.
Это, конечно, задача – шутка и, судя по тому, что её не решили только два участника, шутку оценили.
М. Евдокимов

Критерии проверки. 

Полное обоснованное решение – 10 баллов

Задача не решена или решена неверно – 0 баллов
№2. Сравните, не используя калькулятор, числа: 

и 

.

Ответ: 


Решение. Преобразуем данные выражения, используя, что sin 45( =

 и формулу: 

. Тогда 

; 






. 

Полученные числа можно сравнить несколькими способами:

Рис. 2

Первый способ. Используя неравенство между средним квадратичным и средним арифметическим для двух различных положительных чисел, получим: 

> 

. После возведения обеих частей в квадрат получим ответ. 

Второй способ. Обозначим: sin 45( = a, sin1( = b. Тогда, 

 при a > b > 0, откуда и следует ответ.

Третий способ. Введя аналогичные обозначения можно доказать неравенство: 

 при a > b > 0, используя выпуклость вниз графика функции y = x2 (см. рис. 2).
А. Блинков
В работах Н.В Иванушкиной (лицей №366, Санкт-Петерург) и Л.В. Пантелеева (школа №1580, Москва) был предложен принципиально иной способ: так как 

 < 1 и sin( < sin( при 0 < ( < ( < 90(, то 

 < 

 < 

 = 0,25 < 0,5

 +  0,25 = 

.

Критерии проверки. 

Полное обоснованное решение – 10 баллов

Задача не решена или решена неверно – 0 баллов
№3. Отряд нефтяников прилетел на вахтовую работу. Вахта продолжалась 35 дней, причем ежедневно на работу выходила бригада из 27 человек. Оказалось, что в любые три дня в бригадах был ровно один общий рабочий. Верно ли, что есть рабочий, выходивший на работу каждый день?

Ответ: верно. 

Решение. Первый способ. Рассмотрим два случая.

1) Пусть есть рабочий Р, который выходил на работу не менее восьми дней, но не каждый день. Обозначим бригады рабочих в эти дни через А1, А2, …, А8, По условию, для каждой пары рассматриваемых бригад Ai, Aj найдется такая бригада В, в которой есть тот же рабочий, что и в них. Количество таких пар: 

 = 28, следовательно, какой-то рабочий из В соответствует двум парам. В этих двух парах имеются хотя бы три различных бригады Ai, Aj и Ak, которые, таким образом, имеют не менее двух общих рабочих: Р и найденный выше. Противоречие с условием. 

2) Пусть каждый рабочий выходил на работу не более семи дней. Рассмотрим одну из бригад А1. Для каждой из 
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 = 17(33 пар других бригад найдется рабочий из бригады А1, выходивший на работу в этих бригадах. С другой стороны, каждый из 27 рабочих бригады А1 соответствует не более чем  = 5 парам из этих бригад(так как каждый из них работал не более семи дней). Но 15(27 < 17(33. Противоречие.

Таким образом, есть рабочий, который работал ежедневно.

Второй способ (В.И. Франк, Президентский лицей №239, Санкт-Петербург).

Заметим, что количество различных троек дней равно 

 = 35(17(11. Если нефтяник работает в какие-то три дня, то будем говорить, что он обслуживает эту тройку дней. Тогда, если он работает n дней, то обслуживает 

 троек.

Будем выдавать каждому рабочему ежедневную зарплату в размере 

 рублей. Тогда за свои n дней работы он получит 

 = 

 рублей. Следовательно, суммарная зарплата всех рабочих составит 35(17(11 рублей, поэтому хоть кто-то в какой-то день получит не меньше, чем 

 = 

 = 

 > 

 рублей. Так как все заплаты кратны 1/6, то он получит не меньше, чем 7 рублей, тогда 

 ( 7, то есть n ( 8. Таким образом, найдется нефтяник И, который работал не менее восьми дней.

Без ограничения общности можно считать, что И начал работу с первого дня. Если он доработал подряд до последнего дня, то задача решена. Пусть И не работал в 35 день. Рассмотрим такие тройки дней: два из набора 1, 2, ..., 8 и 35. Этих троек 

 = 28, поэтому какие-то две тройки обслуживает один и тот же нефтяник, работавший в 35 день (так как всего рабочих 27). Но тогда этот нефтяник работал, как минимум, три дня из первых восьми. Это противоречит условию задачи, так как уже есть И, который работал в эти же дни. Полученное противоречие показывает, что найдется рабочий, выходивший на работу каждый день.

Фольклор
Критерии проверки. 

Полное обоснованное решение – 10 баллов

Верно рассмотрен частный случай: существует нефтяник, который работал первые 34 дня – 3 балла

Верно рассмотрен только случай, когда в любой тройке дней «свой» общий рабочий – 1 балл

Приведен только ответ  – 0 баллов

Задача не решена или решена неверно – 0 баллов
№4. Уравнение 
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 имеет три целых корня, причём модули двух из них являются простыми числами. Найдите корни этого уравнения.

Ответ: 
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Решение. Пусть а, b и с – корни данного уравнения, тогда 
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 (*). Так как два слагаемых и сумма делятся на а, то и третье слагаемое делится на а, то есть 
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Пусть 
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 – простые числа, тогда их наибольший общий делитель равен 1, поэтому 
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, откуда следует, что 
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. Значит, два простых числа отличаются на единицу, то есть это 2 и 3. Следовательно 
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Пусть 
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Фольклор
Критерии проверки. 

Полное обоснованное решение – 10 баллов

Верно указаны все возможные случаи, но получен неполный или неверный ответ из-за вычислительной ошибки – 5 баллов

Рассмотрены не все случаи, поэтому получены не все ответы – 3 балла

Приведен только верный ответ – 2 балла

Приведена только часть верных ответов – 1 балл

Задача не решена или решена неверно – 0 баллов
Некоторые участники считали, что три корня данного уравнения должны быть различными, в связи с чем отбрасывали ответы 
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. Если это было явно написано, то при таком понимании условия задачи оценка не снижалась.
№5. В тетраэдре равны суммы двугранных углов при противолежащих ребрах. Докажите, что существует сфера, которая касается всех его ребер.

Решение. Воспользуемся более общим утверждением: суммы двугранных углов при двух парах противоположных ребер тетраэдра равны тогда и только тогда, когда равны суммы длин этих ребер. То есть, если a, b – одна пара противоположных рёбер тетраэдра, (, ( – двугранные углы при них; c, d – другая пара противоположных рёбер, (, ( – двугранные углы при них, то равенства a + b = c + d и ( +( = (  + (  равносильны.

Для доказательства этого утверждения факта потребуются два вспомогательных факта. 1) Теорема синусов для тетраэдра: произведение длин двух противоположных рёбер тетраэдра, делённое на произведение синусов двугранных углов, соответствующих этим рёбрам, постоянно. То есть, в принятых обозначениях 

.

2) Теорема Бретшнейдера для тетраэдра: выражение a2 + b2 +2abctg(ctg( не зависит от выбора пары противоположных рёбер для данного тетраэдра. То есть, в принятых обозначениях a2 + b2 +2abctg(ctg( = с2 + d2 +2cdctg(ctg( = (.

Обоснование этих фактов – см. В.В. Прасолов «Задачи по стереометрии»: учебное пособие, – М.: МЦНМО, 2010, задачи 8.9 и 8.13 соответственно или задачи 8999 и 8091 из базы Р.К. Гордина (http://zadachi.mccme.ru).
Рассмотрим разность: 

 = 

 – 

 = 

 = 

. Аналогично, 

 = 

. Так как ( ( 0, то a + b = c + d ( cos(( +() = cos((  + () ( ( +( = (  + (.

Другой способ доказательства – см. решение задачи М2533* в журнале «Квант», №1/2019. Схожую идею решения предложенной задачи реализовал в своей работе Е.В. Михайлов (Архангельская область, Холмогорский район, ГБОУ «Зачатьевская основная школа»).
Докажем теперь утверждение задачи. Пусть в тетраэдре РАВС равны суммы двугранных углов при противолежащих ребрах, тогда равны суммы длин противолежащих ребер. Заметим, что если указанная сфера существует, то сечение сферы плоскостью любой грани тетраэдра – это круг, вписанный в эту грань. При этом, точки касания кругов с общим ребром двух граней совпадают 

Пусть указанной сферы не существует, тогда окружности, вписанные, например, в грани АВС и РАВ касаются ребра АВ в различных точках С’ и P’ соответственно. Следовательно, 

 и 

. Но из равенства PA + BC = PB + AC следует, что BC’ = BP’, то есть точки С’ и P’ совпадают. Проведя аналогичные рассуждения для остальных ребер тетраэдра, получим попарное касание окружностей, вписанных в соседние грани. Тогда любые два перпендикуляра к граням, проведенные из центров этих окружностей лежат в плоскости перпендикуляров к ребру и не параллельны, поэтому они пересекаются. Следовательно, все четыре таких перпендикуляра пересекаются в одной точке О, которая равноудалена от всех ребер. Значит, существует сфера с центром О, касающаяся всех ребер тетраэдра.

Тетраэдр, для которого существует сфера, касающаяся всех ребер, называется каркасным.

М. Панов
Критерии проверки. 

Полное обоснованное решение – 10 баллов

Доказано, что существует точка, равноудаленная от прямых, содержащих ребра тетраэдра, но не доказано, что она лежит внутри него – 5 баллов

Задача не решена или решена неверно (в частности, решена обратная задача) – 0 баллов
II. Методический блок.
В предложенных текстах (№6 и №7) могут содержаться математические ошибки (как в условиях «задач», так и в «ответах» и «решениях»). Если некорректно условие «задачи», то объясните, почему это так. Если неверно только «решение», то укажите все ошибки и приведите верное решение.

№6. «Задача» Среди трёх девушек одна – самая умная, одна – самая красивая и одна – самая высокая. Самая умная всегда говорит правду, самая красивая всегда врёт, а самая высокая – когда как. Однажды Света и Маша сказали: «Обе мои подруги умнее меня», а Аня сказала: «Маша умнее …», а кого именно, её самой или Светы, никто не услышал. Кто есть кто?

«Ответ». Аня – самая умная, Света – самая высокая, а Маша – самая красивая.

«Решение». Действительно, Маша умнее Светы, поэтому Света сказала правду, а Маша солгала. Но тогда самой умной не могут оказаться ни Света, ни Маша, значит, самая умная – это Аня. Следовательно, Света может быть только самой высокой, а Маша – только самой красивой.

Комментарий. Приведён верный ответ и проверка, что он удовлетворяет условию задачи. Но в «решении» отсутствует доказательство того, что нет других ответов..

Приведем возможный способ рассуждений. Самая умная девушка не лжёт, поэтому она не могла сказать, что кто-то умнее её. Следовательно, ни Света, ни Маша не могут быть самыми умными, тогда самая умная – Аня. Значит, это она сказала, что  Маша умнее Светы и это так и есть. Тогда Света сказала правду, то есть она не самая красивая, а самая высокая. Значит, самая красивая – Маша.

Можно также по отдельности рассмотреть еще два случая, когда самыми умными являются две другие девушки, и получить в них противоречия.
Предложил А. Шаповалов по задаче Д. Шноля
Критерии проверки (баллы суммируются).

Верно указана ошибка в «решении» – 5 баллов

Приведено верное решение, в котором доказана единственность ответа  – 5 баллов
№7. Пусть 
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 дифференцируемы в некоторой окрестности точки а. Докажите, что для любого 
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 из этой окрестности 
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«Решение». Применим теорему Лагранжа для производной: 
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  Первообразная левой части равна 
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 Первообразная правой части: 
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. Так как. все первообразные отличаются на константу, то 
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. Для того, чтобы найти константу положим 
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. Подставив значение K, получим: 

, то есть 
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, что и требовалось.

Комментарий. Утверждение задачи неверно. В «решении» допущены следующие ошибки, из которых наиболее существенна первая: 

1) при нахождении первообразной 
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 считается константой, хотя точка с зависит от х; 2) неверно подставлена найденная константа интегрирования.

Отметим, что согласно разложению в ряд Тейлора функции 
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 в точке х = а с остаточным членом в форме Лагранжа, верное утверждение должно быть таким: 
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Предложил А. Мякишев
Критерии проверки (баллы суммируются).

Указано, что точка с зависит от х – 8 баллов

Отмечена ошибка при подстановке х = а – 2 балла 

№8. Приведите как можно больше различных способов решения задачи:

Докажите, что касательные к окружности, описанной около треугольника AВС, проведенные в точках В и С, пересекаются на прямой, симметричной медиане АМ этого треугольника относительно биссектрисы угла ВАС.



Комментарий. Указанная прямая называется симедианой треугольника АВС, а сформулированное утверждение принято называть основной задачей о симедиане.

Приведем пять способов её решения, из которых первые четыре практически не требуют знаний, выходящих за пределы школьной программы.
Рис. 8а

Первый способ. На лучах АВ и АС отметим точки В1 и С1 соответственно так, что РВ1 = РВ = РС = РС1 (см. рис. 8а). Пусть углы треугольника АВС равны (, ( и (. Тогда (РВ1В = (РВВ1 = (АСВ = (; (РС1С = (РСС1 = (АВС = (. Следовательно, (В1РВ = 180( – 2(; (С1РС = 180( – 2(. Так как (РВС = (РСВ = (ВАС = (, то (ВРС = 180( – 2(.

Таким образом, (В1РВ + (ВРС + (С1РС = 540( – 2(( +( + () = 180(, то есть, точки В1, Р и С1 лежат на одной прямой. Так как отрезки ВС и В1С1 – антипараллельны, и АР – медиана треугольника В1АС1, то она является симедианой треугольника АВС.



Рис. 8б

Второй способ. Проведем высоты BB1 и СС1 треугольника АВС и рассмотрим окружность, описанную около треугольника AB1C1 см. рис. 8 б, в). Воспользуемся тем, что эта окружность ортогональна окружности с диаметром ВС (это следует из равенств двух пар углов, отмеченных на рис. 8б). 

Следовательно, касательные к окружности, описанной около треугольника AB1C1, пересекаются в точке N – середине BC (см. рис. 8в). Кроме того, отрезок B1C1 антипараллелен стороне ВС. 




Образом отрезка B1C1 при симметрии относительно биссектрисы AL угла ВАС является отрезок B2C2, параллельный BC; образом рассматриваемой окружности – окружность, описанная около треугольника AB2C2. Образами касательных к окружности являются касательные к ее образу, которые пересекутся на прямой AS, содержащей симедиану треугольника АВС. При гомотетии с центром А, переводящей B2C2 в ВС, окружность, описанная около треугольника AB2C2 перейдет в окружность, описанную около треугольника АВС. Образами касательных к окружности в точках B2 и С2 являются касательные к ее образу в точках В и С, которые пересекаются в точке Р. Поскольку AS – неподвижная прямая гомотетии, то точка Р является образом пересечения касательных, то есть точка S лежит на АР.

Рис. 8в

Рис. 8в

Третий способ. Предварительно докажем лемму, выражающую характеристическое свойство симедианы.



Рис. 8г
Лемма. Пусть в треугольнике АВС: AB = c; AC = b. Тогда AS – симедиана треугольника АВС (SÎBC) тогда и только тогда, когда 
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Доказательство. 1) Пусть АL – биссектриса, АМ – медиана, AS – симедиана треугольника АВС. Тогда (ВАМ =  (САS и (ВАS =  (САM  (см. рис. 8г). Проведем перпендикуляры к сторонам AB и AC: MP, MQ, SK и SN. Тогда 

 (*). 




Из указанных равенств углов следует подобие двух пар прямоугольных треугольников: (ASK ( (AMQ и (ASN ( (AMP. Следовательно, 

 и 

. Значит, 

 (последнее равенство следует из того, что треугольники АВМ и АСМ равновелики). Подставив это в равенство (*), получим требуемое соотношение.

Рис. 8д

2) Пусть выполняется указанное равенство, но AS – не симедиана. Тогда проведем симедиану AS’, для которой выполняется такое же равенство, и получим, что S’ ( S. 
Равенство (*) показывает, что площадь делится симедианой в том же отношении.



Теперь докажем требуемое утверждение. Используем равенство угла между касательной и хордой и соответствующего вписанного угла, равенство отрезков касательных РВ и РС, теорему синусов в треугольнике АВС (см. рис. 8д): 

 = 

 = 

.
Рис. 8е

Четвертый способ. Пусть N – середина ВС, D – точка, симметричная А относительно N, тогда ABDC – параллелограмм (см. рис 8е). На продолжении касательной РВ отметим точку E, тогда (АВЕ = (АСВ = (DВС. Следовательно, прямые РВ и DB симметричны относительно биссектрисы угла В. Аналогично доказывается, что прямые РС и DC симметричны относительно биссектрисы угла С. Таким образом, Р и D –изогонально сопряженные точки. Так как прямая AD содержит медиану треугольника АВС, то PB содержит его симедиану.
Пятый способ. Предварительно докажем лемму о симметричной бабочке.



Рис. 8ж
Лемма. Дана точка А на диаметре ВС полуокружности w. Точки X, Y на w таковы, что 
[image: image49.wmf]XABYAC
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. Тогда все прямые XY проходят через одну и ту же точку или параллельны.

Доказательство. Если А совпадает с центром О окружности w, то, очевидно, что имеет место параллельность. Иначе, сделаем симметрию относительно ВС (X’ и Y’ – образы точек x и Y, см. рис. 8ж). Получим вписанный четырехугольник XYY’X’, у которого XX’ || YY’, А – точка пересечения диагоналей. 




У всех таких четырехугольников точка Р пересечения XY и X’Y’ лежит на ВС (в силу симметрии) и принадлежит поляре фиксированной точки А. Следовательно, это одна и та же точка.

Теперь докажем требуемое утверждение. 

Рис. 8и
Пусть АР вторично пересекает окружность в точке N, АМ – в точке N’, NM – в точке А’ (см. рис. 8и). Так как ВС – поляра точки Р, а РМ содержит диаметр окружности, то точки Р и М симметричны (инверсны) относительно окружности. Значит, полученная конфигурация образует «симметричную бабочку», то есть точки N и N’ симметричны относительно РМ. Биссектриса угла А проходит через середину дуги NN’, значит, АР – симедиана треугольника АВС. 
Помимо приведённых, возможны решения, которые иначе используют инверсию или полярное соответствие. Также можно использовать подобие, свойства гармонического четырёхугольника, координатный метод, комплексные числа. Отметим, что грамотные ссылки на решения, опубликованные в популярной математической литературе, также засчитывались. 

Наибольшее количество различных решений в явном виде приведено в работах Т.Ф. Мясниковой (школа №14, п. Ага-Батыр, Ставропольский край) и И.А, Эльмана (школа №218, Москва).
Предложил А. Блинков
Критерии проверки.

За каждый верный способ решения – по 2 балла, но в сумме не более, чем 10 баллов

III. Аналитический блок.
№9. В 5 классе, для того, чтобы найти, например, 2/5 от числа 30, делают так: 30 : 5 ( 2 = 12. А для того, чтобы найти число, 2/5 от которого составляет 30, делают так: 30 : 2 ( 5 = 75. В 6 классе детей приходится переучивать: для решения этих же задач теперь полагается умножать (делить) 30 на 2/5. У школьников возникает психологическое сопротивление.

Ответьте на следующие вопросы:

1) Стоит ли закреплять навык счёта типа «30 : 5 ( 2»,  если потом всё равно переучивать? 

2) Может, и не надо переучивать: просто показать, что умножение на дробь приводит к тому же результату, а на практике считать по-прежнему? Если надо, то приведите примеры задач, которые убедят шестиклассника, что новый способ –  это не каприз учителя, а полезное умение. Если не надо, то объясните, почему.

3) Приведите несколько типов задач из школьного курса 7 – 11 классов , которые сначала имеет смысл научить решать одним методом, а потом объявить его «устаревшим» и обучить более удобному и / или универсальному методу. 

Комментарий. 1) По нашему мнению, навык счёта первым способом закреплять надо, так как при этом усваивается понятие дроби и роль числителя и знаменателя: разделить на 5 означает найти одну пятую, а умножить на два означает найти две пятых. 

2) Как отметили многие участники, «переучивать» – не очень точная формулировка. Не надо совсем отказываться от старого способа. Иногда он даже более удобен. На первых порах имеет смысл решать некоторые задачи двумя способами. Тем не менее, обучение нахождению дроби от числа с помощью только умножения необходимо. Главная причина – решение задач, связанных с дробными буквенными выражениями. Например, при решении текстовых задач алгебраическим методом выражение 

 удобно, а выражение x :5 ( 2 неподъёмно. 

Задачи на проценты пугают многие поколения школьников прежде всего потому, что дети привыкли находить один процент от числа в одношаговых задачах. При переходе на следующий уровень это не работает. Рассмотрим хрестоматийный пример: 

«Цена сначала повысилась на 20%, а потом понизилась на 20%. На сколько процентов изменилась цена?»

Если навык перехода на язык умножения отработан (повышение на 20% означает умножение на 1,2), то задача становится стандартной. А если ребёнок делит цену на 100 и умножает на 20, а потом прибавляет это к старой цене, после чего пытается перейти ко второму действию, то, скорее всего, до ответа он не доберётся. 

В арифметических задачах умножение удобнее, если приходится находить дробь от дроби. Например, в первый день продали 2/5 товара, во второй – 1/3 остатка, а в третий – 0,3 нового остатка. Если известно исходное количество товара и требуется найти остаток, то годятся оба способа. А если больше ничего не дано, а найти требуется, какую часть всего товара продали за три дня (или какую часть товара продали в третий день, и тому подобное), то умножение выручает. 

Участники также приводили примеры, в которых умножение даёт вычислительное преимущество благодаря специально подобранным числам. Такие фокусы могут украсить урок и мотивировать ученика, но не стоит преувеличивать их роль: мы наиболее настойчиво учим общим методам решения задач, и нахождение дроби от числа с помощью умножения - именно такой метод, а не хитрый приём. 

3) Приведём три типа задач, указанных многими участниками конкурса. 

Решение квадратных уравнений. Сначала разложение на множители для тренировки алгебраической техники, затем выделение полного квадрата как полезный метод решения разных задач, и лишь затем – формула как универсальный алгоритм. А потом ещё и теорема Виета, позволяющая сэкономить время в простых случаях. 

Решение рациональных неравенств. Сначала решение квадратичных неравенств с помощью построения параболы, а также перебор случаев для определения знака дробно-линейной функции. При этом ученик видит и подробно записывает, что происходит. И лишь потом – метод интервалов. Если сразу начать с метода интервалов, то его формального использования с расстановкой знаков как попало будет ещё больше. 

Многие задачи, решаемые в старших классах с помощью производной, до этого решаются элементарными методами (в частности, поиск экстремальных значений с помощью неравенств о средних). 

Объявлять ли старый метод «устаревшим» – вопрос тонкий. Обычно дети прекрасно чувствуют, стоит ли навсегда распрощаться с ним (например, доказывать возрастание функции по определению, без использования производной, довольно неприятно) или продолжать его использовать по ситуации.

При проверке прежде всего учитывались аргументация высказанных тезисов и полнота изложения.

Критерии проверки (баллы суммируются).

За ответ на вопрос 1) ставилось до 2 баллов, на вопрос 2) – до 4 баллов, на вопрос 3) –до 4 баллов. 
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