Пятнадцатый заочный творческий конкурс учителей по математике

В тексте, приведенном ниже, наряду с «авторскими» решениями и решениями жюри, мы, по традиции, использовали понравившиеся нам фрагменты решений участников конкурса. 

Задания конкурса, ответы, решения, комментарии и критерии проверки

I.  Решите задачи.
№1. Вовочка покрасил со всех сторон несколько маленьких кубиков и сложил из них большой куб. Могло ли на поверхности куба оказаться ровно 12% затраченной краски?
Это задача, на первый взгляд, очень простая, отражает актуальную проблему современного образовательного процесса: недостаточно внимательное чтение условий. Поэтому полным «учительским» решением считалось рассмотрение двух случаев понимания условия.

Решение. Из условия задачи неясно, являются ли маленькие кубики одинаковыми или различными. Поэтому рассмотрим два случая. 
1) Пусть маленькие кубики одинаковые. 

Ответ: не могло.
Пусть большой куб состоит из n3 маленьких кубиков, а на покраску одной грани кубика уходит единица краски. Тогда всего потрачено 6n2 краски, а на поверхности – 6n3. По условию 

 ( n = 

 – не натуральное число.
2) Пусть не все маленькие кубики одинаковые. 

Ответ: могло.
Приведём пример, по-прежнему считая, что на единицу площади потрачена единица краски, что позволит рассуждать только о площадях поверхностей. Его удобно строить с конца (так сделал в своей работе Е.В. Михайлов, Архангельская область). 

Рассмотрим куб с ребром 9.  Разделим его сначала на 27 кубиков с ребром 3, из которых три оставим в неприкосновенности, а каждый из остальных двадцати четырёх кубиков разобьём на кубики с ребром 1. Таким образом, большой куб составлен из трёх кубиков с ребром 3 и 24(27 = 648 кубиков с ребром 1.

Суммарная площадь поверхности маленьких кубиков равна 3(6(9 + 648(6(1 = 4050, а площадь поверхности большого куба равна 6(9(9 = 486. Так как 4050(0,12 = 486, то условие задачи выполнено.

Такой пример наиболее часто встречался в работах участников, но существуют и другие примеры.
 А. Блинков по мотивам фольклора

Критерии проверки. 

Верно рассмотрены оба случая – 10 баллов

Верно рассмотрен только один случай – 5 баллов

Задача не решена или решена неверно – 0 баллов
№2. При каком наименьшем натуральном k выполняется неравенство: sink < sin(k + 1) < sin(k + 2) < sin(k + 3)? Обоснуйте ответ, не используя калькулятор.

Ответ: при k = 5.
Решение. При k = 1 неравенство не выполняется, так как sin1 > 0 > sin4. При k = 2 неравенство не выполняется, так как sin2 > 0 > sin4. При k = 3 неравенство не выполняется, так как sin3 > 0 > sin4. При k = 4 неравенство не выполняется, так как –

< 5 –2( < ( – 4 < 0, функция y = sinx возрастает на (–

; 0), следовательно, sin4 = sin(( – 4) > sin(5 –2() = sin5.
При k = 5 неравенство выполняется. Действительно, 

 < 5 < 6 < 7 < 5( – 8 < 

. Так как функция y = sinx возрастает на 

, то sin5 < sin6 < sin7 < sin(5( – 8) = sin8, что и требовалось.

Подобные решения могут сопровождаться иллюстрациями на единичной окружности или графике синуса, но это не освобождает от строгих обоснований.

Возможен и другой способ решения, основанный на применении формулы разности синусов.

Из устных вступительных экзаменов в МГУ
Критерии проверки. 

Приведено полное обоснованное решение – 10 баллов

Приведено верное в целом решение, содержащее незначительные пробелы или неточности (например, используются приближённые значения) – 8-9 баллов

Приведен верный ответ, верно рассмотрены значения k от 1 до 5, но неравенства sin8 > sin7 и sin4 > sin5 не доказаны – 5 баллов
 Верно обосновано, что неравенство выполняется при k = 5, но не доказано, что это значение k наименьшее – 5 баллов

Приведён только верный ответ – 1 балл

Задача не решена или решена неверно – 0 баллов

№3. Функция 
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Ответ: 
[image: image5.wmf](

)

2

4

3

2

x

x

x

f

-

=


Решение. 1) Подставим 
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2) Умножим обе части равенства на –2: 
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Сложим полученное равенство с исходным: 
[image: image10.wmf](

)

2

2

2

3

x

x

x

f

-

=

-

, значит, 
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3) Так как получено следствие из равенства, заданного в условии, то подстановкой полученной функции в это равенство убеждаемся, что оно выполняется для всех x ( 0.
Фольклор

Критерии проверки. 

Приведено полное обоснованное решение – 10 баллов

Верно и обосновано найден ответ, но отсутствует проверка – 8 баллов

Приведён только верный ответ или он получен путём рассмотрения частного случая – 2 балла

Задача не решена или решена неверно – 0 баллов

№4. В остроугольном треугольнике ABC проведена медиана BM. Прямые a1 и c1 симметричны прямой BM относительно прямых AВ и BC соответственно. На прямые a1 и c1 соответственно опущены перпендикуляры АA1 и СС1. Прямые AA1 и СС1 пересекаются в точке K. Докажите, что если AA1 = AK, то центр О описанной окружности треугольника ABC равноудалён от точек K и C1.

Решение: Заметим, что длины отрезков AA1 и CC1 равны длинам перпендикуляров, опущенных на прямую BM из точек A и С соответственно (см. рис.). Так как площади треугольников ABM и BCM равны, то длины перпендикуляров, опущенных из точек A и C на прямую BM, также равны. Таким образом, CC1 = AA1 = AK. Так как (BA1K + (BC1K = 180(, то четырёхугольник BC1KA1 является вписанным. Следовательно, (A1KС1 + (C1BA1 = 180(.
[image: image12.png]



Так как a1 и c1 симметричны прямой BM относительно прямых AВ и BC соответственно, то (C1BA1 = 2(CBA = (COA. Таким образом, (COA + (AKС = 180( (угол AKС совпадает с углом A1KС1). Значит, четырёхугольник AOCK – вписанный и (OAK = (OCC1. Отрезки OA и OC равны как радиусы описанной окружности треугольника ABC. Следовательно, равны треугольники OAK и OÑÑ1, поэтому OK = OC1.

Существуют и другие способы решения.
Е. Акилбаева
Критерии проверки. 

Приведено полное обоснованное решение – 10 баллов

Доказано, что СС1 = AK, но дальнейших продвижений нет – 4 балла

Доказано только, что четырёхугольник ОАKC вписанный – 2 балла

Задача не решена или решена неверно – 0 баллов

№5. В однокруговом турнире математических боев участвовало N команд. За победу давалось 2 очка, за ничью – 1, за поражение – 0. При этом любые три команды в играх между собой набрали попарно различное количество очков. Каково наибольшее количество ничьих могло быть в этом турнире?

Ответ: [

] (квадратные скобки обозначают целую часть числа). 
Решение. Оценка. Рассмотрим команду x c наибольшим количеством ничьих k (если их несколько, то любую из таких команд,). Обозначим через A множество всех команд, с которыми x сыграла вничью, а через B – множество всех остальных N – k команд, включая x. Заметим, что никакие две команды из A не могли сыграть между собой вничью, так как в этом случае вместе с x они набрали бы по 2 очка в матчах между собой. Значит, каждая команда из A могла сыграть вничью только с командами из B, проведя таким образом не более N – k ничейных матчей. А каждая команда из B провела не более k ничейных матчей. Тогда всего было проведено не более, чем 0,5(k·(N – k) + (N – k)·k) = k·(N – k) ( 

 ничейных матчей.

Пример. Разделим команды две равные (при чётном N) или отличающиеся на один (при неч¸тном N) группы так, что вничью сыграли команды из разных групп и только они. Тогда при чётном N будет 

 ничьих, а при нечётном N ничьих будет 

. Таким образом, в любом случае, получается [

] ничьих.

В каждой группе произвольным образом пронумеруем команды. Пусть команда с большим номером выигрывает у всех команд с меньшим номером из своей группы. Убедимся в том, что никакие три команды не набрали в играх между собой одинаковое количество очков. Возможны два случая.

1) Все три команды (x > y > z) из одной группы. Тогда команда x выиграла оба боя и набрала 4 очка, команда y выиграла один бой и набрала 2 очка и, наконец, команда z оба боя проиграла и набрала 0 очков.

2) Две команды (x > y) из одной группы, а третья z из другой. Тогда команда x набрала 3 очка (за победу над y и ничью с z), команда y набрала 1 очко (за ничью с z), а команда z набрала 2 очка (за ничьи с x и y).
И оценка, и построение примера непосредственно следуют из теоремы Турана теории графов: соединим рёбрами те команды, которые сыграли вничью. Тогда в получившемся графе не может быть треугольников, так как в противном случае эти три команды набрали в играх между собой по 2 очка.
Теорема (Туран). Среди всех графов с n вершинами, не содержащих три вершины, попарно соединенные рёбрами, наибольшее количество рёбер, а именно [

], имеет двудольный граф Km, m при n = 2m или Km + 1, m при n = 2m + 1.
И. Воронович

Критерии проверки. 

Приведено полное обоснованное решение (в том числе, со ссылкой на теорему Турана) – 10 баллов

Верно и полностью рассмотрен случай чётного N, а при рассмотрении нечётного N допущена ошибка – 9 баллов

Приведены верный ответ и обоснованная оценка, а пример не приведён или в нём не объяснено, почему в каждой тройке все команды набрали разное количество очков в матчах между собой – 7 баллов

Приведены верный ответ и обоснованный пример, но есть существенные пробелы в обосновании оценки (например, рассмотрены конкретные итоги результативных матчей) – 7 баллов
Приведена только оценка, в обосновании которой присутствуют существенные пробелы – 3 балла
Приведен и обоснован только верный пример – 3 балла.

Приведен только верный ответ – 1 балл

Задача не решена или решена неверно – 0 баллов

II. Методический блок.
В предложенных текстах (№6 и №7) могут содержаться математические ошибки (как в условиях «задач», так и в «ответах» и «решениях»). Если некорректно условие «задачи», то объясните, почему это так. Если неверно только «решение», то укажите все ошибки и приведите верное решение.

№6. «Задача». Найдите все значения параметра а, при которых уравнение ax2 + (3 + 4а)x + 2a2 + 4a + 3 = 0 имеет только целые корни. 

«Ответ»: при а({±1; ±3}.

«Решение». Если корни уравнения целые, то их сумма и их произведение – целые числа. Используя теорему Виета, получим: 

 – целое число и 

 – целое число. Так как числа 2а, – 4 и 4 – целые, то 

 должно быть целым числом. Следовательно, a = ±1 или a = ±3. 

Комментарий. Условие задачи корректно, а «решение» и «ответ» неверные. Перечислим ошибки в «решении». 1) Не учтено, что уравнение может быть линейным; 2) не учтено, что а может быть не целым; .3) в равенстве 

 ошибка в знаке.
Верное решение.  Если уравнение линейное, то при а = 0, х = –1 – целое число. 

Если уравнение квадратное и его корни целые, то а ( 0, D = 8а3 + 12а + 9 > 0, 

 – целое число и 

 – целое число. Значит сумма этих выражений, равная  2а – также целое число. 

Пусть 2а = z, тогда а = 0,5z. Значит, 

 – целое при целых z, следовательно, z({±1; ±2; ±3; ±6}. Тогда а({±0,5; ±1; ±1,5; ±3}. Далее проверяем.

При а = 3 D < 0 корней нет; 

при а = –3, D = 189, х не является целым; 

при а = 1,5 D = 0, x = 1 – целое; 

при а = –1,5 D = 18, х не является целым; 

при а = –1 D = 5, х не является целым; 

при а = 1, D = 13, х не является целым; 

при а = 0,5, D = 14, х не является целым; 

при а = –0,5 D = 4, х = –1 или х = 3 – целые. 

Ответ: уравнение имеет только целые корни при а({–0,5; 1,5; 0}
Предложила А. Волкова
Критерии проверки (баллы за 1) и 2) суммируются).

1) Баллы суммируются
Указано, что не рассмотрен случай а = 0 – 2 балла

Указано,  что а не обязано быть целым – 1 балл

Объяснено, почему это так – 1 балл

Указана ошибка в знаке – 1 балл

2)  Приведено полное решение и получен верный ответ – 5 баллов

Верный ход решения, но допущены ошибки, повлиявшие на ответ  – 2 балла

№7. «Задача». В единичный квадрат бросили 101 точку, причём никакие три из них не лежат на одной прямой. Докажите, что найдется треугольник с вершинами в этих точках, площадь которого не превосходит 0,01. 

«Решение». Выберем произвольную точку и соединим ее со всеми остальными, – получится 100 отрезков. Выберем направление по часовой стрелке и последовательно соединим концы отрезков – получится 100 непересекающихся треугольников, суммарная площадь которых не превосходит 1. По принципу Дирихле, найдется треугольник площади не больше, чем 0,01. 

Комментарий. Утверждение «задачи» верное, а в «решении» допущена ошибка. Например, если все точки образуют вершины выпуклого многоугольника, то получится 99 непересекающихся треугольников, и тогда приведённое рассуждение уже не проходит. 

Верное решение. Квадрат можно разрезать на 50 равных прямоугольных полосок площади 0,02, в одну из которых (по принципу Дирихле) попадут хотя бы три точки. Рассмотрим треугольник с вершинами в этих точках.

Любой треугольник, вершины которого принадлежат прямоугольнику, занимает не больше половины площади прямоугольника. Это утверждение можно доказать различными способами. Приведём идею рассуждения, которое в том или ином виде чаще всего встречалась в работах участников конкурса: 

Будем менять треугольник так, чтобы его площадь не уменьшалась. Если есть вершина, которая не лежит на границе прямоугольника, то передвинем её так, чтобы она попала на границу. Если есть вершина треугольника, которая не лежит в вершине прямоугольника, то передвинем ее в одну из соседних вершин так, чтобы площадь увеличилась. Если две вершины треугольника совпадают с соседними вершинами прямоугольника, а третья вершина лежит на противоположной стороне, то площадь треугольника равна половине площади прямоугольника.

Таким образом, площадь рассмотренного треугольника не превосходит 0,01, что и требовалось.

Предложила И. Раскина
Критерии проверки  (баллы за 1) и 2) суммируются).

1)  Верно указана ошибка в «решении» – 5 баллов

2)  Приведено верное обоснованное решение – 5 баллов

Верная идея решения, но в рассуждениях допущены ошибки  – 2-3 балла

№8. В одном из печатных источников было опубликовано решение знаменитой «открытой» проблемы о простых числах-близнецах. 

«Теорема». Пар простых чисел, отличающихся  на 2, бесконечно много.

«Доказательство». Евклид доказал, что какое бы простое число р мы не взяли, найдется простое число q = 2(3(5(...(p + 1 > p, то есть наибольшего простого числа не существует. 

Рассмотрим число r =  2(3(5(...(p – 1, которое также является простым и отличается на 2 от q, то есть (r; q) – пара простых чисел «близнецов». Но значений p бесконечно много, значит, таких пар бесконечно много.

Прокомментируйте  это рассуждение.
Комментарий. Конечно, такое элементарное «решение» знаменитой открытой проблемы вряд ли могло оказаться верным. Евклид действительно доказал, что простых чисел бесконечно много, и в его доказательстве встречалась описанная конструкция, но в нём не утверждается, что число q = 2(3(5(...(p + 1 обязательно является простым. 

В доказательстве Евклида q будет простым только, если предположить, что 2, 3, 5, ..., p – это все простые числа (количество которых конечно). Число q даёт остаток 1 при делении на каждое простое число, значит, оно само простое (что противоречит конечности множества простых чисел). Иногда доказательство излагают иначе: рассматривают число q и показывают, что его минимальный делитель – простое число, не входящее во множество {2, 3, 5, ..., p}, что означает, что никаким конечным набором простых чисел их множество не исчерпывается. Те же рассуждения можно отнести и к числу r =  2(3(5(...(p – 1. 

Таким образом, простота чисел q и r не следует из рассуждения Евклида и не имеет места в действительности, например q = 2(3(5(7 – 1 = 209 = 11(19 (составное число). Поэтому (r, q) не обязательно будут парами простых чисел близнецов, и «доказательство» неверно. 

Гипотеза о бесконечности простых чисел-близнецов ещё далека от решения несмотря на усилия многих математиков в прошлом и настоящем. 

В. Литцман. Где ошибка? – М.: Физматгиз, 1962.
Критерии проверки.

Верно объяснено, что на самом деле сделал Евклид, и приведён контрпример  – 10 баллов

Верно приведён контрпример, но не сказано, что на самом деле сделал Евклид – 8 баллов

Верно приведён контрпример, но описание того, что сделал Евклид, ошибочно – 6 баллов
Верно указано, что именно сделал Евклид, но контрпример, показывающий, что (r, q) не близнецы, отсутствует  – 5 баллов
Показано, что r может быть составным, а про q сказано, что оно всегда простое (или это приписано Евклиду) – 3 балла

Заявлено, что q и r не простые, а других продвижений нет – 1 балл
III. Аналитический блок.
№9. В нынешних учебниках стало модным формулировать задание в виде: «Постройте математическую модель». Это почти всегда означает: «Составьте уравнение по условию задачи». Но, кроме уравнений и их «родственников» – неравенств, систем, алгебраических выражений и формул, есть и другие математические модели. Приведите несколько примеров математических моделей, отличных от перечисленных, построению которых разумно учить школьников на уроке, факультативе или кружке. Для каждого типа модели приведите по одной задаче и покажите, как задача сводится к указанной модели.

Комментарий. Участники конкурса предложили разнообразные математические модели, которым имеет смысл учить на уроках и математических кружках. Приведём их неполный перечень (подробное описание займет слишком много места).

1) Схемы, помогающие понять условие задачи.

2) Использование графиков движения. Была даже ссылка на знаменитую задачу А. Шеня про пешехода, велосипедиста, автомобиль и телегу: http://www.problems.ru/view_problem_details_new.php?id=116379)

3) Графики функций.

4) Геометрическая интерпретация алгебраической задачи. В частности, применение графиков к решению задач с параметром.

5) Таблицы для лучшего понимания условия и составление уравнения, а также для решения логических задач.

6) Круги Эйлера.

7) Использование графов.

8) Дерево перебора в комбинаторике.

9) Метод шаров и перегородок для вычисления числа сочетаний с повторением.

Модели, перечисленные выше, упомянуты и проиллюстрированы конкретными задачами во многих работах. Отдельно отметим модели, которые встретились только в какой-то одной работе.

10) Моделирование задач на переливание с помощью бильярда (А.А. Заводов, О.А. Старунова, г. Москва).

11) Метод выигрышных и проигрышных позиций (Е.В. Бакаев, г. Москва).

12) Живая модель (Л.В. Пантелеев, г. Красногорск, Московская область).

В последнем случае предлагается в классе разыграть сценку по задаче и этот необычный приём заслуживает полного описания.

Задача. В полдень из города в деревню выехала машина, а из деревни в город навстречу машине выехал автобус. Машина приехала в деревню в 13 часов, а автобус приехал в город в 14 часов. В котором часу произошла встреча машины и автобуса?
Модель. Обозначить в кабинете деревню и город. Два ученика идут навстречу друг другу, делая короткие шаги (приставляя пятку к носку). Под чёт «раз, два, раз, два, ...» один ученик шагает на каждую названную цифру, а другой  – только на счёт «два». Можно оценить место их встречи, количество времени, которое проходит до встречи, и т. д.

Интересно также, что в качестве примера использования математической модели несколько участников привели задачу 5 из данного конкурса.

Предложила И. Раскина
Критерии проверки.

Оценивание этого задания трудно формализовать. Учитывалось разнообразие приведённых моделей, их применимость для обучения школьников методам решения задач (а не просто для расширения кругозора). 

Каждая модель оценивалось от 1 до 3 баллов (балл понижался, если модель и задача упоминались, но сведение задачи к модели не описывалось хотя бы кратко)..

При наличии хотя бы трёх интересных моделей ставились 10 баллов.
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