Őčńăćńěŋĺě

Ŕřőčřăňňă łşřśă 5

ŃĚŁŰĹ§ 1. 7 1.1. Ğăďăůă ő ůĺśńě śůăśšńĺćżţ ąĺńěšőć. : : : : : : : : : : : : : : 7 1.2. Őąźĺě ŕőńőęěŋĺ£. : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 10 1.3. Ŕřőĺğćőď£źĺě ťşŋłűĺĺ ĺ ďěľśšćĺ£ ŋăď ŋĺňĺ. : : : : : : : : 11 1.4. İńěňěŋšăřŋżě ŕřőĺğćőď£źĺě ťşŋłűĺĺ. : : : : : : : : : : : : 12

ŃĚŁŰĹ§ 2. 14 2.1. Ďěńěŋĺě ŕřőĺğćőď£źĺţ ťşŋłűĺľ. : : : : : : : : : : : : : : : 14 2.2. Ŕřőĺğćőď£źă£ ťşŋłűĺ£ ďń£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ Ťĺąőŋăůůĺ. 15 2.3. Ůĺśńă Łăšăńăŋă. : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 15 2.3.1. Ŕřőĺğćőď£źă£ ťşŋłűĺ£ ďń£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ Łăšăńăŋă. : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 15 2.3.2. Ŕřăćĺńĳŋżě śłőąőůŋżě śšřşłšşřż. : : : : : : : : : : 16 2.3.3. Ďĺăčőŋăńĳŋżě šřĺăŋčşń£űĺĺ ňŋőčőşčőńĳŋĺłőć. : : : 17 2.3.4. Ăřĺťňěšĺůěśłĺě śćőľśšćă ůĺśěń Łăšăńăŋă. : : : : : 18 2.4. Řăűĺőŋăńĳŋżě ŕřőĺğćőď£źĺě ťşŋłűĺĺ. : : : : : : : : : : : : 19 2.5. Ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺě ĺ ĺŋšěčřĺřőćăŋĺě ŕřőĺğćőď£źĺţ ťşŋłűĺľ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 20 Ğăďăůĺ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 21

ŃĚŁŰĹ§ 3. Ůĺśńő řăğąĺěŋĺľ ůĺśńă n. Šěőřěňă İľńěřă ĺ ďĺăčřăňňż đŋčă. 22 Ğăďăůĺ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 27

ŃĚŁŰĹ§ 4. Ťőřňăńĳŋżě čřăňňăšĺłĺ ś őďŋőğŋăůŋżň ćżćőďőň. Šěőřěňă Ńăčřăŋęă 29 Ğăďăůĺ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 35

ŃĚŁŰĹ§ 5. 37 5.1. Ťőřňşńż ćłń¿ůěŋĺ£-ĺśłń¿ůěŋĺ£ : : : : : : : : : : : : : : : 37 5.2. Ăŋăńĺšĺůěśłĺě śćőľśšćă ťşŋłűĺľ, ŕřěďśšăćń£ěňżţ śšěŕěŋŋżňĺ ř£ďăňĺ, ĺ ăśĺňŕšőšĺłă łő¡ťťĺűĺěŋšőć. : : : : : : 39 Ğăďăůĺ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 43

ŃĚŁŰĹ§ 6. Ŕřőĺğćőď£źĺě ťşŋłűĺĺ ŋěśłőńĳłĺţ ŕěřěňěŋŋżţ. 45 6.1. Šřěşčőńĳŋĺł Ŕăśłăń£. : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 45 6.2. İłśŕőŋěŋűĺăńĳŋżě ŕřőĺğćőď£źĺě ťşŋłűĺĺ. : : : : : : : : : 46

6.3. İłśŕőŋěŋűĺăńĳŋă£ ŕřőĺğćőď£źă£ ťşŋłűĺ£ ďń£ šřěşčőńĳŋĺłă Ŕăśłăń£. : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 46 6.4. Šřěşčőńĳŋĺł Ąěřŋşńńĺ-İľńěřă. : : : : : : : : : : : : : : : : 47 6.5. Ěźě őďŋă ĺŋšěřŕřěšăűĺ£ šřěşčőńĳŋĺłă Ąěřŋşńńĺ-İľńěřă:

ňőřśőćśłĺě ňŋőčőůńěŋż ĺ up-down ŕěřěśšăŋőćłĺ. : : : : : : 48 6.6. Ćżćőď ŕřőĺğćőď£źĺţ ťşŋłűĺľ ďń£ śšőřőŋ Ąěřŋşńńĺ ĺ İľńěřă. : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 50 Ğăďăůĺ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 51

ŃĚŁŰĹ§ 7. Čřăťż ĺ ţřőňăšĺůěśłĺě ťşŋłűĺĺ 53 7.1. Řăśłřăśłĺ čřăťőć. : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 53 7.2. Ţřőňăšĺůěśłă£ ťşŋłűĺ£. : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 54 7.3. Šěőřěňă ő ţřőňăšĺůěśłőň ňŋőčőůńěŋě. : : : : : : : : : : : : 57 7.4. Ŕńăŋăřŋżě ĺ ŕńőśłĺě čřăťż. : : : : : : : : : : : : : : : : : : 59

ŃĚŁŰĹ§ 8. Ŕěřěůĺśńěŋĺě ďěřěćĳěć. 60 8.1. Łőřŋěćżě ĺ őšňěůěŋŋżě ďěřěćĳ£. : : : : : : : : : : : : : : : 60 8.2. Şšőůŋěŋĺě šěőřěňż Ńăčřăŋęă. : : : : : : : : : : : : : : : : 62 Ğăďăůĺ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 64

ŃĚŁŰĹ§ 9. Ćńőęěŋŋżě čřăťż 65 9.1. Ćńőęěŋĺě čřăťă ć ŕőćěřţŋőśšĳ. : : : : : : : : : : : : : : : : 65 9.2. Šěőřěňă ő ćńőęěŋĺĺ. : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 67 Ğăďăůĺ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 71

ŃĚŁŰĹ§ 10.Ő ůĺśńě śłńěěł ňŋőčőşčőńĳŋĺłă. 72 10.1. Ŕřĺňěřż śłńěěł. : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 72 10.2. Ŕřőĺğćőď£źă£ ťşŋłűĺ£ ďń£ śłńěěł. : : : : : : : : : : : : : : 73 10.3. Šěőřěňă Ţăřěřă-Ğăčĺřă. : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 74

Ğăďăůĺ ¡łğăňěŋă 77

Ŕřőčřăňňă łşřśă

1. Ťőřňăńĳŋżě śšěŕěŋŋżě ř£ďż ĺ ŕřőĺğćőď£źĺě ťşŋłűĺĺ. 2. Ďěľśšćĺ£ ŋăď ťőřňăńĳŋżňĺ śšěŕěŋŋżňĺ ř£ďăňĺ: śńőęěŋĺě, şňŋőęěŋĺě, ďěńěŋĺě, ŕőďśšăŋőćłă ťőřňăńĳŋőčő śšěŕěŋŋőčő ř£ďă ć ťőřňăńĳŋżľ śšěŕěŋŋőľ ř£ď.

3. Ŕřőĺğćőď£źĺě ťşŋłűĺĺ ďń£ ¡ńěňěŋšăřŋżţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ (ůĺśńă Ťĺąőŋăůůĺ, Łăšăńăŋă,...).

4. Řěłşřřěŋšŋżě śőőšŋőÿěŋĺ£ ĺ ŕřőĺğćőď£źĺě ťşŋłűĺĺ. 5. Ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺě ĺ ĺŋšěčřĺřőćăŋĺě ťőřňăńĳŋżţ ř£ďőć. 6. Ůĺśńő řăğąĺěŋĺľ ůĺśńă n; šěőřěňă İľńěřă ĺ ďĺăčřăňňż đŋčă. 7. Ťőřňşńż ćłń¿ůěŋĺ£-ĺśłń¿ůěŋĺ£.

8. Ťőřňăńĳŋżě čřăňňăšĺłĺ ś őďŋőğŋăůŋżň ćżćőďőň; ŕřőĺğćőď£źă£ ťşŋłűĺ£ ďń£ ůĺśńă śńőć ć £ğżłě, ŕőřőęďěŋŋőň ťőřňăńĳŋőľ čřăňňăšĺłőľ ś őďŋőğŋăůŋżň ćżćőďőň.

9. Šěőřěňă Ńăčřăŋęă.

10. Ăŋăńĺšĺůěśłĺě śćőľśšćă ťşŋłűĺľ, ŕřěďśšăćń£ěňżţ śšěŕěŋŋżňĺ ř£ďăňĺ, ĺ ăśĺňŕšőšĺłă łő¡ťťĺűĺěŋšőć.

11. Ŕřőĺğćőď£źĺě ťşŋłűĺĺ ďćşţ ŕěřěňěŋŋżţ. 12. Ďěřěćĳ£; ŕřőĺğćőď£źă£ ťşŋłűĺ£ ďń£ ůĺśńă ďěřěćĳěć. 13. Ŕńőśłĺě ďěřěćĳ£ ĺ ŕřőĺğćőď£źă£ ťşŋłűĺ£ ďń£ ŋĺţ. 14. Ŕńőśłĺě čřăťż; šěőřěňă Łşřăšőćśłőčő; šěőřěňă İľńěřă. 15. Ţřőňăšĺůěśłĺě ňŋőčőůńěŋż.

16. Čřăťż ŋă ŕőćěřţŋőśš£ţ (¡śłĺğż); ¡ľńěřőćă ţăřăłšěřĺśšĺłă.

ŘĚŁŐŇĚŊĎŞĚŇĂ§ ŃĹŠĚŘĂŠŞŘĂ

1. Č.Ŕőńĺă, Č.Śěčě Ğăďăůĺ ĺ šěőřěňż ĺğ ăŋăńĺğă, šš. 1, 2. 2. Ř.Śš¡ŋńĺ Ŕěřěůĺśńĺšěńĳŋă£ łőňąĺŋăšőřĺłă, Ň., Ňĺř, 1990. 3. §.Čşńĳďěŋ, Ď.Ďęěłśőŋ Ŕěřěůĺśńĺšěńĳŋă£ łőňąĺŋăšőřĺłă, Ň., Ŋăşłă, 1990.

4. Ďę. Řĺőřďăŋ Ććěďěŋĺě ć łőňąĺŋăšőřŋżľ ăŋăńĺğ. 5. Ć.Ŋ.Śăůłőć Ććěďěŋĺě ć łőňąĺŋăšőřŋżě ňěšőďż ďĺśłřěšŋőľ ňăšěňăšĺłĺ, Ňőśłćă, "Ŋăşłă", 1982.

ŃĚŁŰĹ§ 1.

Ťőřňăńĳŋżě śšěŕěŋŋżě ř£ďż ĺ ŕřőĺğćőď£źĺě ťşŋłűĺĺ Ďěľśšćĺ£ ŋăď ťőřňăńĳŋżňĺ śšěŕěŋŋżňĺ ř£ďăňĺ İńěňěŋšăřŋżě ŕřőĺğćőď£źĺě ťşŋłűĺĺ

1.1. Ğăďăůă ő ůĺśńě śůăśšńĺćżţ ąĺńěšőć.

Ŋăůŋěň ś ğăďăůĺ, łőšőřőľ Ă.Ă.Łĺřĺńńőć őšłřżćăń śćőľ śěňĺŋăř ńěš ďćăďűăšĳ ŋăğăď.

Ć šě ćřěňěŋă ůěńőćěł, ěďşźĺľ ć őąźěśšćěŋŋőň šřăŋśŕőřšě, ďőńęěŋ ążń łşŕĺšĳ ć ăćšőňăšĺůěśłőľ łăśśě ąĺńěš. Ş łăęďőčő ąĺńěšă ążń ŋőňěř. Ŋőňěř śőśšő£ń ĺğ ÿěśšĺ űĺťř. Ąĺńěš ŋăğżćăěšś£ śůăśšńĺćżň, ěśńĺ śşňňă ŕěřćżţ šřěţ űĺťř ěčő ŋőňěřă řăćŋ£ěšś£ śşňňě ěčő ŕőśńěďŋĺţ šřěţ űĺťř. Ąĺńěšż 000 000, 123 060 | śůăśšńĺćżě, ă ąĺńěš 123 456 | ŋě śůăśšńĺćżľ. Śůăśšńĺćżľ ąĺńěš ŕőńăčăńőśĳ ŋă śůăśšĳě śžěśšĳ.

Śłőńĳłő ćśěčő śşźěśšćşěš śůăśšńĺćżţ ąĺńěšőć?

Ůěńőćěłş, ćńăďě¿źěňş ¡ńěňěŋšăřŋżňĺ ŋăćżłăňĺ ŕřőčřăňňĺřőćăŋĺ£, ŋě ŕřěďśšăćń£ěš ŋĺłăłĺţ šřşďŋőśšěľ ŋăŕĺśăšĳ ŕřőčřăňňş ďń£ ŕőďśůěšă ůĺśńă śůăśšńĺćżţ ąĺńěšőć. Ŕřőčřăňňă śőśšőĺš ć ŕěřěąőřě ćśěţ śůăśšńĺćżţ ąĺńěšőć ĺ őšąőřě śřěďĺ ŋĺţ śůăśšńĺćżţ. Ďăćăľšě, őďŋăłő, ŕřĺčń£ďĺňś£ ł ğăďăůě ŕőćŋĺňăšěńĳŋěľ.

§śŋő, ůšő ćśě śůăśšńĺćżě ąĺńěšż řăğąĺćă¿šś£ ŋă łńăśśż, ć łăęďőň ĺğ łőšőřżţ śşňňă ŕěřćżţ šřěţ űĺťř őďŋă ĺ šă ęě. Śşňňă ŕěřćżţ šřěţ űĺťř ňőęěš ŕřĺŋĺňăšĳ ğŋăůěŋĺ£ őš 0 (ďń£ šřőľłĺ űĺťř 000) ďő 27 (ďń£ šřőľłĺ űĺťř 999). Ŕő¡šőňş ůĺśńő šăłĺţ łńăśśőć řăćŋő 28. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ a_n ůĺśńő šřőěł űĺťř ś śşňňőľ n. Ŋăŕřĺňěř, a_0 = 1, šăł łăł ěśšĳ ćśěčő őďŋă šřőľłă űĺťř ś śşňňőľ 0. a_1 = 3, šăł łăł ěśšĳ šřĺ šřőľłĺ űĺťř ś śşňňőľ 1: 001, 010, 100.

Şŕřăęŋěŋĺě 1.1. Ćżůĺśńĺšě an ďń£ n = 2; 3; 4.

Őůěćĺďŋő, ůšő ůĺśńő śůăśšńĺćżţ ąĺńěšőć, śşňňă ŕěřćżţ šřěţ űĺťř ć łőšőřżţ řăćŋă n, ěśšĳ a^2_n. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ń¿ąş¿ šřőľłş űĺťř ś śşňňőľ n ňż ňőęěň ŕőśšăćĺšĳ łăł ŋă ŕěřćőě, šăł ĺ ŋă ćšőřőě ňěśšő ć ŋőňěřě ąĺńěšă.

Šăłĺň őąřăğőň, ďń£ ŕőďśůěšă ůĺśńă śůăśšńĺćżţ ąĺńěšőć ŋăň ďőśšăšőůŋő ćżůĺśńĺšĳ ğŋăůěŋĺ£ ůĺśěń a_n, ă ğăšěň śőśůĺšăšĳ śşňňş łćăďřăšőć

Şŕřăęŋěŋĺě 1.2. Ďőłăęĺšě, ůšő an = a27−n. Şŕřőśšĺšě ŕřěďżďş-

źş¿ ťőřňşńş ś ŕőňőźĳ¿ ¡šőčő řăćěŋśšćă.

Ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£ ğŋăůěŋĺľ a_n ŕőŕřőąşěň śŋăůăńă ŕőďśůĺšăšĳ ůĺśńő őďŋő- ĺ ďćşţğŋăůŋżţ ůĺśěń, śşňňă űĺťř łőšőřżţ řăćŋă n. §śŋő, ůšő ďń£ łăęďőčő n = 0, 1, 2, ..., 9 śşźěśšćşěš řőćŋő őďŋő őďŋőğŋăůŋőě ůĺśńő, śşňňă űĺťř łőšőřőčő řăćŋă n. Ąşďěň őŕĺśżćăšĳ őďŋőğŋăůŋżě ůĺśńă ňŋőčőůńěŋőň A_1(s) = 1 + s + s^2 + s^3 + : : :+ s^9. Śňżśń ş ¡šőčő ňŋőčőůńěŋă śńěďş¿źĺľ:

łő¡ťťĺűĺěŋš ŕřĺ s^n ňŋőčőůńěŋă A_1 řăćěŋ ůĺśńş őďŋőğŋăůŋżţ ůĺśěń, śşňňă űĺťř łőšőřżţ řăćŋă n (šő ěśšĳ řăćěŋ ěďĺŋĺűě).

Ćżŕĺÿěň šěŕěřĳ ňŋőčőůńěŋ A_2(s), őŕĺśżćă¿źĺľ ďćşğŋăůŋżě ůĺśńă. Łő¡ťťĺűĺěŋš ŕřĺ s^n ňŋőčőůńěŋă A_2(s) řăćěŋ ůĺśńş ďćşğŋăůŋżţ ůĺśěń ś śşňňőľ űĺťř n.

Şŕřăęŋěŋĺě 1.3. Ŋăľďĺšě śšěŕěŋĳ ňŋőčőůńěŋă A2.

Ŕřěďńőęěŋĺě. A2(s) = (A1(s))^2.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕřőĺğćěďěŋĺě ňőŋőňőć s^k ĺ s^m ďăěš ćłńăď ć łő¡ťťĺűĺěŋš ŕřĺ s^n ňŋőčőůńěŋă A_2 ć šőň ĺ šőńĳłő ć šőň śńşůăě, ěśńĺ k+m = n. Ŕő¡šőňş łő¡ťťĺűĺěŋš ŕřĺ ňőŋőňě s^n ňŋőčőůńěŋă A_2 ć šőůŋőśšĺ řăćěŋ ůĺśńş ŕřěďśšăćńěŋĺľ ůĺśńă n ć ćĺďě śşňňż űĺťř k, m = 0, 1, ..., 9.

Şŕřăęŋěŋĺě 1.4. Ćżŕĺÿĺšě £ćŋő ňŋőčőůńěŋ A2(s).

Şŕřăęŋěŋĺě 1.5. Ďőłăęĺšě, ůšő ňŋőčőůńěŋ A3(s) = a0 + a1s + a2s^2 + : : : + a_{27}s^{27} ŕřěďśšăćĺň ć ćĺďě

A_3(s) = (A_1(s))^3:

Şŕřăęŋěŋĺě 1.6. Ćżŕĺÿĺšě £ćŋő ňŋőčőůńěŋ Ă3 ĺ ŕőďśůĺšăľšě ůĺśńő

śůăśšńĺćżţ ąĺńěšőć.

Şŕřăęŋěŋĺě 1.7. Ćżŕĺÿĺšě ťőřňşńş ďń£ ůĺśńă śůăśšńĺćżţ ąĺńěšőć

ĺğ 2r űĺťř ć śĺśšěňě śůĺśńěŋĺ£ ś őśŋőćăŋĺěň q.

Ćżŕőńŋěŋĺě ŕřěďżďşźěčő şŕřăęŋěŋĺ£ řěÿăěš ŕőśšăćńěŋŋş¿ ć ŋăůăńě ńěłűĺĺ ğăďăůş. Ćżůĺśńěŋĺ£ ňőęŋő ŕřőćěśšĺ ćřşůŋş¿, ğăšřăšĺć ŋă ¡šő ŕőř£ďłă ďěś£šĺ ňĺŋşš. Ŋăďőąŋőśšĳ ć ŋăŕĺśăŋĺĺ ŕřőčřăňňż őšŕăďăěš. Őďŋăłő, ňőęŋő ŋě őśšăŋăćńĺćăšĳś£ ŋă ďőśšĺčŋşšőň ĺ ŕőľšĺ ďăńĳÿě.

Řăśśňőšřĺň ŋăř£ďş ś ňŋőčőůńěŋőň A_3(s) Àňŋőčőůńěŋ ŃőřăŋăÁA_3(1=s) őš ŕěřěňěŋŋőľ (1=s):

A_3(1=s) = a_0 + a_1 1 s + a_2 (1 s )_2

+ · · · + a_{27} (1 s )_{27} : Ćğ£ć ŕřőĺğćěďěŋĺě A_3(s) · A_3(1=s) ňż ćĺďĺň, ůšő śćőąőďŋżľ ůńěŋ ć ŋěň řăćěŋ a^2_0 + a^2_1 + a^2 + : : : + a^2_7, ĺ ňż ğăłń¿ůăěň, ůšő

ůĺśńő śůăśšńĺćżţ ąĺńěšőć řăćŋő śćőąőďŋőňş ůńěŋş ňŋőčőůńěŋă Ńőřăŋă A_3(s)A_3(1=s).

Ŕřěőąřăğşěň ŕőśńěďŋěě ćżřăęěŋĺě:

A_3(s)A_3(1=s) = ( 1 − s^{10} 1 − s

)_3 (

1 − s^{−10} 1 − s^{−1}

)_3 = ( 2 − s^{10} − s^{−10} 2 − s − s^{−1}

)_3

Őďŋĺň ĺğ ąăğĺśŋżţ ťăłšőć šěőřĺĺ ťşŋłűĺľ łőňŕńěłśŋőčő ŕěřěňěŋŋőčő £ćń£ěšś£

Šěőřěňă (Łőÿĺ). Ďń£ ń¿ąőčő ňŋőčőůńěŋă Ńőřăŋă p(s) ěčő śćőąőďŋżľ

ůńěŋ p_0 řăćěŋ p_0 = 1 2ıi ∫ p(s)ds s ; čďě ĺŋšěčřăń ąěřěšś£ ŕő ń¿ąőľ őłřşęŋőśšĺ, śőďěřęăźěľ ŋăůăńő łőőřďĺŋăš.

Ďń£ ŋăÿĺţ űěńěľ ŋăĺąőńěě şďőąŋőľ őłăğżćăěšś£ őłřşęŋőśšĳ ěďĺŋĺůŋőčő řăďĺşśă ś űěŋšřőň ć ŋăůăńě łőőřďĺŋăš. Ććőď£ ŋă ¡šőľ őłřşęŋőśšĺ śšăŋďăřšŋżľ ŕăřăňěšř ’, ňż ňőęěň ŕěřěŕĺśăšĳ ŋăÿe ŕőďżŋšěčřăńĳŋőě ćżřăęěŋĺě ć ćĺďě:

p_0 = 1 2ı ∫ (2 − 2 cos(10’) 2 − 2 cos(’)

)_3

d’ = 1 2ı ∫_2ı 0 ( sin^2(5’) sin^2(^’_2 )

)_3

d’ = = 1 ı ∫ ı 0 ( sin(10’) sin(’)

)_6 d’ Ŋăůěřšĺň čřăťĺł ŕőďżŋšěčřăńĳŋőľ ťşŋłűĺĺ ŋă őšřěğłě [−ı=2; ı=2].

Ňż ğŋăěň, ůšő ć ŋşńě ğŋăůěŋĺě ¡šőľ ťşŋłűĺĺ

              -

6

řăćŋő 1 000 000, ĺ ťşŋłűĺ£ śĺńĳŋő łőńěąńěšś£ ŋă őšřěğłě.

Ĺŋšěčřăń őš \łőńěąń¿źěľś£ ůăśšĺ" ťşŋłűĺĺ ŕřěŋěąřěęĺňő ňăń ŕő śřăćŋěŋĺ¿ ś ĺŋšěčřăńőň ŕő őłřěśšŋőśšĺ \śšăűĺőŋăřŋőľ šőůłĺ" 0. Ŕőďĺŋšěčřăńĳŋă£ ťşŋłűĺ£ ěśšĳ ţőřőÿő ĺğşůěŋŋă£ łńăśśĺůěśłă£ ťşŋłűĺ£ Ąěśśěń£, ĺ ěě ĺŋšěčřăń ňőęŋő ŕřőśšő ŋăľšĺ ć śőőšćěšśšćş¿źĺţ šăąńĺűăţ ďń£ ťşŋłűĺľ Ąěśśěń£.

Ć śńěďş¿źĺţ ńěłűĺ£ţ ňż ćżćěďěň \£ćŋş¿" ťőřňşńş ďń£ ůĺśńă śůăśšńĺćżţ ąĺńěšőć. Őłăğżćăěšś£, őŋő řăćŋő ( 6 0 )( 32 5 ) − ( 6 1 )( 22 5 ) + ( 6 2 )( 12 5 )

(ŕřőćěřĳšě!)

1.2. Őąźĺě ŕőńőęěŋĺ£.

Ĺšăł, ŋă őśŋőćăŋĺĺ řăśśňőšřěŋŋőčő ŕřĺňěřă ňż ňőęěň śďěńăšĳ ŋěłőšőřżě ćżćőďż ő ğăďăůăţ ĺ ňěšőďăţ, łőšőřżňĺ ňż ąşďěň ğăŋĺňăšĳś£.

• Łőňąĺŋăšőřŋă£ ğăďăůă (ćő ćś£łőň śńşůăě, ąőńĳÿĺŋśšćő ğăďăů, řăśśňăšřĺćăěňżţ ć ŋăÿěň łşřśě) śőśšőĺš ć ŕőďśůěšě ůĺśńă ŋěłőšőřżţ őąžěłšőć, ŕřĺŋăďńěęăźĺţ śěňěľśšćăň łőŋěůŋżţ ňŋőęěśšć. Ŕřĺ ¡šőň ş łăęďőčő śěňěľśšćă ĺňěěšś£ śćőľ ŋőňěř (ć ğăďăůě ő ůĺśńě śůăśšńĺćżţ ąĺńěšőć šăłĺň ŋőňěřőň ążńă śşňňă űĺťř šřěţğŋăůŋőčő ůĺśńă).

• Łăł ŕřăćĺńő, łőňąĺŋăšőřŋă£ ğăďăůă \ć ŕřĺŋűĺŕě" řăğřěÿĺňă | łăłőě-ŋĺąşďĳ řěÿěŋĺě ŋăľšĺ ŋěšřşďŋő. Ŕřőąńěňă ęě śőśšőĺš ć šőň, ůšőąż ŋăľšĺ \ţőřőÿěě" řěÿěŋĺě.

• Őŕřěďěńĺšĳ, łăłőě řěÿěŋĺě £ćń£ěšś£ ţőřőÿĺň šőęě ďőćőńĳŋő šřşďŋő. Ňőęŋő őążůŋő ńĺÿĳ śřăćŋĺšĳ ďćă řěÿěŋĺ£.

• Ŕřĺ řěÿěŋĺĺ łőňąĺŋăšőřŋżţ ğăďăů őůěŋĳ ŕőńěğŋő řăśśňăšřĺćăšĳ ŕřőĺğćőď£źĺě ňŋőčőůńěŋż (ĺńĺ, ąőńěě őąźő, ŕřőĺğćőď£źĺě ř£ďż). Ć ŋăÿěň śńşůăě ŕőńĳğş ŕřĺŋěś ŕřőĺğćőď£źĺľ ňŋőčőůńěŋ A_3. Őŕěřăűĺĺ ś łőňąĺŋăšőřŋżňĺ őąžěłšăňĺ ěśšěśšćěŋŋěě ćśěčő ćżřăęă- ¿šś£ ć šěřňĺŋăţ ŕřőĺğćőď£źĺţ ťşŋłűĺľ.

• Ŕřĺćńěůěŋĺě ňěšőďőć ĺğ śňěęŋżţ őąńăśšěľ ňăšěňăšĺłĺ (ŋăŕřĺňěř, ĺğ ăŋăńĺğă) ŕőğćőń£ěš śşźěśšćěŋŋő ŕőćżśĺšĳ řěğşńĳšăšĺćŋőśšĳ řěÿěŋĺ£ łőňąĺŋăšőřŋżţ ğăďăů.

1.3. Ŕřőĺğćőď£źĺě ťşŋłűĺĺ ĺ ďěľśšćĺ£ ŋăď ŋĺňĺ.

Ŕěřěľďěň ł śšřőčĺň őŕřěďěńěŋĺ£ň.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ŕşśšĳ ă0; a1; a2; : : : | ŕřőĺğćőńĳŋă£ (ąěśłőŋěůŋă£) ŕő-

śńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ůĺśěń. Ňż ąşďěň řăśśňăšřĺćăšĳ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ űěńżţ, řăűĺőŋăńĳŋżţ, ćěźěśšćěŋŋżţ ĺ łőňŕńěłśŋżţ ůĺśěń. Ŕřőĺğćőď£źěľ ťşŋłűĺěľ (ŕřőĺğćőď£źĺň ř£ďőň) ňż ąşďěň ŋăğżćăšĳ ğăŕĺśĳ ćĺďă A(s) = a_0 + a_1s + a_2s^2 + : : : =^{∞∑}_{n=0} a_ns^n

Ğăňěůăŋĺě. Ŋě śńěďşěš ďşňăšĳ, ąşďšő ňż ňőęěň śłăğăšĳ, ůěňş řăćŋő \ğŋăůěŋĺě ŕřőĺğćőď£źěľ ťşŋłűĺĺ A ć šőůłě s = s_0". Ŕěřěňěŋŋă£ s £ćń£- ěšś£ ťőřňăńĳŋőľ, ĺ ř£ď ă_0 + a_1s_0 + a_2(s_0)^2 + : : : śňżśńă ŋě ĺňěěš. Ěďĺŋśšćěŋŋőě, ůšő ňż ňőęěň śłăğăšĳ ŕřő ťşŋłűĺ¿ A(s), ¡šő, ůšő ěě ğŋăůěŋĺě ć ŋşńě řăćŋő a_0. Ěśńĺ, őďŋăłő, ŕřőĺğćőď£źĺľ ř£ď £ćń£ěšś£ ňŋőčőůńěŋőň (š.ě. ćśě ěčő łő¡ťťĺűĺěŋšż łřőňě łőŋěůŋőčő ůĺśńă řăćŋż ŋşń¿), šő ğŋăůěŋĺě ¡šőčő ř£ďă ć ń¿ąőľ šőůłě ćżřăęăěšś£ łőŋěůŋőľ śşňňőľ ĺ ŕő¡šőňş ĺňěěš śňżśń.

Őŕřěďěńěŋĺě. Śşňňőľ ďćşţ ŕřőĺğćőď£źĺţ ťşŋłűĺľ

A(s) = a_0 + a_1s + a_2s^2 + a_3s^3 + : : : ĺ B(s) = b_0 + b_1s + b_2s^2 + b_3s^3 + : : :

ŋăğżćăěšś£ ŕřőĺğćőď£źă£ ťşŋłűĺ£

A(s) + B(s) = (a_0 + b_0) + (a_1 + b_1)s + (a_2 + b_2)s^2 + : : :

Ŕřőĺğćěďěŋĺěň ŕřőĺğćőď£źĺţ ťşŋłűĺľ A ĺ B ŋăğżćăěšś£ ŕřőĺğćőď£źă£ ťşŋłűĺ£

A(s)B(s) = (a_0b_0) + (a_0b_1 + a_1b_0)s + (a_0b_2 + a_1b_1 + a_2b_0)s^2 + : : :

Őŕřěďěńěŋĺě. Ŕşśšĳ A(s) = a0 +a1s+a2s^2 +: : : ĺ B(s) = b1s+b2s^2 +: : :

| ďćě ŕřőĺğćőď£źĺě ťşŋłűĺĺ, ŕřĺůěň B(0) = 0. Ŕőďśšăŋőćłőľ ŕřőĺğćőď£źěľ ťşŋłűĺĺ B ć ťşŋłűĺ¿ A ŋăğżćăěšś£ ŕřőĺğćőď£źă£ ťşŋłűĺ£

A(B(s)) = a_0 + a_1b_1s + (a_1b_2 + a_2b^2_1)s^2 + (a_1b_3 + 2a_2b_1b_2 + a_3b^3_1)s^3 + : : :

Ěśńĺ, ŋăŕřĺňěř, B(s) = −s, šő A(B(s)) = a_0 − a_1s + a_2s^2 − a_3s^3 + : : : .

Őůěćĺďŋő, ůšő ěśńĺ őąě ŕřőĺğćőď£źĺě ťşŋłűĺĺ A ĺ B £ćń£¿šś£ ňŋőčőůńěŋăňĺ, šő őŕřěďěńěŋĺ£ śşňňż, ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ĺ ŕőďśšăŋőćłĺ ŕřőĺğćőď£źĺţ ťşŋłűĺľ śőćŕăďă¿š ś őŕřěďěńěŋĺ£ňĺ śşňňż, ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ĺ ŕőďśšăŋőćłĺ ňŋőčőůńěŋőć.

1.4. İńěňěŋšăřŋżě ŕřőĺğćőď£źĺě ťşŋłűĺĺ.

Ŕőśłőńĳłş ŋěşďőąŋő ćś£łĺľ řăğ ğăŕĺśżćăšĳ ŕřőĺğćőď£źĺě ťşŋłűĺĺ ć ćĺďě ř£ďă, ďń£ ŋěłőšőřżţ ůăśšő ćśšřěůă¿źĺţś£ ťşŋłűĺľ ććěďěŋż śőłřăźěŋŋżě ğăŕĺśĺ.

Őŕřěďěńěŋĺě.

1) (1 + s)^¸ = 1 +¸ 1! s + ¸(¸ − 1) 2! s^2 + ¸(¸ − 1)(¸ − 2) 3! s^3 + : : : ;

čďě ¸ | ŕřőĺğćőńĳŋőě łőňŕńěłśŋőě ůĺśńő.

Łő¡ťťĺűĺěŋš ŕřĺ s^n ć ¡šőľ ŕřőĺğćőď£źěľ ťşŋłűĺĺ ŋăğżćăěšś£ ůĺśńőň śőůěšăŋĺľ ĺğ ¸ ŕő n ¡ńěňěŋšőć (őąőğŋăůěŋĺě^{(¸}_n^)).

2) exp(s) = 1 + 1 1! s + 1 2! s^2 + 1 3! s^3 + : : :

3) log( 1 1 − s

) = s + 1 2 s^2 + 1 3 s^3 + : : :

4) sin(x) = x − 1 3! x^3 + 1 5! x^5 − : : :

5) cos(x) = 1 − 1 2! x^2 + 1 4! x^4 − : : :

Ŕřĺ űěńőň ŕőńőęĺšěńĳŋőň ğŋăůěŋĺĺ ¸ ůăśšĳ 1) őŕřěďěńěŋĺ£ śőćŕăďăěš ś őążůŋżň őŕřěďěńěŋĺěň śšěŕěŋĺ ňŋőčőůńěŋă. Ŕőńĳğş£śĳ ¡šĺň, ňż ňőęěň ŕőńşůĺšĳ ŕřőśšěľÿĺě łőňąĺŋăšőřŋżě šőęďěśšćă. Ŕőďśšăćń££, ŋăŕřĺňěř, ğŋăůěŋĺ£ s = 1 ĺ s = -1, ŕőńşůăěň šőęďěśšćă 1 + ¸ 1! + ¸(¸ − 1) 2! + : : : + ¸! ¸! = 2^¸ (1.1) 1 − ¸ 1! + ¸(¸ − 1) 2! − : : : + (−1)^¸ ¸! ¸! = 0 (1.2)

ďń£ ń¿ąőčő űěńőčő ŕőńőęĺšěńĳŋőčő ğŋăůěŋĺ£ ¸.

Ňěęďş ććěďěŋŋżňĺ ¡ńěňěŋšăřŋżňĺ ťşŋłűĺ£ňĺ ĺňě¿šś£ ěśšěśšćěŋŋżě śőőšŋőÿěŋĺ£, łőšőřżě šăłęě ść£ğăŋż ś łőňąĺŋăšőřŋżňĺ šőęďěśšćăňĺ. Ďőłăęěň, ŋăŕřĺňěř, ůšő

exp(s) exp(−s) = 1:

Ďěľśšćĺšěńĳŋő, śćőąőďŋżľ ůńěŋ ŕřőĺğćěďěŋĺ£ řăćěŋ 1, ă ŕřĺ n > 0 łő- ¡ťťĺűĺěŋš ŕřĺ s^n řăćěŋ 1 n!0! − 1 (n − 1)!1! + 1 (n − 2)!2!

− : : : +

(−1)^n 0!n!

Şňŋőęă£ ¡šő ćżřăęěŋĺě ŋă n!, ŕőńşůăěň ńěćş¿ ůăśšĳ řăćěŋśšćă (1.2) ŕřĺ ¸ = n, ůšő ĺ ďőłăğżćăěš ŋăÿě şšćěřęďěŋĺě.

Şŕřăęŋěŋĺě 1.8. Ďőłăęĺšě śńěďş¿źĺě řăćěŋśšćă:

1) sin^2(s) + cos^2(s) = 1;

2)(1 + s)^¸(1 + s)^˛ = (1 + s)^{¸+˛}; 3) exp(log(1 − s)^{−1}) = (1 − s)^{−1};

4) log(1 + s) = s − 1 2 s^2 + 1 3 s^3 − : : : + (−1)^{n+1} n s^n;

5) log(1 − s)^{−¸} = ¸ log(1 − s)^{−1}:

Şŕřăęŋěŋĺě 1.9. Ŕşśšĳ ťşŋłűĺ£ B = B(s) = b1s + b2s^2 + b3s^3 + · · ·

šăłőćă, ůšő B(0) = 0; B^′(0) = b_1 ≠ 0. Ďőłăęĺšě, ůšő śşźěśšćşěš ťşŋłűĺ£ A = A(s) = a_1s + a_2s^2 + · · ·, A(0) = 0, šăłă£ ůšő B(A(s)) = s ĺ ťşŋłűĺ£ C = C(s) = c_1s + c_2s^2 + · · ·, C(0) = 0, šăłă£ ůšő C(B(s)) = s. Ćěřŋő ńĺ, ůšő A(s) = C(s)?

ŃĚŁŰĹ§ 2.

Ŕřőĺğćőď£źĺě ťşŋłűĺĺ ďń£ ĺğćěśšŋżţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ Řěłşřřěŋšŋżě śőőšŋőÿěŋĺ£ ĺ ŕřőĺğćőď£źĺě ťşŋłűĺĺ Ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺě ĺ ĺŋšěčřĺřőćăŋĺě ŕřőĺğćőď£źĺţ ťşŋłűĺľ

2.1. Ďěńěŋĺě ŕřőĺğćőď£źĺţ ťşŋłűĺľ.

Ŋă ŕřěďżďşźěľ ńěłűĺĺ ňż ŋăşůĺńĺśĳ śłńăďżćăšĳ, ćżůĺšăšĳ ĺ şňŋőęăšĳ ŕřőĺğćőď£źĺě ťşŋłűĺĺ. Ŋăň ąż ţőšěńőśĳ šăłęě ĺ ďěńĺšĳ ŕřőĺğćőď£źĺě ťşŋłűĺĺ, őďŋăłő ¡šő ćőğňőęŋő ŋě ćśěčďă.

Şŕřăęŋěŋĺě 2.1. Ďőłăęĺšě, ůšő ŋě śşźěśšćşěš šăłőčő ťőřňăńĳ-

ŋőčő śšěŕěŋŋőčő ř£ďă B(s), ůšő sB(s) = 1.

Ŕřěďńőęěŋĺě. Ŕşśšĳ A(s) | ťőřňăńĳŋżľ śšěŕěŋŋőľ ř£ď, ŕřĺůěň

A(0) ŋě řăćŋő 0. Šőčďă śşźěśšćşěš ěďĺŋśšćěŋŋżľ ťőřňăńĳŋżľ śšěŕěŋŋőľ ř£ď B(s), šăłőľ ůšő, ůšő A(s)B(s) = 1.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕřőćěďěň ďőłăğăšěńĳśšćő ŕő ĺŋďşłűĺĺ. b0 = 1=a0. Ŕşśšĳ šěŕěřĳ ćśě łő¡ťťĺűĺěŋšż ř£ďă B ćŕńőšĳ ďő śšěŕěŋĺ n őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěńěŋż. Łő¡ťťĺűĺěŋš ŕřĺ śšěŕěŋĺ n+1 őŕřěďěń£ěšś£ ĺğ şśńőćĺ£ a_0b_{n+1} + a_1b_n + : : : + a_{n+1}b_0 = 0. İšő ńĺŋěľŋőě şřăćŋěŋĺě ŋă b_{n+1}, ŕřĺůěň łő¡ťťĺűĺěŋš a_0 őšńĺůěŋ őš ŋşń£. Ŕő¡šőňş şřăćŋěŋĺě ĺňěěš ěďĺŋśšćěŋŋőě řěÿěŋĺě.

Şŕřăęŋěŋĺě 2.2. Šőńĳłő ůšő ďőłăğăŋŋőě şšćěřęďěŋĺě őůěćĺďŋő ŋě-

ćěřŋő, ěśńĺ ňż řăśśňăšřĺćăěň ťőřňăńĳŋżě śšěŕěŋŋżě ř£ďż ś űěńżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ. Őďŋăłő ŕřĺ ŋěłőšőřőň ďőŕőńŋĺšěńĳŋőň şśńőćĺĺ ŋă ř£ď A(s) őŋ śšăŋőćĺšś£ őąřăšĺňżň. Ŋăľďĺšě śăňőě śńăąőě šăłőě şśńőćĺě ĺ ďőłăęĺšě śőőšćěšśšćş¿źěě şšćěřęďěŋĺě.

Ğăňěůăŋĺě. Ňŋőęěśšćő ćśěţ ťőřňăńĳŋżţ śšěŕěŋŋżţ ř£ďőć ś łőňŕńěłśŋżňĺ (ćěźěśšćěŋŋżňĺ, řăűĺőŋăńĳŋżňĺ) łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ őąřăğşěš (łőňňşšăšĺćŋş¿) őąńăśšĳ űěńőśšŋőśšĺ, łőšőřă£ £ćń£ěšś£ šăłęě ăńčěąřőľ. İšă őąńăśšĳ űěńőśšŋőśšĺ őąőğŋăůăěšś£ C [[s]] (śőőšćěšśšćěŋŋő R[[s]]; Q[[s]]).

Şŕřăęŋěŋĺě 2.3. Ďőłăęĺšě, ůšő C [[s]] £ćń£ěšś£ łőńĳűőň čńăćŋżţ ĺďě-

ăńőć.

2.2. Ŕřőĺğćőď£źă£ ťşŋłűĺ£ ďń£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ Ťĺąőŋăůůĺ.

Ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ Ťĺąőŋăůůĺ őŕřěďěń£ěšś£ śőőšŋőÿěŋĺěň f_0 = 0; f_1 = 1; f_{n+2} = f_{n+1} + f_n ďń£ n > 1. Ěě ŕěřćżě ůńěŋż: 0; 1; 1; 2; 3; 5; 8; 13; 21; : : : : Ćżćěďěň ŕřőĺğćőď£źş¿ ťşŋłűĺ¿ ďń£ ¡šőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ. Őŕřěďěń£¿źěě řěłşřřěŋšŋőě śőőšŋőÿěŋĺě őğŋăůăěš, ůšő ¡šă ŕřőĺğćőď£źă£ ťşŋłűĺ£ F ib(s) = s + s^2 + 2s^3 + 3s^4 + 5s^5 + : : : şďőćńěšćőř£ěš śőőšŋőÿěŋĺ¿ (F ib(s) − s)=s = F ib(s) + F ib(s)s, őšłşďă F ib(s) = s=(1 − s − s^2).

2.3. Ůĺśńă Łăšăńăŋă.

2.3.1. Ŕřőĺğćőď£źă£ ťşŋłűĺ£ ďń£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ Łăšăńăŋă.

Ěźě őďŋă őůěŋĳ ĺğćěśšŋă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ | ¡šő ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ Łăšăńăŋă. Ěě ŕěřćżě ůńěŋż: 1, 1, 2, 5, 14, 42, 132, ...

Ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ Łăšăńăŋă őŕřěďěń£ěšś£ řěłşřřěŋšŋżň śőőšŋőÿěŋĺěň c_0 = 1; c_{n+1} = c_0c_n + c_1c_{n−1} + : : : + c_nc_0. Ŋăŕřĺňěř, ŕřĺ n = 5: c_5 = 14 = 1 · 5 + 1 · 2 + 2 · 1 + 5 · 1. Řăśśňőšřĺň ŕřőĺğćőď£źş¿ ťşŋłűĺ¿ ďń£ ůĺśěń Łăšăńăŋă:

Cat(s) = c_0 + c_1s + c_2s^2 + : : : = 1 + s + 2s^2 + 5s^3 + : : :

Őŕřěďěń£¿źěě śőőšŋőÿěŋĺě ďń£ ŕřőĺğćőď£źěľ ťşŋłűĺĺ őğŋăůăěš, ůšő őŋă şďőćńěšćőř£ěš śńěďş¿źěňş şřăćŋěŋĺ¿:

Cat(s) = sCat(s)Cat(s) + 1

ĺğ łőšőřőčő ńěčłő ŋăľšĺ śăňş ŕřőĺğćőď£źş¿ ťşŋłűĺ¿:

Cat(s) = 1 − √ 1 − 4s 2s : İšőš ćĺď ŕřőĺğćőď£źěľ ťşŋłűĺĺ ŕőğćőń£ěš ŋăľšĺ ťőřňşńş ďń£ ůĺśěń Łăšăńăŋă. Śőčńăśŋő őąźěľ ťőřňşńě ąĺŋőňă Ŋĳ¿šőŋă ĺňěěň:

c_n =

(1=2)(1=2)(3=2) : : : ((2n − 1)=2)4^{n+1} 2(n + 1)!

ĺńĺ, şňŋőęă£ ůĺśńĺšěńĳ ĺ ğŋăňěŋăšěńĳ ŋă n! ĺ śőłřăźă£ ŋă 2^{n+1}, ŕőńşůăěň c_n =

(2n)!

n!(n + 1)! = 1 n + 1 ( 2n n ) : İšă ťőřňşńă ďăěš ĺ ąőńěě ŕřőśšőě řěłşřřěŋšŋőě śőőšŋőÿěŋĺě ďń£ ůĺśěń Łăšăńăŋă: c_{n+1} = c_n 4n + 2 n + 2 : Ůĺśńă Łăšăńăŋă ŕěřěůĺśń£¿š śăňżě řăğŋőőąřăğŋżě łőňąĺŋăšőřŋżě őąžěłšż. Ĺğćěśšŋő ŋě ňěŋěě śőřőłă ĺţ řăğńĺůŋżţ őŕřěďěńěŋĺľ. Ŕřĺćěďěň ďćě ŋăĺąőńěě ůăśšő ćśšřěůă¿źĺěś£ ĺţ řěăńĺğăűĺĺ.

2.3.2. Ŕřăćĺńĳŋżě śłőąőůŋżě śšřşłšşřż.

Ďń£ ğăďăŋĺ£ ŕőř£ďłă ćżůĺśńěŋĺľ ć ăńčěąřăĺůěśłĺţ ćżřăęěŋĺ£ţ, ć ŋĺţ řăśśšăćń£¿š śłőąłĺ. Ěśńĺ śšěřěšĳ ćśě ¡ńěňěŋšż ăńčěąřăĺůěśłőčő ćżřăęěŋĺ£, łřőňě śłőąőł, šő, ůšő őśšăŋěšś£, ĺ ąşďěš ŕřăćĺńĳŋőľ śłőąőůŋőľ śšřşłšşřőľ. Ŋăŕřĺňěř, (()(()()))().

Ćś£łă£ ŕřăćĺńĳŋă£ śłőąőůŋă£ śšřşłšşřă şďőćńěšćőř£ěš śńěďş¿źĺň ďćşň şśńőćĺ£ň:

1. ůĺśńő ńěćżţ ĺ ŕřăćżţ śłőąőł ć ŕřăćĺńĳŋőľ śłőąőůŋőľ śšřşłšşřě őďĺŋăłőćő;

2. ń¿ąőľ ŋăůăńĳŋżľ őšřěğőł ŕřăćĺńĳŋőľ śłőąőůŋőľ śšřşłšşřż śőďěřęĺš ńěćżţ śłőąőł ŋě ňěŋĳÿě, ůěň ŕřăćżţ.

Ŋăőąőřőš, ćś£łă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ńěćżţ ĺ ŕřăćżţ śłőąőł, şďőćńěšćőř£¿źă£ şśńőćĺ£ň 1) ĺ 2), £ćń£ěšś£ ŕřăćĺńĳŋőľ śłőąőůŋőľ śšřşłšşřőľ.

Ąşďěň śůĺšăšĳ şśńőćĺ£ 1) ĺ 2) őŕřěďěńěŋĺěň ŕřăćĺńĳŋőľ śłőąőůŋőľ śšřşłšşřż. Ŕřĺćěďěň ŕřăćĺńĳŋżě śłőąőůŋżě śšřşłšşřż ś ůĺśńőň ŕăř śłőąőł 1, 2 ĺ 3:

() ()() (()) ()()() ()(()) (())() (()()) ((())) Łăęďőľ ńěćőľ śłőąłě ć ŕřăćĺńĳŋőľ śłőąőůŋőľ śšřşłšşřě śőőšćěšśšćşěš ŕăřŋă£ ěľ ŕřăćă£ śłőąłă. İšă śłőąłă ćżďěń£ěšś£ śńěďş¿źĺň ŕřăćĺńőň:

ďćĺčă£śĳ őš ćżąřăŋŋőľ ńěćőľ śłőąłĺ ćŕřăćő śůĺšăěň řăğŋőśšĳ ňěęďş ůĺśńőň ńěćżţ ĺ ůĺśńőň ŕřăćżţ ŕřőľďěŋŋżţ śłőąőł (ćłń¿ůă£ ćżąřăŋŋş¿). Ŕěřćă£ ŕřăćă£ śłőąłă, ďń£ łőšőřőľ ¡šă řăğŋőśšĳ őąřăźăěšś£ ć ŋőńĳ, śůĺšăěšś£ ŕăřŋőľ ł ĺśţőďŋőľ ńěćőľ śłőąłě.

Şŕřăęŋěŋĺě 2.4. Ďőłăęĺšě, ůšő şłăğăŋŋżň ŕřăćĺńőň śłőąłĺ ć ŕřă-

ćĺńĳŋőľ śłőąőůŋőľ śšřşłšşřě řăğąĺćă¿šś£ ŋă ŕăřż.

Őąőğŋăůĺň ůĺśńő ŕřăćĺńĳŋżţ śłőąőůŋżţ śšřşłšşř ĺğ n ŕăř śłőąőł ůěřěğ b_n. Ďőłăęěň, ůšő ¡šő ůĺśńő řăćŋő c_n. Ŕőńőęĺň b_0 = 1. Řăśśňőšřĺň ć ŕřăćĺńĳŋőľ śłőąőůŋőľ śšřşłšşřě ĺğ (n + 1) ŕăř śłőąőł ŕăřş śłőąőł, ć łőšőřş¿ ćţőďĺš śăňă£ ńěćă£ śłőąłă śšřşłšşřż. Šőčďă ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ śłőąőł ćŋşšřĺ ¡šőľ ŕăřż őąřăğşěš ŕřăćĺńĳŋş¿ śłőąőůŋş¿ śšřşłšşřş, ĺ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ śłőąőł ćŋě ¡šőľ ŕăřż őąřăğşěš ŕřăćĺńĳŋş¿ śłőąőůŋş¿ śšřşłšşřş: (: : : ): : : . Ěśńĺ ůĺśńő ŕăř ćŋşšřěŋŋěľ śšřşłšşřż řăćŋő k, šő ćő ćŋěÿŋěľ śšřşłšşřě n − k ŕăř śłőąőł. Ŋăőąőřőš, ŕő ń¿- ąőľ ŕăřě śłőąőůŋżţ śšřşłšşř ĺğ k ĺ ĺğ n − k śłőąőł ňőęŋő őďŋőğŋăůŋő ŕőśšřőĺšĳ śšřşłšşřş ĺğ n+1 ŕăřż śłőąőł, ğăłń¿ůĺć ŕěřćş¿ śšřşłšşřş ć śłőąłĺ. Ŕő¡šőňş ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ůĺśěń b_n şďőćńěšćőř£ěš řěłşřřěŋšŋőňş śőőšŋőÿěŋĺ¿

b_{n+1} = b_0b_n + b_1b_{n−1} + : : : + b_nb_0;

ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, śőćŕăďăěš ś ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ¿ ůĺśěń Łăšăńăŋă.

2.3.3. Ďĺăčőŋăńĳŋżě šřĺăŋčşń£űĺĺ ňŋőčőşčőńĳŋĺłőć.

Řăśśňőšřĺň ćżŕşłńżľ (n + 2)-şčőńĳŋĺł. Ďĺăčőŋăńĳŋőľ šřĺăŋčşń£- űĺěľ ŋăğőćěň řăğąĺěŋĺě ňŋőčőşčőńĳŋĺłă ŋă šřěşčőńĳŋĺłĺ ŋěŕěřěśěłă¿- źĺňĺś£ ďĺăčőŋăń£ňĺ. Ćś£łă£ šăłă£ šřĺăŋčşń£űĺ£ śőďěřęĺš n − 1 ďĺăčőŋăńĳ.

Ćőš ćśě šřĺăŋčşń£űĺĺ 4-ţ ĺ 5-šĺşčőńĳŋĺłőć.

Ŕşśšĳ t_n | ůĺśńő šřĺăŋčşń£űĺľ (n+2)-şčőńĳŋĺłă. Ďőłăęěň, ůšő t_n = c_n. Ŕěřěŋşňěřşěň ćěřÿĺŋż ňŋőčőşčőńĳŋĺłă ůĺśńăňĺ őš 0 ďő n+1. Řăśśňőšřĺň ŕřőĺğćőńĳŋş¿ šřĺăŋčşń£űĺ¿ ĺ ćżďěńĺň šřěşčőńĳŋĺł, ŕřĺňżłă¿źĺľ ł śšőřőŋě [0,1]. Ŕşśšĳ k | ŋőňěř šřěšĳěľ ćěřÿĺŋż ¡šőčő šřěşčőńĳŋĺłă. Ćżďěńěŋŋżľ šřěşčőńĳŋĺł řăğąĺćăěš (n+2)-şčőńĳŋĺł ŋă k-şčőńĳŋĺł ĺ (n-k+3)-şčőńĳŋĺł, łăęďżľ ĺğ łőšőřżţ šřĺăŋčşńĺřőćăŋ ďĺăčőŋăń£ňĺ. Ŋăőąőřőš, łăęďă£ šăłă£ ŕăřă šřĺăŋčşń£űĺľ ğăďăěš šřĺăŋčşń£űĺ¿ ĺśţőďŋőčő ňŋőčőşčőńĳŋĺłă. Ŕő¡šőňş

t_{n+1} = t_0t_n + t_1t_{n−1} + : : : + t_nt_0:

ĺ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ t_n śőćŕăďăěš ś ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ¿ Łăšăńăŋă.

2.3.4. Ăřĺťňěšĺůěśłĺě śćőľśšćă ůĺśěń Łăšăńăŋă.

Řăğńĺůŋżě łőňąĺŋăšőřŋżě ŕřěďśšăćńěŋĺ£ ďń£ őďŋőľ ĺ šőľ ęě ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ŕőňőčă¿š ŋăň şśšăŋőćĺšĳ řăğŋőőąřăğŋżě śćőľśšćă šăłőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ. Ŋăŕřĺňěř, ŕř£ňőě ďőłăğăšěńĳśšćő šőčő, ůšő ůĺśńő

(2n)!

n!(n+1)! | űěńőě, ¡šő šřşďŋőě šěőřěšĺłő-ůĺśńőćőě şŕřăęŋěŋĺě. Ŋăľď£ ęě

ďń£ ¡šőčő ůĺśńă łőňąĺŋăšőřŋőě ŕřěďśšăćńěŋĺě, ňż ńěčłő şąěęďăěňś£ ć šőň, ůšő ůĺśńő űěńőě. Ŕřĺćěďěň ěźě ďćă řăśśşęďěŋĺ£ ŕőďőąŋőčő řőďă.

Ŕřěďńőęěŋĺě. Ŕşśšĳ ůĺśńő n + 2 | ŕřőśšőě, n > 1, šőčďă ůĺśńő

Łăšăńăŋă c_n ďěńĺšś£ ŋă n + 2.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Řăśśňőšřĺň ŕřěďśšăćńěŋĺě ůĺśěń Łăšăńăŋă šřĺăŋčşń£űĺ£ňĺ ŕřăćĺńĳŋżţ (n+2)-şčőńĳŋĺłőć. Ŋă ňŋőęěśšćě šřĺăŋčşń£űĺľ čřşŕŕă ćżůěšőć Z_{n+2} ďěľśšćşěš ŕőćőřőšăňĺ (n+2)-şčőńĳŋĺłă. Ŕřĺ ¡šőň ş ŋěě ŋěš ŋěŕőďćĺęŋżţ šőůěł ŕřĺ n > 1. Ěśńĺ ůĺśńő n+2 | ŕřőśšőě, šő ćśě ňŋőęěśšćő šřĺăŋčşń£űĺľ řăğąĺćăěšś£ ŋă őřąĺšż ďńĺŋż n + 2, ůšő ĺ ďőłăğżćăěš şšćěřęďěŋĺě.

Şŕřăęŋěŋĺě 2.5. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ ůĺśńő n+2 £ćń£ěšś£ śšěŕěŋĳ¿

ŕřőśšőčő ůĺśńă p, n + 2 = p^k, šő ůĺśńő Łăšăńăŋă c_n ďěńĺšś£ ŋă p.

Ŕřěďńőęěŋĺě. Ŕşśšĳ ůĺśńő n | ŕřőśšőě. Šőčďă cn = 2 mod n.

Ŕřĺňěř.

c_2 = 2 = 2 mod 2;

c_3 = 5 = 2 mod 3;

c_5 = 42 = 2 mod 5:

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Řăśśňőšřĺň ŕřěďśšăćńěŋĺě ůĺśěń Łăšăńăŋă ůěřěğ ůĺśńő ŕřăćĺńĳŋżţ śłőąőůŋżţ śšřşłšşř. Ŋă ňŋőęěśšćě ŕřăćĺńĳŋżţ śłőąőůŋżţ śšřşłšşř ďěľśšćşěš čřşŕŕă ćżůěšőć Z_{2n} ŕő śńěďş¿źěňş ŕřăćĺńş. Őąřăğş¿źă£ ¡šőľ čřşŕŕż ŕřěďśšăćń£ěšś£ űĺłńĺůěśłĺň śďćĺčőň ćńěćő ŋă ěďĺŋĺűş. Ŕřĺ šăłőň śďćĺčě śăňă£ ńěćă£ śłőąłă śšĺřăěšś£ ĺ ğăňěŋ£ěšś£ ćŋőćĳ ŕřĺŕĺśżćăěňőľ śăňőľ ŕřăćőľ śłőąłőľ; śőőšćěšśšćş¿źă£ ěľ ŕřăćă£ śłőąłă ğăňěŋ£ěšś£ ńěćőľ śłőąłőľ; őśšăńĳŋżě śłőąłĺ ŋě ňěŋ£- ¿šś£. Ŕřĺ n > 1 ş ďěľśšćĺ£ ¡šőľ čřşŕŕż ŋěš ŋěŕőďćĺęŋżţ šőůěł. Ěśńĺ ůĺśńő n ŕřőśšőě, šő ş ďěľśšćĺ£ čřşŕŕż ěśšĳ őďŋă őřąĺšă ďńĺŋż 2. İšă őřąĺšă śőśšőĺš ĺğ ďćşţ śłőąőůŋżţ śšřşłšşř ()(): : : () ĺ ((): : : ()). Ďńĺŋż őśšăńĳŋżţ őřąĺš řăćŋż n ĺńĺ 2n, ůšő ĺ ďőłăğżćăěš şšćěřęďěŋĺě.

Şŕřăęŋěŋĺě 2.6. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ ůĺśńő n ěśšĳ śšěŕěŋĳ ŕřő-

śšőčő ůĺśńă p, n = p^k, šő c_n = 2 mod p.

2.4. Řăűĺőŋăńĳŋżě ŕřőĺğćőď£źĺě ťşŋłűĺĺ.

Ćěřŋěňś£ ł ůĺśńăň Ťĺąőŋăůůĺ ĺ ść£ğăŋŋżň ś ŋĺňĺ řěłşřřěŋšŋżň śőőšŋőÿěŋĺ£ň. Ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ Ťĺąőŋăůůĺ őŕřěďěń£ěšś£ ńĺŋěľŋżň řěłşřřěŋšŋżň śőőšŋőÿěŋĺěň f_{n+2} = f_{n+1} + f_n. Ĺśţőď£ ĺğ ¡šőčő śőőšŋőÿěŋĺ£ ĺ ŋăůăńĳŋżţ ğŋăůěŋĺľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ, ňż śňőčńĺ ŋăľšĺ £ćŋżľ ćĺď ŕřőĺğćőď£źěľ ťşŋłűĺĺ. Ŕřőĺğćőď£źă£ ťşŋłűĺ£ őłăğăńăśĳ ŕřĺ ¡šőň řăűĺőŋăńĳŋőľ | őšŋőÿěŋĺěň ďćşţ ňŋőčőůńěŋőć. Ŋă śăňőň ďěńě, ć ŋăÿěň ćżćőďě ŋĺčďě ŋě ĺśŕőńĳğőćăńś£ śŕěűĺăńĳŋżľ ćĺď řěłşřřěŋšŋőčő śőőšŋőÿěŋĺ£. Ďěľśšćş£ šőůŋő šăłĺň ęě őąřăğőň, ňż ňőęěň ďőłăğăšĳ ăŋăńőčĺůŋş¿ šěőřěňş ő ŕřőĺğćőď£źěľ ťşŋłűĺĺ ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ, ğăďăćăěňőľ ńĺŋěľŋżň řěłşřřěŋšŋżň śőőšŋőÿěŋĺěň.

Šěőřěňă. Ŕşśšĳ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ an ğăďăěšś£ ńĺŋěľŋżň řěłşřěŋ-

šŋżň śőőšŋőÿěŋĺěň ŕőř£ďłă k ś ŕőśšő£ŋŋżňĺ c_0; : : : ; c_{k−1}:

a_{n+k} = c_{k−1}a_{n+k−1} + c_{k−2}a_{n+k−2} + : : : + c_0a_n

ĺ ůĺśńă a_0; : : : ; a_k ťĺłśĺřőćăŋż. Šőčďă ŕřőĺğćőď£źă£ ťşŋłűĺ£ A(s) = a_0 +a_1s+a_2s^2 +: : : řăűĺőŋăńĳŋă, A(s) =^{P (s)}_{Q(s)} , ŕřĺůěň śšěŕěŋĳ ňŋőčőůńěŋă Q řăćŋă k, ă śšěŕěŋĳ P(s) ŋě ŕřěćőśţőďĺš k-1.

Ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż ŕőćšőř£ěš, ŕő śşźěśšćş, řăśśşęďěŋĺě ďń£ ůĺśěń Ťĺąőŋăůůĺ. Řěłşřřěŋšŋőě śőőšŋőÿěŋĺě ňőęŋő ŕěřěŕĺśăšĳ ć ćĺďě şřăćŋěŋĺ£ ŋă ŕřőĺğćőď£źş¿ ťşŋłűĺ¿:

A(s) − a_{k−1}s^{k−1} − a_{k−2}s^{k−2} − : : : − a_0 = c_{k−1}(A(s) − a_{k−2}s^{k−2} − : : : − a_0)s + : : :

+c_0A(s)s^k

Řăğřěÿă£ ¡šő ńĺŋěľŋőě şřăćŋěŋĺě őšŋőśĺšěńĳŋő A(s), ňż ŕőńşůăěň şšćěřęďěŋĺě šěőřěňż.

Őłăğżćăěšś£, ůšő ĺ ŋăőąőřőš, ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ łő¡ťťĺűĺěŋšőć ćś£łőľ řăűĺőŋăńĳŋőľ ŕřőĺğćőď£źěľ ťşŋłűĺĺ şďőćńěšćőř£ěš řěłşřřěŋšŋőňş śőőšŋőÿěŋĺ¿.

Šěőřěňă. Ŕşśšĳ A(s) =^{P (s)}_{Q(s)} , ŕřĺůěň śšěŕěŋĳ ňŋőčőůńěŋă Q(s) řăćŋă k,

ă śšěŕěŋĳ ňŋőčőůńěŋă P(s) ňěŋĳÿě k. Šőčďă łő¡ťťĺűĺěŋšż ŕřőĺğćőď£- źěľ ťşŋłűĺĺ A(s) şďőćńěšćőř£¿š ńĺŋěľŋőňş řěłşřřěŋšŋőňş śőőšŋőÿěŋĺ¿ ś ŕőśšő£ŋŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ.

Ďőłăęĺšě ¡šş šěőřěňş śăňőśšő£šěńĳŋő.

Śłăęěň ŋěśłőńĳłő śńőć ő řăűĺőŋăńĳŋżţ ťşŋłűĺ£ţ ąőńěě őąźěčő ćĺďă. Ŕşśšĳ A(s) =^{P (s)}_{Q(s)} , čďě śšěŕěŋĳ ňŋőčőůńěŋă P(s) ŋě ňěŋĳÿě śšěŕěŋĺ ňŋőčőůńěŋă Q(s). Šőčďă ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ ťşŋłűĺ¿ A(s) ć ćĺďě A(s) = P_1(s) +^{P2(s)}_{Q(s)} , čďě śšěŕěŋĳ ňŋőčőůńěŋă P_2(s) şęě ňěŋĳÿě śšěŕěŋĺ ňŋőčőůńěŋă Q(s). Šěň śăňżň, ŕő ŕřěďżďşźěľ šěőřěňě, łő¡ťťĺűĺěŋšż šăłőľ ťşŋłűĺĺ şďőćńěšćőř£¿š ńĺŋěľŋőňş řěłşřřěŋšŋőňş śőőšŋőÿěŋĺ¿ ŋăůĺŋă£ ś ŋěłőšőřőčő ŋőňěřă. Őąřăšŋă£ šěőřěňă šőęě, łőŋěůŋő, śŕřăćěďńĺćă.

2.5. Ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺě ĺ ĺŋšěčřĺřőćăŋĺě ŕřőĺğćőď£źĺţ ťşŋłűĺľ

Őŕřěďěńěŋĺě. Ŕşśšĳ A(s) = a0 +a1s+a2s^2 +: : : | ŕřőĺğćőď£źă£ ťşŋł-

űĺ£. Ŕřőĺğćőďŋőľ ¡šőľ ťşŋłűĺĺ ŋăğżćăěšś£ ťşŋłűĺ£ A^′(s) = a_1 + 2a_2s + 3a_3s^2 + ::: + na_ns^{n−1} + : : :

Ĺŋšěčřăńőň ¡šőľ ťşŋłűĺĺ ŋăğżćăěšś£ ťşŋłűĺ£ (∫ A ) (s) = a_0s + a_1s^2=2 + a_2s^3=3 + ::: + a_ns^{n+1}=(n + 1) + : : :

Ŋěšřşďŋő ćĺďěšĳ, ůšő ťőřňşńż ďń£ ŕřőĺğćőďŋőľ ĺ ĺŋšěčřăńă ¡ńěňěŋšăřŋżţ ťşŋłűĺľ śőőšćěšśšćş¿š őążůŋżň. İšő ŕőğćőń£ěš ŕőďśůĺšżćăšĳ ŕřőĺğćőď£źĺě ťşŋłűĺĺ ďń£ ąőńĳÿőčő ůĺśńă řăğŋőőąřăğŋżţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ. Ŕőďśůĺšăěň, ŋăŕřĺňěř, ŕřőĺğćőď£źş¿ ťşŋłűĺ¿

f(s) = 1 1 · 2 + 1 2 · 3 s + 1 3 · 4 s^2 + : : : + 1 (n + 1)(n + 2) s^n + : : :

Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő (s^2f)^{′′}(s) = log(1−s)^{−1}, ŕő¡šőňş f(s) = s^{−2} (^∫ log) ((1− s)^{−1}) , ĺńĺ, ŕőśůĺšăć ĺŋšěčřăń, ŕőńşůăěň

f(s) = s^{−2 (}(s − 1) log((1 − s)^{−1}) + s^) :

Ğăďăůĺ

1. Ŋăľšĺ ŕřőĺğćőď£źĺě ťşŋłűĺĺ ďń£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ ă) 1; q; q^2; q^3; : : :; ą) 1; 2; 3; 4; 5; 6; : : :;

ć) 2; 6; 12; : : : ; (k + 1)(k + 2); : : :.

2. Řăűĺőŋăńĳŋż ńĺ ŕřőĺğćőď£źĺě ťşŋłűĺĺ ďń£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ:

ă) 1; 4; 9; 16; : : : ; k^2; : : :; ą) 1; 1=4; 1=9; : : : ; 1=k^2; : : : ?

3. Řăśśňăšřĺćăěň ŕşšĺ ŋă ŕř£ňőľ, śőśšő£źĺě ĺğ őšřěğłőć ďńĺŋż 1 ćŕřăćő ĺńĺ ćńěćő, ŋăůĺŋă¿źĺěś£ ć 0 ĺ ŋě ğăţőď£źĺě ć őšřĺűăšěńĳŋş¿ śšőřőŋş. Ŋăľšĺ ŕřőĺğćőď£źş¿ ťşŋłűĺ¿ ďń£ ůĺśńă šăłĺţ ŕşšěľ ďńĺŋż k , łőŋůă¿źĺţś£

ă) ć 0;

ą) ć šőůłě N > 0.

4. Ŕşšĳ ŋă ŕńőśłőśšĺ śőśšőĺš ĺğ őšřěğłőć ďńĺŋż 1, ĺďşźĺţ ŋă śěćěř, ćőśšőł ĺńĺ ğăŕăď (ŋă ¿č ĺďšĺ ŋěńĳğ£). Ŋăľšĺ ŕřőĺğćőď£źş¿ ťşŋłűĺ¿ ďń£ ůĺśńă šăłĺţ ŕşšěľ ďńĺŋż k, ŋăůĺŋă¿źĺţś£ ć 0 ĺ ŋě śăňőŕěřěśěłă¿źĺţś£.

5. Ŕşśšĳ A(s) = a_0 + a_1s + a_2s^2 + : : : | ŕřőĺğćőď£źă£ ťşŋłűĺ£ ďń£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ a_0; a_1; : : : . Ŋăľšĺ ŕřőĺğćőď£źş¿ ťşŋłűĺ¿ ďń£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ

ă) a_0 + a_1; a_1 + a_2; a_2 + a_3; a_3 + a_4; : : :; ą) a_0; a_0 + a_1; a_0 + a_1 + a_2; a_0 + a_1 + a_2 + a_3; : : :.

6. Ďőłăğăšĳ šőęďěśšćă ďń£ ůĺśěń Ťĺąőŋăůůĺ

ă) f_0 + f_1 + : : : + f_n = f_{n+2} − 1; ą) f_0 + f_2 + : : : + f_{2n} = f_{2n+1} − 1; ć) f_1 + f_3 + : : : + f_{2n−1} = f_{2n}; č) f^2_0 + f^2_1 + : : : + f^2_n = f_nf_{n+1}.

7. Ďćőě ĺčřă¿š ć šăłş¿ ĺčřş. Őďĺŋ ğăďşňżćăěš ůĺśńő őš 1 ďő 144, ă ćšőřőľ ŕżšăěšś£ ěčő őščăďăšĳ, ğăďăćă£ ćőŕřőśż, ŋă łőšőřżě ŕěřćżľ őšćěůăěš \ďă" ĺńĺ \ŋěš". Ć śńşůăě őšćěšă \ďă" ćšőřőľ ŕńăšĺš $1, ć śńşůăě őšćěšă \ŋěš" őŋ ŕńăšĺš $2. Łăł őŋ ďőńęěŋ ĺčřăšĳ: ůšőąż śďěńăšĳ śćőľ ŕřőĺčřżÿ ć ŋăĺţşďÿěľ śĺšşăűĺĺ ňĺŋĺňăńĳŋżň?

ŃĚŁŰĹ§ 3. Ůĺśńő řăğąĺěŋĺľ ůĺśńă n. Šěőřěňă İľńěřă ĺ ďĺăčřăňňż đŋčă.

Ŋă ŕěřćőľ ńěłűĺĺ, řěÿă£ ğăďăůş ŕřő ůĺśńő śůăśšńĺćżţ ąĺńěšőć, ňż şęě ĺğşůăńĺ ćőŕřőś ő ůĺśńě ŕřěďśšăćńěŋĺľ ŋăšşřăńĳŋőčő ůĺśńă n ć ćĺďě śşňňż k śńăčăěňżţ. Ďăćăľšě őśšăćĺň ć śšőřőŋě őčřăŋĺůěŋĺě ŋă ćěńĺůĺŋş śńăčăěňżţ (ć ğăďăůě ő ůĺśńě śůăśšńĺćżţ ąĺńěšőć śńăčăěňżě ďőńęŋż ążńĺ ążšĳ űĺťřăňĺ, ŕő¡šőňş ĺţ ćěńĺůĺŋă ŋě ŕřěćżÿăńă 9). Ąşďěň řěÿăšĳ ğăďăůş, śłőńĳłĺňĺ śŕőśőąăňĺ ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ ůĺśńő n ć ćĺďě śşňňż k ŋěőšřĺűăšěńĳŋżţ śńăčăěňżţ. Ďćă ŕřěďśšăćńěŋĺ£ n = a_1 + a_2 + · · · a_k = b_1 + b_2 + · · · + b_k ąşďěň śůĺšăšĳ řăğńĺůŋżňĺ, ěśńĺ ţőš£ ąż ďń£ őďŋőčő ĺŋďěłśă i; ≤ i ≤ k; a_i ŋě řăćŋő b_i. Šăłőě ŕřěďśšăćńěŋĺě ůĺśńă n ąşďěň ŋăğżćăšĳ ěčő řăğńőęěŋĺěň.

Ŕřěďńőęěŋĺě 1. Ůĺśńő řăğńĺůŋżţ řăğńőęěŋĺľ ůĺśńă n ć ćĺďě śşňňż k śńăčăěňżţ řăćŋő^{(n+k−1}_{k−1}^).

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕřěďśšăćĺň śěąě ůĺśńő n ć ćĺďě ŋăąőřă ĺğ n őďĺŋăłőćżţ ÿăřĺłőć, ńěęăźĺţ ŋă ŕř£ňőľ. Łăęďőňş řăğńőęěŋĺ¿ ůĺśńă n śőŕőśšăćĺň řăśśšăŋőćłş k − 1 ŕăńőůłĺ ňěęďş ÿăřĺłăňĺ. İńěňěŋš a_i řăğńőęěŋĺ£ řăćěŋ ůĺśńş ÿăřĺłőć ňěęďş ŕăńőůłăňĺ ś ŋőňěřăňĺ i − 1 ĺ i. Ćňěśšě ŕăńőůłĺ ĺ ÿăřĺłĺ śőśšăćń£¿š n + k − 1 ŕřěďňěš. Ŕřĺ ¡šőň ŋăğŋăůĺšĳ k − 1 ŕřěďňěšőć ŕăńőůłăňĺ ňőęŋő řőćŋő^{(n+k−1}_{k−1}^) śŕőśőąăňĺ. Şšćěřęďěŋĺě ďőłăğăŋő.

Ŋěśńőęŋő ćżŕĺśăšĳ ĺ ŕřőĺğćőď£źş¿ ťşŋłűĺ¿ ďń£ ůĺśńă řăğńőęěŋĺľ. Ŕő śşšĺ, ňż şęě śďěńăńĺ ¡šő ŋă ŕěřćőľ ńěłűĺĺ.

Ŕřěďńőęěŋĺě 2. Ůĺśńő řăğńőęěŋĺľ ŋă k śńăčăěňżţ ďăěšś£ ŕřőĺğćő-

ď£źěľ ťşŋłűĺěľ B_k(x) = (1 − x)^{−k}.

Śńőęŋěě ŕőďśůĺšăšĳ ůĺśńő řăğąĺěŋĺľ ůĺśńă n. Řăğąĺěŋĺěň ňż ąşďěň ŋăğżćăšĳ łńăśś ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ řăğńőęěŋĺľ, ďń£ łőšőřżţ ŋĺ őďŋő ĺğ śńăčăěňżţ ŋě řăćŋő 0. Ŕřĺ ¡šőň ďćă řăğńőęěŋĺ£ ąşďěň śůĺšăšĳ ¡łćĺćăńěŋšŋżňĺ, ěśńĺ őďŋő ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ ĺğ ďřşčőčő ŕěřěśšăŋőćłőľ śńăčăěňżţ. Ćőš ćśě řăğąĺěŋĺ£ ňăńěŋĳłĺţ ůĺśěń:

n = 1 1 n = 2 2 = 1 + 1 n = 3 3 = 2 + 1 = 1 + 1 + 1 n = 4 4 = 3 + 1 = 2 + 2 = 2 + 1 + 1 = 1 + 1 + 1 + 1 n = 5 5 = 4 + 1 = 3 + 2 = 3 + 1 + 1 = = 2 + 2 + 1 = 2 + 1 + 1 + 1 = 1 + 1 + 1 + 1 + 1

Őąřăšĺšě ćŋĺňăŋĺě, ůšő łăęďőě řăğąĺěŋĺě ć šăąńĺűě ğăŕĺśăŋő ć ŕőř£ďłě şążćăŋĺ£ śńăčăěňżţ.

Őąőğŋăůă£ ůĺśńő řăğąĺěŋĺľ ůĺśńă n ůěřěğ p_n, ŕőńşůăěň šăąńĺűş ŋăůăńĳŋżţ ğŋăůěŋĺľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ p_n:

n 0 1 2 3 4 5 p_n 1 1 2 3 5 7

Ŋăÿă ąńĺęăľÿă£ ğăďăůă | ŋăľšĺ ŕřőĺğćőď£źş¿ ťşŋłűĺ¿ ďń£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ p_n.

Ćőš ŕőńěğŋă£ čěőňěšřĺůěśłă£ ĺŋšěřŕřěšăűĺ£ řăğąĺěŋĺľ. Łăęďőě řăğąĺěŋĺě şďőąŋő ŕřěďśšăćń£šĳ ć ćĺďě šăąńĺűż Ťěřřě ĺńĺ šăąńĺűż đŋčă: s s s s ss s s s

s s s ss ss_{Šăąńĺűă Ťěřřě Šăąńĺűă đŋčă}

Ŋăŕřĺňěř, ŋăřĺśőćăŋŋă£ šăąńĺűă śőőšćěšśšćşěš řăğąĺěŋĺ¿ 5 + 4 + 4 + 2 + 1 ůĺśńă 16. Ŋă ďĺăčřăňňăţ đŋčă ďěľśšćşěš ěśšěśšćěŋŋă£ őŕěřăűĺ£ śőŕř£ęěŋĺ£ | őšřăęěŋĺ£ őšŋőśĺšěńĳŋő ďĺăčőŋăńĺ. Ŋěłőšőřżě ďĺăčřăňňż ŕřĺ ¡šőň ŕěřěţőď£š ć śěą£. Šăłĺě ďĺăčřăňňż (ĺ śőőšćěšśšćş¿źĺě ĺň řăğąĺěŋĺ£) ąşďěň ŋăğżćăšĳ śĺňňěšřĺůŋżňĺ. Ĺśŕőńĳğş£ ďĺăčřăňňż Ťěřřě ĺńĺ đŋčă, ňőęŋő ďőłăğżćăšĳ řăğńĺůŋżě śćőľśšćă ůĺśńă řăğąĺěŋĺľ. Ďőłăęěň, ŋăŕřĺňěř,

Ŕřěďńőęěŋĺě 3. Ůĺśńő śĺňňěšřĺůŋżţ řăğąĺěŋĺľ ůĺśńă n řăćŋő ůĺśńş

ěčő řăğąĺěŋĺľ ŋă řăğńĺůŋżě ŋěůěšŋżě śńăčăěňżě.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă ŕőśšăćĺň ć śőőšćěšśšćĺě łăęďőľ śĺňňěšřĺůŋőľ ďĺăčřăňňě ďĺăčřăňňş, śőśšăćńěŋŋş¿ ĺğ ěě \űěŋšřăńĳŋżţ łř¿łőć". Ŋăőąőřőš, ćğ£ć ďĺăčřăňňş, śőśšăćńěŋŋş¿ ĺğ řăğńĺůŋżţ ŋěůěšŋżţ śšřőł, ňż ňőęěň \śńőňăšĳ" łăęďş¿ šăłş¿ śšřőłş ŕőśěřěďĺŋě ĺ śőśšăćĺšĳ ¡šĺ śšřőłĺ, ŕőńşůĺć šěň śăňżň śĺňňěšřĺůŋş¿ ďĺăčřăňňş.

Ŕőďśůĺšăěň šěŕěřĳ ůĺśńő řăğąĺěŋĺľ ŋă ůăśšĺ, şďőćńěšćőř£¿źĺě ŋěłőšőřżň őčřăŋĺůěŋĺ£ň. Ŕşśšĳ p_1(s) | ŕřőĺğćőď£źă£ ťşŋłűĺ£ ďń£ ůĺśńă řăğąĺěŋĺľ ůĺśńă n ŋă ůăśšĺ, řăćŋżě 1. Őůěćĺďŋő, ůšő ďń£ łăęďőčő ůĺśńă šăłĺţ řăğąĺěŋĺľ řőćŋő őďŋő, ŕő¡šőňş p_1(s) = 1+s+s^2+s^3+· · · = (1−s)^{−1}. Ůĺśńő řăğąĺěŋĺľ ůĺśńă n ŋă ůăśšĺ, řăćŋżě ďćőľłě, řăćŋő ěďĺŋĺűě, ěśńĺ n ůěšŋő ĺ ŋşń¿, ěśńĺ n ŋěůěšŋő. Ŕő¡šőňş p_2(s) = 1 + s^2 + s^4 + s^6 + · · · = 1=(1 − s^2). Ůĺśńő řăğąĺěŋĺľ ůĺśńă n ŋă ůăśšĺ, ŋě ŕřěćőśţőď£źĺě ďćşţ, řăćŋő, šěň śăňżň, p_1(s)p_2(s) = 1=((1−s)(1−s^2)). Ăŋăńőčĺůŋő, ůĺśńő řăğąĺěŋĺľ n ŋă ůăśšĺ, řăćŋżě šřěň, řăćŋő p_3(s) = 1=(1 − s^3), ă ůĺśńő řăğąĺěŋĺľ n ŋă ůăśšĺ, ŋě ŕřěćőśţőď£źĺě šřěţ, řăćŋő 1=((1 − s)(1 − s^2)(1 − s^3)). Ŕřőďőńęă£ ¡šő řăśśşęďěŋĺě, ňż ŕřĺţőďĺň ł śńěďş¿źěľ šěőřěňě.

Šěőřěňă 1 (İľńěř). Ŕřőĺğćőď£źă£ ťşŋłűĺ£ ďń£ ůĺśńă řăğąĺěŋĺľ ůĺ-

śńă n ĺňěěš ćĺď

p(s) = 1 (1 − s)(1 − s^2)(1 − s^3)(1 − s^4) : : :

Ďń£ šőčő, ůšőąż ŕřĺďăšĳ ¡šőňş şšćěřęďěŋĺ¿ śňżśń, ňż ďőńęŋż ŕő£śŋĺšĳ, ůšő ŕőŋĺňăěšś£ ŕőď ąěśłőŋěůŋżň ŕřőĺğćěďěŋĺěň, śšő£źĺň ć ğŋăňěŋăšěńě ćżřăęěŋĺ£ ć ŕřăćőľ ůăśšĺ. İšő ŕřőĺğćěďěŋĺě ďőńęŋő ążšĳ ťőřňăńĳŋżň śšěŕěŋŋżň ř£ďőň q(s) = q_0 + q_1s + q_2s^2 + · · · = (1 − s)(1 − s^2) : : : Ďń£ šőčő, ůšőąż śłăğăšĳ, ůěňş řăćŋż łő¡ťťĺűĺěŋšż q_0; q_1; q_2; : : : ; ŕőśňőšřĺň śŋăůăńă ŋă łőŋěůŋżě ŕřőĺğćěďěŋĺ£.

1 − s = 1 −s (1 − s)(1 − s^2) = 1 −s −s^2 +s^3 (1 − s)(1 − s^2)(1 − s^3) = 1 −s −s^2 +s^4 +s^5 −s^6 (1 − s) : : : (1 − s^4) = 1 −s −s^2 +s^5 +s^6 + · · · (1 − s) : : : (1 − s^5) = 1 −s −s^2 +s^5 + · · ·

Ćĺďŋő, ůšő łő¡ťťĺűĺěŋšż ć ¡šĺţ łőŋěůŋżţ ŕřőĺğćěďěŋĺ£ţ \śšăąĺńĺğĺřş¿šś£" | ŋăůĺŋă£ ś ŋěłőšőřőčő ňőňěŋšă ŕěřěśšă¿š ĺğňěŋ£šĳś£. İšő ĺ ŋěşďĺćĺšěńĳŋő | şňŋőęěŋĺě ŋă 1 − s^k ŋě ňěŋ£ěš łő¡ťťĺűĺěŋšőć ňŋőčőůńěŋă ŕřĺ śšěŕěŋ£ţ, ňěŋĳÿĺţ k. Ŕő¡šőňş ňż ňőęěň ŕřőśšő ŕőńőęĺšĳ q_k řăćŋżň łő¡ťťĺűĺěŋšş ŕřĺ s^k ć ňŋőčőůńěŋě (1 − s)(1 − s^2) : : : (1 − s^k).

Ğăňěšĺň, ůšő šěŕěřĳ ňż ňőęěň ćżŕĺśăšĳ ăŋăńőčĺůŋżě ąěśłőŋěůŋżě ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ĺ ďń£ řăğąĺěŋĺľ ś őčřăŋĺůěŋĺ£ňĺ:

Ůĺśńő řăğąĺěŋĺľ ŋă řăğńĺůŋżě śńăčăěňżě ďăěšś£ ŕřőĺğćőď£źěľ ťşŋłűĺěľ (1 + s)(1 + s^2)(1 + s^3) : : :

Ůĺśńő řăğąĺěŋĺľ ŋă řăğńĺůŋżě ŋěůěšŋżě śńăčăěňżě ďăěšś£ ŕřőĺğćőď£źěľ ťşŋłűĺěľ (1 + s)(1 + s^3)(1 + s^5) : : :

Ůĺśńő řăğąĺěŋĺľ ŋă ŋěůěšŋżě śńăčăěňżě ďăěšś£ ŕřőĺğćőď£źěľ ťşŋłűĺěľ 1 (1 − s)(1 − s^3)(1 − s^5) : : :

ĺ š.ď.

Ďăńĳŋěľÿĺě ćżůĺśńěŋĺ£ łő¡ťťĺűĺěŋšőć ř£ďă q ďă¿š

q(s) = 1 − s − s^2 + s^5 + s^7 − s^{12} − s^{15} + s^{22} + s^{26}−

−s^{35} − s^{40} + s^{51} + s^{57} − s^{70} − s^{77} + s^{92} + s^{100} : : :

İšĺ ćżůĺśńěŋĺ£ ĺ ŕřĺćěńĺ İľńěřă ł čĺŕőšěğě, łőšőřş¿ ňż śťőřňşńĺřşěň ć ćĺďě šěőřěňż.

Šěőřěňă 2 (šőęďěśšćő İľńěřă).

q(s) = 1 +^{∞∑}_{k=1}(−1)^k ( s^{3k2}

�k_2 + s^{3k2+k2} )

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕřĺ řăśłřżšĺĺ śłőąőł ć ř£ď

q(s) = (1 − s)(1 − s^2)(1 − s^3) : : :

ćţőď£š šě ęě ůńěŋż, ůšő ĺ ć ř£ď ďń£ ůĺśńă řăğąĺěŋĺľ ś řăğńĺůŋżňĺ śńăčăěňżňĺ (1 + s)(1 + s^2)(1 + s^3) : : : . Őďŋăłő ŋěłőšőřżě ůńěŋż ćţőď£š ŕřĺ ¡šőň śő ğŋăłőň ŕń¿ś, ă ŋěłőšőřżě śő ğŋăłőň ňĺŋşś.

Ğŋăł ŕń¿ś ĺňě¿š ůńěŋż, śőőšćěšśšćş¿źĺě řăğąĺěŋĺ£ň ŋă ůěšŋőě ůĺśńő śńăčăěňżţ; ğŋăł ňĺŋşś | ůńěŋż, śőőšćěšśšćş¿źĺě řăğąĺěŋĺ£ň ŋă ŋěůěšŋőě ůĺśńő śńăčăěňżţ. Ňż ďőłăęěň, ůšő ůĺśńő řăğąĺěŋĺľ ŋă ůěšŋőě ĺ ŋěůěšŋőě ůĺśńő śńăčăěňżţ őďĺŋăłőćő ďń£ ćśěţ ğŋăůěŋĺľ łřőňě ĺśłń¿ůĺšěńĳŋżţ.

Ŕřěďśšăćĺň łăęďőě řăğąĺěŋĺě ć ćĺďě ďĺăčřăňňż Ťěřřě. Ćăęŋş¿ řőńĳ ć ďőłăğăšěńĳśšćě ąşďşš ĺčřăšĳ ŋĺęŋ££ śšřőůłă ďĺăčřăňňż ĺ ěě \ąőłőćă£ ďĺăčőŋăńĳ".s s s s s s s ss s s s s s s

s s s s s ss s ss s

Ŕşśšĳ l | ďńĺŋă ŋĺęŋěľ śšřőůłĺ, d | ďńĺŋă ďĺăčőŋăńĺ, k | ůĺśńő śšřőůěł ć ďĺăčřăňňě, š.ě. ůĺśńő śńăčăěňżţ ć řăğąĺěŋĺĺ.

Őŕřěďěńĺň őšőąřăęěŋĺě ňŋőęěśšćă ďĺăčřăňň ś řăğńĺůŋżňĺ śšřőůłăňĺ ć śěą£.

Ěśńĺ l < d, šő őšřěęěň őš ďĺăčřăňňż ŋĺęŋ¿¿ śšřőůłş ĺ ŕřĺłńěĺň ěě ł ďĺăčőŋăńĺ.

Ěśńĺ l = d < k, šő ŕřőďěńăěň šő ęě śăňőě.

Ěśńĺ l > d ĺ k > l, šő ŋăőąőřőš, őšřěęěň ďĺăčőŋăńĳ ĺ ŕřĺłńěĺň ěě ŋĺęě ŋĺęŋěľ śšřőůłĺ.

Ś őśšăńĳŋżňĺ (ĺśłń¿ůĺšěńĳŋżňĺ) ďĺăčřăňňăňĺ ŋě ąşďěň ďěńăšĳ ŋĺůěčő.

Ŋăÿě őšőąřăęěŋĺě ňěŋ£ěš ůěšŋőśšĳ ůĺśńă śńăčăěňżţ ć řăğąĺěŋĺĺ ďń£ ćśěţ ŋěĺśłń¿ůĺšěńĳŋżţ ďĺăčřăňň. Ŕő¡šőňş, ěśńĺ ĺśłń¿ůĺšěńĳŋżţ ďĺăčřăňň ŋěš ćőőąźě, šő łő¡ťťĺűĺěŋš ŕřĺ s^n ć řăğńőęěŋĺĺ q(s) řăćěŋ ŋşń¿.

Ĺśłń¿ůĺšěńĳŋżě ďĺăčřăňňż őŕřěďěń£¿šś£ şśńőćĺ£ňĺ: k = l = d ĺńĺ k = d, l = k + 1.

Ć ŕěřćőň śńşůăě ĺňěěň n = k + (k + 1) + (k + 2) + · · · + (2k − 1) = (3k^2 − k)=2.

Ćő ćšőřőň śńşůăě n = (k + 1) + (k + 2) + · · · + 2k = (3k^2 + k)=2. Šőęďěśšćő İľńěřă ďőłăğăŋő.

Šőęďěśšćő İľńěřă ďăěš ¡ťťěłšĺćŋżľ śŕőśőą ćżůĺśńěŋĺ£ ůĺśńă řăğąĺěŋĺľ ůĺśńă n. Ĺňěŋŋő, śŕřăćěďńĺćő śńěďş¿źěě řěłşřřěŋšŋőě śőőšŋőÿěŋĺě

Ŕřěďńőęěŋĺě 4.

p_n = p_{n−1} + p_{n−2} − p_{n−5} − p_{n−7} + p_{n−12} + p_{n−15} − · · ·

Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ¡šő őůěćĺďŋőě śńěďśšćĺě řăćěŋśšćă

p(s)q(s) = 1:

Ć ďăńĳŋěľÿěň ĺğńőęěŋĺĺ ńşůÿě ćśěčő ŕřőűĺšĺřőćăšĳ ĺğőąřěšăšěń£ \ńĺŋěľłĺ Ťşłśă" Ď.Ą.Ťşłśă (Łćăŋš, Â8(1981), ś. 15).

\İšă ťőřňşńă ŕőğćőń£ěš ążśšřő śőśšăćĺšĳ ďőćőńĳŋő ďńĺŋŋş¿ šăąńĺűş ůĺśěń p_n. Ćőš ŕřăłšĺůěśłĺľ śőćěš, łăł ¡šő śďěńăšĳ. Ćőğĳňĺšě ńĺśš łńěšůăšőľ ąşňăčĺ | ńşůÿě ćśěčő ďćőľŋőľ šěšřăďŋżľ ńĺśš. Őšřěęĳšě ćďőńĳ ěčő ďńĺŋŋőľ śšőřőŋż ŕőńőśłş ÿĺřĺŋőľ 3-4 łńěšłĺ. Ŕőńőęĺšě ¡šş ŕőńőśłş ŕěřěď śőąőľ ćěřšĺłăńĳŋő ĺ ş ńěćőčő śřěğă ć ŋĺęŋěľ łńěšłě ŕőśšăćĳšě łăłőľŋĺąşďĳ ğŋăł, śłăęěň ğćěğďőůłş. Ğăšěň, ďćĺčă£śĳ ććěřţ, ŕőśšăćĳšě ć ŕěřćőľ łńěšłě +, ćő ćšőřőľ +, ć ŕ£šőľ -, ć śěďĳňőľ -, ć ďćěŋăďűăšőľ +, ć ŕ£šŋăďűăšőľ + ĺ š.ď., ŋăśłőńĳłő ţćăšĺš ďńĺŋż ŕőńőśłĺ. őśšăćÿş¿ś£ ůăśšĳ ńĺśšă šăłęě ŕőńőęĺšě ŕěřěď śőąőľ ćěřšĺłăńĳŋő ĺ, őšśšşŕ£ 10-15 łńěšőł őš ěě ńěćőčő śřěğă, ŕřőćěďĺšě ŋă ŋěľ ćěřšĺłăńĳŋş¿ ůěřšş | śćěřţş ďőŋĺğş. Ć łńěšłĺ, ŕřĺńěčă¿źĺě ł ůěřšě śńěćă, ďćĺčă£śĳ śćěřţş ćŋĺğ, ćŕĺÿĺšě ĺğćěśšŋżě ćăň ůĺśńă p_n, ŋăůĺŋă£ ś p_0: 1, 1, 2, 3, 5, 7. Ůšőąż ŋăľšĺ śńěďş¿źěě ğŋăůěŋĺě, ŕřĺńőęĺšě őšřěğăŋŋş¿ ŕőńőśłş śŕřăćă ł ćěřšĺłăńĳŋőľ ůěřšě šăł, ůšőąż ğćěğďőůłă őłăğăńăśĳ ŕřőšĺć ŕěřćőľ ŕşśšőľ łńěšłĺ. Šěŕěřĳ ĺğ śşňňż ůĺśěń, śšő£źĺţ ŕřőšĺć ŕń¿śőć, ćżůšĺšě śşňňş ůĺśěń, śšő£źĺţ ŕřőšĺć ňĺŋşśőć. Ůšő ŕőńşůĺšś£ | ćŕĺÿĺšě ć łńěšłş ŕřőšĺć ğćěğďőůłĺ: ¡šő śńěďş¿źěě ğŋăůěŋĺě ťşŋłűĺĺ p_n. Őŕşśšĺšě ŕőńőśłş ŋă őďŋş łńěšłş ćŋĺğ ĺ ŕőćšőřĺšě šő ęě śăňőě. Ĺ šăł ďăńěě. Ůěřěğ ŋěśłőńĳłő ňĺŋşš ćż ŕőńşůĺšě łőńőŋłş ůĺśěń p_n ćżśőšőľ ć ćăÿ ńĺśš."

Ğăďăůĺ

ŔŚ | ğăďăůŋĺł Ŕőńĺă ĺ Śěčě, şŕőňĺŋăćÿĺľś£ ćżÿě. Ś | łŋĺčă Śšěŋńĺ, šăłęě şŕőňĺŋăćÿă£ś£ ćżÿě.

1. (ŔŚ, 1.1.1) Śłőńĳłĺňĺ śŕőśőąăňĺ ňőęŋő řăğňěŋ£šĳ řşąńĳ ŋă ňőŋěšż ć 1, 2, 5, 10, 20 ĺ 50 łőŕěěł?

2. (ŔŚ, 1.1.5) Śłőńĳłĺňĺ śŕőśőąăňĺ ňőęŋő ćğćěśĺšĳ 78 č ś ŕőňőźĳ¿ řăğŋőćěśőł 1, 1, 2, 5, 10, 10, 20, 50 č ă) ŋă őďŋőůăÿěůŋżţ ćěśăţ? ą) ŋă ďćşţůăÿěůŋżţ ćěśăţ?

(Ŕřĺňěŋěŋĺě ďćşţ řăğŋżţ řăğŋőćěśőł őďŋőčő ćěśă ďăěš řăğńĺůŋżě ćğćěÿĺćăŋĺ£.)

3. (ŔŚ, 1.1.16) Ŋăľšĺ

(1 + qs)(1 + qs^2)(1 + qs^4) : : :

4. (ŔŚ, 1.1.18) Ćś£łőě ůĺśńő ňőęěš ążšĳ ğăŕĺśăŋő ć ďěś£šĺůŋőľ śĺśšěňě śůĺśńěŋĺ£, ŕřĺůěň ěďĺŋśšćěŋŋżň őąřăğőň, ŕő¡šőňş

(1 + s + s^2 + · · · + s^9)(1 + s^{10} + s^{20} + · · · + s^{90}) : : : = 1=(1 − s)

5. (ŔŚ, 1.1.19)

(1 + s)(1 + s^2)(1 + s^3)(1 + s^4) : : : = 1=((1 − s)(1 − s^3)(1 − s^5) : : :)

6. Ďőłăğăšĳ šőęďěśšćă Čăşśśă ă) (1 − t)(1 − t^2)(1 − t^3) : : : (1 + t)(1 + t^2)(1 + t^3) : : :

= 1 − 2t + 2t^2 − 2t^3 + : : : ą) (1 − t^2)(1 − t^4)(1 − t^6) : : : (1 − t)(1 − t^3)(1 − t^5) : : :

= 1 + t + t^3 + t^6 + t^{10} + : : :

7. (ŔŚ 1.1.20) Łăęďőě űěńőě ŕőńőęĺšěńĳŋőě ůĺśńő ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ ć ćĺďě śşňňż řăğńĺůŋżţ űěńżţ ŕőńőęĺšěńĳŋżţ śńăčăěňżţ śšőńĳłĺňĺ ęě śŕőśőąăňĺ, śłőńĳłĺňĺ ěčő ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ ć ćĺďě śşňňż ŋěůěšŋżţ (ążšĳ ňőęěš ĺ śőćŕăďă¿źĺţ) śńăčăěňżţ.

8. (ŔŚ 1.1.21) Ŋăšşřăńĳŋőě ůĺśńő n ňőęěš ążšĳ ŕřěďśšăćńěŋő ć ćĺďě śşňňż ňěŋĳÿĺţ ŋăšşřăńĳŋżţ śńăčăěňżţ 2^{n−1}−1 śŕőśőąőň, ěśńĺ ďćă ŕřěďśšăćńěŋĺ£, őšńĺůă¿źĺěś£ ŕőř£ďłőň śńăčăěňżţ śůĺšăšĳ řăğńĺůŋżňĺ.

9. (Ś, 1.1.14) Ŕşśšĳ —(n) | ťşŋłűĺ£ Ňěąĺşśă. Šőčďă ∞∏ n=0 (1 − x^n)^{−—(n)=n} = exp(x):

10. Ŋăľšĺ ŕřőĺğćőď£źş¿ ťşŋłűĺ¿ ďń£ ůĺśńă śăňőśőŕř£ęěŋŋżţ řăğąĺěŋĺľ.

11. (Ś 1.24) Ŕşśšĳ P (x) | ŕřőĺğćőď£źă£ ťşŋłűĺ£ ďń£ ůĺśńă řăğąĺěŋĺľ, ˚(x) | ŕřőĺğćőď£źă£ ťşŋłűĺ£ ďń£ ůĺśńă ďěńĺšěńěľ. Šőčďă

P^′(x) = P (x)˚(x):

ŃĚŁŰĹ§ 4. Ťőřňăńĳŋżě čřăňňăšĺłĺ ś őďŋőğŋăůŋżň ćżćőďőň. Šěőřěňă Ńăčřăŋęă

Łăł ňż ğŋăěň, ŕřăćĺńĳŋżě śłőąőůŋżě śšřşłšşřż ŕěřěůĺśń£¿šś£ ůĺśńăňĺ Łăšăńăŋă. Ćżŕĺÿěň ćśě ŕřăćĺńĳŋżě śłőąőůŋżě śšřşłšşřż ďő ŕőř£ďłă 4:

1 2 3 4

   () (()) ((())) (((()))) (())(())
   ab aabb aaabbb aaaabbbb aabbaabb
         ()() (()()) ((()())) (())()()
         abab aababb aaababbb aabbabab
                  (())() ((())()) ()((()))
                  aabbab aaabbabb abaaabbb
                  ()(()) (()(())) ()(()())
                  abaabb aabaabbb abaababb
                  ()()() (()()()) ()(())()
                  ababab aabababb abaabbab
                            ((()))() ()()(())
                            aaabbbab ababaabb
                            (()())() ()()()()
                            aababbab abababab

Ěśńĺ őąőğŋăůĺšĳ ńěćş¿ śłőąłş ąşłćőľ a, ă ŕřăćş¿ | ąşłćőľ b, šő ňőęŋő ŕěřěŕĺśăšĳ śłőąőůŋżě śšřşłšşřż ć ćĺďě śńőć ć ăńťăćĺšě {a; b}. Ŕřĺ ¡šőň ňż ŕőńşůăěň ŋě ćśě śńőćă ć ăńťăćĺšě {a; b}, ă šőńĳłő ŋěłőšőřżě. Ŋăŕřĺňěř, śńőćă a; b; aa; ba ŋě śőőšćěšśšćş¿š ŋĺłăłĺň ŕřăćĺńĳŋżň śłőąőůŋżň śšřşłšşřăň. Łőŋěůŋő, šő ęě śăňőě ćěřŋő ĺ ďń£ ğăŕĺśĺ śłőąőůŋżţ śšřşłšşř ć ăńťăćĺšě {(; )} ĺğ ńěćőľ ĺ ŕřăćőľ śłőąőł.

Őŕřěďěńěŋĺě 1. Ŕşśšĳ A = ¸1; : : : ; ¸k | ŕřőĺğćőńĳŋżľ łőŋěůŋżľ ŋă-

ąőř řăğńĺůŋżţ ąşłć. Śńőćőň ć ăńťăćĺšě A ŋăğżćăěšś£ ŕřőĺğćőńĳŋă£ łőŋěůŋă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ąşłć ˛_1 : : : ˛_m, čďě ˛_i ∈ A ŕřĺ i = 1; : : : ; m. Ůĺśńő m ŋăğżćăěšś£ ďńĺŋőľ śńőćă. §ğżłőň ŋăď ăńťăćĺšőň A ŋăğżćăěšś£ ŕřőĺğćőńĳŋőě (łőŋěůŋőě ĺńĺ ąěśłőŋěůŋőě) ňŋőęěśšćő śńőć ć ăńťăćĺšě A.

Ŕşśšőě śńőćő – ĺňěěš ďńĺŋş 0 ĺ ňőęěš ćţőďĺšĳ ĺńĺ ŋě ćţőďĺšĳ ć £ğżł.

Ŋăŕřĺňěř, ňŋőęěśšćő ŕřăćĺńĳŋżţ śłőąőůŋżţ śšřşłšşř őąřăğşěš £ğżł ŋăď ăńťăćĺšőň {a; b} (ĺńĺ ŋăď ăńťăćĺšőň {(; )}). İšőš £ğżł ŋăğżćăěšś£ £ğżłőň Ďĺłă.

Ŕřĺňěř. Řăśśňőšřĺň £ğżł F , śőśšő£źĺľ ĺğ śńőć ć ăńťăćĺšě {a; b},

ŋě śőďěřęăźĺţ ďćşţ ąşłć b ŕőďř£ď: a; b; ab; ba; aaa; : : :.

Őŕřěďěńěŋĺě 2. Ŕřőĺğćőď£źěľ ťşŋłűĺěľ l(t) £ğżłă L ŋăğżćăěšś£

ŕřőĺğćőď£źă£ ťşŋłűĺ£

l(t) = l_0 + l_1t + l_2t^2 + : : :

čďě l_k ěśšĳ ůĺśńő śńőć ďńĺŋż k ć £ğżłě L.

Ćżŕĺśżćăŋĺě ćśěţ ŕřăćĺńĳŋżţ śłőąőůŋżţ śšřşłšşř ďăŋŋőľ ďńĺŋż | šřşďőěňłĺľ ŕřőűěśś, šřěąş¿źĺľ şŕőř£ďőůěŋĺ£. Ďń£ ¡šőčő řăśśňőšřĺň ďćă Ŕřăćĺńă ćżćőďă ć £ğżłě Ďĺłă.

Ććěďěň ć řăśśňőšřěŋĺě ąşłćş r:

1. r → –

2. r → arbr

Śšřěńłă ć ŕřăćĺńăţ ćżćőďă ğăňěŋ£ěš ťřăğş \ćś£łőě ćţőęďěŋĺě śĺňćőńă r ć śńőćő ňőęŋő ğăňěŋĺšĳ ŋă śńőćő, śšő£źěě śŕřăćă őš śšřěńłĺ". Ŕőłăęěň, łăł řăąőšă¿š ¡šĺ ŕřăćĺńă: ćżćěďěň ŕřőĺğćőńĳŋş¿ śłőąőůŋş¿ śšřşłšşřş ŕő ¡šĺň ŕřăćĺńăň. Ŕşśšĳ ŋăň ŋşęŋő ćżćěśšĺ śńőćő aabaabbb. Ćőš, łăł ćżčń£ďĺš ćżćőď:

r^{2)}→ arbr^{1)}→ arb^{2)}→ aarbrb^{1)}→ aabrb^{2)}→ aabarbrb^{1)}→ aabarbb 2) → aabaarbrbb^{1);1)}→ aabaabbb

Ŋăď łăęďőľ śšřěńłőľ ć ćżćőďě ŋăŕĺśăŋ ŋőňěř ŕřăćĺńă ćżćőďă, ŕřĺňěŋ£ćÿěčőś£ ŋă ¡šőň ÿăčě.

Ŕřăćĺńă ćżćőďă ć £ğżłě Ďĺłă ňőęŋő ŕőŋĺňăšĳ śńěďş¿źĺň őąřăğőň: Ćś£łőě śńőćő ć £ğżłě Ďĺłă ěśšĳ ńĺąő 1) ŕşśšőě śńőćő ńĺąő 2) śńőćő, ć łőšőřőň ćŋşšřĺ śăňőľ ńěćőľ ŕăřż śłőąőł śšőĺš ŋěłőšőřőě śńőćő £ğżłă Ďĺłă, ĺ ŕőśńě ¡šőľ ŕăřż śšőĺš ŋěłőšőřőě śńőćő £ğżłă Ďĺłă.

§śŋő, ůšő ďń£ łăęďőčő śńőćă £ğżłă Ďĺłă šăłőě ŕřěďśšăćńěŋĺě ěďĺŋśšćěŋŋő.

Ćżůĺśńĺň ś ŕőňőźĳ¿ ŕřăćĺń ćżćőďă ğŋăůěŋĺě ŕřőĺğćőď£źěľ ťşŋłűĺĺ ďń£ £ğżłă Ďĺłă. Ďń£ ¡šőľ űěńĺ ćżŕĺÿěň \ŋěłőňňşšăšĺćŋżľ ŕřőĺğćőď£źĺľ śšěŕěŋŋőľ ř£ď" ďń£ £ğżłă Ďĺłă. İšőš ř£ď ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ ťőřňăńĳŋş¿ śşňňş ćśěţ śńőć £ğżłă, ŕěřěůĺśń£ěňżţ ć ŕőř£ďłě ćőğřăśšăŋĺ£ ďńĺŋż:

D(a; b) = – + ab + aabb + abab + aaabbb + aababb + · · ·

Šěőřěňă 3. Ř£ď D şďőćńěšćőř£ěš şřăćŋěŋĺ¿

D(a; b) = – + aD(a; b)bD(a; b)

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ć ńěćőľ ůăśšĺ řăćěŋśšćă śšő£š ćśě śńőćă £ğżłă Ďĺłă. Ć ŕřăćőľ ğăŕĺśăŋő şšćěřęďěŋĺě:

\Ćś£łőě śńőćő £ğżłă Ďĺłă ěśšĳ ńĺąő 1) ŕşśšőě śńőćő; ńĺąő 2) śńőćő, ć łőšőřőň ćŋşšřĺ śăňőľ ńěćőľ ŕăřż śőőšćěšśšćěŋŋżţ śłőąőł śšőĺš ŋěłőšőřőě śńőćő £ğżłă Ďĺłă ĺ ğă ¡šőľ ŕăřőľ śšőĺš ŋěłőšőřőě śńőćő £ğżłă Ďĺłă. Ŕřĺ ¡šőň šăłőě ŕřěďśšăćńěŋĺě ěďĺŋśšćěŋŋő."

Ůšőąż ŕěřěľšĺ őš ŋěłőňňşšăšĺćŋőčő ŕřőĺğćőď£źěčő ř£ďă ł őążůŋőňş, śďěńăěň ŕőďśšăŋőćłş a = t; b = t; – = t^0 = 1. Ŕőńşůĺň şřăćŋěŋĺě

D(t; t) = 1 + t^2D^2(t; t)

Ĺńĺ, őąőğŋăůĺć D(t; t) ůěřěğ d(t),

d(t) = 1 + t^2d(t)

İšő şřăćŋěŋĺě, łăł ňż ğŋăěň, ďăěš ćżřăęěŋĺě ŕřőĺğćőď£źěľ ťşŋłűĺĺ ďń£ ůĺśěń Łăšăńăŋă.

Ŕřĺćěďěň őąőąźěŋĺě ¡šőčő řăśśşęďěŋĺ£.

Őŕřěďěńěŋĺě 3. Śńőćő w = ˛1 : : : ˛k ć £ğżłě L ŋăğżćăěšś£ ŋěřăğńőęĺňżň, ěśńĺ ŋĺłăłőě ěčő ŋěŕşśšőě ŕőďśńőćő ˛_{i+1} : : : ˛_{i+l} ŋě ŕřĺŋăďńěęĺš £ğżłş L.

Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő £ğżł L őąńăďăěš śńěďş¿źĺňĺ śćőľśšćăňĺ: 1. Ŕşśšőě śńőćő ćţőďĺš ć £ğżł L;

2. Ŋăůăńő ćś£łőčő ŋěřăğńőęĺňőčő śńőćă ŋě śőćŕăďăěš ś łőŋűőň ďřşčőčő ĺńĺ šőčő ęě śăňőčő ŋěřăğńőęĺňőčő śńőćă;

3. Ěśńĺ ňěęďş ń¿ążňĺ ďćşň£ ąşłćăňĺ ń¿ąőčő śńőćă £ğżłă L ćśšăćĺšĳ śńőćő £ğżłă L, šő ŕőńşůĺšś£ śńőćő £ğżłă L.

4. Ěśńĺ ĺğ ń¿ąőčő śńőćă £ğżłă L ćżłĺŋşšĳ ŕőďśńőćő, ćţőď£źěě ć £ğżł L, šő ŕőńşůĺšś£ śńőćő £ğżłă L.

Ŕşśšĳ n(t) = n_0 + n_1t + n_2t^2 + · · · | ŕřőĺğćőď£źă£ ťşŋłűĺ£ ďń£ ůĺśńă ŋěřăğńőęĺňżţ śńőć £ğżłă L, l(t) = l_0 + l_1t + l_2t^2 + · · · | ŕřőĺğćőď£źă£ ťşŋłűĺ£ ďń£ ůĺśńă ćśěţ śńőć £ğżłă. Šěőřěňă 4. l(t) = n(tl(t)) Ďőłăğăšěńĳśšćő. Śőŕőśšăćĺň łăęďőňş ŋěřăğńőęĺňőňş śńőćş ¸_{i1} : : : ¸_{ik} ć £ğżłě L ŕřăćĺńő ćżćőďă r → – r → ¸_{i1} r¸_{i2} r : : : ¸_{ik} r Šőčďă ćżćőď őďŋőğŋăůěŋ. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕşśšĳ ˛_1 : : : ˛_m | ŕřőĺğćőńĳŋőě śńőćő £ğżłă L. Ěśńĺ őŋő ŋěřăğńőęĺňő, šő őŋő ŕřěďśšăćń£ěšś£ ć ćĺďě ŕřăćőľ ůăśšĺ ŕřăćĺńă ćżćőďă r → ˛_1r˛_2r : : : ˛_mr ;

čďě łăęďőě ćţőęďěŋĺě śĺňćőńă r śńěďşěš ğăňěŋĺšĳ ŋă ŕşśšőě śńőćő. Ěśńĺ ęě śńőćő řăğńőęĺňő, šő ŋăľďěň śăňőě ŕřăćőě ŋěŕşśšőě ŕőďśńőćő ć ŋěň, ćżłĺŋěň ěčő ĺ ŕőćšőřĺň řăśśşęďěŋĺě.

Šăłĺň őąřăğőň ŋěłőňňşšăšĺćŋă£ ŕřőĺğćőď£źă£ ťşŋłűĺ£ ďń£ £ğżłă L şďőćńěšćőř£ěš şřăćŋěŋĺ¿

L(a_1; : : : ; a_m) = – + ¸_{11}L(a1; : : : ; a_m)¸_{12}L(a1; : : : ; a_m) : : : + : : : Ďěńă£ ŕőďśšăŋőćłş – = 1; a_i = t, ŕőńşůăěň şšćěřęďěŋĺě šěőřěňż.

Ŕřĺňěř. Ďń£ £ğżłă Ďĺłă n(t) = 1 + t^2. Ŋěřăğńőęĺňżě śńőćă | ¡šő –

ĺ ab.

Şŕřăęŋěŋĺě 4.1. Śťőřňşńĺřşľšě ĺ ďőłăęĺšě ăŋăńőč šěőřěňż ďń£

śńşůă£, łőčďă £ğżł L ŋě śőďěřęĺš ŕşśšőčő śńőćă.

Őďŋőčő śĺňćőńă ğăůăśšş¿ ążćăěš ŋěďőśšăšőůŋő ďń£ ŕőśšřőěŋĺ£ čřăňňăšĺłĺ £ğżłă. Ďăďĺň ťőřňăńĳŋőě őŕřěďěńěŋĺě čřăňňăšĺłĺ. Őŕřěďěńěŋĺě 4. Ŕşśšĳ R = {r1; : : : ; rl} | łőŋěůŋőě ňŋőęěśšćő śĺň-

ćőńőć, ŋě ćţőď£źĺţ ć ăńťăćĺš A. Ŕřăćĺńőň ćżćőďă ŋăğżćăěšś£ ğăŕĺśĳ ćĺďă r_i → w čďě r_i ∈ R, ă w | śńőćő ć ăńťăćĺšě A^⋃ R. Ňŋőęěśšćő G (łőŋěůŋőě ĺńĺ ąěśłőŋěůŋőě) ŕřăćĺń ćżćőďă r_1 → w_{11} r_1 → w_{12} : : :

ŋăğżćăěšś£ čřăňňăšĺłőľ (ŋăď ăńťăćĺšőň A). Śńőćő ć ăńťăćĺšě A ŕőřőęďăěšś£ śĺňćőńőň r_i, ěśńĺ őŋő ňőęěš ążšĳ ŕőńşůěŋő űěŕőůłőľ ŕőďśšăŋőćőł, ğăďăćăěňżţ ŕřăćĺńőň ćżćőďă, ĺğ śĺňćőńă r_i. §ğżł L_i ŕőřőęďăěšś£ śĺňćőńőň r_i, ěśńĺ ćśě śńőćă £ğżłă L_i , ĺ šőńĳłő őŋĺ, ŕőřőęďă- ¿šś£ śĺňćőńőň r_i. Čřăňňăšĺłă G £ćń£ěšś£ čřăňňăšĺłőľ ś őďŋőğŋăůŋżň ćżćőďőň, ěśńĺ łăęďőě ćżćőďĺňőě ć ŋěľ ĺğ śĺňćőńă r_i śńőćő ěďĺŋśšćěŋŋżň őąřăğőň ŕřěďśšăćĺňő ć ćĺďě ŕřăćőľ ůăśšĺ őďŋőčő ĺğ ŕřăćĺń ćżćőďă r_i → w_{ik}.

Ğăňěůăŋĺě. Ğďěśĳ ďăŋő őŕřěďěńěŋĺě łőŋšěłśšŋő-śćőąőďŋőľ čřăňňăšĺłĺ, łőšőřżě šőńĳłő ĺ ąşďşš řăśśňăšřĺćăšĳś£ ć ŋăÿěň łşřśě.

Ć ść£ğĺ ś ŕřőĺğćőď£źĺňĺ ťşŋłűĺ£ňĺ ŋăś ąşďşš ĺŋšěřěśőćăšĳ, ć őśŋőćŋőň, čřăňňăšĺłĺ ś őďŋőğŋăůŋżň ćżćőďőň.

Ŕřĺňěř. Řăśśňőšřĺň £ğżł ĺğ ŕřĺňěřă F . Ćőš čřăňňăšĺłă ďń£ ŋěčő r_1 → – r_1 → b r_1 → r_2b r_1 → r_2 r_2 → r_1a

İšă čřăňňăšĺłă ůĺšăěšś£ šăł:

1) ćś£łőě śńőćő ć £ğżłě F ěśšĳ ńĺąő ŕşśšőě śńőćő, ńĺąő śńőćő b, ńĺąő śńőćő, łőŋůă¿źěěś£ ŋă a, ńĺąő śńőćő, łőŋůă¿źěěś£ ŋă ab;

2) ćś£łőě śńőćő, łőŋůă¿źěěś£ ŋă a, ěśšĳ ŕřőĺğćőńĳŋőě śńőćő ć £ğżłě F , ł łőšőřőňş ŕřĺŕĺśăŋő a.

Şŕřăęŋěŋĺě 4.2. Ďőłăęĺšě, ůšő ¡šă čřăňňăšĺłă ďěľśšćĺšěńĳŋő

őŕĺśżćăěš £ğżł F ĺ ůšő ćżćőď ć ŋěľ őďŋőğŋăůěŋ.

Şŕřăęŋěŋĺě 4.3. Ŕřĺďşňăľšě ďń£ £ğżłă F ŕőřőęďă¿źş¿ čřăňňăšĺ-

łş ś őďŋĺň ŕőřőęďă¿źĺň śĺňćőńőň ĺ őďŋőğŋăůŋżň ćżćőďőň

Šěőřěňă 5. ŔşśšĳG | čřăňňăšĺłă ś őďŋőğŋăůŋżň ćżćőďőň ďń£ £ğżłă L. Ŕşśšĳ r_i(t) | ŕřőĺğćőď£źă£ ťşŋłűĺ£ ďń£ ůĺśńă śńőć ć £ğżłě L, ćżćőďĺňżţ ĺğ śĺňćőńă r_i. Šőčďă ŕřőĺğćőď£źĺě ťşŋłűĺĺ r_i şďőćńěšćőř£¿š śĺśšěňě şřăćŋěŋĺľ r_i(t) =^∑_j t^{ij ∏}_k r^{¸kj}_k (t)

čďě _{ij} ůĺśńő śĺňćőńőć ĺğ A ć śńőćě w_{ij} , ¸_{kj} | ůĺśńő śĺňćőńőć r_k ć w_{kj}.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕőśšşŕĺň, łăł ĺ ć śĺšşăűĺĺ ś őďŋĺň ŕőřőęďă¿źĺň śĺňćőńőň | ććěďěň ŋěłőňňşšăšĺćŋżě ŕřőĺğćőď£źĺě śšěŕěŋŋżě ř£ďż ďń£ ůĺśńă śńőć, ŕőřőęďăěňżţ śĺňćőńăňĺ r_i. Ććĺďş őďŋőğŋăůŋőśšĺ ŕřěďśšăćńěŋĺ£ łăęďőčő śńőćă ć ćĺďě ŕřăćőľ ůăśšĺ ŕřăćĺńă ćżćőďă ŕőńşůăěň śĺśšěňş şřăćŋěŋĺľ ďń£ ŋěłőňňşšăšĺćŋżţ ř£ďőć. Ďěńă£ ŕőďśšăŋőćłş – = t^0 = 1; a_i = t, ŕőńşůăěň śĺśšěňş şřăćŋěŋĺľ ŋă ŕřőĺğćőď£źĺě ťşŋłűĺĺ ďń£ ůĺśńă śńőć.

Ŕőśňőšřĺň ŕőćŋĺňăšěńĳŋěě ŋă řăćěŋśšćő, ćżćěďěŋŋőě ŋăňĺ ć šěőřěňě 4. İšő ťşŋłűĺőŋăńĳŋőě şřăćŋěŋĺě ść£ğżćăěš ŕřőĺğćőď£źĺě ťşŋłűĺĺ ďń£ ůĺśńă śńőć ć £ğżłě ĺ ůĺśńă ŋěřăğńőęĺňżţ śńőć ć £ğżłě. Ŋăň ąż ţőšěńőśĳ şňěšĳ řěÿăšĳ ěčő, ěśńĺ őďŋă ĺğ ťşŋłűĺľ ğăďăŋă. Őłăğżćăěšś£, ůšő ¡šő ćśěčďă ćőğňőęŋő.

Ůšőąż ŕřĺćěśšĺ ŋăÿě şřăćŋěŋĺě ł łńăśśĺůěśłőľ ťőřňě, ďőňŋőęĺň őąě ěčő ůăśšĺ ŋă t ĺ ŕőńőęĺň tl(t) = ~l(t)

~l(t) = tk(~l(t)) (4.1)

Šăłőě şřăćŋěŋĺě ŋăğżćăěšś£ şřăćŋěŋĺěň Ńăčřăŋęă, ĺ ďń£ ŋěčő śŕřăćěďńĺćă śńěďş¿źă£

Šěőřěňă 6 (Ńăčřăŋę). Ŕşśšĳ ć şřăćŋěŋĺĺ (4.1) ğăďăŋă őďŋă ĺğ ŕřő-

ĺğćőď£źĺţ ťşŋłűĺľ k(t); k(0) ≠ 0 ĺńĺ ~l(t) (~l(0) = 0; ~l^′(0) ≠ 0. Šőčďă ćšőřă£ ŕřőĺğćőď£źă£ ťşŋłűĺ£ őďŋőğŋăůŋő ćőśśšăŋăćńĺćăěšś£ ŕő ğăďăŋŋőľ.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ ~l(t) = ~l_1t + ~l_2t^2 + · · ·

k(t) = k_0 + k_1t + k_2t^2 + · · · Şřăćŋěŋĺě (4.1) ŕěřěŕĺśżćăěšś£ ć śńěďş¿źěň ćĺďě

~l_1t + ~l_2t^2 + ~l_3t^3 + · · · =

k_0t + k_1t(~l_1t + ~l_2t^2 + · · ·) + k_2t(~l^2_1t^2 + 2~l_1~l_2t^3 + · · ·) + k_3t(~l^3_1t^3 + · · · (4.2)

Ďőłăęěň śŋăůăńă, ůšő ěśńĺ ťşŋłűĺ£ ~l(t) ğăďăŋă, šő k(t) ćőśśšăŋăćńĺćăěšś£ ŕő ŋěľ, ŕřĺůěň őďŋőğŋăůŋő. Ďőłăğăšěńĳśšćő ŕřőćěďěň ŕő ĺŋďşłűĺĺ.

Łő¡ťťĺűĺěŋš k_0 őŕřěďěń£ěšś£ řăćěŋśšćőň k_0 = ~l_1. Ŕşśšĳ šěŕěřĳ łő- ¡ťťĺűĺěŋšż k_0; k_1; : : : ; k_{n−1} őŕřěďěńěŋż. Šőčďă łő¡ťťĺűĺěŋš k_n őŕřěďěń£ěšś£ ĺğ şřăćŋěŋĺ£, śőśšăćńěŋŋőčő ŕřĺřăćŋĺćăŋĺěň łő¡ťťĺűĺěŋšőć ć ńěćőľ ĺ ŕřăćőľ ůăśš£ţ řăćěŋśšćă (4.2):

k_n~l^n_1 + k_{n−1}–_{n−1;n} + k_{n−2}–_{n−2;n} + · · · + k_1~l_{n−1} = ~l_n (4.3)

Ğďěśĳ ůěřěğ –_{m;n} őąőğŋăůěŋż łő¡ťťĺűĺěŋšż ŕřĺ t^n ć ŕřőĺğćőď£źĺţ ťşŋłűĺ£ţ ~l^m(t). İšő ńĺŋěľŋőě şřăćŋěŋĺě őšŋőśĺšěńĳŋő k_n, ŕřĺůěň łő- ¡ťťĺűĺěŋš ŕřĺ k_n(= ~l^n_1 ) őšńĺůěŋ őš ŋşń£, ğŋăůĺš k_n ĺğ şřăćŋěŋĺ£ (4.3) őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£ěšś£. Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, ěśńĺ ťşŋłűĺ£ k(t) ğăďăŋă, šő ňż ďőńęŋż ŕőńőęĺšĳ ~l_1 = k_0. Łő¡ťťĺűĺěŋšż ~l_n őŕřěďěń£¿šś£ řăćěŋśšćőň (4.3), šăł łăł ćśě łő¡ťťĺűĺěŋšż –_{m;n}(m ≤ n) £ćń£¿šś£ ňŋőčőůńěŋăňĺ őš ~l_1; : : : ; ~l_{n−1}. Ďőłăğăšěńĳśšćő őłőŋůěŋő.

Ğăňěůăŋĺě. Ěśńĺ łő¡ťťĺűĺěŋšż ťşŋłűĺĺ l | űěńżě ŋěőšřĺűăšěńĳŋżě ůĺśńă ĺ l_1 = 1 , šő łő¡ťťĺűĺěŋšż ťşŋłűĺĺ k | űěńżě ůĺśńă. Ŕřĺ ¡šőň, őďŋăłő, őŋĺ ňőčşš őłăğăšĳś£ őšřĺűăšěńĳŋżňĺ.

Ğăďăůĺ

1. Ŋăľšĺ ŕřőĺğćőď£źş¿ ťşŋłűĺ¿ ďń£ £ğżłă F .

2. Ććěśšĺ £ğżłĺ ďń£ śĺśšěň ŕşšěľ ĺğ ŕřěďżďşźĺţ ńěłűĺľ, ŕőśšřőĺšĳ ďń£ ŋĺţ ŕřőĺğćőď£źĺě čřăňňăšĺłĺ ĺ ŕřőćěřĺšĳ řěğşńĳšăšż ő ŕřőĺğćőď£źĺţ ťşŋłűĺ£ţ ďń£ ŋĺţ.

3. Ŋăŕĺÿĺšě ŕřăćĺńă ćżćőďă ďń£ £ğżłă ŕřăćĺńĳŋżţ śłőąőůŋżţ śšřşłšşř ĺğ ďćşţ šĺŕőć ŕăř śłőąőł ĺ ćżćěďĺšě ŕřőĺğćőď£źş¿ ťşŋłűĺ¿ ďń£ ŋěčő.

4. Ŕőśšřőľšě łőŋšěłśšŋő-śćőąőďŋş¿ čřăňňăšĺłş ďń£ £ğżłă ŕřăćĺńĳŋżţ ăřĺťňěšĺůěśłĺţ ćżřăęěŋĺľ ć ăńťăćĺšě {(; ); +; 1} ěśńĺ ă) ďńĺŋă ůĺśńă řăćŋă 1;

ą) ďńĺŋă ůĺśńă ňőęěš ążšĳ ąőńĳÿě 1.

5. Ŕőśšřőĺšĳ łőŋšěłśšŋő-śćőąőďŋżě čřăňňăšĺłĺ ďń£ £ğżłőć L_1 = {a^{3i}b^i|i ≥ 1} L_2 = {a^ib^j|i ≥ j ≥ 0} L_3 = {ůĺśńő ćţőęďěŋĺľ ąşłćż a ćďćőě ąőńĳÿě ůĺśńă ćţőęďěŋĺľ ąşłćż b} L_4 = {ňŋőęěśšćő ŕăńĺŋďřőňőć ć ăńťăćĺšě ĺğ ďćşţ ąşłć} ĺ ŋăľšĺ ŕřőĺğćőď£źĺě ťşŋłűĺĺ ďń£ ¡šĺţ £ğżłőć.

6. Ŕřĺňěř ŋě łőŋšěłśšŋő-śćőąőďŋőľ ŕřőĺğćőď£źěľ čřăňňăšĺłĺ x_0 → yxy yx → yz zx → xxz zy → xxy x → a y → – Ďőłăęĺšě, ůšő ¡šă čřăňňăšĺłă ŕřőĺğćőďĺš £ğżł {a^{2n}} ć ăńťăćĺšě {a}.

ŃĚŁŰĹ§ 5.

5.1. Ťőřňşńż ćłń¿ůěŋĺ£-ĺśłń¿ůěŋĺ£

Őąřăšĺňś£ ł őůěŋĳ ŕřőśšőľ őąźěľ šěőřěňě ťőřňăńĳŋőľ ńőčĺłĺ. Ŕşśšĳ B | łăłőě-ńĺąő łőŋěůŋőě ňŋőęěśšćő, ¡ńěňěŋšż łőšőřőčő ňőčşš őąńăďăšĳ ŋěłőšőřżňĺ ĺğ śćőľśšć c_1; : : : ; c_m. Ŕşśšĳ N(c_i); 1 ≤ i ≤ m | ůĺśńő ¡ńěňěŋšőć ňŋőęěśšćă B, őąńăďă¿źĺţ śćőľśšćőň c_i, N(c_i; c_j); i ≠ j | ůĺśńő ¡ńěňěŋšőć, őąńăďă¿źĺţ őďŋőćřěňěŋŋő ďćşň£ śćőľśšćăňĺ c_i ĺ c_j; N(c_i; c_j; c_k); i ≠ j; j ≠ k; k ≠ i | ůĺśńő ¡ńěňěŋšőć, őąńăďă¿źĺţ őďŋőćřěňěŋŋő šřěň£ śćőľśšćăňĺ c_i, c_j ĺ c_k; ĺ š.ŕ. Őąőğŋăůĺň šăłęě ůěřěğ N(1) őąźěě ůĺśńő ¡ńěňěŋšőć ć ňŋőęěśšćě B.

Šěőřěňă 7 (ŕřĺŋűĺŕ ćłń¿ůěŋĺ£-ĺśłń¿ůěŋĺ£). Ůĺśńő ¡ńěňěŋšőć

ć ňŋőęěśšćě B, ŋě őąńăďă¿źĺţ ŋĺ őďŋĺň ĺğ śćőľśšć c_i; i = 1; : : : ; m řăćŋő

N(1) − N(c_1) − N(c_2) − · · · − N(c_m) + N(c_1; c_2) + · · · − N(c_1; c_2; c_3) − · · · :

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Řăğőąĳěň ćśě ¡ńěňěŋšż ňŋőęěśšćă B ŋă čřşŕŕż: B0; B_1; : : : ; B_m, ŕřĺůěň čřşŕŕă B_l śőśšőĺš ĺğ ¡ńěňěŋšőć, őąńăďă¿źĺţ řőćŋő l śćőľśšćăňĺ. Řăśśňőšřĺň ŕőśńěďőćăšěńĳŋő ćżřăęěŋĺ£

N(1)

N(1) − N(c_1) − · · · − N(c_m)

N(1) − N(c_1) − · · · − N(c_m) + N(c_1; c_2) + · · · + N(c_{m−1}; c_m)

: : :

Łăęďőňş ĺğ ¡šĺţ ćżřăęěŋĺľ śőŕőśšăćĺň řăśśšăŋőćłş űěńżţ ůĺśěń ŋă čřşŕŕăţ B_l. Ŕěřćőě ćżřăęěŋĺě śőőšćěšśšćşěš ŕřĺśćőěŋĺ¿ łăęďőľ čřşŕŕě ůĺśńă 1 | ňż şůńĺ ćśě ¡ńěňěŋšż ŕő őďŋőňş řăğş. Ćšőřőňş ćżřăęěŋĺ¿ śőőšćěšśšćşěš řăśśšăŋőćłă ůĺśěń B_l → (1 − l), šăł łăł ¡ńěňěŋšż čřşŕŕż B_l ňż ŕřĺ ćżůĺšăŋĺĺ şůńĺ l řăğ. Šřěšĳěňş ćżřăęěŋĺ¿ śőőšćěšśšćşěš řăśśšăŋőćłă ůĺśěń^{(1−l+l}_2^), ĺ š.ŕ. Šăłĺň őąřăğőň, ŕěřěţőď őš ćżřăęěŋĺ£ ś ŋőňěřőň l ł ćżřăęěŋĺ¿ ś ŋőňěřőň l + 1 ŋě ğăšřăčĺćăěš ůĺśńă ŋă ňŋőęěśšćăţ B_0; : : : ; B_l; ¡šĺ ůĺśńă řăćŋż 1−^{(l}_1^)+^{(l}_2^)−· · ·+(−1)^{l(l}^) = 0 ďń£ ćśěţ l łřőňě l = 0, ůšő ĺ ďőłăğżćăěš šěőřěňş. .

Śşźěśšćşěš ŕřőśšőě ňŋěňőŋĺůěśłőě ŕřăćĺńő ďń£ ğăŕőňĺŋăŋĺ£ ŕřĺŋűĺŕă ćłń¿ůěŋĺ£-ĺśłń¿ůěŋĺ£: ŕşśšĳ 1 śőőšćěšśšćşěš őąžěłšăň, őąńăďă- ¿źĺň ćśěňĺ śćőľśšćăňĺ, šőčďă 1 − c_1 | ćżřăęěŋĺě ďń£ őąžěłšőć, ŋě őąńăďă¿źĺţ śćőľśšćőň c_1, 1 − c_2 - ćżřăęěŋĺě ďń£ őąžěłšőć, ŋě őąńăďă- ¿źĺţ śćőľśšćőň c = 2 ĺ š.ď. Ćżřăęěŋĺě ďń£ őąžěłšőć, ŋě őąńăďă¿źĺţ ŋĺ őďŋĺň ĺğ śćőľśšć c_1; : : : ; c_m ąşďěš ĺňěšĳ ćĺď

(1 − c_1)(1 − c_2) : : : (1 − c_m)

Őšłşďă, řăśłřżćă£ śłőąłĺ, ŕőńşůăěň

(1 − c_1) : : : (1 − c_m) = 1 − c_1 − c_2 − · · · − c_m + c_1c_2 + · · · − c_1c_2c_3 · · ·

Ŕřĺňěŋĺň ŕřĺŋűĺŕ ćłń¿ůěŋĺ£-ĺśłń¿ůěŋĺ£ ďń£ ŋăţőęďěŋĺ£ ůĺśńă śůăśšńĺćżţ ąĺńěšőć.

Ŋăąń¿ďěŋĺě. Ůĺśńő śůăśšńĺćżţ ąĺńěšőć řăćŋő ůĺśńş ąĺńěšőć ś śşňňőľ 27. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕşśšĳ ąĺńěš a_1b_1c_1a_2b_2c_2 | śůăśšńĺćżľ. Ŕőśšăćĺň ěňş ć śőőšćěšśšćĺě ąĺńěš a_1b_1c_1(9 − a_2)(9 − b_2)(9 − c_2), śşňňă űĺťř łőšőřőčő řăćŋă 27. İšő śőőšćěšśšćĺě, őůěćĺďŋő, ćğăĺňŋő-őďŋőğŋăůŋő.

Řăśśňőšřĺň ćśě ćőğňőęŋżě řăśśšăŋőćłĺ ŋěőšřĺűăšěńĳŋżţ űěńżţ ůĺśěń ś śşňňőľ 27 ć ÿěśšĺ ŕőğĺűĺ£ţ. Ććěďěň ÿěśšĳ śćőľśšć šăłĺţ řăśśšăŋőćőł.

Śćőľśšćő u_l śőśšőĺš ć šőň, ůšő ğŋăůěŋĺě ůĺśńă ŋă l-ľ ŕőğĺűĺĺ ŋě ňěŋĳÿě 10.

Őąźěě ůĺśńő řăśśšăŋőćőł ŋěőšřĺűăšěńĳŋżţ űěńżţ ůĺśěń ś śşňňőľ 27 ć ÿěśšĳ ŕőğĺűĺľ řăćŋő^{(32}_5^). Ůĺśńő řăśśšăŋőćőł, şďőćńěšćőř£¿źĺţ śćőľśšćş u_l, őďĺŋăłőćő ďń£ ćśěţ l = 1; : : : ; 6 ĺ řăćŋő^{(22}_5^). Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ňż śšăćĺň ůĺśńő 10 ć l-¿ ŕőğĺűĺ¿, ă ğăšěň ŕřőĺğćőńĳŋő řăśśšăćń£ěň ć ÿěśšĳ ŕőğĺűĺľ ÿěśšĳ ůĺśěń ś őąźěľ śşňňőľ 17.

Ăŋăńőčĺůŋő ůĺśńő řăśśšăŋőćőł, şďőćńěšćőř£¿źĺţ őďŋőćřěňěŋŋő ďćşň śćőľśšćăň u_l ĺ u_k, őďĺŋăłőćő ďń£ ń¿ąőľ ŕăřż śćőľśšć ĺ řăćŋő^{(12}_5^): ňż śšăćĺň ůĺśńő 10 ć l-¿ ĺ k-¿ ŕőğĺűĺĺ ĺ ŕřőĺğćőńĳŋżň őąřăğőň řăśśšăćń£ěň ÿěśšĳ ůĺśěń ś śşňňőľ 7. Ůĺśńő ęě řăśśšăŋőćőł, şďőćńěšćőř£¿źĺţ őďŋőćřěňěŋŋő šřěň ĺ ąőńěě śćőľśšć, řăćŋő ŋşń¿, šăł łăł őąźă£ śşňňă ćśěţ ůĺśěń ňěŋĳÿě 30. Šăłĺň őąřăğőň, ňż ňőęěň śőśůĺšăšĳ őąźěě ůĺśńő řăśśšăŋőćőł, ŋě şďőćńěšćőř£¿źĺţ ŋĺ őďŋőňş ĺğ śćőľśšć u_l. İšő ůĺśńő ĺ ąşďěš ć šőůŋőśšĺ řăćŋő ůĺśńş śůăśšńĺćżţ ąĺńěšőć.

Ŕřěďńőęěŋĺě 5. Ůĺśńő śůăśšńĺćżţ ąĺńěšőć řăćŋő ( 32 5 ) − 6 ( 22 5 ) + 15 ( 12 5 )

Řěÿĺň ś ŕőňőźĳ¿ ňěšőďă ćłń¿ůěŋĺ£-ĺśłń¿ůěŋĺ£ ěźě őďŋş ğăďăůş, ĺňě¿źş¿ ąőńĳÿőě ůĺśńő ŕřĺńőęěŋĺľ.

Ğăďăůă ő ąěśŕőř£ďłăţ. Ŕěřěśšăŋőćłă ı ůĺśěń (1; 2; 3; : : : ; n ŋăğżćăěšś£ ąěśŕőř£ďłőň, ěśńĺ ı(k) ≠ k ďń£ ćśěţ k = 1; : : : ; n. Ŋăľšĺ ůĺśńő ąěśŕőř£ďłőć.

Ćőš ŋăůăńő šăąńĺűż ąěśŕőř£ďłőć:

n 0 1 2 3 4 d(n) 1 0 1 2 9

Ććěďěň n śćőľśšć ŕěřěśšăŋőćőł. Śćőľśšćő c_l ąşďěš őğŋăůăšĳ, ůšő ı(l) = l, š.ě. l-ľ ¡ńěňěŋš śšőĺš ć šőůŋőśšĺ ŋă l-ň ňěśšě. Ůĺśńő ćśěţ ŕěřěśšăŋőćőł řăćŋő n!. Ůĺśńő ŕěřěśšăŋőćőł, şďőćńěšćőř£¿źĺţ śćőľśšćş c_l, řăćŋő (n − 1)! | ňż ťĺłśĺřşěň őďĺŋ ¡ńěňěŋš ŕěřěśšăŋőćłĺ, ă őśšăńĳŋżě ŕěřěśšăćń£¿šś£ ŕřőĺğćőńĳŋő. Ůĺśńő ŕěřěśšăŋőćőł, şďőćńěšćőř£¿- źĺţ ďćşň śćőľśšćăň c_k ĺ c_l, řăćŋő (n − 2)! | ďćă ¡ńěňěŋšă ŕěřěśšăŋőćłĺ ťĺłśĺřş¿šś£, ă őśšăńĳŋżě ŕěřěśšăćń£¿šś£ ŕřőĺğćőńĳŋő. Ćőőąźě, ůĺśńő ŕěřěśšăŋőćőł, şďőćńěšćőř£¿źĺţ m śćőľśšćăň, řăćŋő (n − m)!. Šăłĺň őąřăğőň, ňż ŕőńşůăěň ťőřňşńş ďń£ ůĺśńă ąěśŕőř£ďłőć

d(n) = n! − n(n − 1)! + ( n 2 ) (n − 2)! − ( n 3 ) (n − 3)! + · · · ;

ĺńĺ, ćżŋőś£ ğă śłőąłş łő¡ťťĺűĺěŋš n!,

d(n) = n!(1 − 1 2! + 1 3! − · · ·) Ŕřĺ n → ∞ ćżřăęěŋĺě ć śłőąłăţ śšřěňĺšś£, łăł ţőřőÿő ĺğćěśšŋő, ł e^{−1}. Šăłĺň őąřăğőň, ąěśŕőř£ďłĺ śőśšăćń£¿š ŕřĺąńĺğĺšěńĳŋő 1=e-¿ ůăśšĳ ćśěţ ŕěřěśšăŋőćőł. Ąőńěě šőčő, ňőęŋő ďőłăğăšĳ, ůšő ůĺśńő ąěśŕőř£ďłőć £ćń£ěšś£ ąńĺęăľÿĺň űěńżň ł ůĺśńş n!=e.

5.2. Ăŋăńĺšĺůěśłĺě śćőľśšćă ťşŋłűĺľ, ŕřěďśšăćń£- ěňżţ śšěŕěŋŋżňĺ ř£ďăňĺ, ĺ ăśĺňŕšőšĺłă łő- ¡ťťĺűĺěŋšőć.

Ŕřĺ řěÿěŋĺĺ ŕěřěůĺśńĺšěńĳŋżţ ğăďăů ğăůăśšş¿ ŕřĺţőďĺšś£ ĺŋšěřěśőćăšĳś£ ŕőćěďěŋĺěň ůĺśńă řěÿěŋĺľ ğăďăů ŕřĺ řőśšě ŕěřěůĺśń£¿źěčő ŕăřăňěšřă. İšő őśőąěŋŋő ćăęŋő, ěśńĺ ňż ţőšĺň, ŋăŕřĺňěř, ŕěřěůĺśń£šĳ őąžěłšż ŋă łőňŕĳ¿šěřě ĺ ŕżšăěňś£ őűěŋĺšĳ ćřěň£ řăąőšż ŕřőčřăňňż.

Őŕřěďěńěŋĺě 5. Ťşŋłűĺĺ f : N → R ĺ g : N → R ĺňě¿š őďĺŋăłőćş¿ ăśĺňŕšőšĺłş ŕřĺ n → ∞, ěśńĺ śşźěśšćşěš lim_{n→∞}^{f (n)}_{g(n)} ĺ őŋ řăćěŋ 1. Ťşŋłűĺ£ f řăśšěš ňěďńěŋŋěě ťşŋłűĺĺ g, ěśńĺ śşźěśšćşěš lim_{n→∞}^{f (n)}_{g(n)} ĺ őŋ řăćěŋ 0. Ć ŕőśńěďŋěň śńşůăě čőćőř£š šăłęě, ůšő ťşŋłűĺ£ g řăśšěš ążśšřěě ťşŋłűĺĺ f.

Ŕřĺ ćżůĺśńěŋĺĺ ăśĺňŕšőšĺłĺ ŋěłőšőřżě ťşŋłűĺĺ ňż śůĺšăěň \őąřăğűăňĺ", ă ďřşčĺě \śćőďĺň" ł ¡šĺň őąřăğűăň. Ć łăůěśšćě \őąřăğűőć" ąěřşšś£ őążůŋő ŋăĺąőńěě ŕřőśšżě ťşŋłűĺĺ: ¡łśŕőŋěŋšă a^n ŕřĺ řăğńĺůŋżţ ğŋăůěŋĺ£ţ őśŋőćăŋĺ£ a, śšěŕěŋŋă£ ťşŋłűĺ£ n^¸ ŕřĺ řăğńĺůŋżţ ğŋăůěŋĺ£ţ ŕőłăğăšěń£ ¸, ťăłšőřĺăń n!, ńőčăřĺťň log n, ă šăłęě ĺţ ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ć řăğńĺůŋżţ łőňąĺŋăűĺ£ţ.

Ŋăŕřĺňěř, łő¡ťťĺűĺěŋšż ŕřőĺğćőď£źěľ ťşŋłűĺĺ − log^1_{1−s} řăśšşš łăł 1=n.

Şŕřăęŋěŋĺě 5.1. Ŋăľďĺšě ăśĺňŕšőšĺłş łő¡ťťĺűĺěŋšőć ťşŋłűĺĺ (1 − s)^{1=2}.

Ŋăĺąőńěě ŕřőśšőľ ĺ ŋăĺąőńěě ůăśšő ĺśŕőńĳğşěňżľ śŕőśőą őűěŋłĺ śłőřőśšĺ řőśšă łő¡ťťĺűĺěŋšőć ŕřőĺğćőď£źěľ ťşŋłűĺĺ ďăěš śńěďş¿źă£

Šěőřěňă 8. Ŕşśšĳ ř£ď F (s) śţőďĺšś£ ć ŋěłőšőřőň łřşčě řăďĺşśă r.

Šőčďă ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ łő¡ťťĺűĺěŋšőć ¡šőčő ř£ďă řăśšěš ňěďńěŋŋěě, ůěň (1=r + ›)^n ďń£ ń¿ąőčő ŕőńőęĺšěńĳŋőčő ůĺśńă ›.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, śőčńăśŋő šěőřěňě Łőÿĺ řăďĺşś śţőďĺňőśšĺ śšěŕěŋŋőčő ř£ďă řăćěŋ^(lim_{n→∞}^n √ f_n^{)−1}.

Śńěďśšćĺě 1. Ěśńĺ ř£ď śţőďĺšś£ ŋă ćśěľ ŕńőśłőśšĺ, šő ŕőśńěďőćă-

šěńĳŋőśšĳ ěčő łő¡ťťĺűĺěŋšőć řăśšěš ňěďńěŋŋěě, ůěň ›^n ďń£ ń¿ąőčő › > 0.

Ŕřĺňěř. Šăłőć, ŋăŕřĺňěř, ř£ď exp(s).

Ć łşřśě šěőřĺĺ ř£ďőć ďőłăğżćăěšś£ šăłęě śńěďş¿źěě ŕőńěğŋőě

Ŕřěďńőęěŋĺě. Ŕşśšĳ ťşŋłűĺ£ ğăďăěšś£ śšěŕěŋŋżň ř£ďőň F (s), śţő-

ď£źĺňś£ ć ŋěłőšőřőľ őłřěśšŋőśšĺ ŋăůăńă łőőřďĺŋăš. Šőčďă řăďĺşś śţőďĺňőśšĺ ř£ďă F (s) řăćěŋ řăśśšő£ŋĺ¿ őš ŋăůăńă łőőřďĺŋăš ďő ąńĺęăľÿěľ ł ŋăůăńş łőőřďĺŋăš őśőąőľ šőůłĺ ¡šőľ ťşŋłűĺĺ ŋă łőňŕńěłśŋőľ ŕńőśłőśšĺ.

Ŕřĺňěř. Řăśśňőšřĺň ŕřőĺğćőď£źş¿ ťşŋłűĺ¿ ďń£ ůĺśěń Ťĺąőŋăůůĺ F ib(s) =^1_{1−s−s2} . Ěě őśőąěŋŋőśšĺ | ¡šő šě ğŋăůěŋĺ£ ŕěřěňěŋŋőľ s, ďń£ łőšőřżţ ğŋăňěŋăšěńĳ ďřőąĺ őąřăźăěšś£ ć ŋőńĳ, š.ě. šőůłĺ s_1 = (−1 − √ 5)=2 ĺ s_2 = (−1 + √ 5)=2. Ąńĺęăľÿěľ ł ŋăůăńş łőőřďĺŋăš ĺğ ŋĺţ £ćń£ěšś£ šőůłă s_2, ŕő¡šőňş řăďĺşś śţőďĺňőśšĺ ř£ďă F ib(s) řăćěŋ √ 5 − 1 2 Şŕřăęŋěŋĺě 5.2. Ŋăľšĺ řăďĺşś śţőďĺňőśšĺ ĺ őűěŋĺšĳ śłőřőśšĳ řő-

śšă łő¡ťťĺűĺěŋšőć ďń£ ťşŋłűĺĺ Cat(s), ŕřőĺğćőď£źěľ ďń£ ůĺśěń Łăšăńăŋă.

Ŕěřěľďěň ł ąőńěě ďěšăńĳŋőňş ĺğşůěŋĺ¿ ăśĺňŕšőšĺłĺ łő¡ťťĺűĺěŋšőć.

Ńěňňă. Ŕşśšĳ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ {an} ŕőńőęĺšěńĳŋżţ ůĺśěń šă-

łőćă, ůšő a_{n+1} a_n = A n^k + ¸_1n^{k−1} + · · · + ¸_k n^k + ˛_1n^{k−1} + · · · + ˛_k

(5.4)

ďń£ ćśěţ ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿĺţ n, ŕřĺůěň ¸_1 ≠ ˛_1. Šőčďă a_n řăśšěš łăł const · A^n · n^{(¸1−˛1)}.

Ŕřĺňěř. Ďń£ ůĺśěń Łăšăńăŋă c_{n+1} c_n = 4n + 2 n + 2

= 4n

+ 1=2 n + 2 ; ŕő¡šőňş c_{n+1} ∼ const · 4^n · n^{−3=2}.

Ŕřĺňěř. Ŋăľďěň ăśĺňŕšőšĺłş łő¡ťťĺűĺěŋšőć ďń£ ťşŋłűĺĺ (a−s)^¸. Ć űěńőň ř£ďě śńşůăěć ¡šă ăśĺňŕšőšĺłă ŋăň şęě ĺğćěśšŋă. Ŋăŕřĺňěř, ŕřĺ ¸ = −1 ĺ a | ćěźěśšćěŋŋőň ŕőńőęĺšěńĳŋőň. Śőčńăśŋő őŕřěďěńěŋĺ¿ ťşŋłűĺĺ (a − s)^¸ ĺňěěň

(a−s)^¸ = a^¸(1− s ¸ ) = a^¸(1−¸ 1! s a +¸ (¸ − 1) 2! (s a )^2−¸

(¸ − 1)(¸ − 2) 3! (s a )^3+· · ·)

Ěśńĺ ¸ | űěńőě ŋěőšřĺűăšěńĳŋőě ůĺśńő, šő ř£ď őąřżćăěšś£ ĺ ćőŕřőśă őą ăśĺňŕšőšĺłě ŋě ćőğŋĺłăěš. Ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě ňż ňőęěň ŕřĺňěŋĺšĳ ŕřěďżďşźş¿ ńěňňş:

a_{n+1} a_n = − 1 a · ¸ − n n + 1 = 1 a n −¸ n + 1

Ŕő¡šőňş a_n ∼ const · a^{−n} · n^{−¸−1}. Ŋăŕřĺňěř, łő¡ťťĺűĺěŋšż řăğńőęěŋĺ£ −(1 − 4s)^{1=2} ćěďşš śěą£ łăł const · 4^n · n^{−3=2}. Šěň śăňżň ňż ŕőńşůăěň ŕőćšőřŋżľ ćżćőď ăśĺňŕšőšĺłĺ ďń£ ůĺśěń Łăšăńăŋă.

Ďőłăğăšěńĳśšćő ńěňňż. Şšćěřęďěŋĺě ńěňňż ¡łćĺćăńěŋšŋő šőňş, ůšő śşźěśšćşěš ŕřěďěń lim_{n→∞} a_n=(A^nn^{¸1−˛1} ), łőšőřżľ ňőęŋő, ŕřőńőčăřĺťňĺřőćăć, ŕřěďśšăćĺšĳ ć ćĺďě

lim_{n→∞} ln a_n − n ln A − (¸_1 − ˛_1) ln n

Ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă śşźěśšćőćăŋĺ£ ŕřěďěńă ŕřĺňěŋĺň łřĺšěřĺľ Łőÿĺ, š.ě. ąşďěň ďőłăğżćăšĳ, ůšő řăśśňăšřĺćăěňă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ťşŋďăňěŋšăńĳŋă. Ťőřňăńĳŋő ¡šő őğŋăůăěš:

∀› > 0 ∃N : ∀n > N ∀m > 0 | ln a_{n+m} − ln n− (n + m) ln A + n ln A − (¸_1 − ˛_1) ln(n + m) + (¸_1 − ˛_1) ln n |< › ĺńĺ ∀› > 0 ∃N : ∀n > N ∀m > 0 | ln a_{n+m} − ln n − m ln A − (¸_1 − ˛_1)(ln(n + m) − ln n) |< › (5.5)

Řăśśňőšřĺň őšŋőÿěŋĺě a_{n+1}=a_n:

a_{n+1}=a_n = A

1 + ¸_1n^{−1} + · · · + ¸_kn^{−k} 1 + ˛_1n^{−1} + · · · + ˛_kn^{−k}

= Af(1=n)

Ńőčăřĺťňĺřşěň:

ln a_{n+1} − ln a_n = ln A + ln f(1=n)

Ŕőśňőšřĺň ŋă ln f(x). Ćŋăůăńě ćżŕĺÿěň řăğńőęěŋĺě f(x) ć ř£ď ć őłřěśšŋőśšĺ šőůłĺ 0:

f(x) = 1 + (¸_1 − ˛_1)x + 1 2 f^{′′}(0)x^2 + · · ·

Ŕő¡šőňş | ln f(x) − (¸_1 − ˛_1)x |< Cx^2, š.ě.

| ln a_{n+1} − ln a_n − ln A − (¸_1 − ˛_1)^1_n | < C^1_{n2} | ln a_{n+2} − ln a_{n+1} − ln A − (¸_1 − ˛_1)^1_{n+1} | < C^1_{(n+1)2} : : : : : : : : :

| ln a_{n+m} − ln a_{n+m−1} − ln A − (¸_1 − ˛_1)^1_{n+m−1} | < C^1_{(n+m−1)2}

(5.6)

Ŋăś ĺŋšěřěśşěš řăğŋőśšĳ (5.5):

| ln a_{n+m} − ln n − m ln A − (¸_1 − ˛_1)(ln(n + m) − ln n) |=

| ln a_{n+m} − ln n − m ln A − (¸_1 − ˛_1) m∑ i=0 1 n + i + +(¸_1 − ˛_1)^{m∑}_{i=0} 1 n + i

− (¸_1 − ˛_1)(ln(n + m) − ln n) |≤ (5.7)

| ln a_{n+m} − ln n − m ln A − (¸_1 − ˛_1) m∑ i=0 1 n + i | + | (¸_1 − ˛_1)( m∑ i=0 1 n + i

− − ln(n + m) + ln n) |

(5.8)

Ŕěřćőě śńăčăěňőě ć ( 5.7) őűěŋĺň ś ŕőňőźĳ¿ ćżŕĺśăŋŋőľ ćżÿě śĺśšěňż ŋěřăćěŋśšć (5.6). Ŕőńşůĺň:

| ln a_{n+m} − ln n − m ln A − (¸_1 − ˛_1) m∑ i=0 1 n + i |≤ C m∑ i=0 1 (n + i)^2

(5.9)

Ŕőśłőńĳłş ř£ď^{∑∞}_{n=0} n^{−2} śţőďĺšś£, šő ćěńĺůĺŋă, ğăŕĺśăŋŋă£ śŕřăćă ć (5.9), ŕřĺ ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿĺţ n ňěŋĳÿě ›.

Őűěŋĺň ćšőřőě śńăčăěňőě ć (5.7) . Ďń£ ¡šőčő ğăňěšĺň, ůšő śšő£źă£ ć ŋěň śşňňă ěśšĳ ŕńőźăďĳ ŕőď čřăťĺłőň śšşŕěŋůăšőľ ťşŋłűĺĺ 1=⌈x⌉ ŋă őšřěğłě [n; n + m + 1]. Őŋă ąőńĳÿě, ůěň ŕńőźăďĳ ŕőď čřăťĺłőň ťşŋłűĺĺ 1=x, ŋő ňěŋĳÿě, ůěň ŕńőźăďĳ ŕőď čřăťĺłőň 1=x − 1. Ğŋăůĺš řăğŋőśšĳ, śšő£źă£ ŕőď ňőďşńěň ćő ćšőřőň śńăčăěňőň ć (5.7) (řăğŋőśšĳ ŕńőźăďěľ 1=x ĺ 1=x − 1) ŋě ŕřěćőśţőďĺš ğŋăůěŋĺ£ ťşŋłűĺĺ ć śăňőľ ńěćőľ šőůłě řăśśňăšřĺćăěňőčő őšřěğłă. Šăłĺň őąřăğőň | m∑ i=0 1 n + i

− ln(n + m) + ln n |< 1=n

İšő ĺ ğăćěřÿăěš ďőłăğăšěńĳśšćő ńěňňż. .

Ğăďăůĺ

1. (ŔŚ, 8.1.24) Ŕşśšĳ p_1; p_2; : : : ; p_k | řăğńĺůŋżě ŕřőśšżě ňŋőęĺšěńĺ ůĺśńă n. Šőčďă ůĺśńő ůĺśěń, ňěŋĳÿĺţ n ĺ ćğăĺňŋő ŕřőśšżţ ś ŋĺň, | ’(n) | řăćŋő

’(n) = n(1 − 1=p_1)(1 − 1=p_2) : : : (1 − 1=p_k ):

2. (ŔŚ, 8.1.60) Ůĺśńő řăğńĺůŋżţ ŕřăćĺńĳŋżţ ğăňłŋşšżţ n-şčőńĳŋĺłőć řăćŋő ’(n)=2.

3. (ŔŚ, 8.1.63) Śłőńĳłő ŋěśőłřăšĺňżţ ďřőąěľ ĺňěěšś£ śřěďĺ n^2 ďřő- ąěľ 1=1; 1=2; 1=3; : : : ; 1=n 2=1; 2=2; 2=3; : : : ; 2=n 3=1; 3=2; 3=3; : : : ; 3=n : : :

n=1; n=2; n=3; : : : ; n=n ?

4. Ŋăľšĺ ăśĺňŕšőšĺłş łő¡ťťĺűĺěŋšőć:

ă) (x − a)^¸ log(x − a) ą) Cat^2(x) ć) ůĺśńă řăğąĺěŋĺľ.

ŃĚŁŰĹ§ 6. Ŕřőĺğćőď£źĺě ťşŋłűĺĺ ŋěśłőńĳłĺţ ŕěřěňěŋŋżţ.

Ŕřőĺğćőď£źĺě ťşŋłűĺĺ őš ďćşţ ŕěřěňěŋŋżţ ŕěřěśůĺšżćă¿š ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ, ĺŋďěłśĺřőćăŋŋżě ďćşň£ űěńőůĺśńěŋŋżňĺ ŕěřěňěŋŋżňĺ. Şďőąŋő ğăŕĺśżćăšĳ šăłĺě ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ć ćĺďě šřěşčőńĳŋĺłă (śőőšćěšśšćş¿źěčő űěńőůĺśńěŋŋőľ řěÿěšłě ŋă ŕőńőęĺšěńĳŋőň łćăďřăŋšě).

Ć łăůěśšćě ŕěřćőčő ŕřĺňěřă řăśśňőšřĺň

6.1. Šřěşčőńĳŋĺł Ŕăśłăń£. ↙ 1 ↘ 1 1 1 2 1 1 3 3 1 : : : : : : : : :

Ůĺśńă, śšő£źĺě ć šřěşčőńĳŋĺłě Ŕăśłăń£, śőőšćěšśšćş¿š ůĺśńş ŕşšěľ, łőšőřżě ćěďşš ĺğ śăňőľ ćěřţŋěľ ćěřÿĺŋż ć ďăŋŋş¿ ć ŋăŕřăćńěŋĺ£ţ, şłăğăŋŋżţ śšřěńłăňĺ.

Ŕřőĺğćőď£źă£ ťşŋłűĺ£ ňőęěš ążšĳ śőŕőśšăćńěŋă šřěşčőńĳŋĺłş Ŕăśłăń£ ŋěśłőńĳłĺňĺ śŕőśőąăňĺ. Ŕşśšĳ n | śšřőłă šřěşčőńĳŋĺłă Ŕăśłăń£, k | ŋőňěř ¡ńěňěŋšă ć śšřőłě. Šőčďă ŕőńşůĺň: ∞∑ n;k=0 ( n k ) x^ky^n =^{∞∑}_{n=0} ( ∞ ∑ k=0 ( n k ) x^k ) y^n =^{∞∑}_{n=0}(1 + x)^ny^n = 1 1 − y − xy

Ćšőřőľ śŕőśőą śőőšćěšśšćşěš ŋşňěřăűĺĺ ćďőńĳ śšřěńőł, ŕőłăğăŋŋżţ ŋă šřěşčőńĳŋĺłě Ŕăśłăń£. Ďń£ ŋěčő ĺňěěň:

c_{n;m} = ( n + m m ) = ( n + m n )

∞∑ n;m=0

c_{n;m}x^ny^m =^{∞∑}_{n;m=0} ( n + m n ) x^ny^m =^{∞∑}_{k=0}^∑_{n+m=k} ( n + m n ) x^ny^m = = ∞∑ k=0 (x + y)^k = 1 1 − x − y

Ĺ, ŋăłőŋěű, ĺňěěšś£ šřěšĺľ śŕőśőą: śőŕőśšăćĺšĳ šřěşčőńĳŋĺłş Ŕăśłăń£ ¡łśŕőŋěŋűĺăńĳŋş¿ ŕřőĺğćőď£źş¿ ťşŋłűĺ¿. İłśŕőŋěŋűĺăńĳŋă£ ŕřőĺğćőď£źă£ ťşŋłűĺ£ őšńĺůăěšś£ őš őążůŋőľ šěň, ůšő ć łăůěśšćě łő- ¡ťťĺűĺěŋšőć śšěŕěŋŋőčő ř£ďă ąěřşšś£ ŋě ¡ńěňěŋšż ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ a_n, ă^{an}_{n!} .

6.2. İłśŕőŋěŋűĺăńĳŋżě ŕřőĺğćőď£źĺě ťşŋłűĺĺ.

Ğŋă£ ¡łśŕőŋěŋűĺăńĳŋş¿ ŕřőĺğćőď£źş¿ ťşŋłűĺ¿, ňż šăłęě ňőęěň ćőśśšăŋőćĺšĳ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ a_n, łăł, ćŕřőůěň, ĺ ć ąőńěě őąźěň śńşůăě, łőčďă ťĺłśĺřşěšś£ ŋěłőšőřă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ b_n, ĺ ń¿ąőľ ďřşčőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ śőŕőśšăćń£ěšś£ ř£ď a_nb_n. Šăłĺň őąřăğőň, ĺňěěň śőőšćěšśšćĺ£:

{a_n} ↔ ∑∞ n=0 a_nx^n | ŕřőśšă£ ŕřőĺğćőď£źă£ ťşŋłűĺ£ {a_n} ↔ ∑∞ n=0 an n! x^n | ¡łśŕőŋěŋűĺăńĳŋă£ {a_n} ↔ ∑∞ n=0 a_nb_nx^n | śőőšćěšśšćş¿źă£ {b_n} Ŋő ŕřőĺğćőď£źĺě ťşŋłűĺĺ, őšńĺůŋżě őš ŕřőśšżţ ĺńĺ ¡łśŕőŋěŋűĺăńĳŋżţ, ćśšřěůă¿šś£ ďőćőńĳŋő řěďłő. Ůěň őšńĺůă¿šś£ ¡łśŕőŋěŋűĺăńĳŋżě ŕřőĺğćőď£źĺě ťşŋłűĺĺ őš ŕřőśšżţ? Ŕőśňőšřĺň, łăł ŕřěőąřăğş¿šś£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ŕřĺ őŕěřăűĺ£ţ ŋăď ¡łśŕőŋěŋűĺăńĳŋżňĺ ŕřőĺğćőď£- źĺňĺ ťşŋłűĺ£ňĺ. Śşňňă ćěďěš śěą£ šăł ęě: ∑ a_n n! x^n +^∑ b_n n! x^n =^∑

(a_n + b_n) n! x^n

Ă ŕřőĺğćěďěŋĺě ĺŋăůě: ( a_0 0! + a_1 1! x + a_2 2! x^2 + : : :)( b_0 0! + b_1 1! x + b_2 2! x^2 + : : :) = = a_0 0! b_0 0! + ( a_0 0! b_1 1! + a_1 1! b_0 0! )x + ( a_0 0! b_2 2! + a_1 1! b_1 1! + a_2 2! b_0 0! )x^2 + : : :

Łő¡ťťĺűĺěŋšż ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ćżůĺśń£¿šś£ ŕő ťőřňşńě:

c_n = a_nb_0 ( n 0 ) + a_{n−1}b_1 ( n 1 ) + : : : + a_0b_n ( n n )

Ĺňěěšś£ šăłęě őšńĺůĺě ŕřĺ ćğ£šĺĺ ŕřőĺğćőďŋőľ. Ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺě ¡łśŕőŋěŋűĺăńĳŋőľ ŕřőĺğćőď£źěľ ťşŋłűĺĺ ŕřĺćőďĺš šőńĳłő ł śďćĺčş łő- ¡ťťĺűĺěŋšőć ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ, ŋě ňěŋ££ ĺţ ćěńĺůĺŋż. ( a_0 0! + a_1 1! x + a_2 2! x^2 + : : :)^′ = a_1 + a_2 1! x + a_3 2! x^2 + : : :

6.3. İłśŕőŋěŋűĺăńĳŋă£ ŕřőĺğćőď£źă£ ťşŋłűĺ£ ďń£ šřěşčőńĳŋĺłă Ŕăśłăń£.

Ĺśŕőńĳğşěň ŋşňěřăűĺ¿, şłăğăŋŋş¿ ŋă šřěşčőńĳŋĺłě Ŕăśłăń£ śšřěńłăňĺ: ∑ 1 (n + m)! ( n + m n ) x^ny^m =^{∞∑}_{k=0} 1 k! ∑ n+m=k ( n + m n ) x^ny^m =

= ∞∑ k=0 1 k! (x + y)^k = e^{x+y}

6.4. Šřěşčőńĳŋĺł Ąěřŋşńńĺ-İľńěřă.

İšőš šřěşčőńĳŋĺł őąńăďăěš, łăł ĺ šřěşčőńĳŋĺł Ŕăśłăń£, ňŋőčĺňĺ ğăňěůăšěńĳŋżňĺ śćőľśšćăňĺ. Ŕřěďśšăćĺň ďćă śŕőśőąă ğăŕĺśżćăšĳ ěčő: 1 1 0 0 1 1 2 2 1 0 0 2 4 5 5 16 16 14 10 5 0 0 16 32 46 56 61 61 : : : : : : : : : : : : : : : : : :

Ńěćă£ śšőřőŋă šřěşčőńĳŋĺłă Ąěřŋşńńĺ-İľńěřă ŋăğżćăěšś£ śšőřőŋőľ Ąěřŋşńńĺ, ŕřăćă£ | śšőřőŋőľ İľńěřă.

Ůĺśńă ć šřěşčőńĳŋĺłě Ąěřŋşńńĺ-İľńěřă šăłęě őğŋăůă¿š ůĺśńő ŕşšěľ ĺğ ćěřţŋěľ ćěřÿĺŋż ć ďăŋŋş¿. Ŋő řăśśňăšřĺćă¿šś£ ŕřĺ ¡šőň ŕşšĺ, ĺďşźĺě ğĺčğăčőň: ŋěůěšŋżě ÿăčĺ ćńěćő, ůěšŋżě | ćŕřăćő. Ŕő¡šőňş łăęďőě ůĺśńő ć šřěşčőńĳŋĺłě Ąěřŋşńńĺ-İľńěřă řăćŋő śşňňě śšő£źĺţ ŕěřěď ŋĺň ůĺśěń ć ŕřěďżďşźěľ śšřőłě, śůĺšă£ śńěćă ŋăŕřăćő ć ŋěůěšŋżţ śšřőłăţ, ĺ śŕřăćă ŋăńěćő ć ůěšŋżţ.

Ňőęŋő ďăšĳ ĺ ąőńěě ŕřőśšőě ĺŋďşłšĺćŋőě ŕřăćĺńő őŕřěďěńěŋĺ£ ůĺśěń ć šřěşčőńĳŋĺłě Ąěřŋşńńĺ-İľńěřă, ěśńĺ ůěřěďőćăšĳ ğŋăłĺ ůěřěğ łăęďżě ďćě śšřőůłĺ: 1 1 0 0 −1 −1 −2 −2 −1 0 0 2 4 5 5 16 16 14 10 5 0 0 −16 −32 −46 −56 −61 −61 : : : : : : : : : : : : : : : : : :

Łăęďżľ ¡ńěňěŋš řăćěŋ śşňňě śšő£źĺţ śŕřăćă ĺ śŕřăćă śćěřţş, łăł ŕőłăğăŋő ŋă śţěňě. Ŕřĺ ¡šőň ŋşęŋő łăł-šő ďőőŕřěďěńĺšĳ śšőřőŋş İľńěřă.

6.5. Ěźě őďŋă ĺŋšěřŕřěšăűĺ£ šřěşčőńĳŋĺłă Ąěřŋşńńĺ-İľńěřă: ňőřśőćśłĺě ňŋőčőůńěŋż ĺ updown ŕěřěśšăŋőćłĺ.

Ŋăůŋěň ś ťşŋłűĺľ. Ąşďěň řăśśňăšřĺćăšĳ ňŋőčőůńěŋż p(x) = x^{n+1} + a_1x^n +: : :+a_{n+1} ĺ ĺţ łřĺšĺůěśłĺě šőůłĺ. Šőůłă x_0 | łřĺšĺůěśłă£, ěśńĺ p^′(x_0) = 0.

Ĺňěěšś£, ćőőąźě čőćőř£, n łřĺšĺůěśłĺţ šőůěł.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ňŋőčőůńěŋ ŋăğżćăěšś£ ňőřśőćśłĺň, ěśńĺ

1. ćśě ěčő łřĺšĺůěśłĺě šőůłĺ řăğńĺůŋż ĺ ćěźěśšćěŋŋż;

2. ćśě ěčő łřĺšĺůěśłĺě ğŋăůěŋĺ£ řăğńĺůŋż.

Ŕřĺćěďěň ŕřĺňěřż ŕřĺ ňăńżţ ğŋăůěŋĺ£ţ n:

Ŕřĺ n=1 ĺ n=2 ĺňěěšś£ řőćŋő 1 ćőğňőęŋőśšĳ

n=3. Ĺňě¿šś£ ďćě ćőğňőęŋőśšĺ

n=4. Ĺňěěšś£ ŕ£šĳ ćőğňőęŋőśšěľ

Ňőęŋő ğăňěšĺšĳ, ůšő ŕőńşůăěňżě ůĺśńă śőőšćěšśšćş¿š ŋěŋşńěćżň ůĺśńăň ŋă ąőłőćżţ śšőřőŋăţ šřěşčőńĳŋĺłă Ąěřŋşńńĺ-İľńěřă, ńěćă£ śšőřőŋă śőőšćěšśšćşěš ŋěůěšŋżň ğŋăůěŋĺ£ň n, ŕřăćă£ | ůěšŋżň.

Łăęďőňş ňőřśőćśłőňş ňŋőčőůńěŋş ňőęŋő śőŕőśšăćĺšĳ ŕěřěśšăŋőćłş. Ďń£ ¡šőčő ŕěřěŋşňěřşěň łřĺšĺůěśłĺě šőůłĺ ĺ łřĺšĺůěśłĺě ğŋăůěŋĺ£ ć ŕőř£ďłě ćőğřăśšăŋĺ£. Ŕőśńě ¡šőčő ŕěřěśšăŋőćłă őŕřěďěń£- ěšś£ šăł: ŋă i-őň ňěśšě śšőĺš ŋőňěř łřĺšĺůěśłőčő ğŋăůěŋĺ£ ć i-ľ łřĺšĺůěśłőľ šőůłě.

§śŋő, ůšő łăęďżľ ¡ńěňěŋš šăłőľ ŕěřěśšăŋőćłĺ ńĺąő ąőńĳÿě őąőĺţ śćőĺţ śőśěďěľ, ńĺąő ňěŋĳÿě, ă ŕőśńěďŋĺľ ¡ńěňěŋš ćśěčďă ňěŋĳÿě ŕřěďŕőśńěďŋěčő. Šăłĺě ŕěřěśšăŋőćłĺ ŋăğżćă¿šś£ ŕĺńőőąřăğŋżňĺ ĺńĺ up-down ŕěřěśšăŋőćłăňĺ.

Şŕřăęŋěŋĺě 6.1. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřĺćěďěŋŋőě śőőšćěšśšćĺě ćğăĺň-

ŋőőďŋőğŋăůŋő.

Ůšőąż ŕőŋ£šĳ, őšłşďă ąěřěšś£ ść£ğĳ ś šřěşčőńĳŋĺłőň Ąěřŋşńńĺ-İľ-ńěřă, řăśśňőšřĺň šĺŕż ňőřśőćśłĺţ ňŋőčőůńěŋőć, ş łőšőřżţ ŕěřćőě łřĺšĺůěśłőě ğŋăůěŋĺě ĺňěěš ŋőňěř k.

Şšćěřęďěŋĺě.Ŕşśšĳ cn;k | ůĺśńő šĺŕőć ňőřśőćśłĺţ ňŋőčőůńěŋőć

śšěŕěŋĺ n+1, ş łőšőřżţ 1-ě łřĺšĺůěśłőě ğŋăůěŋĺě £ćń£ěšś£ k-ň ŕő ćěńĺůĺŋě. Šőčďă c_{n;k} ěśšĳ k-ě ůĺśńő ć n-ľ śšřőłě šřěşčőńĳŋĺłă Ąěřŋşńńĺ- İľńěřă.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ďń£ ŕěřćżţ ďćşţ śšřőł šřěşčőńĳŋĺłă şšćěřęďěŋĺě ŕřőćěř£ěšś£ ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő. Ďőłăęěň, ůšő ěśńĺ őŋő ćěřŋő ďń£ n-ľ śšřőłĺ, šő őŋő ćěřŋő ĺ ďń£ śšřőłĺ ś ŋőňěřőň n + 1. Ŕşśšĳ ďń£ őŕřěďěńěŋŋőśšĺ n + 1 ůěšŋő. Šőčďă n ĺ n + 2 ŋěůěšŋż; ňż řăśśňăšřĺćăěň ňŋőčőůńěŋż śšěŕěŋĺ n + 2. Ŕěřćőě łřĺšĺůěśłőě ğŋăůěŋĺě ć šăłőň ňŋőčőůńěŋě £ćń£ěšś£ ňăłśĺňşňőň, ćšőřőě | ňĺŋĺňşňőň; ŕő¡šőňş ćšőřőě łřĺšĺůěśłőě ğŋăůěŋĺě ňěŋĳÿě 1-čő.

Őšąřőśĺć ŕěřćőě łřĺšĺůěśłőě ğŋăůěŋĺě, ňż ŕőńşůăěň ňŋőčőůńěŋ śšěŕěŋĺ n + 1 őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěńěŋŋőčő ňőřśőćśłőčő šĺŕă, ş łőšőřőčő 1-ě łřĺšĺůěśłőě ğŋăůěŋĺě ňőęěš ążšĳ k-ň, k + 1, : : :, n-ň ŕő ćěńĺůĺŋě. Ŋăőąőřőš, ŕő łăęďőňş ňŋőčőůńěŋş śšěŕěŋĺ n + 1, ş łőšőřőčő 1-ě łřĺšĺůěśłőě ğŋăůěŋĺě £ćń£ěšś£ l-ň ŕő ćěńĺůĺŋě (l ≥ k), ňż ňőęěň ěďĺŋśšćěŋŋżň őąřăğőň ŕőśšřőĺšĳ ňŋőčőůńěŋ śšěŕěŋĺ n+2, ş łőšőřőčő 1-ě łřĺšĺůěśłőě ğŋăůěŋĺě £ćń£ěšś£ k-ň. Šăłĺň őąřăğőň,

c_{n+1;k} =^∑_{l≥k} c_{n;l}

Ďń£ śšřőłĺ ś ŋěůěšŋżň ŋőňěřőň śŕřăćěďńĺćő ăŋăńőčĺůŋőě řăśśşęďěŋĺě. Šăłĺň őąřăğőň, ůĺśńă şďőćńěšćőř£¿š šěň ęě śőőšŋőÿěŋĺ£ň, ůšő ĺ ¡ńěňěŋšż šřěşčőńĳŋĺłă Ąěřŋşńńĺ-İľńěřă, ă ğŋăůĺš, ĺňěŋŋő őŋĺ ĺ śšő£š ć šřěşčőńĳŋĺłě.

6.6. Ćżćőď ŕřőĺğćőď£źĺţ ťşŋłűĺľ ďń£ śšőřőŋ Ąěřŋşńńĺ ĺ İľńěřă.

Ćżćěďěň řěłşřřěŋšŋş¿ ťőřňşńş ďń£ ůĺśńă up-down ŕěřěśšăŋőćőł (šĺŕőć ňŋőčőůńěŋőć). Ďń£ ¡šőčő ćőğĳňěň śăňżľ ćżśőłĺľ ňăłśĺňşň ňŋőčőůńěŋă ĺ şŋěśěň ěčő ć ąěśłőŋěůŋőśšĳ.

Ŕőńşůĺň ďćă ňŋőčőůńěŋă, ŕřĺůěň ěśńĺ ĺğŋăůăńĳŋő ĺňěńăśĳ n + 1 łřĺšĺůěśłă£ šőůłă, šő ŕőńşůă¿šś£ ňŋőčőůńěŋż ś k ĺ n − k łřĺšĺůěśłĺňĺ šőůłăňĺ, n − k | ŋěůěšŋő.

Ŋěőąţőďĺňő řăśśňőšřěšĳ ŕő őšďěńĳŋőśšĺ śńşůăĺ, łőčďă n ŋěůěšŋő (őąőğŋăůăěň ůĺśńő up-down ŕěřěśšăŋőćőł łăł p_n, ă ¡łśŕőŋěŋűĺăńĳŋş¿ ŕřőĺğćőď£źş¿ ťşŋłűĺ¿ | P (x) ), ĺ łőčďă n | ůěšŋő (őąőğŋăůĺň ůĺśńő up-down ŕěřěśšăŋőćőł e_n, ă ¡łśŕőŋěŋűĺăńĳŋş¿ ŕřőĺğćőď£źş¿ ťşŋłűĺ¿ | E(x)). Ďń£ ůĺśěń p_n ŕőńşůăěň řěłşřřěŋšŋőě śőőšŋőÿěŋĺě

p_{n+1} =^∑ k | ŋěůěšŋő ( n k ) p_kp_{n−k} (6.1)

Ąĺŋőňĺăńĳŋżľ łő¡ťťĺűĺěŋš ćőğŋĺłăěš ĺğ-ğă šőčő, ůšő ňż ďőńęŋż ŕěřěňěÿăšĳ ňŋőęěśšćă łřĺšĺůěśłĺţ ğŋăůěŋĺľ ńěćőčő ĺ ŕřăćőčő ňŋőčőůńěŋőć.

Ćśŕőňĺŋă£, ůšő ďń£ ¡łśŕőŋěŋűĺăńĳŋżţ ŕřőĺğćőď£źĺţ ťşŋłűĺľ ŕřăćă£ ůăśšĳ śőőšćěšśšćşěš łćăďřăšş ŕřőĺğćőď£źěľ ťşŋłűĺĺ P (x), ă ńěćă£ | ěě ęě ŕřőĺğćőďŋőľ, ŕőńşůăěň şřăćŋěŋĺě ďń£ ŕřőĺğćőď£źěľ ťşŋłűĺĺ: P^′(x) = P^2(x) + 1 (6.2) Şřăćŋěŋĺě (6.2) | ś řăğďěń£¿źĺňĺś£ ŕěřěňěŋŋżňĺ. Řěÿĺć ěčő, ŕőńşůăěň:

dP = dx(P^2 + 1) ∫ dP P^2 + 1 = ∫ dx arctg P = x + C

P = tg(x + C) Šăłĺň őąřăğőň, śšőřőŋă Ąěřŋşńńĺ šřěşčőńĳŋĺłă Ąěřŋşńńĺ-İľńěřă őŕřěďěń£ěš řăğńőęěŋĺě ć ř£ď šăŋčěŋśă:

tg x = x + 2 x^3 3! + 16 x^5 5! + 272 x^7 7! + : : :

Ěśńĺ ęě n | ůěšŋő, ŕőńşůăěň šăłőě řěłşřřěŋšŋőě śőőšŋőÿěŋĺě:

e_{n+1} =^∑ k | ŋěůěšŋő ( n k ) e_kp_{n−k} (6.3)

łőšőřőňş śőőšćěšśšćşěš şřăćŋěŋĺě ć ŕřőĺğćőď£źĺţ ťşŋłűĺ£ţ E^′(x) = E(x)P (x) (6.4) Řěÿă£ ěčő, ŕőńşůăěň: E^′(x) E(x)

= P (x)

(ln E(x))^′ = P (x) = tg x ln E(x) = ∫ tg xdx

E(x) = 1 cos x

Ğăďăůĺ

1. Ŋăľšĺ ¡łśŕőŋěŋűĺăńĳŋş¿ ŕřőĺğćőď£źş¿ ťşŋłűĺ¿ ďń£ šřěşčőńĳŋĺłă Ąěřŋşńńĺ-İľńěřă ∑ be_{n;m} x^n n! y^m m! = BE(x; y)

2. Ŋăľšĺ ŕřőĺğćőď£źş¿ ťşŋłűĺ¿ ďń£ ůĺśńă ŕşšěľ ďő šőůłĺ n ğă m ÿăčőć ŕő ŕřăćőľ ŕőńşŕř£ňőľ.

3. Řăśśňőšřĺň, łăł ¡šő şęě ążńő, ŋěśăňőŕěřěśěłă¿źĺěś£ ŕşšĺ ŕő űěńőůĺśńěŋŋőľ řěÿěšłě ŋă ŕńőśłőśšĺ, łőčďă řăğřěÿěŋż ÿăčĺ ć šřěţ ŋăŕřăćńěŋĺ£ţ: ŋăńěćő, ŋăŕřăćő ĺ ććěřţ. Ŋăľšĺ ŕřőĺğćőď£- źş¿ ťşŋłűĺ¿ ďń£ ůĺśńă šăłĺţ ŕşšěľ ĺğ šőůłĺ (0; 0) ć šőůłş (n; m) ğă k ÿăčőć ć ŕőńőęĺšěńĳŋőň łćăďřăŋšě.

4. Řăśśňőšřĺň čĺŕěřčěőňěšřĺůěśłş¿ ťşŋłűĺ¿

h(z) = 1 + (1 2 )_2 z + (1 · 3 2 · 4

)_2

z^2 +

(1 · 3 · 5 2 · 4 · 6

)_2

z^3 + : : :

ă) ŋăľšĺ ăśĺňŕšőšĺłş łő¡ťťĺűĺěŋšőć; ą) ďőłăğăšĳ, ůšő

z(1 − z)h^{′′}(z) + (1 − 2z)h^′(z) − 1 4 h(z) = 0

5. Ŋăľšĺ ŕřőĺğćőď£źĺě ťşŋłűĺĺ ďń£ ůĺśńă ŕşšěľ ďńĺŋż k ĺğ ŋěłőšőřőľ ťĺłśĺřőćăŋŋőľ šőůłĺ ć ŋěłőšőřş¿ ďřşčş¿, őšśšő£źş¿ őš ŋěě ŋă řăśśšő£ŋĺě m ďń£ śńěďş¿źĺţ ąěśłőŋěůŋżţ čřăťőć ă) őďŋőřőďŋőě ďěřěćő ŕőř£ďłă 3: ą) čěłśăčőŋăńĳŋă£ řěÿěšłă:

ŃĚŁŰĹ§ 7. Čřăťż ĺ ţřőňăšĺůěśłĺě ťşŋłűĺĺ

7.1. Řăśłřăśłĺ čřăťőć.

Ąńĺęăľÿĺě ŋěśłőńĳłő ńěłűĺľ ąşďşš ŕőść£źěŋż ŋěłőšőřżň čěőňěšřĺůěśłĺň ăśŕěłšăň łőňąĺŋăšőřĺłĺ, ć šőň ůĺśńě ŋăĺąőńěě ăłšĺćŋő řăğćĺćă¿źĺňś£ ć ŕőśńěďŋĺě čőďż.

Őďŋă ĺğ śăňżţ śšăřżţ ĺ ŋăĺąőńěě ŕřĺćńěłăšěńĳŋżţ ğăďăů ć ¡šőľ őąńăśšĺ | ¡šő ŕřőąńěňă ůěšżřěţ łřăśőł.

Ğăďăůă. Ďőłăğăšĳ, ůšő ćś£łĺľ ŕńăŋăřŋżľ čřăť 4-řăśłřăÿĺćăěň.

Ďń£ ŕőŋĺňăŋĺ£ ťőřňşńĺřőćłĺ ¡šőľ ğăďăůĺ ŋăň ŕőŋăďőą£šś£ ŋěłőšőřżě şśĺńĺ£.

Őŕřěďěńěŋĺě. Čřăťőň ąşďěň ŋăğżćăšĳ šřőľłş ` = {V; E; I}, śőśšő-

£źş¿ ĺğ łőŋěůŋőčő ňŋőęěśšćă ćěřÿĺŋ V , łőŋěůŋőčő ňŋőęěśšćă řěąěř E ĺ őšőąřăęěŋĺ£ ĺŋűĺďěŋšŋőśšĺ I : E → V × V , śőŕőśšăćń£¿źěčő łăęďőňş řěąřş ŕăřş ćěřÿĺŋ, łőšőřş¿ ¡šő řěąřő śőěďĺŋ£ěš.

Čřăť őążůŋő ĺğőąřăęăěšś£ ŋă ŕńőśłőśšĺ; ćěřÿĺŋăň čřăťă śőőšćěšśšćş¿š šőůłĺ ŋă ŕńőśłőśšĺ, řěąřăň | őšřěğłĺ ďşč, śőěďĺŋ£¿źĺě ¡šĺ šőůłĺ: ’ $s

s s s s^{œœ řěąřőćěřÿĺŋă}

Łőňňěŋšăřĺĺ ł őŕřěďěńěŋĺ¿.

1. Ŋă śăňőň ďěńě ěśšěśšćěŋŋő śůĺšăšĳ čřăťőň ŋě őŕřěďěńěŋŋżľ ćżÿě őąžěłš, ă łńăśś ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ šăłĺţ őąžěłšőć. Ďćě šřőľłĺ `_1 = {V_1; E_1; I_1} ĺ `_2 = {V_2; E_2; I_2} ŋăğżćă¿šś£ ¡łćĺćăńěŋšŋżňĺ, ěśńĺ śşźěśšćş¿š ćğăĺňŋő-őďŋőğŋăůŋżě őšőąřăęěŋĺ£ v : V_1 → V_2 ĺ e : E_1 → E_2, šăłĺě ůšő I_2 ∘ e = (v × v) ∘ I_1.

2. Ş ŕřĺćěďěŋŋőčő őŕřěďěńěŋĺ£ ĺňě¿šś£ ćăřĺăŋšż. Ŋăŕřĺňěř, ĺŋőčďă ěśšěśšćěŋŋő šřěąőćăšĳ, ůšőąż őšőąřăęěŋĺě I ążńő ĺŋžěłšĺćŋżň, š.ě. ůšőąż ůěřěğ łăęďş¿ ŕăřş ćěřÿĺŋ ŕřőţőďĺńő ŋě ąőńěě őďŋőčő řěąřă. Ĺŋőčďă ğăŕřěźă¿šś£ ŕěšńĺ | řěąřă, śőěďĺŋ£¿źĺě ćěřÿĺŋş ś śăňőľ śőąőľ ĺ š.ď. Ňż ąşďěň ćś£łĺľ řăğ őčőćăřĺćăšĳ ¡šĺ őčřăŋĺůěŋĺ£.

3. Ś šőŕőńőčĺůěśłőľ šőůłĺ ğřěŋĺ£ čřăť £ćń£ěšś£ \őďŋőňěřŋżň łőňŕńěłśőň". Ěśńĺ ŋă řěąřě ććěśšĺ őřĺěŋšăűĺ¿, šő \čřăŋĺűă řěąřă" | ¡šő řăğŋőśšĳ ŋăůăńĳŋőľ ĺ łőŋěůŋőľ ćěřÿĺŋ.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ďćě ćěřÿĺŋż čřăťă ŋăğżćă¿šś£ śőśěďŋĺňĺ, ěśńĺ śş-

źěśšćşěš řěąřő, łőšőřőě ĺţ śőěďĺŋ£ěš. Čřăť ŋăğżćăěšś£ ść£ğŋżň, ěśńĺ ďń£ ń¿ąőľ ŕăřż u; v ěčő ćěřÿĺŋ śşźěśšćşěš ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ v_1; v_2; : : : ; v_k ćěřÿĺŋ čřăťă, šăłă£ ůšő ćěřÿĺŋż v_i ĺ v_{i+1} śőśěďŋĺě ďń£ ćśěţ i = 1; : : : ; k − 1 ĺ v_1 = u; v_k = v.

Ćś£łĺľ čřăť ňőęŋő ěďĺŋśšćěŋŋżň őąřăğőň řăğąĺšĳ ŋă ść£ğŋżě łőňŕőŋěŋšż | ňăłśĺňăńĳŋżě ść£ğŋżě ŕőďčřăťż, łőšőřżě ć ŋěň śőďěřęăšś£.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ŕřăćĺńĳŋőľ řăśłřăśłőľ čřăťă ć q űćěšőć ŋăğżćăěšś£

šăłőě őšőąřăęěŋĺě c : V → Q ňŋőęěśšćă ćěřÿĺŋ čřăťă ć ňŋőęěśšćő Q = {1; : : : ; q} ĺğ q ¡ńěňěŋšőć, ůšő ń¿ążě ďćě śőśěďŋĺě ćěřÿĺŋż ŕőłřăÿěŋż ć řăğńĺůŋżě űćěšă (š.ě. ďń£ ń¿ążţ ďćşţ śőśěďŋĺţ ćěřÿĺŋ v_1; v_2 ĺ c(v_1) ≠ c(v_2)).

Ćőš ŋěśłőńĳłő ŕřăćĺńĳŋő řăśłřăÿěŋŋżţ čřăťőć, śřěďĺ łőšőřżţ ĺňěěšś£ čřăť ś ŋěŕřăćĺńĳŋőľ řăśłřăśłőľ. Ŋăľďĺšě ěčő:

s s s s sss s s s 3 1 2 3 1 2 1 2 2 3 3 2 1 1 Ğăňěůăŋĺě. Čřăť, śőďěřęăźĺľ ŕěšń¿, ŋě ňőęěš ążšĳ ŕřăćĺńĳŋő řăśłřăÿěŋ: ŕő łřăľŋěľ ňěřě őďŋă ćěřÿĺŋă ć ŋěň £ćń£ěšś£ śőśěďŋěľ śăňőľ śěąě, ŕő¡šőňş őŋă ďőńęŋă ążšĳ ŕőłřăÿěŋă ć řăğŋżě űćěšă, ůšő ŋěćőğňőęŋő. Ć ďăńĳŋěľÿěň ňż őčřăŋĺůĺňś£ řăśśňőšřěŋĺěň čřăťőć ąěğ ŕěšěńĳ.

7.2. Ţřőňăšĺůěśłă£ ťşŋłűĺ£.

Őąőğŋăůĺň ůěřěğ f_Γ(q) ůĺśńő śŕőśőąőć ŕřăćĺńĳŋőľ řăśłřăśłĺ čřăťă ` ć q űćěšőć. Ťşŋłűĺ¿ f_Γ ąşďěň ŋăğżćăšĳ ţřőňăšĺůěśłőľ ťşŋłűĺěľ čřăťă `.

Ŕřĺňěř. Ŕşśšĳ čřăť ` śőśšőĺš ĺğ n ćěřÿĺŋ, ă ňŋőęěśšćő ěčő řěąěř

ŕşśšő. Šőčďă ěčő ţřőňăšĺůěśłă£ ťşŋłűĺ£, őůěćĺďŋő,

f_Γ(q) = q^n

Ğăňěůăŋĺě. Ŕřĺ ŕőďśůěšě ţřőňăšĺůěśłőľ ťşŋłűĺĺ čřăťă ůĺśńő řěąěř, śőěďĺŋ£¿źĺţ ďăŋŋş¿ ŕăřş ćěřÿĺŋ, ŋěśşźěśšćěŋŋő. Ćăęŋő ńĺÿĳ, śőěďĺŋěŋż ďăŋŋżě ďćě ćěřÿĺŋż ţőš£ ąż őďŋĺň řěąřőň, ĺńĺ ŋěš. Ŕő¡šőňş ňż őčřăŋĺůĺňś£ ć ďăńĳŋěľÿěň řăśśňőšřěŋĺěň čřăťőć, ć łőšőřżţ ń¿ążě ďćě ćěřÿĺŋż śőěďĺŋěŋż ŋě ąőńěě, ůěň őďŋĺň řěąřőň.

Ŕřĺňěř. Śőśůĺšăěň ţřőňăšĺůěśłş¿ ťşŋłűĺ¿ čřăťă A2

A_2s s

Ńěćş¿ ćěřÿĺŋş ňőęŋő ŕőłřăśĺšĳ ć q űćěšőć. Ŕőśńě ¡šőčő ŕřăćş¿ | ć q − 1 űćěš. Ŕő¡šőňş f_{A2} (q) = q(q − 1).

Ŕřěďńőęěŋĺě. Ŕşśšĳ ` = `1 ∪ : : : `k | řăğąĺěŋĺě čřăťă ` ŋă ść£ğŋżě

łőňŕőŋěŋšż. Šőčďă f_Γ = f_{Γ1} · : : : · f_{Γk} :

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Šăł łăł řăğńĺůŋżě řăśłřăśłĺ ść£ğŋżţ łőňŕőŋěŋš čřăťă ŋĺłăł ŋě ść£ğăŋż ňěęďş śőąőľ, šő ń¿ąőňş ŋăąőřş šăłĺţ řăśłřăśőł śőőšćěšśšćşěš řăśłřăśłă čřăťă ĺ ŋăőąőřőš.

Śőśůĺšăěň ţřőňăšĺůěśłş¿ ťşŋłűĺ¿ ěźě ďń£ ŋěśłőńĳłĺţ ŕřĺňěřőć. Ąńăčőďăř£ ŕřěďżďşźěňş ŕřěďńőęěŋĺ¿ ňż ňőęěň őčřăŋĺůĺšĳś£ ńĺÿĳ ść£ğŋżňĺ čřăťăňĺ.

Ŕřĺňěř. Ŕőńŋżľ čřăť Kn | ¡šő čřăť ĺğ n ćěřÿĺŋ, ć łőšőřőň ń¿-

ąă£ ŕăřă ćěřÿĺŋ śőěďĺŋěŋă ňěęďş śőąőľ řěąřőň. Ěčő ţřőňăšĺůěśłă£ ťşŋłűĺ£, őůěćĺďŋő

f_{Kn} (q) = q(q − 1)(q − 2) : : : (q − n + 1)

Ŕřĺňěř. Čřăť An:s s s s : : : A_n n ćěřÿĺŋ

Ŕěřćş¿ ćěřÿĺŋş ć ŋěň ňőęŋő ŕőłřăśĺšĳ ć ń¿ąőľ ĺğ q űćěšőć, ćšőřş¿ | ć ń¿ąőľ ĺğ őśšăćÿĺţś£ q−1 űćěšőć, šřěšĳ¿ | ć ń¿ąőľ ĺğ q−1 űćěšőć, őšńĺůŋżţ őš űćěšă ćšőřőľ ćěřÿĺŋż ĺ š.ď. Ŕő¡šőňş ěčő ţřőňăšĺůěśłă£ ťşŋłűĺ£ f_{An} (q) = q(q − 1)^{n−1}.

Ŕřĺňěř. Čřăť D4: ss s

s D4

Űěŋšřăńĳŋş¿ ćěřÿĺŋş ć ¡šőň čřăťě ňőęŋő ŕőłřăśĺšĳ ć őďĺŋ ĺğ q űćěšőć, ŕőśńě ůěčő łăęďş¿ ĺğ őśšăćÿĺţś£ ćěřÿĺŋ ňőęŋő ŕőłřăśĺšĳ ć őďĺŋ ĺğ q − 1 űćěšőć. Ŕő¡šőňş F_{D4} = q(q − 1)^3.

Šěŕěřĳ ňż ňőęěň śťőřňşńĺřőćăšĳ šěőřěňş.

Šěőřěňă. Ŕşśšĳ čřăť Tn | ¡šő ďěřěćő (ść£ğŋżľ čřăť ąěğ űĺłńőć) ś n

ćěřÿĺŋăňĺ. Šőčďă ěčő ţřőňăšĺůěśłă£ ťşŋłűĺ£ řăćŋă q(q − 1)^{n−1}.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕřőćěďěň ďőłăğăšěńĳśšćő ŕő ĺŋďşłűĺĺ. Ďń£ n = 1 šěőřěňă ćěřŋă | ţřőňăšĺůěśłă£ ťşŋłűĺ£ šăłőčő čřăťă řăćŋă q.

Ŕşśšĳ šěŕěřĳ şšćěřęďěŋĺě šěőřěňż ćěřŋő ďń£ ń¿ąőčő ďěřěćă ś n ćěřÿĺŋăňĺ. Řăśśňőšřĺň ŕřőĺğćőńĳŋőě ďěřěćő ś n + 1 ćěřÿĺŋőľ. Ćżłĺŋěň ĺğ ŋěčő ŕřőĺğćőńĳŋżľ ńĺśš (ćěřÿĺŋş, ĺğ łőšőřőľ ćżţőďĺš řőćŋő őďŋő řěąřő). Ţřőňăšĺůěśłă£ ťşŋłűĺ£ ďń£ őśšăćÿěčőś£ ďěřěćă ŕő ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿ ĺŋďşłűĺĺ řăćŋă q(q − 1)^{n−1}, ă ćżłĺŋşšş¿ ćěřÿĺŋş ňőęŋő řăśłřăśĺšĳ ć őďĺŋ ĺğ q − 1 űćěšőć. Ŕő¡šőňş ţřőňăšĺůěśłă£ ťşŋłűĺ£ ďń£ čřăťă T_n řăćŋă q(q − 1)^n, ůšő ĺ šřěąőćăńőśĳ.

Řăśśňőšřĺň šěŕěřĳ ąőńěě śńőęŋżľ ŕřĺňěř.

Ŕřĺňěř. Ŕşśšĳ čřăť Cn | űĺłń ś n ćěřÿĺŋăňĺ.

Čřăť C_3 śőćŕăďăěš ś ŕőńŋżň čřăťőň K_3, ţřőňăšĺůěśłş¿ ťşŋłűĺ¿ ďń£ łőšőřőčő ňż ğŋăěň: f_{K3} (q) = q(q − 1)(q − 2). Řăśśňőšřĺň čřăť C_4. Ćżłĺŋěň ĺğ ¡šőčő čřăťă ŕřőĺğćőńĳŋőě řěąřő AB, ŕőńşůĺň čřăť A_4. Ůĺśńő ŕřăćĺńĳŋżţ řăśłřăśőł čřăťă C_4 řăćŋő ůĺśńş ŕřăćĺńĳŋżţ řăśłřăśőł čřăťă A_4 ňĺŋşś ůĺśńő ŕřăćĺńĳŋżţ řăśłřăśőł čřăťă A_4, ć łőšőřżţ ćěřÿĺŋż A ĺ B őłřăÿěŋż ć őďĺŋ ĺ šőš ęě űćěš. Ŋő ¡šő őğŋăůăěš, ůšő ćěřÿĺŋż A ĺ B ňż ňőęěň \śłńěĺšĳ" ĺ ŕőńşůĺšĳ ŕřăćĺńĳŋş¿ řăśłřăśłş \śłńěěŋŋőčő" čřăťă C_3. Šěň śăňżň, ňż ŕőńşůĺńĺ ťőřňşńş

f_{C4} = f_{A4} − f_{C3} = q(q − 1)^3 − q(q − 1)(q − 2) = q(q − 1)(q^2 − 3q + 3):

Ăŋăńőčĺůŋőě řăśśşęďěŋĺě ŕřĺňěŋĺňő ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőčő űĺłńă ś n ćěřÿĺŋăňĺ, ĺ ňż ŕőńşůăěň řěłşřřěŋšŋş¿ ťőřňşńş

f_{Cn+1} = f_{An+1} − f_{Cn}

Ğăďăůă. Ŋăľďĺšě ŕřőĺğćőď£źş¿ ťşŋłűĺ¿ C(q; s) =^∑_n fC_n (q)s^n ďń£ ůĺśńă řăśłřăśőł űĺłńőć ś n ćěřÿĺŋăňĺ.

Şŕřăęŋěŋĺě 7.1. Ŋăľďĺšě ţřőňăšĺůěśłş¿ ťşŋłűĺ¿ ďń£ šřĺăŋčşń£-

űĺĺ łćăďřăšă:

s s^{T4}

7.3. Šěőřěňă ő ţřőňăšĺůěśłőň ňŋőčőůńěŋě.

Ćśě ćżůĺśńěŋŋżě ŋăňĺ ďő śĺţ ŕőř ţřőňăšĺůěśłĺě ťşŋłűĺĺ ŕřěďśšăćń£ńĺ śőąőľ ňŋőčőůńěŋż, ŕřĺůěň śšěŕěŋĺ ¡šĺţ ňŋőčőůńěŋőć řăćŋ£ńĺśĳ ůĺśńş ćěřÿĺŋ ć čřăťě. İšő ŋăąń¿ďěŋĺě ŕőğćőń£ěš ŋăň śťőřňşńĺřőćăšĳ čĺŕőšěğş, łőšőřă£ śšăŋőćĺšś£ šěőřěňőľ.

Šěőřěňă. Ţřőňăšĺůěśłă£ ťşŋłűĺ£ ń¿ąőčő čřăťă ` ś n ćěřÿĺŋăňĺ

£ćń£ěšś£ ňŋőčőůńěŋőň śšěŕěŋĺ n.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕőćšőřĺň řăśśşęďěŋĺě, ĺśŕőńĳğőćăŋŋőě ŋăňĺ ŕřĺ ćżůĺśńěŋĺĺ ţřőňăšĺůěśłőľ ťşŋłűĺĺ ďń£ űĺłńă. Ďń£ ěčő ťőřňăńĺğăűĺĺ ŕřőćěďěň ĺŋďşłűĺ¿ ŕő ůĺśńş řěąěř ć čřăťě. Ňż ŋě ąşďěň ŕřěďŕőńăčăšĳ ść£ğŋőśšĺ čřăťă.

Ěśńĺ ůĺśńő řěąěř řăćŋő 0, šő şšćěřęďěŋĺě šěőřěňż ćěřŋő. Ŕşśšĳ šěŕěřĳ şšćěřęďěŋĺě šěőřěňż ćěřŋő ďń£ ń¿ąőčő čřăťă ś m řěąřăňĺ. Ďőłăęěň, ůšő őŋő ćěřŋő ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőčő čřăťă ś m + 1 řěąřőň. Řăśśňőšřĺň ŕřőĺğćőńĳŋőě řěąřő AB ¡šőčő čřăťă. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ `^′ čřăť, ŕőńşůěŋŋżľ ćżłĺďżćăŋĺěň ĺğ čřăťă ` řěąřă AB, ă ůěřěğ ~` | čřăť, ŕőńşůěŋŋżľ śłńěĺćăŋĺěň ćěřÿĺŋ A ĺ B. Šőčďă f_Γ = f_Γ0 − f~_Γ. Ŕő ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿ ĺŋďşłűĺĺ f_Γ0 | ňŋőčőůńěŋ śšěŕěŋĺ n, ă f~_Γ | ňŋőčőůńěŋ śšěŕěŋĺ n − 1, ŕő¡šőňş ĺţ řăğŋőśšĳ ěśšĳ ňŋőčőůńěŋ śšěŕěŋĺ n.

Šăł łăł ţřőňăšĺůěśłă£ ťşŋłűĺ£ ń¿ąőčő čřăťă £ćń£ěšś£ ňŋőčőůńěŋőň, ňż ąşďěň ŋăğżćăšĳ ěě ţřőňăšĺůěśłĺň ňŋőčőůńěŋőň čřăťă.

Ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż śŋăąęăěš ŋăś ăńčőřĺšňőň ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£ ţřőňăšĺůěśłőčő ňŋőčőůńěŋă ŕřőĺğćőńĳŋőčő čřăťă. Ćżłĺďżćă£ ŕőőůěřěďŋő řěąřă čřăťă ĺ ŕřőĺğćőď£ śłńěĺćăŋĺ£, ňż ŕřĺţőďĺň ł čřăťş, ŋě śőďěřęăźěňş řěąěř. Ţřőňăšĺůěśłĺľ ňŋőčőůńěŋ ŕőśńěďŋěčő ňż ğŋăěň. Őďŋăłő, ¡šőš ăńčőřĺšň šřěąşěš ąőńĳÿĺţ ćżůĺśńĺšěńĳŋżţ řěśşřśőć, šăł łăł łăęďżľ ÿăč ŕřĺćőďĺš ł ğăňěŋě őďŋőčő čřăťă ďćşň£. Şęě ěčő ŕřĺňěŋěŋĺě ł ďőśšăšőůŋő śńőęŋőňş čřăťş ŕőř£ďłă 15 šřěąşěš ğŋăůĺšěńĳŋőčő ćřěňěŋĺ. Ŕő¡šőňş ćăęŋő łőŋśšřşĺřőćăšĳ ăńčőřĺšňż, ŕřĺňěŋĺňżě ł ŋěłőšőřżň łńăśśăň čřăťőć. Ć ř£ďě śńşůăěć (łăł ¡šő ążńő ćżÿě) şďăěšś£ ŕőńşůĺšĳ ďőśšăšőůŋő ŕřőśšżě ťőřňşńż.

Ğăďăůă. Ďőłăęĺšě, ůšő ţřőňăšĺůěśłĺľ ňŋőčőůńěŋ ďń£ čřăťă šřĺăŋčşń£űĺĺ n-şčőńĳŋĺłă ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă šřĺăŋčşń£űĺĺ. Ŋăľďĺšě ¡šőš ňŋőčőůńěŋ.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ţřőňăšĺůěśłĺň ůĺśńőň čřăťă ` ŋăğżćăěšś£ ňĺŋĺňăńĳ-

ŋőě ůĺśńő q, šăłőě ůšő čřăť ďőŕşśłăěš ŕřăćĺńĳŋş¿ řăśłřăśłş ć q űćěšőć.

Łőŋěůŋő, ţřőňăšĺůěśłőě ůĺśńő čřăťă őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£ěšś£ ěčő ţřőňăšĺůěśłĺň ňŋőčőůńěŋőň: ¡šő šăłőě ňĺŋĺňăńĳŋőě ŋăšşřăńĳŋőě ůĺśńő q, ůšő f_Γ(q) ≠ 0. Ŋěśňőšř£ ŋă šő, ůšő ţřőňăšĺůěśłĺľ ňŋőčőůńěŋ ŕőňĺňő ğŋăůěŋĺ£ ţřőňăšĺůěśłőčő ůĺśńă ŋěśěš ěźě ňăśśş ďőŕőńŋĺšěńĳŋőľ ĺŋťőřňăűĺĺ, ŋě ćĺďŋő ąőńěě ŕřőśšőčő śŕőśőąă ćżůĺśńěŋĺ£ ţřőňăšĺůěśłőčő ůĺśńă ć őąźěň śńşůăě.

Şŕřăęŋěŋĺě 7.2. Ŋăľďĺšě ţřőňăšĺůěśłőě ůĺśńő ĺ ţřőňăšĺůěśłĺľ

ňŋőčőůńěŋ ďń£ śńěďş¿źĺţ čřăťőć:

7.4. Ŕńăŋăřŋżě ĺ ŕńőśłĺě čřăťż.

Ćăęŋş¿ řőńĳ ć ĺğşůěŋĺĺ čřăťőć ĺčřă¿š ĺţ ćńőęěŋĺ£ ć ŕńőśłőśšĳ.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ćńőęěŋĺěň čřăťă ć ŕńőśłőśšĳ ŋăğżćăěšś£ šăłőě ĺğő-

ąřăęěŋĺě čřăťă ŋă ŕńőśłőśšĺ, ŕřĺ łőšőřőň ŋĺłăłĺě ďćă řěąřă ŋě ŕěřěśěłă¿šś£ ć šőůłě, őšńĺůŋőľ őš ćěřÿĺŋż čřăťă. Ďćă ćńőęěŋĺ£ čřăťă £ćń£¿šś£ ¡łćĺćăńěŋšŋżňĺ, ěśńĺ śşźěśšćşěš śőţřăŋ£¿źĺľ őřĺěŋšăűĺ¿ čőňěőňőřťĺğň ŕńőśłőśšĺ, őśşźěśšćń£¿źĺľ ăćšőňőřťĺğň čřăťă. Čřăť ŋăğżćăěšś£ ŕńăŋăřŋżň, ěśńĺ śşźěśšćşěš ěčő ćńőęěŋĺě ć ŕńőśłőśšĳ.

Őďĺŋ ĺ šőš ęě ŕńăŋăřŋżľ čřăť ňőęěš ĺňěšĳ řăğńĺůŋżě ćńőęěŋĺ£ ć ŕńőśłőśšĳ:

s ss s s s

Őŕřěďěńěŋĺě. Ŕńőśłĺň čřăťőň ŋăğżćăěšś£ ŕăřă (`; i), śőśšő£źă£ ĺğ

čřăťă ` ĺ ěčő ćńőęěŋĺ£ ć ŕńőśłőśšĳ i.

Šěŕěřĳ ďăŋż ćśě ŋěőąţőďĺňżě ďń£ ŕőŋĺňăŋĺ£ şśńőćĺ£ ğăďăůĺ ő ůěšżřěţ łřăśłăţ őŕřěďěńěŋĺ£. Šěőřěňă ő ůěšżřěţ łřăśłăţ ğăŋĺňăěš ć ňăšěňăšĺłě ŕřőňěęşšőůŋőě ŕőńőęěŋĺě ňěęďş čĺŕőšěğőľ ĺ ďőłăğăŋŋőľ šěőřěňőľ. Šěłśš, śőďěřęăźĺľ ďőłăğăšěńĳśšćő ¡šőľ šěőřěňż, őŕĺřăěšś£ ŋă őąÿĺřŋżě ňăšěřĺăńż łőňŕĳ¿šěřŋżţ ćżůĺśńěŋĺľ ĺ šřşďŋő ŕřőćěř£ěň.

Ďăęě ěśńĺ őŋ ĺ ćěřěŋ, ŕřőąńěňă śőğďăŋĺ£ ŕřőśšőčő ďőłăğăšěńĳśšćă ŕőŕřěęŋěňş ăłšşăńĳŋă. Ćőğňőęŋő šăłőě ďőłăğăšěńĳśšćő ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ, őŕĺřă£śĳ ŋă śńěďş¿źş¿ šěőřěňş Şĺšŋĺ.

Řăśśňőšřĺň ďćě šřĺăŋčşń£űĺĺ ŕřăćĺńĳŋőčő n-şčőńĳŋĺłă. Čřăťőň ďćőľŋőľ šřĺăŋčşń£űĺĺ ąşďěň ŋăğżćăšĳ čřăť, ŕőńşůěŋŋżľ ŋăńőęěŋĺěň ¡šĺţ ďćşţ šřĺăŋčşń£űĺľ ďřşč ŋă ďřşčă. Ŋăŕřĺňěř, šăłőćż čřăťż ćěřţŋěčő ř£ďă ŋă řĺśşŋłě ł ŕřěďżďşźěľ ğăďăůě.

Şŕřăęŋěŋĺě 7.3. Şąěďĺšěśĳ, ůšő čřăť ďćőľŋőľ šřĺăŋčşń£űĺĺ | ŕńă-

ŋăřŋżľ.

Šěőřěňă. (Şĺšŋĺ). Čĺŕőšěğă ő ůěšżřěţ łřăśłăţ ćěřŋă, ěśńĺ őŋă ćěřŋă

ďń£ ń¿ąőčő čřăťă ďćőľŋőľ šřĺăŋčşń£űĺĺ.

Ğăďăůă. Ŕřĺďşňăľšě ¡ťťěłšĺćŋżľ ăńčőřĺšň ŕőďśůěšă ţřőňăšĺůěś-

łőčő ňŋőčőůńěŋă ďń£ čřăťőć ďćőľŋőľ šřĺăŋčşń£űĺĺ.

ŃĚŁŰĹ§ 8. Ŕěřěůĺśńěŋĺě ďěřěćĳěć.

8.1. Łőřŋěćżě ĺ őšňěůěŋŋżě ďěřěćĳ£.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ćăńěŋšŋőśšĳ¿ ćěřÿĺŋż ć čřăťě ŋăğżćăěšś£ ůĺśńő ćż-

ţőď£źĺţ ĺğ ŋěě řěąěř.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ŕőňěůěŋŋżň ďěřěćőň ĺğ n ćěřÿĺŋ ŋăğżćăěšś£ ďěřěćő,

ć łőšőřőň łăęďőľ ćěřÿĺŋě śőŕőśšăćńěŋő őďŋő ĺğ ůĺśěń {1; : : : ; n}, ŕřĺůěň řăğŋżň ćěřÿĺŋăň śőŕőśšăćńěŋż řăğńĺůŋżě ůĺśńă. Ďěřěćő ŋăğżćăěšś£ łőřŋěćżň, ěśńĺ ć ŋěň ćżďěńěŋă őďŋă ĺğ ćěřÿĺŋ, ŋăğżćăěňă£ łőřŋěň ďěřěćă.

Ćőš śŕĺśőł ćśěţ ŕőňěůěŋŋżţ łőřŋěćżţ ďěřěćĳěć ś ůĺśńőň ćěřÿĺŋ őš 1 ďő 3-ţ:

Ŋăÿă ąńĺęăľÿă£ ğăďăůă | ŋăŕĺśăšĳ ¡łśŕőŋěŋűĺăńĳŋş¿ ŕřőĺğćőď£- źş¿ ťşŋłűĺ¿ T (s) =^{∑∞}_{n=0}^1_{n!} T_n ďń£ ůĺśńă T_n łőřŋěćżţ ŕőňěůěŋŋżţ ďěřěćĳěć ĺğ n ćěřÿĺŋ.

Őąőğŋăůěŋĺě. Ŕşśšĳ f(s) =^{∑∞}_{n=−∞} fns^n | ŕřőĺğćőď£źă£ ťşŋłűĺ£ (ňż ďőŕşśłăěň ĺ őšřĺűăšěńĳŋżě śšěŕěŋĺ ŕěřěňěŋŋőľ s). Ąşďěň őąőğŋăůăšĳ łő¡ťťĺűĺěŋš ŕřĺ n-ľ śšěŕěŋĺ ŕěřěňěŋŋőľ s ůěřěğ [s^n]f(s), š.ě. f_n = [s^n]f(s).

Łő¡ťťĺűĺěŋš f_{−1} = [s^{−1}]f(s) ŋăğżćăěšś£ ćżůěšőň ťşŋłűĺĺ f.

Ďń£ řěÿěŋĺ£ ¡šőľ ğăďăůĺ ćżłĺŋěň ĺğ ďěřěćă łőřěŋĳ. Šőčďă őŋő řăśŕăďěšś£ ŋă ŋěśłőńĳłő ďěřěćĳěć. Ěśńĺ ĺśţőďŋőě ďěřěćő ążńő ŕőňěůěŋŋżň, šő ŋőćżě ďěřěćĳ£ šőęě ňőęŋő śůĺšăšĳ ŕőňěůěŋŋżňĺ: šřěąşěšś£ ńĺÿĳ ğăňěŋĺšĳ ŕőňěšłĺ {l_1; : : : ; l_i} ŋă ůĺśńă {1; : : : ; i}, śőţřăŋ££ ĺţ őšŋőśĺšěńĳŋżľ ŕőř£ďőł. Łőřŋěň ŋőćőčő ďěřěćă ąşďěň śůĺšăšĳ ćěřÿĺŋş, śőěďĺŋěŋŋş¿ ś łőřŋěň ĺśţőďŋőčő ďěřěćă. Šěň śăňżň łăęďőňş łőřŋěćőňş ŕőňěůěŋŋőňş ďěřěćş ś łőřŋěň ćăńěŋšŋőśšĺ k śőŕőśšăćńěŋő (ňşńĳšĺ)ňŋőęěśšćő ĺğ k łőřŋěćżţ ŕőňěůěŋŋżţ ďěřěćĳěć. Ňż čőćőřĺň ő ňşńĳšĺňŋőęěśšćăţ, šăł łăł śřěďĺ ćŋőćĳ őąřăğőćăŋŋżţ ďěřěćĳěć ňőčşš ćśšřěůăšĳś£ őďĺŋăłőćżě.

Šăł łăł łăęďőňş ďěřěćş ś łőřŋěň ćăńěŋšŋőśšĺ k ňż śőŕőśšăćĺńĺ ňşńĳšĺňŋőęěśšćő ĺğ k ďěřěćĳěć, ¡šő őğŋăůăěš, ůšő šăłĺě ďěřěćĳ£ ŕěřěůĺśń£¿šś£ ŕřőĺğćőď£źěľ ťşŋłűĺěľ sT^k(s). Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ćłńăď ć łő¡ťťĺűĺěŋš ŕřĺ s^{n+1} ć sT^k(s) ďă¿š ć šőůŋőśšĺ ¡ńěňěŋšż ćĺďă

T^{l1} l_1!

: : :

T^{lk} l_k!

s^{l1+:::+lk} ;

ďń£ łőšőřżţ l_1 + : : : + l_k = n. Ňŋőęěśšćő ŕőňěšőł n ćěřÿĺŋ k ďěřěćĳěć ňőęŋő řăğąĺšĳ ŋă k ŕőďňŋőęěśšć ĺğ l_1; : : : ; l_k ¡ńěňěŋšőć^{n!}_{l1!:::lk!} śŕőśőąăňĺ. Ŕő¡šőňş ůĺśńő ŕőňěůěŋŋżţ łőřŋěćżţ ďěřěćĳěć ĺğ n+1 ćěřÿĺŋż ś łőřŋěň ćăńěŋšŋőśšĺ k řăćŋő n![s^{n+1}]T^k(s) Śłńăďżćă£ ŕřěďżďşźĺě řăćěŋśšćă ďń£ ćśěţ k, ňż ŕőńşůăěň śńěďş¿- źěě şšćěřęďěŋĺě.

Šěőřěňă. İłśŕőŋěŋűĺăńĳŋă£ ŕřőĺğćőď£źă£ ťşŋłűĺ£ T (s) ďń£ ůĺśńă ŕő-

ňěůěŋŋżţ łőřŋěćżţ ďěřěćĳěć, ŕěřěůĺśń£¿źă£ ĺţ ŕő ůĺśńş ćěřÿĺŋ, şďőćńěšćőř£ěš şřăćŋěŋĺ¿ Ńăčřăŋęă

T (s) = se^{T (s)}:

8.2. Şšőůŋěŋĺě šěőřěňż Ńăčřăŋęă.

Šěőřěňă Ńăčřăŋęă šěŕěřĳ ŕőğćőń£ěš ŋăň ńěčłő ćżůĺśńĺšĳ łő¡ťťĺűĺěŋšż ťşŋłűĺĺ T (s), őďŋăłő ŋě ďăěš £ćŋőľ ťőřňşńż ďń£ ŋĺţ. Ďń£ ŕőńşůěŋĺ£ £ćŋőľ ťőřňşńż ŋăň ŕőŋăďőąĺšś£ śńěďş¿źěě şšőůŋěŋĺě šěőřěňż Ńăčřăŋęă.

Šěőřěňă. Ŕşśšĳ ťşŋłűĺĺ ! = !(t) ĺ ’ = ’(!) şďőćńěšćőř£¿š şřăćŋě-

ŋĺ¿ Ńăčřăŋęă !(t) = t’(!(t)):

Šőčďă łő¡ťťĺűĺěŋš ŕřĺ t^n ć ťşŋłűĺĺ ! řăćěŋ

[t^n]!(t) = 1 n [!^{n−1}]’^n(!)

Ŕřĺňěŋĺň ¡šő şšőůŋěŋĺě ł şřăćŋěŋĺ¿ ŋă ťşŋłűĺ¿ T (s). Ĺňěěň

T_n = n![t^n]T (s) = n! 1 n [!^{n−1}]e^{n!} = (n − 1)!n^{n−1} n! = n^{n−1}:

Šăłĺň őąřăğőň ňż ďőłăğăńĺ śńěďş¿źěě şšćěřęďěŋĺě.

Šěőřěňă. (Ł¡ńĺ). Ůĺśńő ŕőňěůěŋŋżţ łőřŋěćżţ ďěřěćĳěć ś n ćěřÿĺŋăňĺ

řăćŋő T_n = n^{n−1}.

Śńěďśšćĺě 2. Ůĺśńő ŕőňěůěŋŋżţ ďěřěćĳěć ś n ćěřÿĺŋăňĺ řăćŋő n^{n−2}.

Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ć łăęďőň ŕőňěůěŋŋőň ďěřěćě łőřěŋĳ ňőęŋő ćżąřăšĳ n śŕőśőąăňĺ, ĺ ćśě ¡šĺ śŕőśőąż řăğńĺůŋż.

Ďőłăğăšěńĳśšćő şšőůŋěŋĺ£ šěőřěňż Ńăčřăŋęă. Ńěňňă. (ŕřěőąřăğőćăŋĺě ćżůěšă ŕřĺ ğăňěŋě ŕěřěňěŋŋőľ). Ŕşśšĳ ťşŋł-

űĺ£ g(t) šăłőćă, ůšő g(0) = 0; g^′(0) ≠ 0. Šőčďă

[s^{−1}]f(s) = [t^{−1}]f(g(t))g^′(t):

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ f(s) =^{∑∞}_{i=−N} fns^n, g(t) =^{∑∞}_{n=1} gnt^n. Ŕřĺ n ≠ −1 [t^{−1}]g^n(t)g^′(t) = [t^{−1}] 1 n + 1

(g^{(n+1)(t)})^′ = 0;

šăł łăł ćżůěš ŕřőĺğćőďŋőľ ń¿ąőľ ťşŋłűĺĺ řăćěŋ ŋşń¿. Ŕřĺ n = −1

[t^{−1}]g^{−1}(t)g^′(t) = 1:

Ŕőďśůĺšăěň šěŕěřĳ łő¡ťťĺűĺěŋš [t^n]! ć ŕřőĺğćőď£źěľ ťşŋłűĺĺ !.

[t^n]! = [t^{−1}]t^{−(n+1)}!(t) = [t^{−1}] ( ! ’(!)

)−_(n_{+1)} ! = = [t^{−1}]

’^{n+1}(!)

!^n

= [!^{−1}]

’^{n+1}(!)

!^n · ’(!) − !’^′(!)

’^2(!) = = [!^{−1}] ( ’^n(!) !^n − ’^{n−1}(!)’^′(!)

!^{n−1} ) = = [!^{n−1}]’^n(!) − 1 n [!^{n−1}] (’^n(!))^′ = 1 n [!^{n−1}]’^n(!)

Ŕńőśłĺě ďěřěćĳ£

Ąĺŋăřŋżň ďěřěćőň ŋăğżćăěšś£ ďěřěćő, ş łőšőřőčő ćăńěŋšŋőśšĺ ćśěţ ćěřÿĺŋ řăćŋż 1 ĺńĺ 3. Řăśśňőšřĺň ŕńőśłĺě ďěřěćĳ£ ś ćĺś£ůĺň (ćăńěŋšŋőśšĺ 1) łőřŋěň ĺ ąĺŋăřŋżě ŕńőśłĺě ďěřěćĳ£ ś ćĺś£ůĺň łőřŋěň. Ćőš ćőğňőęŋżě ĺţ šĺŕż ŕřĺ ŋěąőńĳÿőň ůĺśńě ćěřÿĺŋ:

Ğăďăůĺ.

1. Ŕěřěůĺśńĺšĳ ŕńőśłĺě ďěřěćĳ£ ś ćĺś£ůĺň łőřŋěň.

2. Ŕěřěůĺśńĺšĳ ŕńőśłĺě ąĺŋăřŋżě ďěřěćĳ£ ś ćĺś£ůĺň łőřŋěň.

3. Ňőęŋő ńĺ şśšăŋőćĺšĳ (1-1)-śőőšćěšśšćĺě ňěęďş ¡šĺňĺ šĺŕăňĺ ďěřěćĳěć?

4. Ŕřĺďşňăľšě śŕőśőą ŕěřěůĺśńěŋĺ£ łőřŋěćżţ ďěřěćĳěć (ŋěŕőňěůěŋŋżţ).

5. Ŕěřěůĺśńĺšĳ łőřŋěćżě ŕőňěůěŋŋżě ńěśă (Łăęďă£ ść£ğŋă£ łőňŕőŋěŋšă ńěśă | ďěřěćő).

ŃĚŁŰĹ§ 9. Ćńőęěŋŋżě čřăťż

9.1. Ćńőęěŋĺě čřăťă ć ŕőćěřţŋőśšĳ.

Ŋă ŕřěďżďşźĺţ ńěłűĺ£ţ ňż řăśśňőšřěńĺ ŕńăŋăřŋżě čřăťż ĺ ŕńőśłĺě čřăťż. Ŕńăŋăřŋżě čřăťż | ¡šő čřăťż, ďőŕşśłă¿źĺě ćńőęěŋĺě ć ŕńőśłőśšĳ; ă ŕńőśłĺě čřăťż | ¡šő čřăťż şęě ćńőęěŋŋżě ć ŕńőśłőśšĳ. Ňż ćĺďěńĺ, ůšő őďĺŋ ĺ šőš ęě ŕńăŋăřŋżľ čřăť ňőęŋő ŕő řăğŋőňş ćłńăďżćăšĳ ć ŕńőśłőśšĳ | ŕřĺ ¡šőň ŕőńşůă¿šś£ ŋěĺğőňőřťŋżě ŕńőśłĺě čřăťż.

Őšłřżšżň őśšăěšś£ ćőŕřőś | ůšő ďěńăšĳ ś čřăťăňĺ, łőšőřżě ŋěńĳğ£ ćńőęĺšĳ ć ŕńőśłőśšĳ, š.ě. ś ŋěŕńăŋăřŋżňĺ čřăťăňĺ. Ć ńěłűĺĺ ąşďěš ŕőśšřőěŋă łőŋśšřşłűĺ£, ŕőğćőń£¿źă£ ćńőęĺšĳ ń¿ąőľ čřăť ś ŋěłőšőřőľ ďőŕőńŋĺšěńĳŋőľ śšřşłšşřőľ ć ďćşňěřŋş¿ őřĺěŋšĺřőćăŋŋş¿ ŕőćěřţŋőśšĳ.

Ŕőď čřăťőň ć ŋăśšő£źěľ ńěłűĺĺ ŕőŋĺňăěšś£ čřăť, śőďěřęăźĺľ, ćőğňőęŋő, ŕěšńĺ | řěąřă, ďćă łőŋűă łőšőřżţ śőćŕăďă¿š, ĺ łřăšŋżě řěąřă | š.ě. ďćě ćěřÿĺŋż ňőčşš ążšĳ śőěďĺŋěŋż ŋěśłőńĳłĺňĺ řăğńĺůŋżňĺ řěąřăňĺ.

Ĺğ łşřśă šőŕőńőčĺĺ ćăň ĺğćěśšŋă łńăśśĺťĺłăűĺ£ ďćşňěřŋżţ őřĺěŋšĺřşěňżţ ŕőćěřţŋőśšěľ:

Šěőřěňă. Ćś£łă£ ğăňłŋşšă£ ďćşňěřŋă£ őřĺěŋšĺřşěňă£ ŕőćěřţŋőśšĳ

čőňěőňőřťŋă śťěřě, ł łőšőřőľ ŕřĺłńěěŋő ŋěłőšőřőě łőŋěůŋőě ůĺśńő řşůěł.

Řăśśňőšřĺň čřăť `. Ŕşśšĳ M | ğăňłŋşšă£ őřĺěŋšĺřşěňă£ ďćşňěřŋă£ ŕőćěřţŋőśšĳ.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ćńőęěŋĺěň čřăťă ` ć ŕőćěřţŋőśšĳ M ŋăğżćăěšś£ šă-

łőě ĺğőąřăęěŋĺě čřăťă ŋă ŕőćěřţŋőśšĺ, ůšő

1) łăęďőľ ćěřÿĺŋě ` śőŕőśšăćńěŋă őďŋă ĺ šőńĳłő őďŋă šőůłă ŕőćěřţŋőśšĺ M;

2) łăęďőňş řěąřş e_k ∈ E(`) śőŕőśšăćńěŋő ŋěŕřěřżćŋőě őšőąřăęěŋĺě "_k : [0; 1] → M, ŕřĺůěň ěśńĺ řěąřő e_k śőěďĺŋ£ěš ćěřÿĺŋż v_i ĺ v_j, šő łőŋűż őšřěğłă [0; 1] ŕěřěţőď£š ć őąřăğż ćěřÿĺŋ v_i ĺ v_j śőőšćěšśšćěŋŋő, ĺ ďń£ řăğńĺůŋżţ e_k; e_l őąřăğż ĺŋšěřćăńőć "_k ((0; 1)) ĺ "_l ((0; 1)) ŋě ŕěřěśěłă¿šś£;

3) ďőŕőńŋěŋĺě M ł őąřăğş čřăťă ` ŋă ŕőćěřţŋőśšĺ ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ ŋěść£ğŋőě őąžěďĺŋěŋĺě łńěšőł: ďćşňěřŋżţ őąńăśšěľ, čőňěőňőřťŋżţ łřşčş.

Šřěąőćăŋĺ£ 1) ĺ 2) őŕřěďěńěŋĺ£ ćńőęěŋĺ£ čřăťă ć ŕőćěřţŋőśšĳ śőćŕăďă¿š ś šřěąőćăŋĺ£ňĺ őŕřěďěńěŋĺ£ ćńőęěŋĺ£ čřăťă ć ŕńőśłőśšĳ. Šřěąőćăŋĺě 3) £ćń£ěšś£ ŋőćżň. Őŋő ŕřĺğćăŋő ĺśłń¿ůĺšĳ šăłĺě őšőąřăęěŋĺ£ čřăťă ć ŕőćěřţŋőśšĳ, ŕřĺ łőšőřżţ ďőŕőńŋěŋĺě ł ŋěňş ĺňěěš řşůłĺ (ĺńĺ ŋěść£ğŋş¿ čřăŋĺűş):

Ďőŕőńŋěŋĺě ł `_1 | űĺńĺŋďř, ł `_2 | ĺňěěš řşůłş.

Ňż ţőšĺň, ůšőąż čřăť řăğřěğăń ćśě řşůłĺ ŕőćěřţŋőśšĺ. Ŋă ŕńőśłőśšĺ (ĺńĺ śťěřě) ¡šő šřěąőćăŋĺě őłăğżćăěšś£ ŕşśšżň, šăł łăł ş ĺśţőďŋőľ ŕőćěřţŋőśšĺ řşůěł ŋěš.

Ćőš ŕřĺňěřż čřăťőć, ćńőęěŋŋżţ ć šőř ĺ łřěŋďěńĳ:

Şęě ĺğ ¡šĺţ ŕřĺňěřőć ćĺďŋő, ůšő őďĺŋ ĺ šőš ęě čřăť ňőęěš ążšĳ ćńőęěŋ ć řăğńĺůŋżě ŕőćěřţŋőśšĺ. Šăł, čřăť

œæ ß̧œæ ß̧s

ŕńăŋăřŋżľ, ŋő ňőęěš ążšĳ ćńőęěŋ ĺ ć šőř, łăł ŕőłăğăŋő ćżÿě.

Ŕşśšĳ čřăť ` ś Ć ćěřÿĺŋăňĺ ĺ Ř řěąřăňĺ ćńőęěŋ ć ŕőćěřţŋőśšĳ M. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ Ł ůĺśńő łńěšőł ć ďőŕőńŋěŋĺĺ ł čřăťş ` ŋă ¡šőľ ŕőćěřţŋőśšĺ. Šőčďă ůĺśńă Ć, Ř ĺ Ł ść£ğăŋż ňěęďş śőąőľ šěőřěňőľ İľńěřă.

Šěőřěňă. (İľńěř) Ć − Ř + Ł = ffl_M = 2 − 2g, čďě g | řőď ŕőćěřţŋőśšĺ M (ůĺśńő řşůěł ć ŋěľ), ă ffl_M | ěě ¡ľńěřőćă ţăřăłšěřĺśšĺłă.

Śńěďśšćĺě. Čřăť ś Ć ćěřÿĺŋăňĺ, Ř řěąřăňĺ ĺ ŋě ňőęěš ążšĳ ćńőęěŋ

ć ŕőćěřţŋőśšĳ, řőď łőšőřőľ ąőńĳÿě (Ř − Ć + 1)=2.

Ďěľśšćĺšěńĳŋő, šăł łăł řőď ŕőćěřţŋőśšĺ ŋěőšřĺűăšěńěŋ, šő g = (Ř − Ć − Ł + 2)=2 ≤ (Ř − Ć + 1)=2, š.ł. Ł ≥ 1.

9.2. Šěőřěňă ő ćńőęěŋĺĺ.

Ŋăÿă őśŋőćŋă£ űěńĳ | ŕőłăğăšĳ, ůšő ń¿ąőľ čřăť ňőęŋő ćńőęĺšĳ ć ŋěłőšőřş¿ ŕőćěřţŋőśšĳ.

Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő čřăť ` ćńőęěŋ ć ŋěłőšőřş¿ ŕőćěřţŋőśšĳ M. Ć ďăńĳŋěľÿěň ňż ąşďěň őšőęďěśšćń£šĳ ćěřÿĺŋż ĺ řěąřă čřăťă ` ś ĺţ őąřăğăňĺ ŋă ŕőćěřţŋőśšĺ M.

Ŕşśšĳ v | ŋěłőšőřă£ ćěřÿĺŋă čřăťă `. Řăśśňőšřĺň ňăńěŋĳłş¿ łřşčőćş¿ őłřěśšŋőśšĳ ¡šőľ ćěřÿĺŋż ŋă ŕőćěřţŋőśšĺ ĺ őšőąřăğĺň ěě čőňěőňőřťŋő ŋă ŕńőśłőśšĳ ś śőţřăŋěŋĺěň őřĺěŋšăűĺĺ:

æßœş^{b a ňăńă£ őłřěśšŋőśšĳ ćěřÿĺŋż}

Őąřăğ ¡šőľ őłřěśšŋőśšĺ ¡šő łřşč, ć łőšőřőň ćżďěńěŋă ćěřÿĺŋă ĺ ŋěłőšőřőě łőŋěůŋőě łőńĺůěśšćő ćżţőď£źĺţ ĺğ ŋěě \ŕőńşřěąěř". Őŕřěďěńĺň ŋă ňŋőęěśšćě ŕőńşřěąěř, ćżţőď£źĺţ ĺğ ďăŋŋőľ ćěřÿĺŋż, űĺłńĺůěśłĺľ ŕőř£ďőł | ňż śłăęěň, ůšő ŕőńşřěąřő b ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő śńěďşěš ğă ŕőńşřěąřőň a, ěśńĺ őŋő ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő śńěďşěš ğă ŕőńşřěąřőň a ŕřĺ ďćĺęěŋĺĺ őš ŋěčő ŕřőšĺć ůăśőćőľ śšřěńłĺ.

Šăłĺň őąřăğőň, ćś£łőě ćńőęěŋĺě čřăťă ć ďćşňěřŋş¿ ŕőćěřţŋőśšĳ őŕřěďěń£ěš űĺłńĺůěśłĺľ ŕőř£ďőł ŋă łăęďőň ĺğ ňŋőęěśšć ŕőńşřěąěř, ćżţőď£źĺţ ĺğ łăęďőľ ĺğ ěčő ćěřÿĺŋ.

Őŕřěďěńěŋĺě. Čřăťőň ś ćřăźěŋĺěň ŋăğżćăěšś£ čřăť, ďń£ łăęďőľ ćěř-

ÿĺŋż łőšőřőčő ğăďăŋ űĺłńĺůěśłĺľ ŕőř£ďőł ćżţőď£źĺţ ĺğ ŋěě ŕőńşřěąěř.

Ŕřĺňěř. Řăśśňőšřĺň čřăť, śőśšő£źĺľ ĺğ őďŋőľ ćěřÿĺŋż ĺ ďćşţ řě-

ąěř | ŕěšěńĳ, őąă łőŋűă łőšőřżţ śőćŕăďă¿š ś ¡šőľ ćěřÿĺŋőľ. Ĺğ ćěřÿĺŋż ćżţőďĺš ůěšżřě ŕőńşřěąřă, ĺ ěśšĳ ďćă śşźěśšćěŋŋő řăğŋżţ śŕőśőąă ğăďăšĳ ŋă ŋĺţ űĺłńĺůěśłĺľ ŕőř£ďőł:

œæ ß̧œæ ß̧s ’& $%œæ ß̧s

Łăł ňż ćĺďěńĺ, ŕěřćżľ śŕőśőą řěăńĺğşěšś£ ćńőęěŋĺěň čřăťă ć ŕńőśłőśšĳ, ă ćšőřőľ | ěčő ćńőęěŋĺěň ć šőř. Ćńőęěŋĺěň čřăťă ś ćřăźěŋĺ- £ňĺ ć ŕőćěřţŋőśšĳ ěśšěśšćěŋŋő śůĺšăšĳ šăłĺě ćńőęěŋĺ£, łőšőřżě őŕřěďěń£¿š šőš ęě śăňżľ űĺłńĺůěśłĺľ ŕőř£ďőł ŋă ŕőńşřěąřăţ, ůšő ĺ ć ĺśţőďŋőň čřăťě.

Šěőřěňă. Ďń£ ćś£łőčő čřăťă ś ćřăźěŋĺ£ňĺ śşźěśšćşěš ěďĺŋśšćěŋŋă£

ďćşňěřŋă£ ğăňłŋşšă£ őřĺěŋšĺřşěňă£ ŕőćěřţŋőśšĳ, ć łőšőřş¿ őŋ ňőęěš ążšĳ ćńőęěŋ ś śőţřăŋěŋĺěň ćřăźěŋĺľ.

Ŕřěęďě, ůěň ďőłăğżćăšĳ šěőřěňş, ğăňěšĺň, ůšő śăňő ćńőęěŋĺě čřăťă ňőęěš ążšĳ őŕřěďěńěŋő ŋě őďŋőğŋăůŋő. Ďćă ĺğőąřăęěŋŋżţ ŋă řĺśşŋłě ćńőęěŋĺ£ ŋěńĳğ£ ŕěřěćěśšĺ őďŋő ć ďřşčőě ĺğőšőŕĺěľ šőřă:

Ğăďăůă. Őŕĺÿĺšě ćśě ŋě¡łćĺćăńěŋšŋżě ćńőęěŋĺ£ čřăťă ĺğ ŕřěďżďş-

źěčő ŕřĺňěřă ć šőř.

Ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż. Ĺğőąřăğĺň ćěřÿĺŋż ĺ ćżţőď£źĺě ĺğ ŋĺţ ŕőńşřěąřă čřăťă ` ć ćĺďě ŋăąőřă \ěęěľ" ŋă ŕńőśłőśšĺ. Ŕřĺ ¡šőň űĺłńĺůěśłĺľ ŕőř£ďőł ŕőńşřěąěř ć łăęďőľ ćěřÿĺŋě ďőńęěŋ śőćŕăďăšĳ ś ŕőř£ďłőň, őŕřěďěń£ěňżň őřĺěŋšăűĺěľ ŕńőśłőśšĺ.

Śőěďĺŋĺň šěŕěřĳ łőŋűż ŕőńşřěąěř šăł, ůšőąż ŕőńşůĺšĳ šřěąşěňżľ čřăť `. Ŋěłőšőřżě ĺğ řěąěř ňőčşš, łőŋěůŋő, ŕěřěśěůĳś£. Őďŋăłő ňż ŕőšřěąşěň, ůšőąż őŋĺ ŋě ŕřőţőďĺńĺ ůěřěğ ćěřÿĺŋż. Řăśśšăćĺň ŋă řěąřăţ čřăťă ` ŕřőĺğćőńĳŋżň őąřăğőň śšřěńłĺ (\őřĺěŋšĺřşěň" řěąřă) ĺ őąőğŋăůĺň łăęďőě řěąřő ŋěłőšőřőľ ąşłćőľ šăł, ůšőąż řăğńĺůŋżě řěąřă ążńĺ őąőğŋăůěŋż řăğńĺůŋżňĺ ąşłćăňĺ:

Ŕő ¡šĺň ďăŋŋżň ňż ŕőśšřőĺň ŕőćěřţŋőśšĳ M, łőšőřă£ ŋě ąşďěš ğăćĺśěšĳ ŋĺ őš śŕőśőąă řăśśšăŋőćłĺ śšřěńőł, ŋĺ őš őąőğŋăůěŋĺ£ řěąěř čřăťă ąşłćăňĺ.

Ŕőśšřőěŋĺě ŕőćěřţŋőśšĺ M śőśšőĺš ĺğ ďćşţ ÿăčőć. Śŋăůăńă ňż őŕřěďěńĺň ŋăąőř łńěšőł, ă ğăšěň śłńěĺň ĺğ ¡šĺţ łńěšőł ŕőćěřţŋőśšĳ. Ąşďěň őŕĺśżćăšĳ ŕőśšřőěŋĺě ŋăąőřă łńěšőł ďń£ ŕřĺňěřă, ĺğőąřăęěŋŋőčő ŋă řĺśşŋłě. Ć őąźěň śńşůăě ŕőśšřőěŋĺě ŕőńŋőśšĳ¿ ăŋăńőčĺůŋő.

Łńěšłĺ ŋăąőřă őŕřěďěń£¿šś£ šăł.

Řăśśňőšřĺň řěąřő čřăťă `, őąőğŋăůěŋŋőě ąşłćőľ a. Ďćĺčă£śĳ ŕő ŋăŕřăćńěŋĺ¿ ¡šőčő řěąřă, ňż ŕřĺţőďĺň ć ćěřÿĺŋş 1. Ć ćěřÿĺŋě 1 ş ŋăś őŕřěďěńěŋ űĺłńĺůěśłĺľ ŕőř£ďőł ŕőńşřěąěř, ĺ ňż ćżţőďĺň ĺğ ŋěě ŕő šőňş ŕőńşřěąřş, łőšőřőě ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő śńěďşěš ğă ŕőńşřěąřőň, ŕő łőšőřőňş ňż ć ŋěě ŕřĺÿńĺ. Šő ěśšĳ, ňż ćżţőďĺň ĺğ ćěřÿĺŋż 1 ŕő řěąřş f ĺ ŕřĺţőďĺň ć ćěřÿĺŋş 3. Ĺğ ćěřÿĺŋż 3 ňż ďőńęŋż ćżľšĺ ŕő śńěďş- ¿źěňş ŕőńşřěąřş c, ćďőńĳ łőšőřőčő ňż ćőğćřăźăěňś£ őŕ£šĳ ć ćěřÿĺŋş 3. Ŋă ¡šőš řăğ ňż ďőńęŋż ćżľšĺ ĺğ ćěřÿĺŋż 3 ŕő řěąřş f, ŋő ć ŋăŕřăćńěŋĺĺ, ŕřőšĺćőŕőńőęŋőň, şłăğăŋŋőňş śšřěńłőľ. Ňż ąşďěň őąőğŋăůăšĳ ďćĺęěŋĺě ŕő šăłőňş řěąřş ąşłćőľ f^{−1}. Ŋă śěľ řăğ ňż ćőğćřăźăěňś£ ć ćěřÿĺŋş 1, ĺğ łőšőřőľ ďőńęŋż şľšĺ ŕő řěąřş d.

İšőš ŕřőűěśś ŕřőďőńęăěšś£ ďő šěţ ŕőř, ŕőłă ŋăÿ ŕşšĳ ŋě ďőńęěŋ ąşďěš śŋőćă ŕřőľšĺ ŕő šőňş ęě śăňőňş řěąřş ĺ ć šőň ęě śăňőň ŋăŕřăćńěŋĺĺ, ć łőšőřőň ňż şęě ŕřőţőďĺńĺ. Šăł łăł ůĺśńő řěąěř łőŋěůŋő, šő őŋ őą£ğăšěńĳŋő ğăćěřÿĺšś£.

Ğăŕĺÿěň ŕşšĳ, łőšőřżľ ňż ŕřőÿńĺ, őąőğŋăůă£ łăęďőě ŕřőľďěŋŋőě řěąřő śőőšćěšśšćş¿źěľ ěňş ąşłćőľ. Ŕőńşůĺšś£ śńőćő afcf^{−1}dbc^{−1}b^{−1}. Ňż ćĺďĺň, ůšő ŕşšĳ \ğăűĺłńĺńś£" | őůěřěďŋőľ ÿăč ňż ďőńęŋż ążńĺ ąż śďěńăšĳ ŕő řěąřş a. Ďőłăęěň, ůšő ¡šő őąźă£ śĺšşăűĺ£: ŕěřćżň ŕőćšőřĺćÿĺňś£ řěąřőň £ćń£ěšś£ šő, ś łőšőřőčő ňż ŋăůăńĺ ŕşšĳ.

Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ¡šő ŋě šăł, ĺ ŕěřćżň ďőńęŋő ŕőćšőřĺšĳś£ řěąřő x, ŋě śőćŕăďă¿źěě ś ŕěřćżň řěąřőň ŕşšĺ. Ŕőśňőšřĺň ŋă řěąřő, ŕřěďÿěśšćş¿źěě x. İšő řěąřő őŕřěďěńěŋő őďŋőğŋăůŋő ĺ, šěň śăňżň, őŋő ďőńęŋő ążńő ŕőćšőřĺšĳś£ řăŋĳÿě, ůěň x, ůšő ŕřĺćőďĺš ł ŕřőšĺćőřěůĺ¿.

Ĺšăł, ňż ŕőśšřőĺńĺ ŕěřćş¿ łńěšłş, śőőšćěšśšćş¿źş¿ űĺłńş ĺğ řěąěř afcf^{−1}dbc^{−1}b^{−1}. Ďń£ ŕőśšřőěŋĺ£ őůěřěďŋőľ łńěšłĺ ćőğĳňěň łăłş¿- ŋĺąşďĳ ąşłćş x^i; i ∈ {−1; +1}, ŋě ćőÿěďÿş¿ ć şęě ŕőśšřőěŋŋżě űĺłńż, ĺ ŕőśšřőĺň űĺłń, ŋăůĺŋă£ ś śőőšćěšśšćş¿źěčő řěąřă. Ć ŋăÿěň ŕřĺňěřě ňż ňőęěň ŋăůăšĳ, śłăęěň, ś ąşłćż e. Őůěćĺďŋő, ůšő ďćă šăłĺţ űĺłńă ńĺąő ŋě ŕěřěśěłă¿šś£, ńĺąő śőćŕăďă¿š. Šăł ŕřőďőńęăěšś£ ďő šěţ ŕőř, ŕőłă śőţřăŋĺńĺśĳ ŋěĺśŕőńĳğőćăŋŋżě ąşłćż. Ć řěğşńĳšăšě ňż ŕőńşůăěň ŋăąőř ŕşšěľ ŕő čřăťş, ć łőšőřőň łăęďă£ ĺğ ąşłć x^i ćśšřěůăěšś£ řőćŋő ŕő őďŋőňş řăğş.

Ć řăśśňăšřĺćăěňőň ŕřĺňěřě ¡šőš ŋăąőř ŕşšěľ ĺňěěš ćĺď

afcf^{−1}dbc^{−1}b^{−1}; ea^{−1}d^{−1}; e^{−1}

Ŋăÿă ďćşňěřŋă£ ŕőćěřţŋőśšĳ śłńěĺćăěšś£ šěŕěřĳ ĺğ łńěšőł, śőőšćěšśšćş¿źĺţ ŕőśšřőěŋŋżň ŕşš£ň. Ŕřĺ ¡šőň śłńěľłă ŕřőĺśţőďĺš ŕő řěąřăň, őąőğŋăůěŋŋżň őďĺŋăłőćżňĺ (ś šőůŋőśšĳ¿ ďő −1 ć ŕőłăğăšěńě) ąşłćăňĺ.

Ğăňěůăŋĺě. Ńěčłő ŕőŋ£šĳ šăłęě ĺğ ŕřőćěďěŋŋőčő ŕőśšřőěŋĺ£, łăł śšřőĺšĳ čőňěőňőřťĺğň, ŕěřěćőď£źĺľ őďŋő ćńőęěŋĺě čřăťă ś ćřăźěŋĺ- £ňĺ ć ďřşčőě. Ďń£ ¡šőčő ďőśšăšőůŋő śłńěĺšĳ čőňěőňőřťĺğňż śőőšćěšśšćş¿źĺţ łńěšőł (łăęďőľ łńěšłě ć ń¿ąőň ćńőęěŋĺĺ őďŋőğŋăůŋő śőŕőśšăćńěŋ ŋěłőšőřżľ űĺłńĺůěśłĺľ ŕşšĳ ŕő řěąřăň čřăťă).

Ć ğăćěřÿěŋĺě ŕőłăęěň, ůšő ŋă šőřě ěśšĳ łăřšż, łőšőřżě ŋěńĳğ£ ŕřăćĺńĳŋő řăśłřăśĺšĳ ć 6 űćěšőć. Ďń£ ¡šőčő ŕőśšřőĺň ćńőęěŋĺě ŕőńŋőčő čřăťă K_7 ć šőř. Ňż ŕřĺćőďĺň řĺśşŋőł řăğąĺěŋĺ£ šőřă ŋă 7 łńěšőł, łăęďă£ ĺğ łőšőřżţ čřăŋĺůĺš śő ćśěňĺ őśšăńĳŋżňĺ. Ďćőľśšćěŋŋżľ čřăť £ćń£ěšś£ čřăťőň K_7

Ğăďăůĺ

1. Čřăť K_4 | ŕńăŋăřŋżľ. Ňőęŋő ńĺ ćńőęĺšĳ ěčő:

ă) ć šőř;

ą) ć łřěŋďěńĳ?

2. Ĺňě¿šś£ ńĺ ćńőęěŋĺ£ čřăťă Ŕěšěřśěŋă

3. Ňőęŋő ńĺ ćńőęĺšĳ čřăť K_5 ć łřěŋďěńĳ? 4. Ňőęŋő ńĺ ćńőęĺšĳ K^4_2 | 4-ňěřŋżľ łşą | ć šőř? 5. Ŕşśšĳ ĺňěěšś£ 2n−şčőńĳŋĺł, ŋă śšőřőŋăţ łőšőřőčő ŕřőśšăćńěŋż ąşłćż, šăł ůšő řőćŋő ŕő řăğş ćśšřěůăěšś£ ŕăřă a; : : : ; a^{−1}, šő ŕőśńě śłńěľłĺ śőőšćěšśšćş¿źĺţ ŕăř śšőřőŋ ŕőńşůăěšś£ ŋěłőšőřă£ őřĺěŋšĺřőćăŋŋă£ ŕőćěřţŋőśšĳ

ă) łăłőľ ňăłśĺňăńĳŋżľ řőď ňőęěš ĺňěšĳ šăłă£ ŕőćěřţŋőśšĳ? ą) śłőńĳłĺňĺ śŕőśőąăňĺ řăśśšăŋőćłĺ ąşłć ňőęŋő ďőśšĺůĳ ¡šőčő ňăłśĺňăńĳŋőčő řőďă?

ŃĚŁŰĹ§ 10. Ő ůĺśńě śłńěěł ňŋőčőşčőńĳŋĺłă.

10.1. Ŕřĺňěřż śłńěěł.

Őąřăšĺňś£ ł őďŋőľ ĺğ ğăďăů ŕřěďżďşźěľ ńěłűĺĺ.

Şŕřăęŋěŋĺě 10.1. Řăśśňőšřĺň ŕřăćĺńĳŋżľ 2n-şčőńĳŋĺł ĺ řăğőąĳěň

ěčő śšőřőŋż ŋă ŕăřż ćśěćőğňőęŋżňĺ śŕőśőąăňĺ. Ďń£ łăęďőčő šăłőčő řăğąĺěŋĺ£ ŋă ŕăřż śłńěĺň śšőřőŋż, ŕřĺŋăďńěęăźĺě őďŋőľ ŕăřě. Ŕřĺ ¡šőň ŕőńşůĺšś£ ğăňłŋşšă£ őřĺěŋšĺřőćăŋŋă£ ŕőćěřţŋőśšĳ. Ŕřĺ śłőńĳłĺţ śŕőśőąăţ śłńěľłĺ ňż ŕőńşůĺň ŕőćěřţŋőśšĳ řőďă 0, řőďă 1, : : :, řőďă g? Ŋăůŋěň, łăł őążůŋő, ś ŕřĺňěřőć.

Ŕşśšĳ n = 2, ĺ ňż řăśśňăšřĺćăěň śłńěľłĺ łćăďřăšă. Śšőřőŋż łćăďřăšă ňőęŋő řăğąĺšĳ ŋă ŕăřż šřěň£ śŕőśőąăňĺ. Ďćă ŕěřćżţ śŕőśőąă ŕřĺ śłńěľłě ďă¿š śťěřş; šřěšĳě řăğąĺěŋĺě ďăěš šőř. Ŕřĺ n = 3 ĺňěěšś£ 15 śŕőśőąőć řăğąĺšĳ ŋă ŕăřż śšőřőŋż ÿěśšĺşčőńĳŋĺłă. Ŋěšřşďŋő ćĺďěšĳ, ůšő 5 řăğąĺěŋĺľ ć ŕěřćőľ śšřőůłě ďă¿š ŕřĺ śłńěľłě śťěřş, ă őśšăńĳŋżě 10 | šőř.

Şŕřăęŋěŋĺě 10.2. Ŕőďśůĺšăľšě ůĺśńő řăğńĺůŋżţ śłńěěł śšőřőŋ 2n-

şčőńĳŋĺłă.

Şŕřăęŋěŋĺě 10.3. Ďőŕşśšĺň, ůšő ş ŋăś ğăďăŋő řăğąĺěŋĺě śšőřőŋ 2n-şčőńĳŋĺłă ŋă ŕăřż. Śőěďĺŋĺň śěřěďĺŋż śšőřőŋ őďŋőľ ŕăřż őšřěğłăňĺ. Ďőłăęĺšě, ůšő śőőšćěšśšćş¿źă£ śłńěľłă ňŋőčőşčőńĳŋĺłă ďăěš śťěřş ć šőň ĺ šőńĳłő ć šőň śńşůăě, ěśńĺ ŋĺłăłĺě ďćă ĺğ ŕřőćěďěŋŋżţ őšřěğłőć ŋě ŕěřěśěłă¿šś£.

Şŕřăęŋěŋĺě 10.4. Ćżćěďĺšě ĺğ ŕřěďżďşźěčő şŕřăęŋěŋĺ£, ůšő ůĺśńő

śłńěěł śšőřőŋ 2n-şčőńĳŋĺłă, ďă¿źĺţ śťěřş, řăćŋő n-ňş ůĺśńş Łăšăńăŋă.

Şŕřăęŋěŋĺě 10.5. Ŕőďśůĺšăľšě ůĺśńő śłńěěł śšőřőŋ 8-ňĺ ĺ 10-

şčőńĳŋĺłă, ďă¿źĺţ šőř.

Şŕřăęŋěŋĺě 10.6. Ďőłăęĺšě, ůšő řőď ŕőćěřţŋőśšĺ, łőšőřş¿ ňőęŋő

śłńěĺšĳ ĺğ 2n-şčőńĳŋĺłă, ŋě ŕřěćőśţőďĺš^{[ n}_2^].

Ŕőśńě śłńěľłĺ śšőřőŋ 2n-şčőńĳŋĺłă ěčő čřăŋĺűă őąřăğşěš čřăť ŋă śłńěěŋŋőľ ŕőćěřţŋőśšĺ. Ďőŕőńŋěŋĺě ¡šőčő čřăťă | ¡šő őďŋă łńěšłă, ćŋşšřěŋŋőśšĳ ňŋőčőşčőńĳŋĺłă. Ŕő¡šőňş ŕőńşůěŋŋżľ čřăť £ćń£ěšś£ ćńőęěŋŋżň. Šěň śăňżň, ďń£ ¡šőčő čřăťă śŕřăćěďńĺćă ťőřňşńă İľńěřă. Ůĺśńő Ř řěąěř čřăťă řăćŋő n | ŕőńőćĺŋě ůĺśńă śšőřőŋ ňŋőčőşčőńĳŋĺłă. Ůĺśńő Č čřăŋěľ řăćŋő 1. Ŕő¡šőňş ůĺśńő ćěřÿĺŋ Ć ĺ řőď g śłńěěŋŋőľ ŕőćěřţŋőśšĺ ść£ğăŋż śőőšŋőÿěŋĺěň

Ć − Ř + Č = Ć − n + 1 = 2 − 2g

Šăłĺň őąřăğőň, řőď ŕőćěřţŋőśšĺ őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£ěšś£ ůĺśńőň ćěřÿĺŋ ć čřăťě, śłńěěŋŋőň ĺğ śšőřőŋ ňŋőčőşčőńĳŋĺłă.

Şŕřăęŋěŋĺě 10.7. Ďőłăęĺšě, ůšő śłńěľłă śšőřőŋ ňŋőčőşčőńĳŋĺłă

ďăěš śťěřş ć šőň ĺ šőńĳłő ć šőň śńşůăě, ěśńĺ śłńěěŋŋżľ čřăť śšőřőŋ | ďěřěćő.

10.2. Ŕřőĺğćőď£źă£ ťşŋłűĺ£ ďń£ śłńěěł.

Śőŕőśšăćĺň łăęďőňş ůĺśńş n ňŋőčőůńěŋ T_n = T_n(N) | ŕřőĺğćőď£- źĺľ ňŋőčőůńěŋ ďń£ ůĺśńă śŕőśőąőć śłńěľłĺ śšőřőŋ 2n-şčőńĳŋĺłă. Łő¡ťťĺűĺěŋš ŕřĺ N^Ć ć ňŋőčőůńěŋě T_n řăćěŋ ůĺśńş śŕőśőąőć śłńěľłĺ śšőřőŋ 2n-şčőńĳŋĺłă, ŕřĺ łőšőřżţ śłńěěŋŋżľ čřăť śšőřőŋ ĺňěěš Ć ćěřÿĺŋ. Řőď ŕőćěřţŋőśšĺ ŕő ¡šĺň ďăŋŋżň őŕřěďěń£ěšś£ őďŋőğŋăůŋő. Šăłĺň őąřăğőň, ůĺśńő śŕőśőąőć śłńěľłĺ ŕőćěřţŋőśšĺ řőďă g ĺğ 2n-şčőńĳŋĺłă řăćŋő [ N^{n−2g+1]} T_n(N):

Ćżŕĺÿěň ŋěśłőńĳłő ŕěřćżţ ňŋőčőůńěŋőć T_n. Ŕőńőęĺň ďń£ şďőąśšćă T_0(N) = N. Ďăńěě, T_1(N) = N^2 | ěďĺŋśšćěŋŋă£ ćőğňőęŋă£ śłńěľłă \ŕřăćĺńĳŋőčő ďćşşčőńĳŋĺłă" ďăěš čřăť ś ďćşň£ ćěřÿĺŋăňĺ ŋă śťěřě. Śńěďş¿źĺě ďćă ňŋőčőůńěŋă ążńĺ ŋăňĺ ťăłšĺůěśłĺ ŕőďśůĺšăŋż:

T_2(N) = 2N^3 + N;

T_3(N) = 5N^4 + 10N^2: Ňőęŋő ŕőďśůĺšăšĳ šăłęě

T_4(N) = 14N^5 + 70N^3 + 21N;

T_5(N) = 42N^6 + 420N^4 + 483N^2:

Şŕřăęŋěŋĺě 10.8. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ n ůěšŋő, šő ňŋőčőůńěŋ Tn

ŋěůěšěŋ, ĺ ŋăőąőřőš.

Ćżŕĺÿěň šěŕěřĳ ŕřőĺğćőď£źş¿ ťşŋłűĺ¿ ďćşţ ŕěřěňěŋŋżţ | őążůŋş¿ ŕő ăřčşňěŋšş N ĺ ¡łśŕőŋěŋűĺăńĳŋş¿ ŕő ăřčşňěŋšş s:

T (N; s) = 1+2sT_0(N)+2s^2

T_1(N) 1!! +2s^3

T_2(N) 3!! +: : : = 1+2s^{∞∑}_{n=0} s^n

T_n(N) (2n − 1)!!

Ĺśţőďŋă£ ğăďăůă ňőęěš ążšĳ ŕěřěťőřňşńĺřőćăŋă śńěďş¿źĺň őąřăğőň:

Ŋăľšĺ ŕřőĺğćőď£źş¿ ťşŋłűĺ¿ T (N; s).

10.3. Šěőřěňă Ţăřěřă-Ğăčĺřă.

Šěőřěňă (Ţăřěř, Ğăčĺř, 1986).

T (N; s) =

(1 + s 1 − s )N

Ďőłăğăšěńĳśšćő ¡šőčő şďĺćĺšěńĳŋő łřăśĺćőčő şšćěřęďěŋĺ£ śőśšőĺš ĺğ ďćşţ ůăśšěľ.

Ńěňňă. Řăśśňőšřĺň ćżřăęěŋĺě t(N; n) =^{Tn(N )}_{(2n−1)!!} łăł ťşŋłűĺ¿ őš n

ŕřĺ ťĺłśĺřőćăŋŋőň N. Šőčďă t(N; n) | ňŋőčőůńěŋ őš n śšěŕěŋĺ N − 1.

Ěďĺŋśšćěŋŋőě ĺğćěśšŋőě ďőłăğăšěńĳśšćő ¡šőčő ťăłšă, ţőš£ ĺ ŋě őůěŋĳ śńőęŋőě, ĺśŕőńĳğşěš ŋěšřĺćĺăńĳŋş¿ šěţŋĺłş ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ ŕő čăşśśőćőľ ňěřě ŋă ŕřőśšřăŋśšćě ¡řňĺšőćżţ ňăšřĺű, ŕő¡šőňş £ ěčő ŕřĺćőďĺšĳ ŋě ąşďş.

Ğăďăůă (ŋěřěÿěŋŋă£). Ŋăľšĺ ůĺśšő łőňąĺŋăšőřŋőě ďőłăğăšěńĳśšćő ŕřěďżďşźěľ ńěňňż.

Őśšăćÿă£ś£ ůăśšĳ ďőłăğăšěńĳśšćă ŋőśĺš ćŕőńŋě łőňąĺŋăšőřŋżľ ţăřăłšěř.

Ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż Ţăřěřă-Ğăčĺřă.

Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ćěřÿĺŋż ŋăÿěčő 2n-şčőńĳŋĺłă řăśłřăÿěŋż ć ŋěśłőńĳłő űćěšőć. Ąşďěň čőćőřĺšĳ, ůšő śłńěľłă śšőřőŋ ňŋőčőşčőńĳŋĺłă śőčńăśőćăŋă ś řăśłřăśłőľ, ěśńĺ ŕřĺ ¡šőľ śłńěľłĺ śłńěĺćă¿šś£ šőńĳłő ćěřÿĺŋż őďĺŋăłőćżţ űćěšőć.

Şšćěřęďěŋĺě. Ůĺśńő Tn(N) ěśšĳ ć šőůŋőśšĺ ůĺśńő śłńěěł śšőřőŋ 2n-şčőńĳŋĺłă, śőčńăśőćăŋŋżţ ś řăśłřăśłőľ ěčő ćěřÿĺŋ ć (ŋě ąőńěě, ůěň) N űćěšőć.

Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕşśšĳ ć řěğşńĳšăšě śłńěľłĺ čřăŋĺűă ňŋőčőşčőńĳŋĺłă ŕěřěţőďĺš ć čřăť ś Ć ćěřÿĺŋăňĺ. Řăśłřăśĺň łăęďş¿ ćěřÿĺŋş čřăťă ć őďĺŋ ĺğ N űćěšőć. Łăęďă£ šăłă£ řăśłřăśłă ğăďăěš řăśłřăśłş ćěřÿĺŋ ĺśţőďŋőčő ňŋőčőşčőńĳŋĺłă, ŕřĺůěň ćżąřăŋŋă£ śłńěľłă śőčńăśőćăŋă ś ¡šőľ řăśłřăśłőľ. Ćśěčő ęě řăśłřăśĺšĳ Ć ćěřÿĺŋ čřăťă ć N űćěšőć ňőęŋő ć šőůŋőśšĺ N^Ć śŕőśőąăňĺ. (Ňż ŋě šřěąşěň, ůšőąż řăśłřăśłă ążńă ŕřăćĺńĳŋőľ | š.ě. ůšőąż śňěęŋżě ćěřÿĺŋż čřăťă ążńĺ řăśłřăÿěŋż ć řăğŋżě űćěšă).

Ććěďěň ťşŋłűĺ¿ —T_n(N) | ůĺśńő śłńěěł 2n-şčőńĳŋĺłă, śőčńăśőćăŋŋżţ ś řăśłřăśłőľ ěčő ćěřÿĺŋ ć šőůŋőśšĺ ć N űćěšőć. Šőčďă

(∗) T_n(N) = N∑ L=1 ( N L ) —T_n(L)

š.ł. L űćěšőć ňőčşš ążšĳ ćżąřăŋż ĺğ N űćěšőć ć šőůŋőśšĺ^{(N}_L^) řăğńĺůŋżňĺ śŕőśőąăňĺ. Ŕřĺ ¡šőň —T_0(N) = —T_1(N) = : : : = —T_{N−2}(N) = 0, šăł łăł ćěřÿĺŋż 2n-şčőńĳŋĺłă ŋěńĳğ£ ŕőłřăśĺšĳ ąőńĳÿě, ůěň ć n+1 řăğńĺůŋżţ űćěšőć (ůšőąż ŕőśńě ¡šőčő śşźěśšćőćăńă śłńěľłă, śőčńăśőćăŋŋă£ ś řăśłřăśłőľ).

Ťşŋłűĺ£ —t(N; n) =^{T̄n(N )}_{(2n−1)!!} £ćń£ěšś£ ňŋőčőůńěŋőň ŕő n śšěŕěŋĺ N − 1, ŕřĺůěň ňż ğŋăěň N − 1 łőřěŋĳ ¡šőčő ňŋőčőůńěŋă: 0; 1; 2; : : : ; N − 2. Ŕő¡šőňş śşźěśšćşěš šăłă£ ŕőśšő£ŋŋă£ a_n, ůšő

—t(n; N) = a_nn(n − 1)(n − 2) : : : (n − N + 2) = A_N ( n N − 1 ) (N − 1)!

Ŕőďśšăćń££ ¡šő ćżřăęěŋĺě ć řăćěŋśšćő (*), ŕőńşůăěň

T_n(N) = (2n − 1)!!^{N∑}_{L=1} A_L ( n L − 1 )( N L ) (L − 1)!

Ć ůăśšŋőśšĺ, śšăřÿĺľ łő¡ťťĺűĺěŋš ŕő N ňŋőčőůńěŋă T_n(N) řăćěŋ

A_{n+1}n! (n + 1)!

(2n − 1)!!:

Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, ňż ğŋăěň, ůšő ¡šőš łő¡ťťĺűĺěŋš řăćěŋ n-ňş ůĺśńş Łăšăńăŋă: A_{n+1}n! (n + 1)!

(2n − 1)!! = c_n =

(2n)!

n!(n + 1)!

Ŕő¡šőňş A_{n+1} =^{2N}_{N !} . Šăłĺň őąřăğőň,

T_n(N) = (2n − 1)!!^{N∑}_{L=1} 2^{L−1} ( N L )( n L − 1 ) : Śřăćŋĺćă£ ŕőśńěďŋěě ćżřăęěŋĺě ś řăğńőęěŋĺěň ťşŋłűĺĺ^{( 1+s}_{1−s}^{)N} ŕő śšěŕěŋ£ň s, ŕőńşůăěň ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż Ţăřěřă-Ğăčĺřă.

Ğăďăůă ő śłńěľłăţ ňŋőčőşčőńĳŋĺłă ĺňěěš ćăęŋş¿ ŕěřěťőřňşńĺřőćłş ć šěřňĺŋăţ śłńěľłĺ ěęěľ. Řăśśňőšřĺň ŋă ŕőćěřţŋőśšĺ, śłńěěŋŋőľ ĺğ ňŋőčőşčőńĳŋĺłă, čřăť, ďćőľśšćěŋŋżľ čřăťş, ŕőńşůěŋŋőňş śłńěľłőľ čřăŋĺűż. Ş šăłőčő čřăťă őďŋă ćěřÿĺŋă (šăł łăł ş ĺśţőďŋőčő ćńőęěŋŋőčő čřăťă ążńă őďŋő čřăŋĳ), n řěąěř (śšőńĳłő ęě, śłőńĳłő ĺ ş ĺśţőďŋőčő čřăťă) ĺ Ć čřăŋěľ, čďě Ć | ůĺśńő ćěřÿĺŋ ĺśţőďŋőčő čřăťă. Šěň śăňżň, ďćőľśšćěŋŋżľ ćńőęěŋŋżľ čřăť ňőęěš ążšĳ ŕőńşůěŋ śłńěľłőľ 2n-ěęă.

Ŋăőąőřőš, ćś£łă£ śłńěľłă 2n-ěęă ďăěš ŋěłőšőřş¿ śłńěľłş 2n-şčőńĳ-ŋĺłă.

Šăłĺň őąřăğőň, śŕřăćěďńĺćő śńěďş¿źěě şšćěřęďěŋĺě.

Şšćěřęďěŋĺě. Ůĺśńő śłńěěł 2n-ěęă, ďă¿źĺţ ŕőćěřţŋőśšĳ řőďă n, řăćŋő T_n(N).

Ğăďăůĺ ¡łğăňěŋă

6 ĺ¿ŋ£ 1993 čőďă 1. Ţřőňăšĺůěśłĺľ ňŋőčőůńěŋ čřăťă ` ĺňěěš ćĺď:

ffl_Γ(t) = t^{v(Γ)} + : : : ;

čďě v(`) | ůĺśńő ćěřÿĺŋ čřăťă ` . Ŋăľšĺ śńěďş¿źĺľ ŋěŋşńěćőľ łő¡ťťĺűĺěŋš ňŋőčőůńěŋă ffl_Γ.

2. ă) Ďőłăğăšĳ, ůšő ( n 0 )_2 + ( n 1 )_2

+ : : : + ( n n )_2 = ( 2n n )

ą) Ŋăľšĺ ůĺśńő řăğńĺůŋżţ łřăšůăľÿĺţ ŕő ďńĺŋě ŕşšěľ ńăďĳĺ ĺğ ńěćőľ ŋĺęŋěľ łńěšłĺ ć ŕřăćş¿ ćěřţŋ¿¿ łńěšłş ďőśłĺ řăğňěřőň 2n×2n, ĺğ űěŋšřă łőšőřőľ ćżřěğăŋă ďőśłă řăğňěřőň 2m × 2m.

3. Ňőęŋő ńĺ ćńőęĺšĳ ć ńĺśš Ňěąĺşśă: ă) čřăť K_5;

ą) čřăť K_{3;3}? Ěśńĺ őšćěš ŕőńőęĺšěńĳŋżľ, šő ŕřĺćěďĺšě śőőšćěšśšćş¿- źěě ćńőęěŋĺě.

4. Ďĺăčőŋăńĳŋżě ¡ńěňěŋšż ć ňăšřĺűě n × n řăćŋż 0. Ŕőďśůĺšăšĳ ůĺśńő ŋěŋşńěćżţ ňőŋőňőć ć řăğńőęěŋĺĺ őŕřěďěńĺšěń£ ¡šőľ ňăšřĺűż.

5. Ŕşśšĳ ff(n) | śşňňă ďěńĺšěńěľ ůĺśńă n ≥ 1 (ćłń¿ůă£ 1 ĺ n; ŋăŕřĺňěř, ff(6) = 12). Řăśśňőšřĺň ŕřőĺğćőď£źş¿ ťşŋłűĺ¿ ˚(x) = ∑∞ n=1 ff(n)x^n ĺ ŕřőĺğćőď£źş¿ ťşŋłűĺ¿ P (x) =^{∑∞}_{n=1} p(n)x^n ďń£ ůĺśńă řăğąĺěŋĺľ.

ă)ďőłăęĺšě, ůšő ˚(x) = x^P

0_(x_)

P (x) ;

ą) ćżćěďĺšě ĺğ ¡šőčő řěłşřřěŋšŋőě śőőšŋőÿěŋĺě ďń£ ůĺśěń ff(n).

6. Ŋăŕĺśăšĳ ŕřőĺğćőď£źş¿ ťşŋłűĺ¿ ďń£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ f_n^2, čďě f_n | ůĺśńă Ťĺąőŋăůůĺ: f_0 = 0; f_1 = 1; f_{n+1} = f_n + f_{n−1}; n ≥ 1.