4.10.93

Ďĺťťěřěŋűĺřşěňżě ňŋőčőőąřăğĺ£. Ćěłšőřż ĺ łőćěłšőřż.

Ňŋőčőőąřăğĺě X: šőŕőńőčĺůěśłőě ŕřőśšřăŋśšćő, ňěšřĺğşěňőě. Ć ąőńěě őąźěň śńşůăě ňőęŋő řăśśňőšřěšĳ ćňěśšő ňěšřĺğşěňőśšĺ şśĺńěŋŋőě śćőľśšćő ţăşśďőřťőćőśšĺ: ŕşśšĳ A; B | ğăňłŋşšżě ňŋőęěśšćă, A ∩ B = ∅ ⇒ ∃U; V | őšłřżšżě, A ⊂ U, B ⊂ V , U ∩ V = ∅.

Lemma Ňěšřĺğşěňőě ŕřőśšřăŋśšćő ţăşśďőřťőćő ć ¡šőň śňżśńě.

Proof Ŕşśšĳ ȷ(x; y) | ňěšřĺłă ś őążůŋżňĺ śćőľśšćăňĺ. Ďőłăęěň ńěňňş ďń£ śńşůă£, łőčďă A; B | šőůłĺ, š.ě. őążůŋş¿ ţăşśďőřťőćőśšĳ. Šőčďă ‹ = ȷ(A; B) > 0. Ďőśšăšőůŋő ćğ£šĳ U(A) = {y : ȷ(y; A) < ‹=3}. Ăŋăńőčĺůŋő őŕřěďěń£ěšś£ U(B).

Ŕřĺňěř ŋě ţăşśďőřťőćă őďŋőňěřŋőčő ňŋőčőőąřăğĺ£: śłńěľłă őšřěğłőć ŕő őšłřżšőňş ĺŋšěřćăńş, śň. řĺś. 1.

Figure 1:

Ć őąźĺţ ůěřšăţ ňŋőčőőąřăğĺě | ńőłăńĳŋő ěćłńĺďőćő ţăşśďőřťőćő ŕřőśšřăŋśšćő. Ńőłăńĳŋă£ ěćłńĺďőćőśšĳ őğŋăůăěš, ůšő ∀ A ∈ X ∃ őšłřżšă£ őłřěśšŋőśšĳ U(A) ≈ R^n, š.ě. ć ¡šőľ őłřěśšŋőśšĺ ňőęŋő ććěśšĺ łőőřďĺŋăšż x^1; : : :; x^n.

Ďěłăřšőćż łőőřďĺŋăšż ŕőřőęďă¿š ŕřěďśšăćńěŋĺě ő 4-ţ ňěřŋőň şśšřőľśšćě ťĺğĺůěśłőčő ŕřőśšřăŋśšćă. Ŕřĺćńěłăšěńĳŋőśšĳ čĺŕőšěğż ő čńőąăńĳŋőľ ěćłńĺďőćőľ śšřşłšşřě ŕřőśšřăŋśšćă őąž£śŋ£ěšś£ őčřőňŋżň řăğňěřőň Ćśěńěŋŋőľ. Řăśśňőšřĺň, ŋăŕřĺňěř, ťăłš ćřăźěŋĺ£ Ğěňńĺ ćőłřşč Śőńŋűă. Ďń£ ěčő ďőłăğăšěńĳśšćă ŋăďő ŕřőŋăąń¿ďăšĳ ŕăřăńńăłś, š.ě. őšłńőŋěŋĺě ŕőńőęěŋĺ£ ďăńĳŋĺţ ğćěğď. Ğćěğďż őłăğăńĺśĳ šăł ďăńěłő, ůšő čőďĺůŋżľ ŕăřăńńăłś ŕřőŋăąń¿ďăńĺ šőńĳłő ćő ćšőřőľ ŕőńőćĺŋě 19 ćěłă. Ŕő śőćřěňěŋŋżň ŕřěďśšăćńěŋĺ£ň, śşźěśšćőćăŋĺě ćśěńěŋŋőľ őűěŋĺćă¿š 10 ňĺńńĺăřďăňĺ ńěš. Őąžěň ěě őčřăŋĺůěŋ. Ŋő ńőłăńĳŋő ňĺř ĺňěěš ěćłńĺďőćş ŕřőśšřăŋśšćěŋŋő-ćřěňěŋŋş¿ śšřşłšşřş.

Ććěďěň ŕőŋ£šĺě ďĺťťěřěŋűĺřşěňőčő ňŋőčőőąřăğĺ£.

Definition Ňŋőčőőąřăğĺě ďĺťťěřěŋűĺřşěňő | ğŋăůĺš ć őłřěśšŋőśšĺ łăęďőľ šőůłĺ ğăťĺłśĺřőćăŋ śŕěűĺăńĳŋżľ łńăśś "ďőŕşśšĺňżţ" łőőřďĺŋăš, š.ů. ěśńĺ x^′_i; x_i | ďőŕşśšĺňżě łőőřďĺŋăšż, šő ťşŋłűĺĺ ğăňěŋż łőőřďĺŋăš x^′_i(x_i) ĺ x_i(x^′_i) | ďĺťťěřěŋűĺřşěňżě ťşŋłűĺĺ (ŕő şňőńůăŋĺ¿ łńăśśă C^∞).

Ŋěďĺťťěřěŋűĺřşěňżě ňŋőčőőąřăğĺ£ őšłřżšż Ďę.Ňĺńŋőřőň ć łőŋűě 50-ţ čőďőć.

Ć űěńőň ňŋőčőőąřăğĺě ŕřěďśšăćń£ěšś£ ć ćĺďě: X = ⋃ α V_α | ăšńăś ĺğ ńőłăńĳŋżţ łăřš, U_α | łăřšă. Ć ŕěřěśěůěŋĺĺ łăřš łőőřďĺŋăšż ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋżň őąřăğőň ćżřăęă¿šś£ ďřşč ůěřěğ ďřşčă.

Ěśńĺ ŋşęŋő ććěśšĺ ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋő-čěőňěšřĺůěśłş¿ ćěńĺůĺŋş ŋă ňŋőčőőąřăğĺĺ, ¡šő ďěńăěšś£ ńőłăńĳŋő ć łőőřďĺŋăšăţ. Ăŋăńĺğ ć łőőřďĺŋăšăţ | śřěďśšćő ćżůĺśńěŋĺ£. Ă čěőňěšřĺ£ łőŋšřőńĺřşěš ěźě ŕőćěďěŋĺě őąžěłšă ŕřĺ ğăňěŋě łőőřďĺŋăš.

Ŕřőśšěľÿĺľ őąžěłš | śłăń£řŋă£ ťşŋłűĺ£.

Őŋă ďĺťťěřěŋűĺřşěňă, ěśńĺ ďĺťťěřěŋűĺřşěňă ć łăęďőľ ńőłăńĳŋőľ łăřšě. Ŋěš śňżśńă řăśśňăšřĺćăšĳ ąőńěě čńăďłĺě ťşŋłűĺĺ, ůěň śăňő ňŋőčőőąřăğĺě. Ŋăŕřĺňěř, ăŋăńĺšĺůěśłĺě ťşŋłűĺĺ ŋăďő řăśśňăšřĺćăšĳ ŋă ăŋăńĺšĺůěśłőň ňŋőčőőąřăğĺĺ.

Ć ťĺğĺůěśłőľ ńĺšěřăšşřě ůĺśńőćă£ (śłăń£řŋă£) ťşŋłűĺ£ ŋăğżćăěšś£ ŕřőśšő śłăń£řőň. Śłăń£řż ťăłšĺůěśłĺ ŋě ňěŋ£¿šś£ ŕřĺ ğăňěŋě łőőřďĺŋăš:

Ć ťőřňăńĳŋőň ăŋăńĺğě ćżůĺśńěŋĺ£ ŕřőĺğćőď£šś£ ŕřőśšő ś ťşŋłűĺ£ňĺ. Ć čěőňěšřĺĺ śŕěűĺăńĳŋżě ăčřěčăšż ťşŋłűĺľ őąřăğş¿š ćěłšőřż, šěŋğőřż, śŕĺŋőřż ĺ š.ŕ.

Ŕřĺňěř. Řăśśňőšřĺň łřĺćş¿ f : R → X : t ∈ R; f(t) ∈ X.

Łăśăšěńĳŋżľ ćěłšőř (ćěłšőř śłőřőśšĺ) łřĺćőľ Łăśăšěńĳŋżľ ćěłšőř śłőřőśšĺ łřĺćőľ | ¡šő ćěłšőř ś łőňŕőŋěŋšăňĺŕřőĺğćőďŋżňĺ: V^i_α = _x^i_α(t_∘), i = 1; : : :; n. İšő őŕřěďěńěŋĺě őšŋěśěŋő ł ďăŋŋőľ śĺśšěňě łőőřďĺŋăš.

Ěśńĺ ŕřěďśšăćń£šĳ ňŋőčőőąřăğĺě ć ćĺďě ăšńăśă, šő ćěłšőř ćśěčďă ŕřĺńőęěŋ ć šőůłě. Ćőğňőęŋőśšĳ ŕěřěŋőśĺšĳ ćěłšőřż ŕăřăńńěńĳŋő ŋě őůěćĺďŋă. Ć ěćłńĺďőćőľ ŕńăŋĺňěšřĺĺ őŋă őąőśŋőćżćăěšś£ ŕőśšşńăšőň ő ŕăřăńńěńĳŋżţ. Ťőřňăńĳŋő-ăłśĺőňăšĺůěśłĺľ ăŋăńĺğ śĺšşăűĺĺ ďăńĺ Ńőąăůěćśłĺľ, Ąőńĳ£ĺ, Čăşśś. Řĺňăŋ őśşźěśšćĺń ňăšěňăšĺůěśłĺľ ĺ ěśšěśšćěŋŋő-ŋăşůŋżľ ăŋăńĺğ. Ćőğňőęŋőśšĳ ŕěřěŋőśĺšĳ ćěłšőřż őŕřěďěń£ěšś£ čěőňěšřĺěľ ŕřőśšřăŋśšćă. Ć Ěćłńĺďőćőň ćěłšőřż ŕěřěŋőś£šś£ ŕřőśšő, š.ł. šăň ŋşńěćă£ łřĺćĺğŋă.

Ĺšăł:

1. Ćěłšőř řăśśňăšřĺćăěšś£ ć šőůłě A.

2. Őŋ ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ ŋăąőř ůĺśěń V^1_α ; : : :; V^n_α ć ďăŋŋőľ ńőłăńĳŋőľ śĺśšěňě łőőřďĺŋăš V_α.

3. Ŕşśšĳ A ∈ V_α ∩ V_β. Őďŋă ĺ šă ęě łřĺćă£ ğăŕĺśżćăěšś£ ć řăğŋżţ łőőřďĺŋăšăţ. x^i_α(t) = f^i(x^i_β(t)), čďě f | ťşŋłűĺ£ ŕěřěţőďă. Šőčďă

V^i_β = dx^i_β dt = @x^i_β

@x^jα · dx^j_α dt = ( @x^i_β

@x^jα ) A V^j_α (t); t = t_0 . Ĺšăł, ćěłšőř | šăłőľ őąžěłš ŋă ňŋőčőőąřăğĺĺ, łőšőřżľ őšŋěśěŋ ł ďăŋŋőľ šőůłě A, ğăďăěšś£ ć ďăŋŋőľ ńőłăńĳŋőľ śĺśšěňě łőőřďĺŋăš, ŕřĺ ğăňěŋě łőőřďĺŋăš ŕřěőąřăğşěšś£ ŕőśřěďśšćőň ňăšřĺűż §łőąĺ. Śőćőłşŕŋőśšĳ ćśěţ ćěłšőřőć ć ďăŋŋőľ šőůłě őąřăğşěš n-ňěřŋőě ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő R^r = T_AX | łăśăšěńĳŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ć šőůłě A.

Ŋăŕőňŋĺň ĺŋďěłśŋőě śőčńăÿěŋĺě ńĺŋěľŋőľ ăńčěąřż:V^j_α = J^i_{(α,β)j}V^j_β | ¡šă ğăŕĺśĳ őğŋăůăěš śşňňĺřőćăŋĺě ŕő j. Ğŋăł śşňňż őŕşśłăěšś£.

İšő şďőąŋő: V = (V^i_α), V = (V^j_β ), V^i_α = J^i_j V^j_β , J^i_j =^{∂xiα}_{∂xjβ} . Ĺďěš śşňňĺřőćăŋĺě ŕő ŕőćšőř£¿źĺňś£ ćěřţŋĺň ĺ ŋĺęŋĺň ĺŋďěłśăň.

Ćśě ćżÿěśłăğăŋŋőě ňőęŋő śůĺšăšĳ őŕřěďěńěŋĺěň łăśăšěńĳŋőčő ćěłšőřă ć šőůłě.

Remark Ć 20-30 čč. ążńĺ ŕőŕşń£řŋż ŋěďńĺŋŋżě ăłśĺőňăšĺůěśłĺě őŕřěďěńěŋĺ£.

Śńěďş¿źĺľ őąžěłš | łőćěłšőř. Ěśńĺ ćěłšőř | łăńĳłă ś ćěłšőřă śłőřőśšĺ łřĺćőľ, šő łőćěłšőř | łăńĳłă ś čřăďĺěŋšă.

Definition 1. Łőćěłšőřőň ć šőůłě A ŋăğżćăěšś£

2. Ŋăąőř ůĺśěń (V_{α1}; : : :; V_{αn}) ć ďăŋŋőľ śĺśšěňě łőőřďĺŋăš (x^1_α · · · x^n_α)

3. Ŕřěőąřăğşěšś£ ŕő ŕřăćĺńş: V_{jβ} = V_{iα} (_{∂xi} α ∂x^j_β ) |_A.

Ůšőąż ŕőŋ£šĳ ¡šő ŕřăćĺńő, řăśśňőšřĺň čřăďĺěŋš ŋěłőšőřőľ ťşŋłűĺĺ f: V_{αi} =^{∂f}_{∂xiα} . Šőčďă

V_{βj} = @f @x^j_β = @f @x^i_α · ( @x^i_α @x^j_β )

. Śřăćŋĺň ¡šĺ ğăłőŋż ŕřěőąřăğőćăŋĺ£: Ćěłšőřż: V^i_α = V^j_β (_{∂xi} β ∂x^j_α ) |_A, ňăšřĺűă J^i_j .

Łőćěłšőřż: V_{βj} = V_{αi} (_{∂xi} α ∂x^j_β ) |_A | šőčďă ¡šő J^{−1i}_j , š.ě. ć ŕřěőąřăğő-

ćăŋĺĺ şůăśšćş¿š ćğăĺňŋő-őąřăšŋżě ňăšřĺűż, ŕőśłőńĳłş^{∂xiα}_{∂xjβ} ·^{∂xjβ}_{∂xkα} = ‹^i_k | ¡šő ŕřőśšő ťőřňşńă ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺ£ śńőęŋőľ ťşŋłűĺĺ.

Ć ńĺŋěľŋőľ ăńčěąřě ćśě šő ęě, šőńĳłő ňăšřĺűż ŕőśšő£ŋŋżě. Ŕěřěţőď£ ł ěďĺŋőőąřăğŋőľ ğăŕĺśĺ, ĺňěěň ďń£ ćěłšőřőć: V^j_β = V^i_α^{∂xjβ}_{∂xiα} . Ć ¡šőľ ğăŕĺśĺ őďŋă ňăšřĺűă őšŋőśĺšś£ ł ďřşčőľ łăł őąřăšŋă£ ł šřăŋśŕőŋĺřőćăŋŋőľ.

Ďő Řĺňăŋă ćśě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ŕřőĺśţőďĺńĺ ć őřšőčőŋăńĳŋżţ łőőřďĺŋăšăţ, ŕő¡šőňş ćěłšőřż ĺ łőćěłšőřż ŋě řăğńĺůăńĺ (őąřăšŋă£ ňăšřĺűă śőćŕăďăěš ś šřăŋśŕőŋĺřőćăŋŋőľ). Ă şčńőćă£ śłőřőśšĳ ĺ ňăčŋĺšŋőě ŕőńě | ŋě ćěłšőř ĺ ŋě łőćěłšőř (ć ťĺğĺłě | ăłśĺăńĳŋżě ćěłšőřż, ć őšńĺůĺĺ őš ŕőń£řŋżţ; ŋě řăğńĺůăńĺśĳ ŕřĺ őřšőčőŋăńĳŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ţ ś őŕřěďěńĺšěńěň +1). Ćśě őśšăńĳŋżě śńőęŋżě őąžěłšż ŕřőĺśšěłă¿š ĺğ ćěłšőřőć ĺ łőćěłšőřőć. Ćěłšőř ŋě ďĺťťěřěŋűĺřşěšś£ ąěğ ŕřĺćńěůěŋĺ£ čěőňěšřĺĺ ŕřőśšřăŋśšćă.

Remark Ćśě łőćěłšőřż ć šőůłě őąřăğş¿š ńĺŋěľŋőě ŕřőśšřăŋśšćő R^n , š.ů. ąăğĺś e^i = (o; : : :; 1; : : :; 0). Šőčďă łőćěłšőř V_ie^i; ćěłšőř V^ie_i.

Řăśśňőšřĺň ćěłšőř (V^1_α : : :V^n_α ) |_A; łőćěłšőř (V_{α1}; : : :; V_{αn}) |_A.

Lemma Řăśśňőšřĺň V^i_αV_{αi}. Šőčďă ¡šő ćżřăęěŋĺě ŋě ğăćĺśĺš őš śĺśšěňż łőőřďĺŋăš, š.ě. ŕřőśšřăŋśšćă ćěłšőřőć ĺ łőćěłšőřőć ďćőľśšćěŋŋż.

Proof Ŋăďő ďőłăğăšĳ, ůšő V^i_αV_{αi} = V^j_β V_{βj} . Ŕőďśšăćĺň: V_{βj} = V_{αi} (_{∂xi} α ∂x^j_β ) |_A; V^j_β = V^i_α^{∂x} j β ∂x^i_α |A.

V^i_α

@x^j_β @x^i_α V_{αk} @x^k_α @x^j_β

= V^i_αV_{αk}

@x^j_β @x^i_α · @x^k_α @x^j_β

= V^i_αV_{αk}‹^i_k = V^i_αV_{αi}; ů:š:ď:

Ŋăŕőňŋĺň, ůšő ďĺťťěřěŋűĺăń ťşŋłűĺĺ df = ∑_{∂f} ∂x^i (dx

i) ěśšěśšćěŋŋżň őąřăğőň £ćń£ěšś£ łőćěłšőřőň.

11.10.93.

Řĺňăŋőćă ňěšřĺłă ŋă ňŋőčőőąřăğĺĺ. Šěŋğőřż.

Řĺňăŋőćă (ŕśěćďőřĺňăŋőćă) ňěšřĺłă.

Ććěďěň řĺňăŋőćş (ŕśěćďőřĺňăŋőćş) ňěšřĺłş ŋă ňŋőčőőąřăğĺĺ X řăğňěřŋőśšĺ n: X = ⋃ α V_α; V_α ĺňěěš łőőřďĺŋăšż (x^1_α; : : :; x^n_α). Śőćřěňěŋŋżľ ŕőďţőď

ł ĺğşůěŋĺ¿ ňěšřĺůěśłĺţ śćőľśšć ŕřőśšřăŋśšćă | ŕřĺ ŕőňőźĺ śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£.

Śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ć R^n | ¡šő ąĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă: ďń£ ; ” ∈ R^n : < ; ” >∈ R, ŕřĺůěň

< ¸_1_1 + ¸_2_2; ” >= ¸_1 < _1; ” > +¸_2 < _2; ” >

< ; ¸_1”_1 + ¸_2”_2 >= ¸_1 < _1; ”_1 > +¸_2 < _2; ”_2 > Ďőąăćń£ěšś£ šăłęě şśńőćĺě śĺňňěšřĺůŋőśšĺ < ; ” >=< ”; > ĺ ŕőńőęĺšěńĳŋőľ őŕřěďěńěŋŋőśšĺ: < ”; ” > > 0 ŕřĺ ” ≠ 0.

Ĺŋőčďă ĺśŕőńĳğş¿šś£ őšřĺűăšěńĳŋżě śłăń£řŋżě ŕřőĺğćěďěŋĺ£, łőśőśĺňňěšřĺůŋżě, łőňŕńěłśŋżě (šěőřĺ£ őšŋőśĺšěńĳŋőśšĺ, łćăŋšőćă£ ĺ łńăśśĺůěśłă£ ňěţăŋĺłă). Ć šěőřĺĺ őšŋőśĺšěńĳŋőśšĺ řăśśňăšřĺćă¿šś£ őšřĺűăšěńĳŋżě śłăń£řŋżě łćăďřăšż ćěłšőřőć.

Ěśńĺ ğăďăŋő śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě, ńěčłő őŕřěďěńĺšĳ ďńĺŋş ćěłšőřă ĺ şčőń ňěęďş ćěłšőřăňĺ: | ” |= √ < ”; ” >; cos ’ =

< ; ” > | || ” | : Ěśńĺ šőůłĺ őšőęďěśšćĺšĳ ś ćěłšőřăňĺ, šő řăśśšő£ŋĺě ňěęďş šőůłăňĺ | ďńĺŋă śőőšćěšśšćş¿źěčő ćěłšőřă. Ğăňěšĺň, ůšő ňěšřĺůěśłĺě ŕőŋ£šĺ£ ŕő śşźěśšćş 1- ĺ 2-ňěřŋż.

Definition Řĺňăŋőćőľ (ŕśěćďőřĺňăŋőćőľ) ňěšřĺłőľ ňŋőčőőąřăğĺ£ ŋăğżćăěšś£ śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě, ğăďăŋŋőě ć łăśăšěńĳŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ć łăęďőľ šőůłě ĺ ŋěŕřěřżćŋő ğăćĺś£źěě őš šőůłĺ, řĺś.1.

Řĺś.1.

Ďń£ şďőąśšćă ňőęŋő ŕřěďśšăćń£šĳ śěąě ćśě ňŋőčőőąřăğĺě ćńőęěŋŋżň ć ŕřőśšřăŋśšćő ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿőľ řăğňěřŋőśšĺ. Ŋő ŋě ŋăďő śőąńăğŋ£šĳś£ ĺğňěř£šĳ, ŋăŕřĺňěř, şčńż ňěęďş ćěłšőřăňĺ ć řăğŋżţ šőůłăţ ŕőćěřţŋőśšĺ. Ćěďĳ ćńőęěŋĺě ć őąžěňń¿źěě ŕřőśšřăŋśšćő ňőęŋő ĺğňěŋĺšĳ, ŋě ĺğňěŋ££ ćŋşšřěŋŋěľ čěőňěšřĺĺ ŕőćěřţŋőśšĺ.

Definition Ć ńőłăńĳŋőľ śĺśšěňě łőőřďĺŋăš (ŕśěćďő)řĺňăŋőćă ňěšřĺłă ğăďăěšś£ śĺśšěňőľ ťşŋłűĺľ g^α_{ij}(x^1_α : : : x^n_α), š.ů.

< v_α; w_α >= g^{(α)}_{ij} (x^1_α : : :x^n_α)v^i_αw^j_α = g^{(β)}_{kl} (x_β)v^k_β w^l_β;

š.ě. řěğşńĳšăš ŋě ğăćĺśĺš őš śĺśšěňż łőőřďĺŋăš; ŕřĺ ¡šőň ťşŋłűĺĺ g(x) ŋěŕřěřżćŋż.

Ŕőńşůăěň řăğŋżě ňăšřĺűż ‖g^{(α)}_{uh} ‖ ĺ ‖g^{(β)}_{kl} ‖ ć řăğŋżţ śĺśšěňăţ łőőřďĺŋăš. Ĺğ şśńőćĺ£ ŋěğăćĺśĺňőśšĺ ćżćőďĺšś£ ŕřăćĺńő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ łőňŕőŋěŋš g ŕřĺ ğăňěŋě śĺśšěň łőőřďĺŋăš.

Ćěłšőřż ŕřěőąřăğş¿šś£ ŕő ŕřăćĺńş: ďń£ ťşŋłűĺľ ğăňěŋż łőőřďĺŋăš x_α(x_β). ĺňěěň v^k_β =^{∂xkβ}_{∂xiα} v^i_α (śşňňĺřőćăŋĺě ŕő i).

Lemma Ŕşśšĳ g^α_{ij}(x_α)^{∂xiα}_{∂xkj}^{∂xjα}_{∂xlβ} = g^β_{kl}(x_β), čďě x_α = x_α(x_β), šőčďă śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě < v_α; w_α > łőřřěłšŋő őŕřěďěńěŋő, š.ě. ŋě ğăćĺśĺš őš śĺśšěňż łőőřďĺŋăš. Proof g^α_{ij}v^i_αw^j_α = g^β_{kl}v^k_βw^k_β = g^α_{ij}^{∂xiα}_{∂xkβ}^{∂xjα}_{∂xlβ} v^i_α^{∂xkβ}_{∂xiα} w^j_α^{∂xlβ}_{∂xjα} = g^α_{ij}v^i_αw^j_α Šő ęě śăňőě ŕřőĺśţőďĺš ŕřĺ ğăňěŋě ňăšřĺű łćăďřăšĺůŋżţ ťőřň ć ńĺŋěľŋőľ ăńčěąřě, šőńĳłő ć ¡šőň śńşůăě ňăšřĺűż ŕěřěţőďă ŕőśšő£ŋŋż, ~G = J^∗GJ, čďě J | ňăšřĺűă ŕěřěţőďă ( ěśńĺ ćěřţŋĺľ ĺŋďěłś | śšřőłă, ŋĺęŋĺľ | śšőńąěű). Ć őąźěň śńşůăě šěŋğőřż ĺňě¿š ňŋőčő ćěřţŋĺţ ĺ ŋĺęŋĺţ ĺŋďěłśőć. Őŕ£šĳ-šăłĺ ŕřĺ őřšőčőŋăńĳŋżţ ğăňěŋăţ J^∗ = J^{−1}, ĺ ňăšřĺűż łćăďřăšĺůŋżţ ťőřň ŋě őšńĺůă¿šś£ őš ńĺŋěľŋżţ őŕěřăšőřőć (ňőęŋő ďőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ ğăňěŋă őřšőčőŋăńĳŋă ć ∀ šőůłě, šő őŋă čńőąăńĳŋő ńĺŋěľŋă). Ĺšăł,

Definition Řĺňăŋőćőľ ňěšřĺłőľ ŋăğżćăěšś£ ğăćĺś£źă£ őš šőůłĺ ňăšřĺűă g_{ij}(x) , ŕřěőąřăğşěňă£ ŕő şłăğăŋŋőňş ğăłőŋş.

Remark Šă ęě ňěšřĺłă őŕřěďěńĺš ĺ ŕřőĺğćěďěŋĺě łőćěłšőřőć g^{ij}v_iw_j; ěśńĺ ňěšřĺłă ŋě ćżřőęďěŋă; ğďěśĳ g^{ij}g_{jk} = ‹^i_k.

Ś ğăďăŋĺěň řĺňăŋőćőľ ňěšřĺłĺ ćś£ ńőłăńĳŋă£ čěőňěšřĺ£ ąşďěš ğăďăŋă: ďńĺŋż, şčńż, ŕńőźăďĺ, őąžěňż ĺ š.ŕ.

Definition Ŕşśšĳ ğăďăŋă łşśőůŋő čńăďłă£ łřĺćă£, čńăďłőśšĳ őğŋăůăěš, ůšő ć ńőłăńĳŋőľ śĺśšěňě łőőřďĺŋăš őŋă ğăďăěšś£ ďĺťťěřěŋűĺřşěňżňĺ (ŕő łřăľŋěľ ňěřě, C^1) ťşŋłűĺ£ňĺ. Ďńĺŋőľ łřĺćőľ ŋăğżćăěšś£ ůĺśńő l(‚) = t1∫ t0 | _x(t) | dt, čďě _x(t) = v(t) =^{dx(t)}_{dt} , š.ě. ć łőőřďĺŋăšăţ v^i_α = _x^i_α(t). Ğďěśĳ

| v(t) |= √ < v(t); v(t) >.

Ďńĺŋă ŕőńőęĺšěńĳŋă ć śńşůăě ŕőńőęĺšěńĳŋő őŕřěďěńěŋŋőčő śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£. Ŋő ć 4-ňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćěŋŋő-ćřěňěŋŋőň łőŋšĺŋşşňě ążćă¿š ŋşńěćżě ĺ őšřĺűăšěńĳŋżě ďńĺŋż. Ŋăŕřĺňěř, ńşůĺ śćěšă, řăśŕřőśšřăŋ£¿šś£ ŕő łřĺćżň ŋşńěćőľ ďńĺŋż.

Ďńĺŋă łřĺćőľ ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă ŕăřăňěšřă:

ŕşśšĳ t = t(fi); dt dfi > 0: Šőčďă | dx dfi | dfi =| dx dt | dt; čďě | ” |= √ < ”; ” >;

š.ě. ďńĺŋă ĺňěěš čěőňěšřĺůěśłĺľ śňżśń, ă ŋě ğăćĺśĺš őš ŕăřăňěšřĺğăűĺĺ. Ěśńĺ ğăňěŋă ŋě ňőŋőšőŋŋă, řěğşńĳšăš ŋě śőţřăŋĺšś£ ĺğ-ğă ňŋőčőłřăšŋőčő ŕřőąěčăŋĺ£ łřĺćőľ. Ďńĺŋă ăďďĺšĺćŋă. Őążůŋő řăśśňăšřĺćăěšś£ řĺňăŋőćő śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě, łőšőřőě śĺňňěšřĺůŋő: g_{ij}(x) = g_{ji}(x) ĺ ŕőńőęĺšěńĳŋő: < ”; ” >= g_{ij}(x)”^i”^j > 0; ” ≠ 0.

Ŕśěćďőřĺňăŋőćő śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ŋěćżřőęďěŋő, ŋő ŋě őą£ğăšěńĳŋő ŕőńőęĺšěńĳŋő. Ŕřĺ ŕřőĺğćőńĳŋőľ ğăňěŋě ďăęě ć ěćłńĺďőćőň ŕřőśšřăŋśšćě ŋěŕřőśšő řăśŕőğŋăšĳ ěćłńĺďőćőśšĳ čěőňěšřĺĺ. Ţőřőÿő ąż ĺňěšĳ ćŋşšřěŋŋĺě ţăřăłšěřĺśšĺłĺ. Ŕřĺ n = 2 ĺňěěň šřĺ ŋěğăćĺśĺňżţ ňăšřĺůŋżţ ¡ńěňěŋšă ňěšřĺłĺ, ă ğăňěŋă őŕřěďěń£ěšś£ ďćşň£ ťşŋłűĺ£ňĺ, őśšăěšś£ őďĺŋ śćőąőďŋżľ ťşŋłűĺőŋăńĳŋżľ ŕăřăňěšř, őŕřěďěń£¿źĺľ łřĺćĺğŋş ŕřőśšřăŋśšćă, š.ě. şęě ŕřĺ n = 2 ćőğňőęŋő řăğŋőőąřăğĺě čěőňěšřĺľ.

Ŕřĺ řőśšě řăğňěřŋőśšĺ łřĺćĺğŋă śšăŋőćĺšś£ śńőęŋżň šěŋğőřŋżň őąžěłšőň; ć ňăšěňăšĺłě ğă ďćă ŕőśńěďŋĺţ śšőńěšĺ£ ŕřőĺğőÿńă čńşąőłă£ ¡ćőń¿- űĺ£ őš ŋăĺćŋżţ ŕőŋ£šĺľ łřĺćĺğŋż İľńěřă-Čăşśśă, łăł łřĺćĺğŋż ćńőęěŋŋżţ ć ŕřőśšřăŋśšćő ŕőćěřţŋőśšěľ.

Ć R^n řăśśšő£ŋĺě ňěęďş ćěłšőřăňĺ ȷ(”1; ”2) =| ”1 − ”2 |. Š.ě. ŋşęŋő

ŕőŋ£šĺě ŋőřňż ćěłšőřă. Ć ąăŋăţőćżţ ŕřőśšřăŋśšćăţ řăśśňăšřĺćă¿š ćżŕşłńőě (ŋě őą£ğăšěńĳŋő śĺňňěšřĺůŋőě) šěńő ˛, śőďěřęăźěě 0. Ŕőśřěďśšćőň ěčő ğăďăěšś£ ďńĺŋă łăęďőčő ćěłšőřă: | ” |_β= ȷ(0; čřăŋĺűă šěńă) ďń£ ćěłšőřőć ś ěćłńĺďőćőľ ďńĺŋőľ 1, čďě ˛ | řăśśšő£ŋĺě ć őążůŋőň śňżśńě. Ŋő šőčďă ňőęŋő šăł śďěńăšĳ ć łăęďőň łăśăšěńĳŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ĺ śŋőćă ĺğňěřĺšĳ ďńĺŋż łřĺćżţ: ŕőńşůĺň ťĺŋśńěřőćş čěőňěšřĺ¿. Őążůŋő ąăŋăţőćż ŕřőśšřăŋśšćă řěăńĺğş¿šś£ łăł ŕřőśšřăŋśšćă ťşŋłűĺľ.

Ŋăłőŋěű, ňőęŋő ŕőďőľšĺ ĺ ł ŕőŋ£šĺ¿ řăśśšő£ŋĺ£ ňěęďş šőůłăňĺ ňŋőčőőąřăğĺ£. Ěśšěśšćěŋŋő ěčő śůĺšăšĳ łăł ňĺŋĺňşň ďńĺŋ łřĺćżţ, śőěďĺŋ£- ¿źĺţ šőůłĺ. Łřĺćă£, ŋă łőšőřőľ ¡šőš ňĺŋĺňşň ďőśšĺčăěšś£, ŋăğżćăěšś£ čěőďěğĺůěśłőľ. Śşźěśšćőćăŋĺě ńőłăńĳŋőľ čěőďěğĺůěśłőľ ŋă ďćşňěřŋőľ ŕőćěřţŋőśšĺ | čńşąőłĺľ řěğşńĳšăš Čĺńĳąěřšă łőŋűă 19 ćěłă.

Šěŋğőřż.

Ňż şęě ğŋăěň śłăń£řż, (ůĺśńőćżě ťşŋłűĺĺ ĺńĺ śłăń£řŋżě ŕőń£), ćěłšőřż, łőćěłšőřż, śłăń£řŋżě ŕřőĺğćěďěŋĺ£.

Definition Šěŋğőřŋżň ŕőńěň šĺŕă (p; q) ŋăğżćăěšś£ ŋăąőř ťşŋłűĺľ T^{i1,...,ip} j1,...,j_q (xα), ik; jl = 1; : : :; n.

Ć ĺšőčě ĺňěěň n^{p+q} ŋěğăćĺśĺňżţ ťşŋłűĺľ, ŕřĺůěň ŕřĺ ğăňěŋě łőőřďĺŋăš x_α(x_β) őŋĺ ŕřěőąřăğş¿šś£ ŕő ğăłőŋş:

T^k_l (x_β) =

@x^k_β @x^i_α

T^i_j (x_α)

@x^j_α @x^l_β

− ć łřăšłőľ ğăŕĺśĺ; ĺńĺ

T^{k1···kp} l1 ··· l_q (xβ) = @x^{k1}_β · · · @x^{kp}_β

@x^{i1}α · · · @x^{ip}α T^{i1···ip}_{j1···jq} (x_α) @x^{j1}_α · · · @x^{jq}_α @x^{l1}_β · · · @x^{lq}_β : Ůĺśńő p + q ŋăğżćăěšś£ řăŋčőň šěŋğőřă; ŕăřă (p; q) | šĺŕ šěŋğőřă. Ćżŕĺÿěň ćśě ćőğňőęŋżě śńşůăĺ ďń£ n = 2 (ďń£ (1,0) | ćěłšőřőć; (0,1) | łőćěłšőřőć şęě ążńő). Ďń£ řăŋčă 2: ((0,2) | şęě ążńő) (1,1) | ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř (ăťťĺŋŋżľ).

T^i_j (x_α)^{∂xiβ}_{∂xiα}^{∂xjα}_{∂xlβ} = T^k_l (x_β), ăŋăńőč ć ńĺŋěľŋőľ ăńčěąřě T^′ = J^{−1}T J. Şŕřăęŋěŋĺě: Ŕőłăęĺšě, ůšő ňăšřĺűă, őąřăšŋă£ ł ňăšřĺűě (0,2) ŕřĺőąřěšăěš šĺŕ (2,0).

Śőąśšćěŋŋżě ůĺśńă ňăšřĺűż śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ŋě ĺňě¿š čěőňěšřĺůěśłőčő śňżśńă, ŕřĺőąřěšă¿š ěčő ńĺÿĳ ŕřĺ ŋăńĺůĺĺ řĺňăŋőćőľ ňěšřĺłĺ, ŋő ĺňě¿š ĺŋćăřĺăŋšŋżľ śňżśń ěśńĺ šěŋğőř (1,1).

Š.ő. ńĺŋěľŋă£ ăńčěąřă | šěőřĺ£ šěŋğőřőć ŋĺğłĺţ řăŋčőć ć ńĺŋěľŋőň ŕřőśšřăŋśšćě.

18.10.93.

Řăśśňőšřĺň ğăňěŋş łőőřďĺŋăš ŋă ňŋőčőőąřăğĺĺ x(y): (x^1; : : :; x^n) → (y^1; : : :; y^n). Šěŋğőř T ŕřěőąřăğşěšś£ ŕő ğăłőŋş:

T^I_J (x)

@x^J @y^I

@y^K @x^I

= T^K_L (x(y))

Ğďěśĳ I = (i_1; : : :; i_p), J = (j_1; : : :; j_q),^{xJ}_{∂yL} =^{∂xj1 ···∂xjq}_{∂yl1 ···∂ylq} ; K = (k_1; : : :; k_p); L = (l_1; : : :; l_q).

Ććěďěň ąăğĺśż ć ŕřőśšřăŋśšćăţ šěŋğőřőć.

Ąăğĺś ć ŕřőśšřăŋśšćě ćěłšőřőć | ¡šő ŕřőśšő ŋăąőř łőőřďĺŋăšŋżţ ćěłšőřőć e_1; : : :; e_n. Ğăňěšĺň, ůšő ćěłšőřż ňőęŋő őšőęďěśšćĺšĳ ś ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋżňĺ őŕěřăšőřăňĺ ŕěřćőčő ŕőř£ďłă:

e_i ∼ @ @x^i

; V^i(x)) ∼ V^i(x) @ @x^i ; čďě V (x) | ćěłšőřŋőě ŕőńě.

İšő őšőęďěśšćńěŋĺě řăğž£śŋ£ěšś£ ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺěň ŕő ŋăŕřăćńěŋĺ¿ ćěłšőřă:

f(x^1; : : :; x^n); x(t) = (x^i(t));

df(x(t)) dt = @f @x^i dx^i dt = @f @x^i

V^i;

čďě V^i =^{dxi}_{dt} , š.ě., ůšőąż ŋăľšĺ ŕřőĺğćőďŋş¿ ŕő ŋăŕřăćńěŋĺ¿ ćěłšőřă, ŋăďő ğŋăšĳ łőňŕőŋěŋšż ćěłšőřă ĺ ŕřőĺğćőďŋżě ŕő ąăğĺśŋżň ćěłšőřăň. Łő¡ťťĺűĺěŋšż ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋőčő őŕěřăšőřă ŕěřćőčő ŕőř£ďłă ŕřěőąřăğş¿šś£ łăł ćěłšőřż. Ŕřőĺğćőďŋă£ ŕő ŋăŕřăćńěŋĺ¿ ěśšĳ śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ćěłšőřă śłőřőśšĺ łřĺćőľ ŋă łőćěłšőř čřăďĺěŋšă ťşŋłűĺĺ. Ćěłšőřŋőě ŕőńě V (x) = V^i(x)e_i | ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋżľ őŕěřăšőř ŕěřćőčő ŕőř£ďłă.

Ććěďěň šăłęě ąăğĺśŋżě łőćěłšőřż e^i = dx^i. Łőćěłšőřŋżě ŕőń£ w = w_ie^i = w_i(x)dx^i | ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋżě 1-ťőřňż. Ŋăŕřĺňěř, ďĺťťěřěŋűĺăń ťşŋłűĺĺ | ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋă£ 1-ťőřňă df =^{∂f}_{∂xi} dx^i.

Ŋăłőŋěű, řăśśňőšřĺň šěŋğőř šĺŕă (p; q), řăŋčă p + q: T^I_J (x), čďě I = (i_1; : : :; i_p), J = (j_1; : : :; j_q). Ćśěčő ěśšĳ n^{p+q} ťşŋłűĺľ. Őąőğŋăůĺň ¡ńěňěŋš ąăğĺśă ůěřěğ

e_{i1} ⊗ e_{i2} ⊗ · · · ⊗ e_{ip} ⊗ e^{j1} ⊗ · · · ⊗ e^{jq} :

Ůšő ¡šő ğă ¡ńěňěŋš? Ŕřőśšő ěčő (I; J)-£ łőňŕőŋěŋšă řăćŋă 1, ă ćśě őśšăńĳŋżě 0. Š.ě. ¡šő őążůŋżľ śšăŋďăřšŋżľ ąăğĺś n^{p+q} -ňěřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă. Ğŋăł ⊗ şłăğżćăěš ŋă ŋěďőŕşśšĺňőśšĳ, ćőőąźě čőćőř£, ŕěřěśšăŋőćőł śőňŋőęĺšěńěľ. Ŋő ňŋőęĺšěńĳ ś ćěřţŋĺň ĺŋďěłśőň ňőęŋő ŕěřěśšăćĺšĳ ś ňŋőęĺšěńěň ś ŋĺęŋĺň ĺŋďěłśőň. Ŋăŕřĺňěř e^i ⊗ e_j = e_j ⊗ e^i; ŋő e^i ⊗ e^j ≠ e^j ⊗ e^i.

Šěŋğőřż šĺŕă (p; q) őąřăğş¿š ć ďăŋŋőľ šőůłě x n^{p+q} -ňěřŋőě ńĺŋěľŋőě ŕřőśšřăŋśšćő. Šěŋğőřż ć šőůłě ňőęŋő ŕěřěňŋőęăšĳ: T^I_J = T_{(1)}^{I1}_{J1} · T_{(2)}^{I2}_{J2} , ěśńĺ I = (I_1; I_2), J = (J_1; J_2).

Ćěďĳ łőňŕőŋěŋšż ňőęŋő ŕěřěňŋőęăšĳ ŕřőśšő łăł śłăń£řż. Ŋăŕřĺňěř, v^iw^j = T^{ij}, T^i_j = v^iw_j.

Şŕřăęŋěŋĺě. Ŕřőĺğćěďěŋĺě šěŋğőřőć ďěľśšćĺšěńĳŋő šěŋğőř, š.ě. ŕřěőąřăğşěšś£ ŕő šěŋğőřŋőňş ğăłőŋş.

Őŕěřăűĺ£ ŕěřěśšăŋőćłĺ ĺŋďěłśőć (őšďěńĳŋő ćěřţŋĺţ ĺńĺ ŋĺęŋĺţ): T^{ij} → T^{ji} | łőřřěłšŋă£ őŕěřăűĺ£ ďń£ šěŋğőřă šĺŕă (2,0). Ŋő őŕěřăűĺ£ T^i_j → T^j_i ŋěłőřřěłšŋă.

Ćěřţŋĺě ĺŋďěłśż ŋăğżćă¿šś£ ćěłšőřŋżňĺ, ă ŋĺęŋĺě | łőćěłšőřŋżňĺ. Ć őąźěň ćĺďě őŕěřăűĺ£ ŕěřěśšăŋőćłĺ ĺŋďěłśőć ĺňěěš ćĺď T^I_J → T^{s1(I)}_{s2(J)}, čďě s_1; s_2 | ŕěřěśšăŋőćłĺ śőőšćěšśšćş¿źĺţ ňŋőęěśšć ĺŋďěłśőć.

Remark Ć ńĺŋěľŋőľ ăńčěąřě ŋěš ŕěřěśšăŋőćőł ćěřţŋĺţ ĺ ŋĺęŋĺţ ĺŋďěłśőć, š.ě. śĺňňěšřĺůěśłĺľ őŕěřăšőř ĺňěěš śňżśń, ěśńĺ šőńĳłő ğăďăŋő śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě. Ă śĺňňěšřĺůěśłă£ łćăďřăšĺůŋă£ ťőřňă ĺňěěš śňżśń.

Őŕěřăűĺ£ ćğ£šĺ£ śńěďă (śćěřšłă)

Řăśśňőšřĺň ŋă ŕřĺňěřě. T^i_j (x) → T^i_i (x) | śńěď. İšă őŕěřăűĺ£ ĺňěěš ĺŋćăřĺăŋšŋżľ śňżśń. Ďń£ őŕěřăšőřőć ¡šő ďőłăğăŋő ć ńĺŋěľŋőľ ăńčěąřě.

Ććěďěň őąźş¿ őŕěřăűĺ¿ ćğ£šĺ£ śńěďă.

T^I_J = T (I^′i I^{′′}) (J^′j J^{′′}) (x) → T

(I^′ I^{′′}) (J^′ J^{′′}) (x) = T (I^′iI^{′′}) (J^′ iJ^{′′});

š.ě. ćżďěńĺńĺ őďĺŋ ćěřţŋĺľ ĺ őďĺŋ ŋĺęŋĺľ ĺŋďěłś ĺ ŕřőćěńĺ śşňňĺřőćăŋĺě.

Ŋăŕřĺňěř T^i_j = v^iw_j → v^iw_i = (v; w) | śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ćěłšőřă ĺ łőćěłšőřă ěśšĳ ůăśšŋżľ śńşůăľ ćğ£šĺ£ śńěďă.

T^i_j v^j | ŕřĺňěŋěŋĺě ňăšřĺűż ł ćěłšőřş | šőęě ůăśšŋżľ śńşůăľ śńěďă: T^i_j v^k → T^i_j v^j .

T^i_j w_i | ŕřĺňěŋěŋĺě ňăšřĺűż ł łőćěłšőřş šő ęě: T^i_j w_k → T^i_j w_i: Şŕřăęŋěŋĺě: ćğ£šĺě śńěďă łőřřěłšŋő őŕřěďěńěŋő.

Ŕşśšĳ ć ŕřőśšřăŋśšćě ĺňěěšś£ (śĺňňěšřĺůŋżě) śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě, ğăďă¿źěě (ŕśěćďő)řĺňăŋőćş ňěšřĺłş. Ŕřĺňěŋĺň őŕěřăűĺ¿ ćğ£šĺ£ śńěďă:

v_i = g_{ij}v^j , čďě detg_{ij} ≠ 0 Şłăğăŋŋă£ őŕěřăűĺ£ ŋăğżćăěšś£ őŕěřăűĺěľ őŕşśłăŋĺ£ ĺŋďěłśă: ĺğ ćěłšőřă ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ łőćěłšőř.

g^{ij}g_{jk} = ‹^i_k:

Ăŋăńőčĺůŋő ňőęŋő řăśśňőšřěšĳ ŕőďŋ£šĺě ĺŋďěłśőć g^{ij} v_j = v^i.

Lemma Ŕőďŋ£šĺě ĺ őŕşśłăŋĺě ĺŋďěłśőć | őąřăšŋżě őŕěřăűĺĺ.

Proof Őůěćĺďŋő.Ĺňěŋŋő ğďěśĳ ŋşęŋă ŋěćżřőęďěŋŋőśšĳ ňăšřĺűż g_{ij}.

Ěćłńĺďőćőľ ŋăğżćăěšś£ čěőňěšřĺ£, ďń£ łőšőřőľ ć ŋěłőšőřżţ łőőřďĺŋăšăţ g^{ij} = ‹^{ij}.

Ŕśěćďőěćłńĺďőćă čěőňěšřĺ£ | łőčďă g^{ij} = const.

Ćăęŋżň ŕřĺňěřőň £ćń£ěšś£ ńőřěŋűěćă ňěšřĺłă, łőčďă őďĺŋ łćăďřăš ś "+", šřĺ ś "-". Šăłĺě łőőřďĺŋăšż śşźěśšćş¿š ŋě ćśěčďă, ćŕőśńěďśšćĺĺ ňż ćż£śŋĺň ŋěőąţőďĺňżě ĺ ďőśšăšőůŋżě şśńőćĺ£ ¡šőčő.

Ĺğ šěŋğőřă T^{ij} ćżďěńĺň^{T ij −T ji}_2 | łőśőśĺňňěšřĺůŋă£ ůăśšĳ ĺ^{T ij +T ji}_2 | śĺňňěšřĺůŋă£ ůăśšĳ.

Šő ęě ňőęŋő ŕřőďěńăšĳ ś šěŋğőřőň (2,0). Ŋő ś šěŋğőřőň T^i_j | ŋěńĳğ£ ąěğ řĺňăŋőćőľ ňěšřĺłĺ. T^{ij} = g^{ik}T^j_k , T_{ij} = g_{ik}T^k_j .

Śőąśšćěŋŋżě ůĺśńă T^i_k łőřřěłšŋő őŕřěďěńěŋż šőńĳłő ć ŕřĺśşšśšćĺĺ ňěšřĺłĺ:

det‖T_{ij} − –g_{ij}‖ = 0:

Ŋěłőšőřżě ćăęŋżě ťĺğĺůěśłĺě šěŋğőřż (ŋăŕřĺňěř, ¡ŋěřčĺĺ-ĺňŕşńĳśă) śĺňňěšřĺůŋż ąěğ ňěšřĺłĺ. Ć ŕřőśšřăŋśšćě Ňĺŋłőćśłőčő śĺňňěšřĺůŋă£ ňăšřĺűă ňőęěš ĺňěšĳ łőňŕńěłśŋżě śőąśšćěŋŋżě ůĺśńă.

Ěśńĺ ňěšřĺłă ŕőńőęĺšěńĳŋă, ěśšĳ ŕřőśšżě ăŋăńĺšĺůěśłĺě řěűěŕšż ŋăţőęďěŋĺ£ śőąśšćěŋŋżţ ůĺśěń śĺňňěšřĺůěśłőľ ňăšřĺűż (¡łśšřěňşň ŋă ěďĺŋĺůŋőľ śťěřě).

Ć ŋěŕőńőęĺšěńĳŋőľ ňěšřĺłě ćśě ŕő-ďřşčőňş.

g_{ij} = ±‹_{ij} = ±1 ... ±1 | ňěšřĺłă, ş śĺňňěšřĺůěśłĺţ ňăšřĺű

ňőčşš ŕő£ćĺšĳś£ śőąśšćěŋŋżě ňŋĺňżě ğŋăůěŋĺ£.

Şŕřăęŋěŋĺě: Řăğąěřĺšěśĳ śő śńşůăěň n=2.

Řăśśňőšřĺň šěŋğőř ‹^i_j , őŋ ŋě ňěŋ£ěšś£ ŕřĺ ğăňěŋě łőőřďĺŋăš, ŕőśłőńĳłş J^{−1}(‹^i_j )J = ‹^i_j . Ă ňăšřĺűă łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňż ŋě śőţřăŋ£ěš ¡šő śćőľśšćő.

Śőćřěňěŋŋżě šěŋğőřŋżě őąőğŋăůěŋĺ£ ćőśţőď£š ł Řĺňăŋş. Ďő ¡šőčő ć ďćşňěřŋőľ čěőňěšřĺĺ ŕőćěřţŋőśšěľ ĺśŕőńĳğőćăńĺśĳ łńăśśĺůěśłĺě őąőğŋăůěŋĺ£ łőňŕőŋěŋš śĺňňěšřĺůěśłőľ ňăšřĺűż E; F; G.

Śĺňňěšřĺůŋżě ĺ łőśőśĺňňěšřĺůŋżě šěŋğőřż (ś ŋĺęŋĺňĺ ĺŋďěłśăňĺ)

T_{(j1,...,jq)} | ŕőńĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă őš ćěłšőřőć, š.ě. ťşŋłűĺ£ őš q ćěłšőřőć, ńĺŋěľŋă£ ŕő łăęďőňş ăřčşňěŋšş. Ćőğĳňěň ŋăąőř ćěłšőřőć v_1; · · · ; v_q, v_s = v^j_s. Ŕőńőęĺň T ⟨v_1; : : :; v_q⟩ = T_{j1···jq} v^{j1}_1 · · · v^{jq}_q . Őůěćĺďŋő, ¡šő ŕőńĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă.

Řăśśňőšřĺň őŕěřăűĺ¿ őčřăŋĺůěŋĺ£ šěŋğőřă ŋă ŕőďŕřőśšřăŋśšćě. Ćěłšőřŋőě ŕőńě ŋě őčřăŋĺůĺćăěšś£ ŋă ŕőďŕřőśšřăŋśšćő, ěśńĺ ŋěš ňěšřĺłĺ. Šăł, ŕřőěłšĺřőćăŋĺě ěśšĳ łőňŕőğĺűĺ£ őŕěřăűĺľ őŕşśłăŋĺ£ ĺŋďěłśă, őčřăŋĺůěŋĺ£, ŕőďŋ£šĺ£ ĺŋďěłśă.

Ŕřĺňěř: ć ăŋăńĺğě ňż ŕřőďěńżćăńĺ őčřăŋĺůěŋĺě: f_i(x)dx^i, x^i(t) | łřĺćă£, → f_i(x(t))^{dxi}_{dt} dt

Definition Šěŋğőř śĺňňěšřĺůŋżľ, ěśńĺ T_{i1,···,iq} = T_{s(i1···iq)}, čďě s ∈ S_n, š.ě. ¡šő ťăłšĺůěśłĺ łő¡ťťĺűĺěŋšż őďŋőřőďŋżţ ŕőńĺŋőňőć śšěŕěŋĺ q őš n ŕěřěňěŋŋżţ: T_{i1···iq} x^{i1} · · · x^{iq} .

Definition Šěŋğőř łőśőśĺňňěšřĺůěśłĺľ, ěśńĺ T_{i1···iq} = (−1)^{σ(s)}T_{s(i1···iq)}; čďě ff | ůěšŋőśšĳ ŕěřěśšăŋőćłĺ.

Łőśőśĺňňěšřĺůěśłĺě šěŋğőřż ěśšĳ ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋżě ťőřňż ĺ ŕőďćěřčă¿šś£ ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ¿.

Lemma 1. Ŕşśšĳ q > n. Šőčďă łőśőśĺňňěšřĺůěśłĺľ šěŋğőř T ≡ 0.

2. Ěśńĺ ęě q = n, šő ŕřőśšřăŋśšćő šăłĺţ šěŋğőřőć őďŋőňěřŋő.

3. Ŕřĺ ğăňěŋě x = x(y) łőśőśĺňňěšřĺůěśłĺľ šěŋğőř řăŋčă n ŕřěőąřăğşěšś£ ŕő ğăłőŋş T^′ = T detJ.

Proof 1. T_{i1···i···i···iq} = −T i_1 · · · i · · · i · · · i_q ⇒ T = 0.

2. T_{1,...,n} ≠ 0. Ă ćśě őśšăńĳŋżě łőňŕőŋěŋšż ńĺąő řăćŋż 0, ńĺąő śőćŕăďă¿š ś ŋěľ ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ğŋăłă.

3. Ďěšěřňĺŋăŋš | ěďĺŋśšćěŋŋżľ łőśőśĺňňěšřĺůěśłĺľ šěŋğőř řăŋčă n ć n-ňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě. T_{j1···jn} = T_{i1 ···in} (x(y)) @x^{i1} @y^{j1} · · · @x^{in} @y^{jn} = T_{(1,2,···,n)}(x(y)) . (−1)^{σ(s)}

@x^{i1} @y^{j1} · · · @x^{in} @y^{jn} = T_{(1,2,···,n)}det @x @y Ĺšăł, T^′ = T detJ.

Śşźěśšćěŋŋő, ůšő šěŋğőřŋă£ šěőřĺ£ ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ ŋě ğăćĺśĺš őš łőőřďĺŋăš ĺ řĺňăŋőćőľ ňěšřĺłĺ.

Ğăłőŋż ŕřĺřőďż šăłęě ŕőďřăğďěń£¿šś£ ŋă ğăćĺś£źĺě ĺ ŋě ğăćĺś£źĺě őš ňěšřĺłĺ ŕřőśšřăŋśšćă.

Ůăśšĳ şřăćŋěŋĺľ Ňăłśćěńńă šřěąşěš, ă ůăśšĳ ŋě šřěąşěš řĺňăŋőćőľ ňěšřĺłĺ.

Šăłęě ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ ĺ ůăśšĳ šőŕőńőčĺĺ, ŋě ğăćĺś£źş¿ őš ňěšřĺłĺ.

25.10.93.

Ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋőě ĺśůĺśńěŋĺě šěŋğőřőć. ă) Ĺŋćăřĺăŋšŋőě ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋőě ĺśůĺśńěŋĺě šěŋğőřőć.

ą) Ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋőě ĺśůĺśńěŋĺě šěŋğőřőć ć řĺňăŋőćőľ ňěšřĺłě.

Řăśśňőšřĺň šěŋğőř T^I_J (x) ŋă n-ňěřŋőň ňŋőčőőąřăğĺĺ ś ńőłăńĳŋőľ łőőřďĺŋăšőľ, x = (x^1; : : :; x^n), I = (i_1; : : :; i_p), J = (j_1; : : :; j_q). Šĺŕ šěŋğőřă (p; q), řăŋč p + q. Ŋăŕőňŋĺň, ůšő šěŋğőřż őąřăğş¿š ć łăęďőľ šőůłě n^{p+q} -ňěřŋőě ńĺŋěľŋőě ŕřőśšřăŋśšćő. Ążńă őŕřěďěńěŋă őŕěřăűĺ£ ŕřőĺğćěďěŋĺ£ šěŋğőřőć: (p; q) × (p^′; q^′) = (p + p^′; q + q^′), ă šăłęě őŕěřăűĺĺ ŕěřěśšăŋőćłĺ ćěřţŋĺţ ĺńĺ ŋĺęŋĺţ ĺŋďěłśőć ĺ ćğ£šĺ£ śńěďă.

T^I_J (x) → T^{σ1(I)}_{σ2(J)}; T^I_J (x) → T^{I′iI′′}_J ′_{iJ} ′′ ; čďě

I = I^′iI^{′′} J = J^′jJ^{′′};

ă ğăšěň ŕőńőęěŋő i = j ĺ ŕřőĺğćěďěŋő śşňňĺřőćăŋĺě. Ć řěğşńĳšăšě (p; q) → (p − 1; q − 1).

Ćśě ¡šő ążńĺ ĺŋćăřĺăŋšŋżě ăńčěąřăĺůěśłĺě őŕěřăűĺĺ, ŋě ğăćĺś£źĺě őš śĺśšěňż łőőřďĺŋăš, ć łőšőřőľ őŋĺ ŕřőďěńżćă¿šś£.

Řăśśňăšřĺćă¿šś£ šăłęě śŕěűĺăńĳŋżľ łńăśś šěŋğőřőć šőńĳłő ś ŋĺęŋĺňĺ ĺŋďěłśăňĺ T (x) = {T_{i1...ip} (x)}, š.ě. šĺŕă (0; p). Őŋĺ ŕřěďśšăćń£¿š śőąőľ ŕőńĺńĺŋěľŋżě ťşŋłűĺĺ őš ŋăąőřă ćěłšőřőć v_1 · · · v_p, ă ĺňěŋŋő, ŕőńőęĺň: T ⟨v_{(1)}; : : :; v_{(p)}⟩ = T_{i1 ···ip} (x)v^{i1}_{(1)} · · · v^{ip}_{(p)}. Őůěćĺďŋő, ěśšĳ ńĺŋěľŋőśšĳ ŕő łăęďőňş ăřčşňěŋšş, š.ě.

T ⟨· · · ; –a + —b; · · ·⟩ = –T ⟨· · · ; a; · · ·⟩ + —T ⟨· · · ; b; · · ·⟩ . Ŕőńĺńĺŋěľŋżě ťşŋłűĺĺ, łăł ĺ ćś£łĺě, ňőęŋő őčřăŋĺůĺćăšĳ ŋă ŕőďŕřőśšřăŋśšćő, ŋăŕřĺňěř ŋă łăśăšěńĳŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ł ŕőďňŋőčőőąřăğĺ¿. Ŋěŕőŋ£šŋő, łăł őčřăŋĺůĺšĳ ćěłšőř ŋă łăśăšěńĳŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő, ěśńĺ őŋ šăň ŋě ńěęĺš. İšő ňőęŋő śďěńăšĳ, ěśńĺ ěśšĳ řĺňăŋőćă ňěšřĺłă, šőčďă ŕő£ćĺšś£ ĺ ŕřőěłšĺřőćăŋĺě.

Ŕřĺňěř: Řăśśňőšřĺň (0,1) šěŋğőř f_idx^i. Ŕşśšĳ x^i(t) | łřĺćă£. Őčřăŋĺůĺšĳ šěŋğőř f_i(x)dx^i | ¡šő ŕřőśšő ŕőďśšăćĺšĳ: f_i(x(t)) (_{dxi} dt ) dt = (f_ix^i)dt.

Šăł őčřăŋĺůĺćăěšś£ łőćěłšőřŋőě ŕőńě. İšő ćżřăęěŋĺě ňőęŋő ŕřőĺŋšěčřĺřőćăšĳ ćďőńĳ łřĺćőľ, ňěšřĺłă śőćěřÿěŋŋő ŋě šřěąşěšś£. Ňż ĺňěěň ůĺśńőćş¿ ťşŋłűĺ¿ ŋă łřĺćőľ, ňőęŋő ěě ĺŋšěčřĺřőćăšĳ (ěśńĺ łřĺćă£ čńăďłă£, š.ě. ĺňěěš ŋěŕřěřżćŋżľ łăśăšěńĳŋżľ ćěłšőř).

İšő śćőľśšćő ńěęĺš ć őśŋőćě šěőřĺĺ ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋżţ ťőřň. Ćżďěńěŋż ďćă ćăęŋżţ łńăśśă šěŋğőřőć | śĺňňěšřĺůěśłĺě ĺ łőśőśĺňňěšřĺůěśłĺě. Śĺňňěšřĺůěśłĺě šěŋğőřż | ŕřőśšő łő¡ťťĺűĺěŋšż őďŋőřőďŋżţ ňŋőčőůńěŋőć śšěŕěŋĺ p. Šěŋğőř łőśőśĺňňěšřĺůěśłĺľ, ěśńĺ ∀x ∀ff T_{σ(T )}(x) = (−1)^σ T_I (x).

Śřăćŋĺćă£ ťőřňşńş ğăňěŋż ŕěřěňěŋŋżţ ć łřăšŋőň ĺŋšěčřăńě ĺ ğăłőŋ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ łőśőśĺňňěšřĺůěśłĺţ šěŋğőřőć, ňőęŋő ŕőŋ£šĳ, ůšő ĺŋšěčřĺřş¿šś£ ŋă śăňőň ďěńě łőśőśĺňňěšřĺůěśłĺě šěŋğőřż. Ŋěńĳğ£ ĺŋšěčřĺřőćăšĳ ůĺśńőćżě ťşŋłűĺĺ.

Ŋăŕőňĺŋăěň ńěňňş ő łőśőśĺňňěšřĺůěśłĺţ šěŋğőřăţ:

Lemma 1. T_{i1 ···ip} = 0, ěśńĺ p > n.

2. p = n, T_{i1···in} (x) = (−1)^σ T_{12···n}(x).

3. x = x(y), šőčďă

~T_{12···n}(x(y)) = J(x(y))T_{12···n}(x(y)), čďě J(x(y)) = det (_{∂xi} ∂y^j ) . Ŋăŕőňŋĺň ďőłăğăšěńĳśšćő ŕşŋłšă 3): ~T_{12···n}(x(y)) = T_{i1 ,···,in} (x(y))^{∂xi1}_{∂y′} · · ·^{∂xi}n_{∂yn} = = T_{12···n}(x(y)) ∑ σ (−1)^{σ ∂xi1}_{∂y′} · · ·^{∂xin}_{∂yn} = T_{12···n}(x(y))det (_{∂x} ∂y ) : Ŕőńşůěŋŋżľ ďěšěřňĺŋăŋš ěśšĳ ěďĺŋśšćěŋŋżľ łőśőśĺňňěšřĺůěśłĺľ šěŋğőř řăŋčă n.

Ŋăÿ őąźĺľ ćőŕřőś: łăł ŕřőĺŋšěčřĺřőćăšĳ łőśőśĺňňěšřĺůěśłĺľ šěŋğőř řăŋčă k ŕő k-ňěřŋőňş ňŋőčőőąřăğĺ¿. Őůěŋĳ ŕřőśšő: őčřăŋĺůĺň ěčő, ŕőńşůĺň k-ňěřŋżľ šěŋğőř ŋă k-ňěřŋőň ŕőďňŋőčőőąřăğĺĺ, őŋ ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ůĺśńőćőčő ňŋőęĺšěń£ ďěšěřňĺŋăŋš, őśšăěšś£ ŕřőĺŋšěčřĺřőćăšĳ ůĺśńőćş¿ ťşŋłűĺ¿. Ćăřĺăűĺőŋŋőě ĺśůĺśńěŋĺě őčřăŋĺůĺćăěš ąěśłőŋěůŋőňěřŋżě ťőřňż ŋă łőŋěůŋőňěřŋżě ŕřőśšřăŋśšćă ĺ ĺŋšěčřĺřşěš. Łăłőě őšńĺůĺě ŕőńŋőčő šěŋğőřă őš śłăń£řă: ŕřĺ ğăňěŋě łőőřďĺŋăš ğŋăůěŋĺě ňěŋ£ěšś£, şňŋőęăěšś£ ŋă £łőąĺăŋ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£. Čőćőř£š šăł: ćżďěń£ěň ¡ńěňěŋš őąžěňă, ŕőśńě ¡šőčő ń¿ąă£ ťşŋłűĺ£ ŕřěćřăźăěšś£ ć ťőřňş ďőňŋőęěŋĺěň ŋă ¡šőš ¡ńěňěŋš ĺ ĺŋšěčřĺřşěšś£. Ŋă śăňőň ďěńě ŋě ćśěčďă ĺŋšěčřĺřş¿šś£ šőńĳłő ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋżě ťőřňż.

Ŕřĺňěř ďń£ n = 1. Ążćă¿š ĺŋšěčřăńż f(t)dt ĺ f(t) | dt |. Řăğńĺůĺě ůşćśšćşěšś£, šőńĳłő łőčďă ğăňěŋă ĺňěěš őšřĺűăšěńĳŋş¿ ŕřőĺğćőďŋş¿.

Ůšő ňőęŋő ŕřőĺŋšěčřĺřőćăšĳ ŕő ń¿ąőľ łřĺćőľ? 1) Ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋş¿ ťőřňş (II řőďă ). 2) Ťşŋłűĺ¿ ŕő ďńĺŋě łřĺćőľ. (I řőďă).

Őąźĺľ ćğčń£ď. 1) Ć łăęďőľ šőůłě x ŋăďő ğăďăšĳ ťşŋłűĺ¿ łăśăšěńĳŋőčő ćěłšőřă ff(V ), š.ů. ff(–V ) = –ff(V ) ďń£ – > 0. Šőčďă ňőęŋő ąřăšĳ ĺŋšěčřăń

∫ ff( _x(t))dt. Ĺğ-ğă śćőľśšćă "ńĺŋěľŋőśšĺ" ĺŋšěčřăń őśšăŋěšś£ ĺŋćăřĺăŋšŋżň ŕřĺ ğăňěŋě ŕăřăňěšřă.

Ĺšăł, ŕő łřĺćőľ ňőęŋő ĺŋšěčřĺřőćăšĳ šő, ůšő ŕřĺ őčřăŋĺůěŋĺĺ ŕőńşůĺš ćĺď f(t)dt ĺ šăł ďăńěě.

Ĺŋšěčřăńż őš ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋżţ ťőřň ĺňě¿š ćăęŋżě śćőľśšćă, ŕőğćőń£¿źĺě ććěśšĺ ĺţ ć ťőřňşńĺřőćłĺ ğăłőŋőć ŕřĺřőďż. Ă ĺňěŋŋő: ¡šő ść£ğĳ ĺŋšěčřăńőć ŕő ňŋőčőőąřăğĺ¿ ĺ čřăŋĺűě (ťőřňşńż šĺŕă Śšőłśă), ă šăłęě šőŕőńőčĺůěśłă£ ĺŋćăřĺăŋšŋőśšĳ ĺŋšěčřăńőć.

Ŕřĺňěř. ∫

d’ = 2ı; čďě dı = xdy − ydx x^2 + y^2 ĺ ĺŋšěčřĺřőćăŋĺě őśşźěśšćń£ěšś£ ŕő ğăňłŋşšőľ łřĺćőľ, őţćăšżćă¿źěľ 0. Š.ě. ŕřĺ ďěťőřňăűĺĺ őďŋőľ łřĺćőľ ć ďřşčş¿ ğŋăůěŋĺě ŋě ňěŋ£ěšś£. Ŋěńĳğ£ šőńĳłő ŕřőšăśłĺćăšĳ łřĺćş¿ ůěřěğ 0. Š.ě. ŋăÿ ĺŋšěčřăń | ŋě ăŋăńĺšĺůěśłă£, ă šőŕőńőčĺůěśłă£ ćěńĺůĺŋă. İšő ůăśšő ćśšřěůăěšś£ ć ŠŤŁŔ | šăň ĺŋšěčřăńż őłăğżćă¿šś£ šőŕőńőčĺůěśłĺňĺ. Ŋăŕřĺňěř, ŋăÿ ĺŋšěčřăń ťăłšĺůěśłĺ ğăďăěš őŕřěďěńěŋĺě ůĺśńă őąőřőšőć ćőłřşč 0. İšĺ ćăęŋżě śćőľśšćă ěśšĳ ş ĺŋšěčřăńőć šőńĳłő őš łőśőśĺňňěšřĺůěśłĺţ šěŋğőřőć.

Ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋă£ ťőřňă | łőśőśĺňňěšřĺůěśłĺľ šěŋğőř ś ŋĺęŋĺňĺ ĺŋďěłśăňĺ ŋă ňŋőčőőąřăğĺĺ. Ĺţ ňőęŋő ĺğşůăšĳ őšďěńĳŋő őš őąźěľ šěőřĺĺ šěŋğőřőć. Řăğřăąőšăŋă ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋă£ śĺňćőńĺłă ğăŕĺśĺ. Ŋăŕřĺňěř, f = (f_i(x)) ∼ f_i(x)dx^i.

Ĺšăł, řăśśňőšřĺň łőśőśĺňňěšřĺůěśłĺľ šěŋğőř T_{i1···ip} (x). Ňż řăśśňăšřĺćăńĺ ěčő ć ąăğĺśě e^{i1} ⊗ · · · ⊗ e^{ip} . Ŕěřěľďěň ł ďřşčőňş ąăğĺśş: dx^{i1} ∧ · · · ∧ dx^{ip} = ( ∑ σ (−1)^σ e^{i1⊗···⊗ip} )=p!. Ŕřĺňěřż: p = 1, ¡šĺ ąăğĺśż śőćŕăďă¿š: dx^i.

p = 2 : dx^i ∧ dx^j = 1=2(dx^i ⊗ dx^j − dx^j ⊗ dx^i).

Ğăňěšĺň, ůšő ğăňěŋă ŋě űěńőůĺśńěŋŋă£, ůšő ĺňěěš őŕřěďěńěŋŋżě ŕőśńěďśšćĺ£.

Ěśńĺ śšăřżľ ąăğĺś ążń şďőąěŋ ďń£ őŕěřăűĺĺ őążůŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£ šěŋğőřőć, šő ć ŋőćőň şďőąŋő ğăďăšĳ łőśőśĺňňěšřĺůŋőě ćŋěÿŋěě ŕřőĺğćěďěŋĺě.

Ĺšăł, ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋă£ ťőřňă ĺňěěš ćĺď ˙ = ∑ i1<···<i_p ˙_{i1···ip} (x)dx^{i1} ∧ · · · ∧ dx^{ip} ; p = 0; 1; : : :; n:

İšő ńőłăńĳŋă£ ğăŕĺśĳ. Ěśńĺ x = x(y), šő dx^i =^{∂xi}_{∂yj} dy^j . Ğăďăďĺň ćŋěÿŋěě ŕřőĺğćěďěŋĺě ŕő ŕřăćĺńăň:

1. dx^i ∧ dx^j = −dx^j ∧ dx^i.

2. Ăśśőűĺăšĺćŋőśšĳ őŕěřăűĺĺ ćŋěÿŋěčő şňŋőęěŋĺ£ ∧.

3. Ąĺńĺŋěľŋőśšĳ: (¸dx^i + ˛dx^j ) ∧ dx^k = ¸dx^i ∧ dx^k + ˛dx^j ∧ dx^k.

Šăłĺň őąřăğőň, ć łăęďőľ šőůłě x ĺňěěšś£ ăńčěąřă. Ŕřőĺğćěďěŋĺě ń¿- ążţ ďćşţ ťőřň ňőęŋő ŋăľšĺ ś şůěšőň ¡šĺţ ŕřăćĺń.

Remark Ś őďŋőľ śšőřőŋż, ¡šş őŕěřăűĺ¿ ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ ůěřěğ łńăśśĺůěśłĺě őŕěřăűĺĺ ŋăď šěŋğőřăňĺ, ś ďřşčőľ śšőřőŋż, ňőęŋő ĺğńăčăšĳ šěőřĺ¿ ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋżţ ťőřň ŋěğăćĺśĺňő őš šěŋğőřőć.

Ŋăď ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋżňĺ ťőřňăňĺ ĺňěěšś£ ěďĺŋśšćěŋŋă£ ĺŋćăřĺăŋšŋă£ ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋă£ őŕěřăűĺ£ | ćŋěÿŋěě ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺě .

Ŕřĺňěř df =^{∂f}_{∂xi} dx^i.

Řăśśňőšřĺň łőćěłšőřŋőě ŕőńě (f_i). (_{∂fi} ∂x^j ) = T_{ij} | ŋě šěŋğőř (šěŋğőř ńĺÿĳ ďń£ ăťťĺŋŋżţ ğăňěŋ). Šěŋğőřőň ąşďěš^{∂fi}_{∂xj} −^{∂fj}_{∂xi} = T_{ij} − T_{ji}. Ğďěśĳ śńőęŋőśšĳ ć ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺĺ ŕřĺŋűĺŕĺăńĳŋă£.

f(x+´x)−f(x) | ĺňěěš śňżśń. Ă řăğŋőśšĳ ćěłšőřőć ĺńĺ łőćěłšőřőć ć řăğŋżţ šőůłăţ ŋě ĺňěěš łőřřěłšŋőčő śňżśńă ąěğ řĺňăŋőćőľ śšřşłšşřż. Šăł ůšő ŋăň őśšăěšś£ ěďĺŋśšćěŋŋă£ ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋă£ őŕěřăűĺ£, śőţřăŋ£¿źă£ šěŋğőřż (řőšőř | ¡šő ěě ůăśšŋżľ śńşůăľ). Ĺŋőčďă ůěřěğ ŋĺţ ğăŕĺśżćă- ¿šś£ ğăłőŋż ŕřĺřőďă (ůăśšĳ ğăłőŋőć Ťăřăďě£-Ňăłśćěńńă). Ŕřĺňěř łőćěłšőřŋőčő ŕőń£ | ćěłšőř ¡ńěłšřĺůěśłőľ ŋăŕř£ęěŋŋőśšĺ. Ŕő čĺŕőšěğě İľŋÿšěľŋă čřăćĺšăűĺ£ | řĺňăŋőćă ňěšřĺłă 4-ňěřŋőčő ňĺřă. Ŋő ŋěłőšőřżě ğăłőŋż ăąśőń¿šŋő ĺŋćăřĺăŋšŋż. Ňăčŋĺšŋőě ŕőńě | ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋă£ ťőřňă ś ďćşň£ ĺŋďěłśăňĺ. Śőőšćěšśšćěŋŋő ĺŋšěčřĺřş¿šś£: ¡ńěłšřĺůěśłőě ŕőńě ŕő łřĺćőľ, ňăčŋĺšŋőě ŕő ŕńőźăďłě.

Definition Ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺě (ćŋěÿŋěě) ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋżţ ťőřň:

1. df | ďĺťťěřěŋűĺăń śłăń£řŋőľ ťşŋłűĺĺ^{∂f}_{∂xi} dx^i.

2. d(dx^i) = 0.

3. d(˙_{1(p)} ∧ ˙_{2(q)}) = d˙_1 ∧ ˙_2 + (−1)^p˙_1 ∧ d˙_2

Ŕřĺňěř.

d(f_i(x)dx^i) = df_i ∧ dx^i = = @f_i @x^k dx^k ∧ dx^i = ∑ i<k ( @f_i @x^k − @f^k @x^i

)(dx^i ∧ dx^k):

01.11.93.

Ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋżě ťőřňż | łőśőśĺňňěšřĺůŋżě šěŋğőřż šőńĳłő ś ŋĺęŋĺňĺ ĺŋďěłśăňĺ. T_{ii...ip} (x) = ∑ i1<···<i_p ˙(x)dx^{i1} ⋀ : : : ⋀ dx^{ip} , ğďěśĳ (p!)T_{ii...ip} = ˙_{ii...ip} . Śőćőłşŕŋőśšĳ ćśěţ ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋżţ ťőřň | ăśśőűĺăšĺćŋă£ ăńčěąřă, š.ě. ťőřňż ňőęŋő śłńăďżćăšĳ ĺ ŕěřěňŋőęăšĳ ćŋěÿŋĺň őąřăğőň, őŕěřăűĺ£ şňŋőęěŋĺ£ ąĺńĺŋěľŋă.

Ğăňěšĺň, ůšő ňőęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ ťőřňăńĳŋżě śşňňż ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋżţ ťőřň řăğŋżţ řăŋčőć, ŋăŕřĺňěř: a + 3dx^1 + 2dx^2 ⋀ dx^4.

Őąőğŋăůĺň ˙^∗(X) | ăńčěąřă ąěśłőŋěůŋő ďĺťťěřěŋűĺřşěňżţ ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋżţ ťőřň. Ć łăęďőľ šőůłě ĺňěěň:

⋀_∗ R_n

x | ŕőńŋă£ ćŋěÿŋ££ śšěŕěŋĳ łăśăšěńĳŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă. ⋀_p R_n

x | ćŋěÿŋ££ śšěŕěŋĳ řăŋčă p. ⋀_∗ =^n ∑ i=0 ⋀_p R_{nx} ; dim ⋀_p = C^p_n = (_p n ) . Şłăęěň ŋěłőšőřżě śćőľśšćă ¡šőľ ăńčěąřż:

1. 1 ∈ ˙^∗.

2. Ć ńőłăńĳŋżţ łőőřďĺŋăšăţ ĺňě¿šś£ ąăğĺśŋżě ¡ńěňěŋšż dx^i, ťşŋłűĺőŋăńĳŋżě łő¡ťťĺűĺěŋšż f(x).

3. Ŕřăćĺńă şňŋőęěŋĺ£: dx^i ⋀ dx^j = −dx^j ⋀ dx^i;

fdx = dx f.

Ććĺďş šăłĺţ ŕřőśšżţ ŕřăćĺń ůăśšő ć ăŋăńĺğě šěőřĺ¿ ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋżţ ťőřň ĺğńăčă¿š ŋěğăćĺśĺňő.

Ĺňěěšś£ ěďĺŋśšćěŋŋżľ ĺŋćăřĺăŋšŋżľ ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋżľ őŕěřăšőř d, őŕřěďěńěŋŋżľ ŋă ťőřňăţ.

Remark Ćśě čőďĺšś£ ďń£ ťőřň ś łőňŕńěłśŋżňĺ ğŋăůěŋĺ£ňĺ.

Ćőőąźě, ňőęŋő śšřőĺšĳ šěőřĺ¿ śő ğŋăůěŋĺ£ňĺ ć šőň ŕőńě, łőšőřőě śőďěřęĺš ğŋăůěŋĺ£ łőőřďĺŋăš.

Ĺšăł,

Definition d : ˙^i(X) → ˙^{i−1}(X) | ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř, š.ů.

1. d(f(x)) = df =^{∂f}_{∂xi} dx^i.

2. d(dx^{i1} ⋀ : : : ⋀ dx^{ip} ) = 0.

3. d(f˙) = df ⋀ ˙ + fd˙, čďě f ∈ C^∞(X).

Ůšőąż ŋěŕřőšĺćőřěůĺćőśšĳ śĺśšěňż ăłśĺőň 1)-3) ążńă őůěćĺďŋőľ, ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő ć śńşůăě 3) ˙ = dx^{i1} ⋀ : : : ⋀ dx^{ip} , šőčďă śćőľśšćő ĺňěěš ćĺď: d(f˙) = df ⋀ ˙.

Lemma Őŕěřăšőř d śő śćőľśšćăňĺ 1)-3) śşźěśšćşěš ĺ ěďĺŋśšćěŋ.

Proof ˙ = ∑ i1<...<i_p ˙_{i1...ip} dx^{i1} ⋀ : : : ⋀ dx^{ip} .

Šőčďă ŕő ńĺŋěľŋőśšĺ d˙ = ∑ i1<...<i_p d˙_{i1...ip} ⋀ dx^{i1} ⋀ : : : ⋀ dx^{ip} .

Őůěćĺďŋő, ¡šő śŋőćă ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋă£ ťőřňă ććĺďş ŕřăćĺń ćŋěÿŋěčő şňŋőęěŋĺ£. Š.ő. ěśšĳ ěďĺŋśšćěŋŋőśšĳ, ă £ćŋżľ ćĺď ťőřňşńż ďăěš śşźěśšćőćăŋĺě.

Ğăňěšĺň, ůšő ĺśŕőńĳğőćăŋă ăśśőűĺăšĺćŋőśšĳ şňŋőęěŋĺ£: dx^i ⋀ dx^{i1} ⋀ : : : ⋀ dx^{ip} . Ğďěśĳ i_1 < : : : < i_p, ŋő i ňőęěš ŋě şďőćńěšćőř£šĳ ¡šőňş şśńőćĺ¿. Šőčďă ŕřĺďěšś£ ěčő ŋěśłőńĳłő řăğ ŕěřěśšăćĺšĳ, ŋě őąřăźă£ ćŋĺňăŋĺ£ ŋă řăśśšăŋőćłş śłőąőł. İšő ĺ ěśšĳ ăśśőűĺăšĺćŋőśšĳ.

Theorem 1. ˙_1 ⋀ ˙_2 = (−1)^{pq} ˙_2 ⋀ ˙_1, čďě p | řăŋč ˙_1, q | řăŋč ˙_2.

2. d(˙_1 ⋀ ˙_2) = (d˙_1) ⋀ ˙_2 + (−1)^p˙_1 ⋀ d˙_2.

Proof 1. e_1 · · · e_pe_{p+1} · · · ; e_{p+q} | ŕşśšĳ ŕőřőęďă¿š ńĺŋěľŋőě ŕřőśšřăŋśšćő. Řăśśňőšřĺň ąăğĺś e_{p+1} · · · e_{p+q} e_1 · · · e_p. Šőčďă őřĺěŋšăűĺ£ ŕěřěţőďă őš őďŋőčő ąăğĺśă ł ďřşčőňş ěśšĳ (−1)^{pq}. İšő őůěćĺďŋő ĺğ řăśśňőšřěŋĺ£ šřăŋśŕőğĺűĺľ. İšő ęě řăśśşęďěŋĺě ŕřĺňěŋ£ěšś£ ł

dx^{i1} ⋀ · · · ⋀ dx^{ip} ⋀ dx^{j1} ⋀ · · · ⋀ dx^{iq} :

Ŕőďőąŋőě řăśśşęďěŋĺě ůăśšő ćśšřěůăěšś£ ŕřĺ ćğ£šĺĺ ŕř£ňőľ śşňňż őřĺěŋšĺřőćăŋŋżţ ŕřőśšřăŋśšć ć šőň ĺ ďřşčőň ŕőř£ďłě.

2. Őůěćĺďŋő, şšćěřęďěŋĺě śŕřăćěďńĺćő ďń£ ťőřň ćĺďă

(dx^{i1} ⋀ · · · ⋀ dx^{ip} ) = ˙_1; (dx^{j1} ⋀ · · · ⋀ dx^{jq} ) = ˙_2:

Šăł ůšő ćśě ďěńő ć şňŋőęěŋĺĺ ŋă ůĺśńőćş¿ ťşŋłűĺ¿. Ĺňěŋŋő őŋă ŕőďćěřčăěšś£ ŋěšřĺćĺăńĳŋőňş ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺ¿. Ŕşśšĳ ćěřŋő ďń£ ˙_1 ĺ ˙_2; ďőłăęěň ďń£ f˙_1 ĺ g˙_2, čďě f; g | ťşŋłűĺĺ. Šőčďă ćśě ąşďěš ďőłăğăŋő.

Şŕřăęŋěŋĺě. Ŕřőďěńăľšě ¡šő ďőłăğăšěńĳśšćő.

§śŋő, őšłşďă ąěřěšś£ (−1)^p: ŕřĺďěšś£ p řăğ ŕěřěśšăćĺšĳ ďĺťťěřěŋűĺăń. Ŕřĺňěřż: Řăśśňőšřĺň ć ŕřőśšřăŋśšćě ¡ńěłšřĺůěśłőě ĺ ňăčŋĺšŋőě ŕőń£.

Ŋă ůăśšĺűş ğăř£ďă e ďěľśšćşěš śĺńă ć łńăśśĺůěśłőň őąőğŋăůěŋĺĺ f = e^→E +e [^→H ×^{→V}_C ].^→E,^→H | ¡ńěłšřĺůěśłőě ĺ ňăčŋĺšŋőě ŕőń£. Ŋă śăňőň ďěńě, śĺńă

| łőćěłšőř, ğŋăůĺš, E | łőćěłšőř, ă H | łőśőśĺňňěšřĺůěśłĺľ šěŋğőř řăŋčă 2.

f_i(x) = eE_i + eH_{ij} V j C ; H_{ij}(x) = −H_{ji}(x):

Ćěłšőřŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě şłăğżćăěš ŋă ŋăńĺůĺě łőśőśĺňňěšřĺůŋőčő šěŋğőřă, ěśńĺ řěğşńĳšăš | łőćěłšőř. Ć ěćłńĺďőćőľ ňěšřĺłě řăğřăąőšăŋő śőŕőśšăćńěŋĺě:

H_{12} → H^3; H_{23} → H^1; H_{13} → H^2:

Ŕřĺ őřšőčőŋăńĳŋőň ŕřěőąřăğőćăŋĺĺ ś őŕřěďěńĺšěńěň +1 ğăłőŋż ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ŋě őšńĺůă¿šś£. Őšńĺůĺě ůşćśšćşěšś£, ěśńĺ śďěńăšĳ ŕřěőąřăğőćăŋĺě ś őŕřěďěńĺšěńěň -1. Ŕő¡šőňş ťĺğĺłĺ ŋăğćăńĺ ćěłšőř ňăčŋĺšŋőčő ŕőń£ "ăłśĺăńĳŋżň". Ěźě ŕřĺňěř šěŋğőřă ćšőřőčő řăŋčă: şčńőćă£ śłőřőśšĳ.

Ğăłőŋż Ťăřăďě£-Ňăłśćěńă: H = ∑ i<j dx^i ⋀ dx^j; x = (x^1; x^2; x^3); E = E_i(x)dx^i:

1. dH = 0:

2. dE = −^1_C^{∂H}_{∂t} (H_{ij} = H_{ij}(x; t)).

İšĺ ğăłőŋż ŋě ğăćĺś£š őš ňěšřĺłĺ.

Řăśśňőšřĺň ŕřőśšřăŋśšćő R^{3,1} ś łőőřďĺŋăšăňĺ (x^0; x^1; x^2; x^3), x^0 = ct. (İšő ďěńăěšś£ ďń£ śőčńăśőćăŋĺ£ řăğňěřŋőśšěľ.)

Ňĺŋłőćśłĺľ ďăń čěőňěšřĺůěśłş¿ šřăłšőćłş ŚŠŐ.

Ć ŕřĺřőďě ďő ĺğşůěŋĺ£ ňĺłřőňĺřă ćśšřěůă¿šś£ šőńĳłő ¡ńěłšřőňăčŋĺšŋżě ĺ čřăćĺšăűĺőŋŋżě śĺńż, őŋĺ ĺňě¿š čěőňěšřĺůěśłş¿ śšřşłšşřş.

Ŕőńőęĺň F (x) = E_idx^i ⋀ dx^0 + ∑ i<j H_{ij}dx^i ⋀ dx^j; i; j = 1; 2; 3.

Şŕřăęŋěŋĺě: Ğăłőŋż 1) ĺ 2) řăćŋőśĺńĳŋż śćőľśšćş dF = 0 (ğăňěůăŋĺě Ńőřěŋűă).

İńěłšřőňăčŋĺšŋőě ŕőńě ğăňłŋşšő. İšőš ŕřőśšěľÿĺľ ğăłőŋ ŕřĺřőďż šřěąşěš ńĺÿĳ ŕřőśšěľÿĺţ čěőňěšřĺůěśłĺţ śšřşłšşř. Š.ě. ¡ńěłšřőňăčŋĺšŋőě ŕőńě | śăňă£ čřşąă£ ťĺğĺůěśłă£ śšřşłšşřă.

Theorem d · d = 0.

Proof Ďőśšăšőůŋő ďőłăğăšĳ, ůšő d(df) = 0, čďě f | ťşŋłűĺ£. Ĺňěěň: ∂f ∂x^i dx

i, d(’_i(x)dx^i) = ∑ i<j (_{∂φ} ∂x^j − ∂φ_j ∂x^i ) (dx^i ⋀ dx^j). Ŕőďśšăćĺć ’_i =^{∂f}_{∂xi} , ŕő-

ńşůĺň 0 ĺğ-ğă śĺňňěšřĺĺ ůăśšŋżţ ŕřőĺğćőďŋżţ.

Ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋżě ťőřňż ĺğőąřěń Ŕşăŋłăřě, řěÿă£ ğăďăůĺ őą ăćšőňőřťŋżţ ťşŋłűĺ£ţ ĺ čăňĺńĳšőŋőćżţ śĺśšěňăţ ŋěąěśŋőľ ňěţăŋĺłĺ. Čěőňěšřĺůěśłă£ ťőřňăńĺğăűĺ£ śőğďăŋă Ă.Łăřšăŋőň ĺ ďě Řăňőň.

Ňż ćĺďĺň, ůšő ňŋőčő ěśšĳ ğăňłŋşšżţ ťőřň, ŋăŕřĺňěř ¡šő ń¿ąă£ šőůŋă£ ťőřňă, ćĺďă dA. Ć őďŋőść£ğŋőľ őąńăśšĺ ěćłńĺďőćă ŕřőśšřăŋśšćă ğăňłŋşšżě ĺ šőůŋżě ťőřňż śőćŕăďă¿š. Ŋăśłőńĳłő ğăňłŋşšżţ ąőńĳÿě, ůěň šőůŋżţ | őŕřěďěń£ěšś£ šőŕőńőčĺěľ őąńăśšĺ.

Ŕřĺňěř. d’ =^{xdy−ydx}_{r2} , ğďěśĳ d | ŕřőśšő őąőğŋăůěŋĺě, ă ŋě ďĺťťěřěŋűĺăń, š.ł. ’ | ŋě ťşŋłűĺ£ (¡šő ňŋőčőğŋăůŋă£ ťşŋłűĺ£) ŋă R^2\0. Ŋăďő ćżłĺŋşšĳ łřĺćş¿, śőďěřęăźş¿ 0 ĺ şţőď£źş¿ ć ąěśłőŋěůŋőśšĳ, ůšőąż ’ śšăńő őďŋőğŋăůŋőľ ťşŋłűĺěľ (şŕřăęŋěŋĺě).

Šěŕěřĳ ŕěřěţőďĺň ł ňěšřĺłě. Ŕşśšĳ ŋă ňŋőčőőąřăğĺĺ ć ńőłăńĳŋżţ łőőřďĺŋăšăţ x = (x^1; : : :; x^n) ğăďăŋă ňěšřĺłă

g_{ij}(x) = g_{ji}; g(x) = detg_{ij}(x) ≠ 0:

Definition Ğăňěŋă łőőřďĺŋăš śőţřăŋ£ěš őřĺěŋšăűĺ¿, ěśńĺ £łőąĺăŋ ŕőńőęĺšěńĳŋżľ.

Definition Ňŋőčőőąřăğĺě ŋăğżćăěšś£ őřĺěŋšĺřőćăŋŋżň, ěśńĺ ć ăšńăśě ćśě ğăňěŋż śőţřăŋ£¿š őřĺěŋšăűĺ¿.

Ŕřĺňěřż ŋěőřĺěŋšĺřşěňżţ ňŋőčőőąřăğĺľ | ńĺśš Ňěąĺşśă ĺ ŕřőěłšĺćŋă£ ŕńőśłőśšĳ.

Ąşďěň śůĺšăšĳ, ůšő ňŋőčőőąřăğĺě X őřĺěŋšĺřşěňő. Şŕřăęŋěŋĺě: ń¿ąőě őďŋőňěřŋőě ňŋőčőőąřăğĺě őřĺěŋšĺřşěňő.

Lemma Ŕşśšĳ X | őřĺěŋšĺřőćăŋŋőě ňŋőčőőąřăğĺě ś ňěšřĺłőľ. Šőčďă g^′(x(y)) = J^2g(x(y)), čďě J =^{∂x}_{∂y} :

Proof İšő őůěćĺďŋő ĺğ ğăłőŋă ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ňăšřĺű łćăďřăšĺůŋżţ ťőřň G^′ = J^∗G J.

Ă šőčďă ˙ = √ g(x)dx^1 ⋀ · · · ⋀ dx^n | ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋă£ ťőřňă. Őŋă ŋăğżćăěšś£ ¡ńěňěŋšőň őąžěňă ŋă őřĺěŋšĺřőćăŋŋőň ňŋőčőőąřăğĺĺ.

Ŕřĺňěř. Ňěšřĺłă ć 4-ňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě. (dx^0)^2 − (dx^1)^2 − (dx^2)^2 − (dx^3)^2. Ćěłšőřż łńăśśĺťĺűĺřş¿šś£ ŋă ŕřőśšřăŋśšćěŋŋőŕőďőąŋżě (śłăń£řŋżľ łćăďřăš < 0), ćřěňěŋěŕőďőąŋżě (śłăń£řŋżľ łćăďřăš > 0), śćěšőćżě (= 0).

Ňăšěřĺăńĳŋă£ šőůłă ęĺćěš ŕő łřĺćőľ, ş łőšőřőľ łăśăšěńĳŋżě ćěłšőřă šőńĳłő ćřěňěŋěŕőďőąŋż. Šőčďă ş šăłĺţ łřĺćżţ ěśšĳ ďńĺŋă. Łăłőć ěě śňżśń? İšő ćřěň£ ęĺğŋĺ.

Şŕřăęŋěŋĺě. Śřăćŋĺšĳ ćřěňěŋă ęĺğŋĺ ćďőńĳ řăğŋżţ šřăěłšőřĺľ. Ŕřĺśşšśšćĺě ňěšřĺłĺ ŕőğćőń£ěš ĺğ ťőřňż řăŋčă k ŕőńşůĺšĳ ĺŋćăřĺăŋšŋő ťőřňş řăŋčă n − k.

Řĺňăŋőćş čěőňěšřĺ¿ ňőęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ łăł £ğżł őŕĺśăŋĺ£ ŕřőśšřăŋśšćěŋŋő-ćřěňěŋŋőľ řěăńĳŋőśšĺ. Őďŋő ĺğ ŕěřćżţ ŕřĺňěŋěŋĺľ ¡šőčő £ğżłă ćŋşšřĺ ňăšěňăšĺłĺ | šőŕőńőčĺ£.

15.11.93 Ńěłűĺ£ 8

Řĺňăŋőćă łřĺćĺğŋă.

Łńăśśĺůěśłă£ łřĺćĺğŋă łřĺćőľ ĺ ŕőćěřţŋőśšĺ | ďőśšăšőůŋő ŕřőśšőě ŕőŋ£- šĺě. Řăśśňőšřĺň ěćłńĺďőćő ŕřőśšřăŋśšćő R^n ś łőőřďĺŋăšăňĺ (x^1; : : :; x^n) ĺ ěćłńĺďőćőľ ňěšřĺłőľ g_{ij}(x) = ‹_{ij}. Ŕşśšĳ ďń£ ŕřőśšőšż n = 2; (x^1; x^2) = (x; y).

Řăśśňőšřĺň łřĺćş¿ x(t); y(t); t = s | ŋăšşřăńĳŋżľ ŕăřăňěšř, š.ě. łřĺćă£ ğăŕăřăňěšřĺğőćăŋă ďńĺŋőľ. Łřĺćĺğŋőľ łřĺćőľ ŋăğżćăěšś£ ăąśőń¿šŋă£ ćěńĺůĺŋă şśłőřěŋĺ£ k = |^{d2→x}_{ds2} | (∀n). Ążćăěš łřĺćĺğŋă łřĺćőľ śő ğŋăłőň, ŋő ¡šő šőńĳłő ć ŕńőśłőśšĺ:

k> 0 k< 0

Ňőęŋő ěźě ŕřěďśšăćń£šĳ łřĺćĺğŋş śńěďş¿źĺň őąřăğőň: ćżąěřěň ć šőůłě łřĺćőľ ńőłăńĳŋş¿ śĺśšěňş łőőřďĺŋăš, čďě őśĳ x == łřĺćőľ. Šőčďă ds = dx^′ ŕřĺ x = x_0. Šőčďă k = −f^{′′}_{xx}|_{x=x0} , čďě čřăťĺł f śőćŕăďăěš ś łřĺćőľ ć ¡šőľ ńőłăńĳŋőľ śĺśšěňě.

Śňőšřĺ ć łńăśśĺůěśłőň łşřśě ťőřňşńż Ťřěŋě.

Šěŕěřĳ řăśśňőšřĺň ďćşňěřŋş¿ ŕőćěřţŋőśšĳ ć šřěţňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě, ćżąěřěň ńőłăńĳŋş¿ śĺśšěňş łőőřďĺŋăš x; y; z, š.ů. ŕőćěřţŋőśšĳ ğăďăěšś£ łăł z = f(x; y), őśĳ z⊥ ŕőćěřţŋőśšĺ. Šőčďă ĺňěěň z^′_x = z^′_y = 0. Ćő ćšőřőň ŕřĺąńĺęěŋĺĺ ŕőćěřţŋőśšĳ ğăďăěšś£ łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňőľ ś ňăšřĺűěľ b_{ij} = (^{∂2f}_{∂xi∂xj} )|_x0_{,y}0 , čďě (x^1; x^2) = (x; y).

İšă ťőřňă ŋăğżćăěšś£ ćšőřőľ łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňőľ ŕőćěřţŋőśšĺ. Ŕőśňőšřĺň, łăł ćżčń£ďĺš řĺňăŋőćă ňěšřĺłă ŕőćěřţŋőśšĺ. Ćő-ŕěřćżţ, őŋă ĺŋďşűĺřőćăŋă ňěšřĺłőľ ŕřőśšřăŋśšćă. Ďńĺŋş łăśăšěńĳŋőčő ćěłšőřă ŕőćěřţŋőśšĺ ńěčłő ŋăľšĺ: ds^2 = dx^2 + dy^2, š.ě. g_{ij} = ‹_{ij}.

Šăł ůšő śĺśšěňă łőőřďĺŋăš ţăřăłšěřĺğşěšś£ šěň, ůšő řĺňăŋőćă ňěšřĺłă ěćłńĺďőćă: g_{ij} = ‹_{ij} , ă ćšőřă£ łćăďřăšĺůŋă£ ťőřňă ĺňěěš ćĺď: b_{ij} =^{∂2f}_{∂xi∂xj} (ć šőůłě x_0; y_0).

Ŕőśłőńĳłş őďĺŋ ĺŋďěłś ŕőďŋĺňăěšś£ ŕřĺ ŕőňőźĺ ňěšřĺłĺ, ĺŋćăřĺăŋšŋő őŕřěďěńěŋż śőąśšćěŋŋżě ůĺśńă | čńăćŋżě łřĺćĺğŋż. Ďěšěřňĺŋăŋš ŋăğżćăěšś£ čăşśśőćőľ łřĺćĺğŋőľ. Ŕśěćďőśťěřă | ćěřţŋ££ ůăśšĳ čĺŕěřąőńőĺďă | ć ŕřőśšřăŋśšćě Ňĺŋłőćśłőčő ĺňěěš ňěšřĺłş Ńőąăůěćśłőčő ĺ ŋăğżćăěšś£ ć ťĺğĺłě ňăśśőćőľ ŕőćěřţŋőśšĳ¿. İšő ěśšĳ řěăńĳŋőě ŕřĺňěŋěŋĺě čěőňěšřĺĺ Ńőąăůěćśłőčő ć ťĺğĺłě, ć őšńĺůĺĺ őš "şčńőć ąőńĳÿőčő šřěşčőńĳŋĺłă".

Őůěćĺďŋő, čăşśśőćă łřĺćĺğŋă k = k_1k_2. Ş ŕř£ňőľ ŋěš ćŋşšřěŋŋěľ čěőňěšřĺĺ. Čěőňěšřĺ£ ćőğŋĺłăěš ĺğ-ğă ćńőęěŋĺ£ ć ŕřőśšřăŋśšćő. Ăŋăńőčĺůŋő k_1; k_2 | ŋě ĺňě¿š ĺŋćăřĺăŋšŋőčő śňżśńă. Ă čăşśśőćă łřĺćĺğŋă | ĺňěěš ĺ ćżůĺśń£ěšś£ šőńĳłő ůěřěğ řĺňăŋőćş ňěšřĺłş śăňőľ ŕőćěřţŋőśšĺ.

Ć šřěţňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě k ŋě ĺğňěŋĺš ğŋăł ŕřĺ ĺğňěŋěŋĺĺ őřĺěŋšăűĺĺ őśĺ z.

k> 0 k< 0

Ğăďăůă (Ňăłśćěńă). Ąěřěčă őśšřőćă şţőď£š łřşšő ćŋĺğ. Šőčďă ůĺśńő ŕĺłőć + ůĺśńő ćŕăďĺŋ - ůĺśńő ŕěřěćăńőć = 1.

Ć ăŋăńĺğě ćšőřă£ łćăďřăšĺůŋă£ ťőřňă ć łřĺšĺůěśłĺţ šőůłăţ ŋăğżćăěšś£ ťőřňőľ Čěśśě.

Ĺšăł, łřĺćĺğŋă | šřĺćĺăńĳŋőě ŕőŋ£šĺě ćřőďě şśłőřěŋĺ£. Ĺďě£ Řĺňăŋă: šćěřďőě šěńő | řěŕěř, čěőňěšřĺ£ śőğďăěšś£ šěńăňĺ ğă śůěš śĺń, ćőğďěľśšćş¿źĺţ ŋă řěŕěř. Ŋăďő őąžěţăšĳ ğăňłŋşšżľ ŕşšĳ řěŕěřőň, śřăćŋĺšĳ ŋăůăńĳŋőě ĺ łőŋěůŋőě ŕőńőęěŋĺě. Řěğşńĳšăš ĺğňěřěŋĺ£ ĺ ěśšĳ łřĺćĺğŋă.

Şęě čřěłĺ ążńĺ ŋěďőćőńĳŋż ŕőśšşńăšőň ŕăřăńńěńĳŋżţ. (İšő ěśńĺ ćżřăęăšĳś£ ŋă £ğżłě ňăšěňăšĺůěśłőľ ńőčĺłĺ.) Ŋă šěŋğőřŋőň £ğżłě ŋěńĳğ£ čőćőřĺšĳ ő ŕăřăńńěńĳŋőśšĺ ć řăğŋżţ šőůłăţ. Ćőőąźě, ćěłšőřż ŕő-řăğŋőňş ŕěřěŋőś£šś£ ŕő řăğŋżň łřĺćżň ŕřĺ ŋăńĺůĺĺ řĺňăŋőćőľ ňěšřĺłĺ. Ĺďě£ ŕăřăńńěńĳŋőčő ŕěřěŋőśă ńěęĺš ć őśŋőćě ŕőŋ£šĺ£ łřĺćĺğŋż.

Ĺšăł, řăśśňőšřĺň ňŋőčőőąřăğĺě M ś łőőřďĺŋăšăňĺ x^1; : : :; x^n, ňěšřĺłőľ g_{ij}(x). Ŕşśšĳ T = (T^i(x)), i = 1; : : :; n | ćěłšőřŋőě ŕőńě.

Řăśśňőšřĺň őąžěłš T^i_{,k} =^{∂T i(x)}_{∂xk} . Őŋ | ŋě šěŋğőř. Ěśńĺ ěśšĳ ğăňěŋă łőőřďĺŋăš x(y), čďě y = (y^1; · · · ; y^n), šő T^{′j} = T (x(y))^{∂yj}_{∂xi} . Ş šěŋğőřőć šĺŕă (1,1) šőęě ěśšĳ śćőľ ğăłőŋ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£. T^{′j}_{,s} =^{∂T ′j (x(y))}_{∂ys} | ŋě śőćŕăďăěš ś šěŋğőřŋżň ğăłőŋőň. (Ă, ŋăŕřĺňěř,^{∂Ti}_{∂xj} −^{∂Tj}_{∂xi} | łőśőśĺňňěšřĺůěśłĺľ šěŋğőř, ŋő ěďĺŋśšćěŋŋżľ ĺğ ůăśšŋżţ ŕřőĺğćőďŋżţ I ŕőř£ďłă ďń£ łőćěłšőřŋőčő ŕőń£. Ş ćěłšőřŋőčő ŕőń£ ćőőąźě ŋě śőśšăćĺÿĳ šěŋğőřă ąěğ ňěšřĺłĺ). Ĺšăł, ŕőłă ůšő ŋěš ăŋăńĺğă šěŋğőřŋżţ, ć ůăśšŋőśšĺ ćěłšőřŋżţ ŕőńěľ. Ćżćőď: ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺě šěŋğőřă ŋě ěśšĳ ŋăĺćŋőě ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺě ć ńőłăńĳŋżţ łőőřďĺŋăšăţ x = (x^1; : : :; x^n). Řăśśňőšřĺň R^N_x | N-ňěřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő, ğăćĺś£źěě őš x. Ŋăŕřĺňěř, čőďĺšś£ ń¿ąőě šěŋğőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ĺńĺ ěčő ŕőďŕřőśšřăŋśšćő. Ćőőąźě čőćőř£, ¡šő ŕřĺňěř ćěłšőřŋőčő řăśśńőěŋĺ£ ĺńĺ řăśśńőěŋŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă. Ŋăŕřĺňěř, ć śńşůăě ćńőęěŋŋőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ ňőęŋő řăśśňőšřěšĳ őřšőčőŋăńĳŋőě ďőŕőńŋěŋĺě ł łăśăšěńĳŋőňş ŕřőśšřăŋśšćş. Őśŋőćŋőľ ŕřĺňěř | ŕřőśšřăŋśšćő łăśăšěńĳŋżţ ćěłšőřőć, š.ě. N = n. Řăśśňőšřĺň ťşŋłűĺ¿ f, š.ů. f(x) ∈ R^N_x . Ŋăŕřĺňěř, ćěłšőřŋőě ŕőńě. Ňż ţőšĺň ŕőśšřőĺšĳ ăŋăńĺğ šăłĺţ ťşŋłűĺľ. Ŋăĺćŋżľ ŕőďţőď f(x+h)−f(x) h ŕńőţ, š.ł. f(x); f(x + h) ć řăğńĺůŋżţ ŕřőśšřăŋśšćăţ. Ŋşęŋă řăğşňŋă£ őŕěřăűĺ£ ŕăřăńńěńĳŋőčő ŕěřěŋőśă łăśăšěńĳŋżţ ćěłšőřőć, ţőš£ ąż ŋă ąěśłőŋěůŋő ňăńőě řăśśšő£ŋĺě.

Ŕřĺňěř f(x); n = 1. Ěśńĺ śůĺšăšĳ, ůšő ůĺśńőćă£ ŕř£ňă£ ć łăęďőľ šőůłě x śćő£, ¡šő şęě ćőŕřőś | ŕăřăńńěńĳŋżľ ŕěřěŋőś śłăń£řőć, ¡šĺ ĺďěĺ Ćěľń£ őłăğăńĺśĳ ćăęŋż ďń£ őŕĺśăŋĺ£ ňăčŋĺšŋőčő ŕőń£.

Ďń£ ďćşňěřŋżţ ŕőćěřţŋőśšěľ łřĺćĺğŋă őłăğżćăěšś£ őďŋőľ ťşŋłűĺěľ. Ć šřěţňěřŋőň śńşůăě | ¡šő šěŋğőř 4 řăŋčă.

Řăśśňőšřĺň łăśăšěńĳŋőě ŕřőśšřăŋśšćő R^N_x ňŋőčőőąřăğĺ£ M^n ś łőőřďĺŋăšăňĺ (x^1; : : :; x^n). Řăśśňőšřĺň ŋăąőř ťşŋłűĺľ Č^i_{jk}(x), š.ů. ∀ ćěłšőřŋőčő

ŕőń£ T (x) = T^i(x). ∇_kT^i =^{∂T i(x)}_{∂xk} + Č^i_{jk}(x)T^j(x) | šěŋğőř. Ŋăąőř Č^i_{jk} ŋăğżćăěšś£ śĺňćőńăňĺ Łřĺśšőťťěń£ ĺńĺ čěőňěšřĺůěśłőľ ść£ğŋőśšĳ¿ ňŋőčőőąřăğĺ£.

Ŕřĺ ăťťĺŋŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ţ, őůěćĺďŋő Č^i_{jk} ŕřěőąřăğş¿šś£ łăł šěŋğőřż.

Ĺğ ŋăÿěčő şśńőćĺ£, ůšő şłăğăŋŋżľ őąžěłš | šěŋğőř, ňőęŋő ćżŕĺśăšĳ ğăłőŋ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ďń£ Č^i_{jk}. Ďń£ ŕřőśšőšż ňőęŋő ŋăůăšĳ ś šăłőľ śĺśšěňż, ć łőšőřőľ Č = 0. Ć łřĺćőńĺŋěľŋőľ śĺśšěňě Č şęě ŋě ąşďşš řăćŋż 0. Definition Ŕşśšĳ ć łăęďőľ ńőłăńĳŋőľ śĺśšěňě łőőřďĺŋăš ğăďăŋ ŋăąőř ůĺśńőćżţ ťşŋłűĺľ Č^i_{jk}(x), š.ů. ∇_kT^i =^{∂T i(x)}_{∂xk} + Č^i_{jk}T^j (x) | šěŋğőř (1,1). Šőčďă ŋăąőř Č^i_{jk}(x) ŋăğżćăěšś£ čěőňěšřĺůěśłőľ ść£ğŋőśšĳ¿ (ĺńĺ śĺňćőńăňĺ Łřĺśšőťťěń£.) Şłăğăŋŋă£ őŕěřăűĺ£ ŋăğżćăěšś£ őŕěřăűĺěľ ĺŋćăřĺăŋšŋőčő ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺ£.

∇_kT = @_kT + ^Č_kT , čďě ^Č_k | ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř.

Ć šăłőň ćĺďě ŕőŋ£šŋő, łăł őąőąźăšĳ ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺě ŋă ďřşčĺě šěŋğőřŋżě ŕőń£. Ŕřĺ ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺĺ ŕőńşůă¿šś£ šěŋğőřż ąőńěě ćżśőłĺţ řăŋčőć. Ć őďŋőňěřŋőň śńşůăě ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř | şňŋőęěŋĺě ŋă ůĺśńő. Šăł ůšő ňőęŋő ĺŋćăřĺăŋšŋő ďĺťťěřěŋűĺřőćăšĳ ťşŋłűĺĺ. Łőćăřĺăŋšŋżě ŕřőĺğćőďŋżě, ć őšńĺůĺě őš őążůŋżţ, ŋě łőňňşšĺřş¿š.

Ŕřĺňěř: n = 1.

[∇_k; ∇_l] = ∇_k∇_l − ∇_l∇_k =

@Č^k @x^l − @Č^l @x^k

| ćőőąźě ŋě ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋżľ őŕěřăšőř.

Őŕěřăűĺ£ ŕăřăńńěńĳŋőčő ŕěřěŋőśă ć őďŋőňěřŋőň śńşůăě ŋěšřĺćĺăńĳ ŋă, ěśńĺ őš šőůłĺ ł šőůłě ňěŋ£ěšś£ ąăğĺś.

Ć ťĺğĺłě ¡ńěłšřőňăčŋĺšŋőě ŕőńě ğăďăěš łőćăřĺăŋšŋőě ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺě łőňŕńěłśŋőğŋăůŋżţ ťşŋłűĺľ.

Şłăğăŋŋżľ ŕřĺ n = 1 łőňňşšăšőř ŋăğżćăěšś£ řĺňăŋőćőľ łřĺćĺğŋőľ. Š.ě. řĺňăŋőćă łřĺćĺğŋă ĺğňěř£ěš ŋěłőňňşšĺřőćăŋĺě łőćăřĺăŋšŋżţ ŕřőĺğćőďŋżţ.

Lemma Śĺňćőńż Łřĺśšőťťěń£ ŕřěőąřăğş¿šś£ ŕő ğăłőŋş:

~Č^p_{qr}(y) = Č^i_{jk}(x(y))@y^p @x^i

@x^j @y^q

@x^k @y^s

¡šő łăł ş šěŋğőřőć + @^2x^i @y^q @y^s

@y^p @x^i

Şŕřăęŋěŋĺě. Ďőłăęĺšě ¡šş őůěćĺďŋş¿ ńěňňş.

Ğăňěšĺň, ůšő ďń£ ăťťĺŋŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ őśšăŋěšś£ šőńĳłő šěŋğőřŋă£ ůăśšĳ.

Ŋěńĺŋěľŋżě ğăňěŋż łőőřďĺŋăš ěśšěśšćěŋŋż ďń£ ňěţăŋĺłĺ śŕńőÿŋőľ śřěďż, čďě ŋşęŋő ďĺťťěřěŋűĺřőćăšĳ šěŋğőřŋżě ŕőń£.

Ůěň ţăřăłšěřĺğşěšś£ ěćłńĺďőćă čěőňěšřĺ£? Łőćăřĺăŋšŋżě ŕřőĺğćőďŋżě ąşďşš łőňňşšĺřőćăšĳ ĺ ćő ćśěţ őśšăńĳŋżţ śĺśšěňăţ łőőřďĺŋăš (ěśńĺ ć ěćłńĺďőćőľ ążńĺ 0).

Şŕřăęŋěŋĺě. Ŕřěćřăšĺšě ńěňňş ć őŕřěďěńěŋĺě.

Řĺňăŋőćă ňěšřĺłă őŕřěďěń£ěš ěďĺŋśšćěŋŋżň őąřăğőň ŋěłőšőřżľ ěśšěśšćěŋŋżľ śŕőśőą łőćăřĺăŋšŋőčő ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺ£, ă ĺňěŋŋő:

1. Śłăń£řż ďĺťťěřěŋűĺřş¿šś£ őążůŋżň őąřăğőň.

2. ∇_k(T^′T^{′′}) = (∇_kT^′)T^{′′} + T^′(∇_kT^{′′}). (ťőřňşńă Ńěľąŋĺűă).

3. Łőćăřĺăŋšŋőě ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺě łőňňşšĺřşěš śő śćěřšłőľ.

Theorem 1. Śşźěśšćşěš ěďĺŋśšćěŋŋă£ őŕěřăűĺ£ łőćăřĺăŋšŋőčő ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺ£ ń¿ążţ šěŋğőřőć śő śćőľśšćăňĺ 1)-3), ěśńĺ šőńĳłő ěśšĳ ďń£ ćěłšőřőć.

2. Śşźěśšćşěš ĺ ěďĺŋśšćěŋŋă őŕěřăűĺ£ łőćăřĺăŋšŋőčő ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺ£ ŋă řĺňăŋőćőň ňŋőčőőąřăğĺĺ śő śćőľśšćăňĺ 1)-3) ĺ

3. Č^i_{jk} = Č^i_{kj}

4. ∇_kg_{ij} = 0

Č^i_{jk} − Č^i_{kj} = T^i_{jk} | šěŋğőř łřşůěŋĺ£ ďăŋŋőľ ść£ğŋőśšĺ. Ść£ğŋőśšĳ, ő łőšőřőľ čőćőřĺšś£ ć šěőřěňě, ŋăğżćăěšś£ řĺňăŋőćőľ (łřĺśšőťťěńěćőľ ść£ğŋőśšĳ¿). Ďń£ n = 2 řĺňăŋőćă łřĺćĺğŋă śőćŕăďăěš ś čăşśśőćőľ.

22.11.93. ńěłűĺ£ 9

Ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋőě ĺśůĺśńěŋĺě ŋă čńăďłĺţ ňŋőčőőąřăğĺ£ţ

Ŋěšřşďŋő ďĺťťěřěŋűĺřőćăšĳ ťşŋłűĺ¿: ∇_kf = (^{∂f}_{∂xk} ) | łőćěłšőř. Ŋő ć

śńşůăě ŕřőĺğćőńĳŋőčő šěŋğőřă ∇_kT^{(i)}_{(j)} =^{∂T (i)(j)}_{∂xk} | ŋě šěŋğőř. Ţőšěńőśĳ ąż ŕřĺ ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺĺ őš šěŋğőřă šĺŕă (p; q) ŕěřěľšĺ ł šěŋğőřş šĺŕă (p; q + 1).

Ĺďě£ | ŕőďőąřăšĳ ďőąăćłş D^{(i)}_{(j)}, ůšőąż ć řěğşńĳšăšě ŕőńşůĺńś£ šěŋğőř. İšă ďőąăćłă, őůěćĺďŋő, ŋě ěďĺŋśšćěŋŋă; łăł ŋăľšĺ ěě ěśšěśšćěŋŋżň őąřăğőň?

Řăśśňőšřĺň ŕřőśšěľÿĺľ śńşůăľ ćěłšőřőć. ∇_kT^i =^{∂T i}_{∂xk} + Č^i_{pk}T^p. Č^i_{pk} | śĺňćőńż Łřĺśšőťťěń£ | ŕřěőąřăğş¿šś£ ŋě ŕő šěŋğőřŋőňş, ă ŕő ďřşčőňş ğăłőŋş: z → z^′, šőčďă Č^{k′}_p′_q′ =^{∂zk′}_{∂zk} (Č^k_{pq}^{∂zp}_{∂zp}′^{∂zq}_{∂zq}′ +^{∂2zk}_{∂zp}′_{∂zq}′ ). Ğăňěšĺň, ůšő śĺňćőńż Łřĺśšőťťěń£ ŋě ěďĺŋśšćěŋŋż, ňőęŋő ďőąăćĺšĳ šěŋğőř šőľ ęě ćăńěŋšŋőśšĺ. Ŋăąőř śĺňćőńőć Łřĺśšőťťěń£ ŋă ćśěň ňŋőčőőąřăğĺĺ ŋăğżćăěšś£ ăťťĺŋŋőľ ść£ğŋőśšĳ¿, łőćăřĺăŋšŋżň ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺěň ĺńĺ ŕăřăńńěńĳŋżň ŕěřěŋőśőň. Őŕěřăűĺ£ ∇_k | ćğ£šĺě łőćăřĺăŋšŋőľ ŕřőĺğćőďŋőľ. Ŕőśšřőěŋĺě łőćăřĺăŋšŋőľ ŕřőĺğćőďŋőľ šěŋğőřőć ćżśőłĺţ ŕőř£ďłőć ďőńęŋő şďőćńěšćőř£šĳ śńěďş¿źĺň ěśšěśšćěŋŋżň śćőľśšćăň: łőňňşšĺřőćăŋĺě śő śćěřšłőľ, ŋă ŕřőĺğćěďěŋĺĺ ďěľśšćşěš ťőřňşńă Ńěľąŋĺűă, ŕřőĺğćőďŋă£ ťşŋłűĺĺ řăćŋă čřăďĺěŋšş.

Theorem Ăťťĺŋŋă£ ść£ğŋőśšĳ ěďĺŋśšćěŋŋżň őąřăğőň ğăďăěš šăłőě łőćăřĺăŋšŋőě ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺě šěŋğőřőć ∇_k, ůšő:

1. ∇_k | ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř;

2. ∇_kf = (^{∂f}_{∂xk} ).

3.^∂_{∂xk} (T^iT_i) = (∇_kT^i)T_i + T^i(∇_kT_i).

4. ∇_k(R^{(i)}_{(p)}S^{(j)}_{(q)}) = (∇_k(R^{(i)}_{(p)})S^{(j)}_{(q)} + R^{(i)}_{(p)}(∇_kS^{(j)}_{(q)}).

Ŕřĺ ¡šőň łőćăřĺăŋšŋă£ ŕřőĺğćőďŋă£ řăćŋă: 5. ∇_kT^{(i)}_{(j)} =

@T^{(i)}_{(j)} @x^k − T^{(i)}_{jj2···jq} Č^j_{j1k} − · · · − T^{(i)}_{j1···jq−1j}Č^j_{jqk} + +T^{i,i2···is} (j) Č^{i1}_{ik} + · · · + T^{i1···ip−1 ,i} (j) Č^{ip}_{ik} :

Proof Ĺğ śćőľśšćă 3) ňőęŋő ćżćěśšĺ ćĺď łőćăřĺăŋšŋőľ ŕřőĺğćőďŋőľ ďń£ łőćěłšőřőć.

Ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőčő šěŋğőřă T = T^{i1···ip}_{j1···jq} e_{i1} ⊗ · · · ⊗ e_{ip} ⊗ e^{j1} · · · e^{jq} . Ćőśŕőńĳğőćăćÿĺśĳ śćőľśšćăňĺ 1)-4), ŕőńşůĺň 5). Šěň śăňżň ďőłăğăńĺ ĺ śşźěśšćőćăŋĺě, ĺ ěďĺŋśšćěŋŋőśšĳ.

Ĺňě£ łőćăřĺăŋšŋş¿ ŕřőĺğćőďŋş¿, ňőęŋő ďĺťťěřěŋűĺřőćăšĳ šěŋğőř ŕő ŋăŕřăćńěŋĺ¿ ćěłšőřă: ∇_ξT = ^k∇_kT .

Ŕőśňőšřĺň, łăł ŕěřěŋőśĺšś£ ćěłšőř ŕő łřĺćőľ ć őążůŋőľ ěćłńĺďőćőľ ŕńőśłőśšĺ:

dT^i dt = 0;^{dxk}_{dt} ·^{∂T i}_{∂xk} = 0: Ŕőśńěďŋ¿¿ ťőřňşńş ňőęŋő ŕěřěŋěśšĺ ŋă ňŋőčőőąřăğĺě łăł őŕřěďěńěŋĺě, ěśńĺ ğăňěŋĺšĳ ŕřőĺğćőďŋş¿ ŋă łőćăřĺăŋšŋş¿.

Definition Ŕőńě ćěłšőřőć ŋă łřĺćőľ ŕăřăńńěńĳŋő, ěśńĺ

@x^k @t ∇_kT^i = 0:

Ŕşśšĳ łřĺćă£ řăśśňăšřĺćăěšś£ ŕřĺ 0 ≤ t ≤ 1. T^i(0) | ŋăůăńĳŋżľ, T^i(1) | łőŋěůŋżľ ćěłšőřż.

Definition T^i(1) ŕăřăńńěńěŋ T^i(0) ćďőńĳ x(t), ěśńĺ ěśšĳ ŕőńě ŕăřăńńěńĳŋżţ ćďőńĳ łřĺćőľ ćěłšőřőć ś ŋăůăńőň T^i(0), łőŋűőň T^i(1). Ĺńĺ: T^i(1) | řěğşńĳšăš ŕăřăńńěńĳŋőčő ŕěřěŋőśă T^i(0) ćďőńĳ x(t).

Ćśěčďă ńĺ ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ řěğşńĳšăš ŕăřăńńěńĳŋőčő ŕěřěŋőśă? Ďń£ ¡šőčő ŋăďő řěÿĺšĳ ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋőě şřăćŋěŋĺě^{dT i}_{dt} + (^{dxk}_{dt} Č^i_{jk} )T^j = 0. Řěÿěŋĺě ¡šőčő şřăćŋěŋĺ£ śşźěśšćşěš ńőłăńĳŋő ĺ ŕřĺ ďőśšăšőůŋő čńăďłőň Č čńőąăńĳŋő. Ŕăřăńńěńĳŋżľ ŕěřěŋőś | ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř ĺğ łăśăšěńĳŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă ć ŋăůăńě łřĺćőľ ć łăśăšěńĳŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ć łőŋűě łřĺćőľ.

Ć ¡ńěňěŋšăřŋőľ čěőňěšřĺĺ ŕěřěŋőś | ŕřěőąřăğőćăŋĺě, śőţřăŋ£¿źěě řăśśšő£ŋĺ£ ĺ şčńż. Řăśśňőšřĺň śńşůăľ ňěšřĺłĺ g_{ij}.

Definition Ść£ğŋőśšĳ śőčńăśőćăŋă ś ňěšřĺůěśłĺň šěŋğőřőň ("řĺňăŋőćă" ć śńşůăě řĺňăŋőćă ňěšřĺůěśłőčő šěŋğőřă), ěśńĺ ∇g_{ij} = 0.

Theorem Ěśńĺ detg_{ij} ≠ 0, šő śşźěśšćşěš ěďĺŋśšćěŋŋă£ śőčńăśőćăŋŋă£ ść£ğŋőśšĳ, ďń£ łőšőřőľ Č^k_{ij} = Č^k_{ji}, čďě

Č^k_{ij} = 1=2g^{kl}(

@gl_j @x^i + @g_il @x^j − @g_{ij} @x^k

) (∗)

Proof ∇_kg_{ij} = 0 ⇔^{∂gij}_{∂xk} = g_{lj} Č^l_{ik} + g_{il}Č^l_{jk}:

Ŕěřěśšăćĺň ĺŋďěłśż űĺłńĺůěśłĺ: @g_ik @x^i

= g_{lk}Č^l_{ji} + g_{jl}Č^l_{ki}; @g_{ki} @x^j

= g_{li}Č^l_{kj} + g_{kl} − Č^l_{ij}

Śşňňőľ ĺ řăğŋőśšĳ¿ ¡šĺţ śőőšŋőÿěŋĺľ ŕőńşůăěšś£ (∗).

Ŋăśłőńĳłő ŕőńşůěŋŋżě ŕőŋ£šĺ£ ňěšřĺłĺ, ść£ğŋőśšĺ, ŕěřěŋőśă śőčńăśş- ¿šś£ ś čěőňěšřĺůěśłőľ ĺŋšşĺűĺěľ? Ňěšřĺłă ŋşęŋă ďń£ ŕőďŋ£šĺ£ ĺ őŕşśłăŋĺ£ ĺŋďěłśőć { őšőęďěśšćńěŋĺ£ ćěłšőřőć ĺ łőćěłšőřőć, ňăšřĺű ĺ łćăďřăšĺůŋżţ ťőřň ĺ š.ŕ.

Ğăďăůĺ:

1)Łőćăřĺăŋšŋőě ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺě śőčńăśőćăŋő ś őŕşśłăŋĺěň ĺŋďěłśőć.

2) Ěśńĺ ść£ğŋőśšĳ śőčńăśőćăŋă ś ňěšřĺłőľ, šő ŕřĺ ŕăřăńńěńĳŋőň ŕěřěŋőśě śőţřăŋ£ěšś£ śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě S^i(t) ŋă T^i(t).

Ŋěďőśšăšőł ść£ğŋőśšĺ | őŋă ŋě šěŋğőř. Ŕőŕřőąşěň śőśšăćĺšĳ łőňąĺŋăűĺĺ, £ćń£¿źĺěś£ šěŋğőřăňĺ.

Šěŋğőř łřĺćĺğŋż:

R^i_{qkl} =

@Č^i_{qk} @x^l − @Č^i_{ql} @x^k

+ Č^i_{pl}Č^p_{qk} − Č^i_{pk}Č^p_{ql}:

Šěŋğőř łřşůěŋĺ£:

T^p_{kl} = Č^p_{kl} − Č^p_{lk} Ğăďăůă 1. R; T | šěŋğőřż. (Ďń£ T őůěćĺďŋő).

2. (Šěőřěňă). (∇_k∇_l − ∇_l∇_k)T^i = −R^i_{qkl}T^q + T^p_{kl}^{∂T i}_{∂xp} :

Ćż£śŋĺň čěőňěšřĺůěśłĺľ śňżśń šěŋğőřă łřĺćĺğŋż. Řăśśňőšřĺň šřĺ ćěłšőřŋżţ ŕőń£ ; ”; ¸.

Ŕőńőęĺň

[T (; ”)]^i = T^i_{kl}^k”^l; [R(; ”)¸] = R^i_{jkl}^k”^l¸^j:

Ğăďăůă

1. T (; ”) = ∇_ξ” − ∇_η − [; ”]:

2. R(; ”)¸ = ∇_η∇_ξ¸ − ∇_ξ∇_η¸ + ∇_{[ξ,η]}¸

Ğďěśĳ [; ”] = ^{j ∂ηi}_{∂xj} − ”^{j ∂ξi}_{∂xj} | śłőąłă Ńĺ ćěłšőřŋżţ ŕőńěľ. Ğăťĺłśĺřşěň ; ” . Šőčďă ŕő ŕőń¿ ¸ ŕőńşůĺň ŋőćőě ŕőńě, š.ě. ĺňěěň őŕěřăšőř ŋă ćěłšőřŋżţ ŕőń£ţ. Ć šőůłě ŕőńşůĺň ăćšőňőřťĺğň łăśăšěńĳŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă. Őŋ şśšřőěŋ šăł: ćőğĳňěň łőŋšşř ć łăśăšěńĳŋőľ ŕńőźăďłě ł ; ” ; őąŋěśěň ŕő ŋěňş ¸. Řăğŋőśšĳ řěğşńĳšăšă ĺ ĺśţőďŋőčő ćěłšőřă řăğďěńĺň ŋă ŕńőźăďĳ łőŋšşřă ĺ şśšřěňĺň ł 0. Ŕőńşůĺň ŕřěďěńĳŋżľ ćěłšőř, š.ě. řěğşńĳšăš ĺğňěř£ěš őšńĺůĺě łăśăšěńĳŋőľ ŕńőśłőśšĺ őš ěćłńĺďőćőľ.

İšő łőćăřĺăŋšŋőě őŕřěďěńěŋĺě ŕřőďőńęăěšś£ ć śńőęŋżţ śĺšşăűĺ£ţ. Ĺďě£ ďőłăğăšěńĳśšćă: ŕřăćă£ ůăśšĳ řăćěŋśšćă ńĺŋěľŋő ğăćĺśĺš őš ćěłšőřŋżţ ŕőńěľ. Őśšăěšś£ ŕřőćěřĺšĳ ŋă ąăğĺśŋżţ ŕőń£ţ.

Ć ďăńĳŋěľÿěň śůĺšăěň, ůšő łřşůěŋĺě řăćŋő 0. Ŕřĺ ŕőňőźĺ ňěšřĺłĺ őŕşśšĺň ćŋĺğ ĺŋďěłś łřĺćĺğŋż. R_{iqkl} = g_{ip}R^p_{qkl} | řĺňăŋőć šěŋğőř łřĺćĺğŋż.

Śłăń£řŋă£ łřĺćĺğŋă R = g^{ql}R^i_{qli}. Řĺňăŋőćă łřĺćĺğŋă őąńăďăěš ňŋőčĺňĺ śĺňňěšřĺ£ňĺ:

R_{iqkl} = −R_{qikl}; R_{iqkl} = R_{kliq}(ğăďăůă):

Ğăďăůă. Śşźěśšćşěš ńőłăńĳŋă£ łăřšă, ć łőšőřőľ

g_{ij} = ‹_{ij} = 1=3R_{ikjl}x^kx^l + E_{ikjl}x^kx^l ; čďě E → 0 ŕřĺ x → 0:

İšă łăřšă ŕőńşůăěšś£ ¡łśŕőŋěŋűĺăńĳŋżň őšőąřăęěŋĺěň łăśăšěńĳŋőľ ŕńőśłőśšĺ:

čěőďěğĺůěśłă£

Ŕřőěłšĺřşěň čěőďěğĺůěśłş¿ ŋă ŕńőśłőśšĳ ś śőţřăŋěŋĺěň ďńĺŋż. Šăł ĺ ŕőńşůĺň łăřšş.

Ŕřĺňěř. Řăśśňőšřĺň ŕőćěřţŋőśšĳ ć šřěţňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě. Ĺğ-ğă śĺňňěšřĺĺ ŕěřćżě ĺ ćšőřżě ďćă ĺŋďěłśă řĺňăŋőćőľ łřĺćĺğŋż ďőńęŋż ążšĳ řăğŋżňĺ. Ŕő¡šőňş ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ğŋăłă ćśě řăćŋő R_{1212}.

Ŕőćěřţŋőśšĳ ńőłăńĳŋő ğăďăŋă łăł čřăťĺł z = f(x; y). Šőčďă:

dx^2 + dy^2 + dz^2 = dx^2 + dy^2 + df^2; g_{ij} = ‹_{ij} + @f @z^i @f @z^j ; čďě z^′ = x; z^2 = y:

Ěśńĺ ŕőďśšăćĺšĳ g ć ťőřňşńż, ŕőńşůĺň R_{1212} = det ( f_{xx} f_{xy} f_{yx} f_{yy} ) | čěśśĺăŋ.

İšőš šěŋğőř ğăćĺśĺš őš śĺśšěňż łőőřďĺŋăš, ŋő śłăń£řŋă£ ćěńĺůĺŋă ŋě ğăćĺśĺš, őŋă řăćŋă: R = 2det ( f_{xx} f_{xy} f_{yx} f_{yy} ) = 2 × čăşśśőćă łřĺćĺğŋă.